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1.2.4 Champ magnétique extérieur B0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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L’objet de ce mémoire de thèse est d’étudier une méthode de simulation numérique d’un
modèle dit � Full wave � de la propagation dans un tokamak d’une onde électromagnétique
injectée par un ensemble d’antennes installées sur le bord de l’enceinte de confinement. On
étudiera une méthode d’approximation par éléments finis de Lagrange introduite dans [5],
adaptée à notre contexte.

Dans le premier chapitre on introduit le modèle physique considéré pour décrire la
propagation d’une onde (électrostatique) d’une fréquence proche de la résonance hybride
dans un plasma dit froid et confiné par un champ magnétique à l’intérieur d’un tokamak.

Ce modèle a un historique qui remonte aux années 1980 par les travaux des chercheurs
nord-américains sur le tokamak Alcator C-Mod du MIT, voir [58], [60], [6], [53] ainsi que
leurs références. En Europe, en parallèle, des études comparables ont été menées autour
du tokamak du programme Jet. Ces travaux sont à la base du modèle présenté dans ce
mémoire, voir [14], [47], [45] et [46] ainsi que les thèses [52] et [36].

Dans ce mémoire, comme en général dans les travaux précédents, on remplace la
géométrie du tokamak par celle du tore. La propagation des ondes électromagnétiques
est modélisée par les équations de Maxwell. Dans ce travail on considère une approxima-
tion de la solution harmonique en temps. On obtient le système d’équations aux dérivées
partielles qui caractérisent les modèles appellés Full-wave décrits dans le chapitre dédié à
la modélisation et qui fera l’objet d’analyse et de simulation :

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω,(0.1)

div(KE) = 0 dans Ω,(0.2)

E × n = 0 sur ΓC ,(0.3)

rotE × n = ıωµ0js sur ΓA(0.4)

avec ε0µ0c
2 = 1 où c est la vitesse de la lumière dans le vide, js est un courant superficiel

qui parcourt l’antenne ΓA et K est le tenseur dièlectrique.
Dans ce chapitre on rappelle comment on obtient l’expression du tenseur dièlectriqueK

ainsi que les propriétés spectrales qui sont déterminantes pour établir l’existence et l’unicité
de la solution. Ce tenseur n’est pas Hermitien et donc les démonstrations classiques de la
stabilité de la méthode des éléments finis ne sont plus valables.

Dans le chapitre deux on rappelle les formulations varationnelles mixtes et mixtes
augmentées déjà étudiées dans Sebelin [52], Hattori [36] et [8]. Ces formulations nous
permettent de chercher des solutions dans (H1(Ω))3 et donc une approximation par des
éléments finis de Lagrange dans cet espace. Pour démontrer que ces formulations sont bien
posées on utilise le théorème de Babuska-Brezzi [30], mais à cause des caractéristiques
du tenseur K un résultat ad-hoc est nécessaire pour obtenir la coercivité de la forme
sesquilinéaire. Ce résultat est dû à Sebelin et al. [52].

Le chapitre trois est dédié à la présentation de la discrétisation des équations du modèle
en trois dimensions d’espace. Pour l’approximation de la solution, le champ électrique E,
on considère des éléments finis P2 ; pour les multiplicateurs on considère une approximation
P1, c’est à dire une approximation de Taylor Hood P2 − P1. Dans les travaux précédents
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les auteurs on considéré des approximations monodimensionnelles [52] ou des approxima-
tions dites � 2d1

2
�, c’est à dire on développe la solution en série de Fourier dans l’angle

toröıdal. Ainsi Meneghini [53], Hattori [36] et [7], obtiennent un problème bidimensionnel
sur une section polöıdale du tore. Par ailleurs, dans le travail de Meneghini, la contrainte
div(KE) = 0 n’est pas imposée. Cette équation est vérifiée dans le cas théorique par la
solution de l’équation (0.1), mais elle n’est pas vérifiée a priori par une approximation
numérique par des éléments finis P2. Il faut l’imposer à travers une contrainte, c’est qui est
fait dans ce mémoire de thèse.

Dans ce chapitre on montre comment est construit le système linéaire du type points
selle, le modèle discret, et comment on introduit les conditions au bord. Les caractéristiques
du tenseurK impliquent que la matrice de raideur est non-Hermitienne et creuse, on pourra
alors résoudre le système d’équations linéaires par une méthode directe de type LU [35] ou
une méthode itérative GMRS [50].

Dans le chapitre quatre il est démontré le caractère bien posé du système d’équations
discret quand on considère une approximation de type Taylor-Hood P2 − P1. La difficulté
majeure a été d’établir la condition inf-sup du théorème de Babuska-Brezzi à cause des
caractéristiques du tenseur K. Il est donné un résultat d’existence et unicité de la solution
dans le cas d’un � tore � polyédrique.

Après avoir défini la normale discrète on introduit une approximation P1 du tenseur
K, noté Kh. Il est démontré que pour h petit, le pas de discrétisation, Kh vérifie les
mêmes propriétés spectrales que K. Ainsi on montre la coercivité de la forme sesquilinéaire
� discrète �.

Le point le plus technique est la démonstration de la condition inf-sup. La démonstration
suit le canevas présenté dans [19]. On considère les espaces d’approximation :

Y h = Y 3
h ,

Qh = { qh ∈ C0(Ωh); qh|TT ∈ P1 ∀ TT ⊂ T1,h }
où Yh = { vh ∈ C0(Ωh); (vh|TT )i ∈ P2, i = 1 : 3 et ∀ TT ⊂ T1,h }

On définit les espaces des fonctions :

Xh = {vh ∈ Y h : vh(a)× nh(a) = 0 pour tout point d’interpolation a de Γh},
X0,h = {vh ∈ Y h : vh = 0 sur Γh} ⊂ (H1

0 )3(Ωh),

Q0,h = {qh ∈ Qh :

∫
Ωh

qh dΩh = 0}.

avec les normes :

‖ vh ‖Xh
=

(
‖ vh ‖2

0,Ωh
+ ‖ div(Khvh) ‖2

0,Ωh
+ ‖ rotvh ‖2

0,Ωh

) 1
2

‖ qh ‖Qh =‖ qh ‖0,Ωh .

(0.5) ‖q‖2
Q0,h

=
∑

TT∈T1,h
h2
TT ‖∇q‖2

0,TT
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Tout d’abord on démontrera à l’aide du lemme du Fortin, [33] ,une condition inf-sup sur
l’espace X0,h × Q0,h muni des normes ‖ · ‖1,Ωh , ‖ · ‖Q0,h

. Ensuite on établit une condition

inf-sup intermédiaire sur l’espace (H1
0(Ω), ‖·‖1,Ω)×(L2

0(Ω), ‖·‖0,Ω). On obtient ensuite une
troisième condition inf-sup sur l’espace (X0,h, ‖·‖1,Ωh)×(Q0,h, ‖·‖0,Ωh). Ces trois conditions
nous permettront d’établir celle sur l’espace X0,h×Q0,h muni des normes (‖·‖Xh

, ‖·‖0,Ωh).
Et enfin à l’aide de la technique de démonstration proposée en [19], on en conclut la
condition inf-sup finale sur l’espace Xh ×Qh muni des normes (‖ · ‖Xh

, ‖ · ‖0,Ωh).
Une borne a priori de l’erreur est déduite automatiquement, voir [30] , [57] et [36].
Le chapitre 5 est dédié aux simulations numériques. On commence par expliciter les

termes du tenseur K ainsi que ses dérivées nécessaires au montage de la matrice de raideur
du système. Les premières simulations concernent le cas avec une densité des électrons et
des ions constante et égale a la valeur au centre de la section polöıdale. Ensuite on considère
le cas où les densités ont un profil parabolique, la valeur au bord du tokamak est 10−4 fois
la valeur au centre du tokamak. On fait aussi une simulation dans le cas où le vecteur
d’onde est une fonction de la distance au centre du tokamak.

On présente des résultats pour divers valeurs de B0, la norme du champ magnétique
extérieur, et pour diverses valeurs de la pulsation de l’onde incidente. Dans tous les cas
considérés la longueur d’onde est compatible avec le principe de cinq points de maillage
par longueur d’onde.

Le chapitre se termine par une table montrant l’évolution de la puissance absorbée
par le plasma par effet Joule en fonction de B0, le champ magnétique extérieur, et ω, la
pulsation de l’onde injectée.

Le dernier chapitre de ce mémoire concerne une série d’appendices rappellant des
résultats nécessaires à la compréhension du texte. Par exemple le changement de base
entre le système cartésien et le système de Stix, dans lequel le tenseur K est défini.





1 Modélisation

1.1 Fusion nucléaire

La matière est constituée des atomes, particules formées d’un noyau autour duquel
gravite un ensemble d’électrons. Le noyau est constitué des protons et neutrons, le nombre
d’électrons est le même que celui de protons. Les forces qui assurent la cohésion du noyau
c’est à dire l’énergie nécessaire à la liaison varient d’un atome à l’autre et la perturbation
de la configuration des électrons et de protons peut produire la libération d’importantes
quantités d’énergie appelée énergie nucléaire. Dans une réaction de fusion, on réalise la
synthèse à partir de deux noyaux légers un noyau plus lourd avec libération simultanée
d’énergie. Par exemple la fusion d’un noyau de deutérium composé d’un proton et un
neutron avec un noyau de tritium composé d’un proton et deux neutrons. On obtient un
noyau d’hélium et un neutron. La quantité d’énergie obtenue par gramme de mélange de

Figure 1.1 – Fusion nucléaire

deutérium et de tritium est équivalente à celle libérée par la combustion de plus de 10000
litres d’essence. Ainsi un réacteur à fusion est donc essentiellement un bruleur nucléaire à
l’intérieur duquel se trouve un mélange de deutérium et de tritium sous forme de plasma.
Pour pouvoir fusionner deux noyaux, il faut les lancer l’un contre l’autre, ceci nécessite
une énergie telle qu’ils puissent contre carre les forces de répulsion. La traduction de cette
énergie en termes de température correspond à des valeurs de l’ordre de plusieurs dizaines
de millions de dégrées Celsius, dans le cas de ITER (International Thermonuclear Experi-
mental Reactor)1 la température est estimée à 150 millions des degrés Celsius.

1. Pour plus d’informations www.iter.gouv.fr
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À ces stades, les physiciens ont remarqué deux problèmes techniques parmi des milliers. À
des températures très élevées les particules se déplacent à une très grande vitesse (quelques
milliers de km/s) et si aucune précaution n’est prise, elles s’enfuiront très rapidement sans
rencontrer une autre particule pour fusionner et produire de l’énergie, il est donc nécessaire
de confiner l’ensemble du plasma. Un confinement matériel est impossible, aucune paroi
construite dans des restructures classiques pourrait résister aux températures considèrées.
La solution adoptée dans le projet ITER et en général dans les recherches menées en Eu-
rope, et autour du projet ITER , est le confinement magnétique. Le confinement magnétique
est obtenu à l’aide d’un champ magnétique. Aux températures considèrées, les atomes du
plasma sont ionisés et subissent un effet d’enroulement quand on les fait se mouvoir dans un
champ magnétique. Si l’on renferme ce champ magnétique sur lui-même, par exemple dans
un tore, les particules se trouvent prisonnières, c’est à dire confinées. Plusieurs configura-
tions ont été étudiées mais celle adoptée dans le projet ITER et étudiée dans cette thèse est
une configuration toröıdale, nommée tokamak. Inventée au début des années 1950 par les
physiciens soviétiques Igor Tamm et Andrëı Sakharov sur une idée originale du physicien
Oleg Lavrentiev, le terme tokamak veut dire en français, chambre toröıdale avec bobines
magnétiques. Le premier tokamak, dénommé T1, a été construit à l’institut Kurchatov à
Moscou2 . Dans le cas du tokamak on impose un champ magnétique extérieur dans lequel

Figure 1.2 – Tokamak du projet ITER

les lignes de force sont légèrement torsadées. Tout ceci est obtenu par la superposition d’un
champ magnétique toröıdal Bφ engendré par des bobines extérieures et un champ polöıdal
Bθ induit par un courant circulant toröıdalemet dans le plasma.
Les particules chargées décrivent alors une trajectoire en hélice autour d’un champ magnétique,
ainsi on compense la pression du plasma qui cherche à sortir de l’enceinte par la pression

2. https ://fr.wikipedia.org/wiki/Tokamak
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Figure 1.3 – Champs magnétique toröıdal et polöıdal

magnétique. Cette situation n’est en fait pas toujours stable, certains phénomènes para-
sites permettent aux particules de sortir du piège au bout d’un certain temps appelé le
temps de confinement des particules. Si le milieu est suffisamment dense, les collisions sont
fréquentes mais le temps de confinement est court. Si le milieu est peu dense les collisions
sont rares et les particules ont tendance à rester confinées longtemps. Dans ce cadre on

Pr
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Figure 1.4 – Trajectoire des particules

apporte de l’énergie pour obtenir le confinement et la température du plasma.

1.1.1 Génération de courant et chauffage

Pour que la machine soit viable il faut que l’énergie produite par les réactions de fusion
compense l’énergie utilisée pour faire fonctionner le réacteur. Cet aspect a été étudié et un
critère, dit de Lawson [41] donne la valeurs (température des ions par rapport à la densité
et le temps de confinement) qu’il faut atteindre pour obtenir un bilan positif d’énergie. Le
critère de Lawson est établi quand la puissance créée par la réaction de fusion deutérium-
tritium compense la puissance perdue dans le processus. Pour un tokamak de type ITER
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Figure 1.5 – Diagramme de Lawson

le critère de Lawson impose que [1]

(1.1) ne T τ ≥ 5.1021 KeV.s.m−3

Avec ne la densité des électrons du plasma, T la température du plasma et τ le temps du
confinement. Dans un tokamak les densités du plasma sont de l’ordre de 1020 par mètre
cube et le temps de confinement dans les expériences réalisées jusqu’à présent ne dépasse
pas la seconde.
Donc pour vérifier le critère de Lawson il faut porter le plasma à une très haute température,
environs 10keV c’est à dire environs 120 millions de dégrés Celsius. Ainsi les méthodes du
chauffage apporté de l’extérieur du plasma confiné dans le tokamak constituent un point
crucial pour arriver à rendre opérationnel les réacteurs de fusion nucléaire. En premier
lieu le courant nécessaire au confinement du plasma permet un chauffage par effet Joule,
mais il est insuffisant, environs 2 keV. Il devient donc nécessaire d’ajouter un chauffage dit
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non inductif. Plusieurs méthodes ont été expérimentées pour augmenter la température du
plasma, fondamentalement il existe deux types :
L’injection des particules neutres, qui consiste à introduire dans le plasma des particules

Figure 1.6 – Types de chauffage

électriquement neutres mais très énergétiques par le moyen de collisions qui transfèrent
une partie de leur énergie aux particules du plasma.
Le deuxième type est le chauffage par onde radio fréquence. Il s’agit d’injecter dans le
plasma une onde électromagnétique avec des caractéristiques bien déterminées pour obtenir
une absorption d’énergie dans le milieu. La principale caractéristique est que l’onde injectée
doit avoir une fréquence de résonance avec les particules constituant le plasma, c’est à dire
vibrer à la même fréquence. Le chauffage cyclotronique ionique à la manière d’un four à
micro-ondes utilise une onde à haute fréquence, proche de celle de la fréquence de giration
des ions, c’est à dire de l’ordre de quelques dizaines de Mégahertz (MHz). Cette absorption
n’est pas possible dans un plasma à une composante unique (effet de blindage), il est
alors ajouté un pourcentage d’ions d’hydrogène de masse inférieure à celle du deutérium.
L’onde est alors fortement absorbée par les ions d’hydrogène qui transmettront leur énergie
ensuite aux électrons par collisions, qui chaufferont à leur tour les ions de deutérium. Le
chauffage cyclotronique électronique chauffe les électrons du plasma au moyen d’un faisceau
de rayonnement électromagnétique de haute intensité et d’une fréquence 170 GHz, qui
est la fréquence de résonance des électrons. Ces électrons rentrent alors en collision avec
les ions et leur transfèrent l’énergie absorbée. La longueur d’onde correspondante est de
quelques millimètres. Dans le cas du chauffage cyclotronique dit à la fréquence hybride
basse on est dans l’ordre du Gigahertz, c’est à dire des ondes d’une longueur proche du
centimètre qui est très faible par rapport aux dimensions du domaine occupé par le plasma
confiné. Ce type d’onde est très efficace pour accélérer les électrons par absorption Landau
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Figure 1.7 – Antennes

Figure 1.8 – Générateur

dans la direction toröıdale. En raison de cette capacité d’absorption directe et intense
des électrons, l’efficacité de génération de courant de l’onde hybride compte parmi les
meilleures. En conséquence le chauffage à la fréquence hybride basse est très utilisé dans
les machines actuelles comme une méthode efficace pour la génération de courant non-
inductif. Ce type de chauffage par des ondes électromagnétiques nécessite un générateur,
des lignes de transmission et une antenne. Le générateur produit des ondes à la fréquence
désirée, qui sont transportées par une ligne de transmission, le guide d’ondes, jusqu’à une
antenne située dans une paroi du tokamak, c’est à dire l’enceinte de confinement, cette
antenne envoie les ondes dans le plasma.

Dans cette thèse on se propose de développer une méthode numérique de simulation de
la propagation dans le plasma d’un tokamak d’une onde de fréquence hybride basse.

1.2 Modèle

L’objectif de cette section est de présenter le modèle dit Full Wave qui décrit la pro-
pagation dans un plasma froid magnétisé des ondes électromagnétiques dans la gamme
de fréquences de l’ordre de la fréquence hybride base. Ces ondes se propagent à un cer-
tain angle du champ magnétique statique assurant le confinement du plasma, ce champ
magnétique dit extérieur est noté B0. La fréquence cyclotronique électronique, ou pulsa-
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tion gyromagnétique notée ωce, est donnée par ωce =
|qe|
me

B0, la fréquence cyclotronique

ionique notée ωci, est donnée par ωci =
qi
mi

B0 ou, me et mi sont respectivement la masse

de l’électron et de l’ion considérés, qe et qi sont respectivement la charge d’un électron et
la charge d’un ion considérés. B0 est la norme du champ magnétique statique B0.

La pulsation gyromagnétique ou encore la fréquence cyclotronique de l’onde hybride
basse est de l’ordre de la moyenne géométrique de ωci et ωce, c’est à dire, ω2

lh ∼ ωciωce. Par
ailleurs la pulsation des ondes hybrides basses ωlh est nettement supérieure à la fréquence
cyclotronique ionique ωci et bien inférieure à la fréquence cyclotronique électronique ωce,

c’est à dire, plus grande qu’un facteur de l’ordre de

√
mi

me

,

(1.2) ωci(x̄)� ωlh � ωce(x̄)

On fait dépendre ici ωci et ωce de la position x̄ car ces quantités dépendent de B0, qui en
réalité dépend aussi de la position, à moins que l’on choisisse constante, ce qui est supposé
dans certaines simulations. Une application numérique simplifiée donnera une idée de la
gamme de fréquences qui nous intéresse et les longueurs d’onde considérées. On se donne
les quantités suivantes qui sont importante pour l’approximation numérique :

qi = 1, 6 ∗ 10−19C(= Coulomb)(1.3)

mi = 1, 6726 ∗ 10−27kg

qe = −1, 6 ∗ 10−19C

me = 0.91094 ∗ 10−30kg

B0 = 3, 2 Tesla

donc on a :

ωce ' 5.6206 ∗ 1011rad s−1(1.4)

ωci ' 3.0611 ∗ 108rad s−1.

Ainsi ωlh ' 1.3117 ∗ 1010rad s−1. La longueur d’onde associée est de l’ordre de 14cm.
Plus généralement on considére des fréquences entre 0.5 et 5 GHz, les longueurs d’ondes
correspondantes sont comprises entre 6 cm et 6dm. L’onde incidente ω pourra alors être
de l’ordre de 0.1ωlh à ωlh. Les hypothèses faites sur la gamme des fréquences qui nous
intéressent impliquent qu’on pourra négliger l’amortissement cyclotronique sur les ions,
par contre l’inégalité ω � ωce signifie que les électrons sont fortement magnétisés, d’où
le seul effet thermique important en dehors de la zone de résonance hybride basse est
l’amortissement Landau dû au mouvement libre des électrons le long des lignes de champ
magnétique, [52]. Les auteurs déjà signalés avancent qu’on peut alors supposer travailler
dans le cadre d’une approximation dite des plasmas froid pour décrire le couplage et la
propagation d’une onde au bord de l’antenne à la région d’absorption dans le plasma.
L’approximation dite plasma froid suppose que les particules du milieu sont immobiles en
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l’absence d’une perturbation et que sur l’action d’un champ électromagnétique elles oscil-
lent autour de leur position d’équilibre fixe dans l’espace. Cela revient à négliger l’agitation
thermique de ces particules devant leur mouvement d’oscillation.

1.2.1 The full wave system

Le plasma confiné dans un tokamak est décrit comme un ensemble de particules chargées
d’électrons et plusieurs espèces d’ions que créent les champs électromagnétiques qui s’ad-
ditionnent au champ dit extérieur de confinement, et champs crées par les ondes injectées
qui affectent le mouvement des particules, on veut connaitre la portée de ce phénomène.
La propagation des ondes électromagnétiques dans un plasma confiné est décrite par les
équations de Maxwell [4] :

divD = % (loi de Gauss électrique),(1.5)

divB = 0 (loi de Gauss magnétique),(1.6)

rotE = −∂B
∂t

(loi de Faraday),(1.7)

rotH = J +
∂D
∂t

(loi d’Ampère)(1.8)

où E est le champ électrique, H est le champ magnétique, D est le champ d’induction
électrique et B est le champ d’induction magnétique, ces champs vectoriels sont à valeurs
dans R+ × C3. Par ailleurs J est la densité de courant total et % la densité de charge
électrique. J est une fonction vectorielle à valeurs dans R+ × C3 et % est une fonction
scalaire à valeurs dans R+ ×R. Ces quantités vérifient une équation de conservation de la
charge :

∂%

∂t
+ divJ = 0.(1.9)

Pour déterminer J et % il faudra coupler le système des équations de Maxwell, au moins de
façon implicite avec les équations décrivant le mouvement des particules. Mais avant tout,
les équations de Maxwell ne permettent pas de déterminer les champs électromagnétiques
complètement, le système doit être ferme à l’aide de ce qui est appellé des lois de com-
portement. Si on suppose que le milieu est homogène, les lois de comportement peuvent
s’écrire de la façon suivante :

B = µ0H(1.10)

D = ε0E(1.11)

où ε0 et µ0 sont respectivement la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique
du vide. Une substitution élémentaire dans les équations (1.5) nous donne les équations
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décrivant la propagation des ondes dans un plasma anisotrope vérifiée par B et E :

rotE = −∂B
∂t
,(1.12)

rotB = µ0J +
1

c2

∂E
∂t
.(1.13)

div(ε0E) = %,(1.14)

divB = 0,(1.15)

Pour résoudre ce système on écrit formellement que les champs E et B sont l’addition
d’une partie statique, à l’équilibre sans la présence de l’onde injectée, plus une très petite
perturbation due à l’onde apportée par l’antenne, c’est à dire :

E = E0 + εĒ(1.16)

B = B0 + εB̄(1.17)

avec ε� 1.
Par la suite on suppose que dans l’absence de l’onde émisse par l’antenne on est à l’équilibre
stationnaire du plasma, donc on suppose que E0 = 0.
Maintenant on va chercher les solutions du système (1.12) avec un comportement périodique
en temps ou encore en régime harmonique, c’est à dire, une dépendance temporelle de la
forme e−ıωt, avec ω > 0 la pulsation de l’onde. Ainsi :

Ē(x, t) = Re[E(x)e−ıωt](1.18)

B̄(x, t) = Re[B(x)e−ıωt](1.19)

et

E(x, t) = εRe[E(x)e−ıωt](1.20)

B(x, t) = B0 + εRe[B(x)e−ıωt](1.21)

avec Re[r] la partie réelle du nombre complexe r. Si on suppose que les parties statiques
de J et % sont aussi nulles on a :

J (x, t) = J 0(x) + ε J̄ = εRe[J(x)e−ıωt](1.22)

%(x, t) = %0(x) + ε %̄(x, t) = εRe[%(x)e−ıωt](1.23)

Par ailleurs le champ magnétique extérieur est statique et vérifie que divB0 = 0 et rotB0 =
0. Si on introduit ces approximations dans l’équation (1.12) on trouve que les champs E
et B sont solutions du système d’équations suivant :

rotE = ıωB,(1.24)

µ−1
0 rotB + ıωε0E = J .(1.25)

div(ε0E) = ρ,(1.26)

divB = 0,(1.27)
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Par substitution on peut éliminer la variable B des équations précédentes et on obtient
alors l’équation :

rot rotE − ω2

c2
E = ıωµ0J dans Ω,

(1.28)

avec ε0µ0c
2 = 1 où c est la vitesse de la lumière dans le vide. Les hypothèses faites sur le

comportement du milieu nous permettent d’appliquer la loi d’Ohm :

J = σE.(1.29)

où σ est le tenseur de conductivité. Encore par substitution on obtient l’équation ca-
ractérisant le modèle ”full wave ” :

rot rotE − ω2

c2

(
I +

ı

ε0ω
σ
)
E = 0 dans Ω.(1.30)

où I est la matrice identité. Ou encore

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω.(1.31)

où K est le tenseur diélectrique défini par :

(1.32) K = I +
ı

ε0ω
σ

il est appelé aussi réponse du plasma. Comme son nom l’indique, il caractérise le milieu et
détermine les possibilités de propagation des ondes. Dans la section suivante on déterminera
le tenseur diélectrique K.

1.2.2 Expression du tenseur diélectrique K

Les champs E et B solutions des équations de Maxwell sont déterminés par le champ
de vecteur densité de courant J . Le champ J peut être décomposé en deux parties, l’une
qui sera obtenue à partir d’un modèle fluide décrivant le mouvement des particules du
plasma qu’on notera J class et une deuxième partie qui est un terme stabilisateur du à
l’amortissement Landau qu’on notera J res. Pour déterminer la partie de la densité de
courant J class on considère un plasma composé d’électrons et d’ions en présence d’un
champ magnétique extérieur B et un champ électrique E . On notera les quantités associées
à chacune des espèces avec un sous-indice ξ, par exemple la charge et la masse d’une
particule d’indice ξ sera note qξ et mξ respectivement. Si on note uξ(t,x) la vitesse du
fluide d’indice ξ, à partir des équations de Vlasov [17] on obtient l’équation de conservation
de la quantité de mouvement :

(1.33) mξ
∂

∂t
uξ +mξ(uξ · ∇)uξ − qξ(E + uξ ×B) +mξνcuξ −

1

nξ
∇pξ = 0
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avec νc la fréquence de collision électron-ions et pξ la pression associée à l’espèce d’indice
ξ. En fait l’approximation ”plasma froid” permet de négliger les termes de pression, ce qui
revient à dire que la vitesse de phase des ondes considérées note vφ doit être infiniment
plus petite que la vitesse thermique des espèces, notée vth, donc on suppose que vφ � vth.
On a supposé le plasma en équilibre avant l’arrivée de l’onde électromagnétique qui agit
comme une petite perturbation locale, ainsi :

(1.34) uξ(x, t) = u0,ξ(x) + εu1,ξ(x, t)

avec u0,ξ(x) = 0 si on suppose que les particules sont immobiles avant l’arrivée de l’onde.
Maintenant on introduit les développements (1.16), (1.17) et (1.34) dans l’équation (1.33)
on obtient à l’ordre 0 en ε que E0(x) = 0 et à l’ordre 1 que :

(1.35) mξ
∂

∂t
u1,ξ − qξ(E + u1,ξ ×B0) +mξνcu1,ξ = 0

Par ailleurs la densité de la charge ρ est donnée par ρ = q n et la densité du courant par
J , ainsi :

ρ =
∑
ξ

ρξ =
∑
ξ

qξ nξ(x, t)(1.36)

J =
∑
ξ

J ξ =
∑
ξ

qξnξ(x, t)uξ(x, t)(1.37)

En multipliant (1.35) par
nξ qξ
mξ

on obtient :

(1.38)
∂

∂t
J ξ +

1

qξ
(J ξ∇J ξ)−

qξ
mξ

(ρξ E + J ξ ×B0) + νcJ ξ = 0

Si maintenant on réécrit (1.22) :

(1.39) J ξ = J 0,ξ + εJ 1,ξ

on obtient au premier ordre en ε :

(1.40)
∂

∂t
J 1,ξ −

qξ
mξ

(ρξ E + J 1,ξ ×B0) + νcJ 1,ξ = 0

Ensuite on introduit le développement (1.22), c’est à dire on suppose que :

J 1,ξ = Re[J ξ(x)e−ıωt](1.41)

ρ1,ξ(x, t) = Re[ρξ(x) e−ıωt](1.42)

et (1.20) on obtient :

(1.43) − ı ω J ξ −
qξ
mξ

(ρξE + J ξ ×B0) + νcJ ξ = 0



1.2. MODÈLE 17

Maintenant on introduit la fréquence du plasma ωp,ξ et la fréquence cyclotronique ωc,ξ de
chaque espèce ξ :

(1.44) ωp,ξ =

√
n0,ξq2

ξ

ε0mξ

et ωc,ξ =
|qξ|
mξ

B0

on obtient :

(1.45) ı (ω + ı νc)J ξ + ε0ω
2
p,ξE + sign(qξ)ωc,ξJ ξ × b = 0,

avec b =
B0

B0

(ici B0 = ‖B0‖).
On se place alors dans le repére de Stix introduit dans [55]. À chaque point x on

considère le repère orthonormal donné par (e1(x), e2(x), e3(x)) où e3(x) = b(x), c’est à
dire, parallèle au champ magnétique extérieur B0. On note alors

v⊥ = v1e1 + v2e2 et v|| = v3e3.

Dans ce référentiel, les vecteurs v peuvent être exprimés à l’aide de leurs composantes
parallèles et perpendiculaire à B0 :

v1 = v⊥ cosφ

v2 = v⊥ sinφ

v3 = v||(1.46)

avec v⊥ = |v⊥| =
√
v2

1 + v2
2 et φ représente l’azimut par rapport à l’axe x1 > 0.
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Figure 1.9 – Système de Stix

Pour calculer J ξ on va calculer J ξ,⊥ et J ξ,‖.
En faisant le produit vectoriel à droite de l’équation (1.45) avec b on obtient :

(1.47) ı (ω + ı νc)J ξ × b+ ε0ω
2
p,ξE × b+ sign(qξ)ωc,ξ(J ξ × b)× b = 0,

mais J⊥ = b× (J × b) = −((J × b)× b) on obtient :

(1.48) ı (ω + ı νc)J ξ × b+ ε0ω
2
p,ξE × b− sign(qξ)ωc,ξJ ξ,⊥ = 0,
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En faisant maintenant le produit vectoriel avec b à gauche on vérifie que :

(1.49) ı (ω + ı νc)J ξ,⊥ + ε0ω
2
p,ξE⊥ + sign(qξ)ωc,ξJ ξ × b = 0,

De (1.48) et (1.49) on peut éliminer J ξ × b dans (1.48) et alors :

(1.50)
(
(ω + ıνc)

2 − ω2
c,ξ

)
J ξ,⊥ = ı(ω + ıνc)ε0ω

2
p,ξE⊥ − sign(qξ)ε0ω

2
p,ξωc,ξE × b.

Alors on a :

(1.51) J ξ,⊥ =
ı(ω + ıνc)ε0ω

2
p,ξ(

(ω + ıνc)2 − ω2
c,ξ

)E⊥ − sign(qξ)ε0ω
2
p,ξωc,ξ(

(ω + ıνc)2 − ω2
c,ξ

)E × b.
Pour calculer J ξ,‖ = (J ξ,‖ · b)b on fait le produit scalaire de (1.45) avec b :

(1.52) ı (ω + ı νc)J ξ · b+ ε0ω
2
p,ξE · b+ sign(qξ)ωc,ξ(J ξ × b) · b = 0,

Et alors on obtient :

(1.53) J ξ,‖ =
ıε0ω

2
p,ξ

ω + ıνc
E‖.

Donc la densité de courant J ξ associée à chaque espèce ξ est donnée par :

(1.54) J ξ =
ıε0ω

2
p,ξ

ω + ıνc
E‖ +

ı(ω + ıνc)ε0ω
2
p,ξ(

(ω + ıνc)2 − ω2
c,ξ

)E⊥ − sign(qξ)ε0ω
2
p,ξωc,ξ(

(ω + ıνc)2 − ω2
c,ξ

)E × b
Maintenant on note α(x) = ω+ ıνc(x) et on additionne les contributions de chaque espèce
pour obtenir la densité de courant J cla :

(1.55) J cla = ıε0ω
∑
ξ

ω2
p,ξ

ω α
E‖ + ıε0ω

α

ω

∑
ξ

ω2
p,ξ

α2 − ω2
c,ξ

E⊥− ε0ω
1

ω

∑
ξ

sign(qξ)ω
2
p,ξωc,ξ

α2 − ω2
c,ξ

E × b

Par la suite on va noter :

β(x) =
∑
ξ

ω2
p,ξx

ω α(x)
(1.56)

γ(x) =
α(x)

ω

∑
ξ

ω2
p,ξ(x)

α2(x)− ω2
c,ξ(x)

(1.57)

δ(x) =
1

ω

∑
ξ

sign(qξ)ω
2
p,ξ(x)ωc,ξ(x)

α2(x)− ω2
c,ξ(x)

(1.58)

Dans le repère de Stix on a :

E(x) = E1(x) e1(x) + E2(x) e2(x) + E3(x) b(x)(1.59)

E||(x) = E3(x) b(x)

E(x)× b(x) = E2(x) e1(x)− E1(x) e2(x)

E⊥(x) = E1(x) e1(x) + E2(x) e2(x)
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Alors on peut expliciter la partie dite classique de la densité du courant dans le repère de
Stix :

(1.60) Jcla(x) = ı ε0 ω

 γ(x) −ı δ(x) 0
ı δ(x) γ(x) 0

0 0 β(x)

E1(x)
E2(x)
E3(x)


Et donc le tenseur de conductivité classique dans le repère de Stix :

(1.61) σcla(x) = ı ε0 ω

 γ(x) −ı δ(x) 0
ı δ(x) γ(x) 0

0 0 β(x)


Alors si maintenant on note :

S(x) = 1− γ(x)(1.62)

D(x) = δ(x)(1.63)

P (x) = 1− β(x)(1.64)

Le tenseur diélectrique dans le repère de Stix s’écrit :

ε(x) = I +
ı

ε0ω
σcla(x)

=

1− γ(x) ı δ(x) 0
−ı δ(x) 1− γ(x) 0

0 0 1− β(x)


=

 S(x) −ıD(x) 0
ıD(x) S(x) 0

0 0 P (x)

(1.65)

A ce stade on va introduire la partie de la densité de courant due à l’amortissement Landau.
En effet un amortissement possible est du à un effet non collisionnel découvert par L.D.
Landau [40]. Avec ce mécanisme local, on peut générer du courant dans un plasma par
interaction d’ondes à la fréquence hybride basse avec des électrons résonnants, c’est à dire,
dont la vitesse parallèle au champ extérieur B0 avoisine la vitesse de phase de l’onde. Ces
électrons sont ainsi accélérés dans le sens de B0. Ainsi le courant généré par cet effet est
de la forme :

(1.66) J res(x) = γe(x)E||(x)

Les analyses faites dans des travaux antérieures, voir [52] , montrent que le coefficient γe(x)
est obtenu à partir d’une linéarisation locale des équations de Vlasov dans un voisinage du
point x. Si on suppose une distribution maxwellienne des électrons dans le plasma, [52] le
taux d’amortissement Landau local γe vaut :

γe = εω2

√
π

2

ω2
pe(x)

k3
||

(
me

kBTe(x

) 3
2

exp

(
− ω2me

2k2
||kBTe(x)

)
(1.67)
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où Te est la température des électrons, k|| la composante du vecteur d’onde k parallèle à
B0, kB la constante de Boltzmann. En additionnant les contributions de J cla et J res on
obtient l’expression du tenseur de conductivité dans le repère de Stix :

(1.68) σ = σcla +

0 0 0
0 0 0
0 0 γe


Alors le tenseur de réponse du plasma dans le repère de Stix prend la forme suivante :

(1.69) KStix(x) =

 S(x) −ıD(x) 0
ıD(x) S(x) 0

0 0 P (x)

+
ı

ε0 ω

0 0 0
0 0 0
0 0 γe(x)


Si on considère maintenant la base canonique de R3, (e1, e2, e3) et on appelle P(x) la
matrice de changement de base local avec le système de Stix, voir appendice A, on aura :

(1.70) K(x) = P(x)KStix(x)PT (x)

avec :

(1.71) P(x) =


B0,2(x)

‖B0(x)‖3
B0,1(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,1(x)

‖B0(x)‖
− B0,1(x)

‖B0(x)‖3
B0,2(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,2(x)

‖B0(x)‖
0 −‖B0(x)‖3

‖B0(x)‖
B0,3(x)

‖B0(x)‖


où l’on note ‖B0(x)‖k =

√
B2

0,i(x) +B2
0,j(x) avec k = {1, 2, 3}/{i, j} et ‖.‖ = ‖.‖0 la

norme euclidienne.

1.2.3 Analyse spectrale du tenseur de conductivité K

Remarque 1.1. Pour faire l’étude spectrale du tenseur de conductivité K, on suppose que
les fonctions νc, γe, ωc,ξ et ωp,ξ, pour chaque espèce ξ (ions et électrons), sont continues de
Ω dans R et bornées inférieurement et supérieurement par des nombres strictement positifs.

Proposition 1.1. Les valeurs propres de la matrice K sont λ1 = S + D,λ2 = S −D et
λ3 = PL. De plus, il existe une base de vecteurs propres indépendants des valeurs S,D et
PL.

En effet, les vecteurs propres selon, respectivement, les valeurs propres S + D,S − D
et PL sont :

u1 =

√
2

2

 ı
−1
0

 u2 =

√
2

2

 1
−ı
0

 u3 =

 0
0
1

 .(1.72)

On se donne les deux lemmes suivants.
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Lemme 1.1. La fonction r 7→K(r) est bornée, continue de Ω dans M3(C) et max
r∈Ω
||K(r)||0 =

K+ < +∞ avec
K+ = max

i=1,2,3

{
max
r∈Ω
|λi(r)|

}
où ||.||0 représente la norme matricielle induite par la norme vectorielle euclidienne et λi
les valeurs propres de K définies dans la proposition (1.1).

Démonstration. Soit r ∈ Ω, la norme du tenseur K(r) induite par la norme vectorielle
euclidienne peut être exprimée par

||K(r)||0 = [valeur propre maximale de KH(r)K(r)]1/2.(1.73)

D’après (5.48) et (5.49), on a

KH(r)K(r) =

 |S(r)|2 + |D(r)|2 −2ı Re[S(r)D(r)] 0
2ı Re[S(r)D(r)] |S(r)|2 + |D(r)|2 0

0 0 |PL(r)|2

 .

Les valeurs propres de cette matrice sont |PL(r)|2, |S(r)−D(r)|2, |S(r) +D(r)|2.
D’où (1.73) devient

||K(r)||0 = max

{
|S(r)−D(r)|, |S(r) +D(r)|, |PL(r)|

}
.

Ainsi on obtient le résultat du lemme en prenant

K+ = max

{
max
r∈Ω
|S(r)−D(r)|,max

r∈Ω
|S(r) +D(r)|,max

r∈Ω
|PL(r)|

}
qui est effectivement bornée grâce à la remarque (1.1).

Remarque 1.2. Le fait que K+ soit la valeur singulière maximale implique

Re[(xHKx)] ≤ K+(xHx).(1.74)

Lemme 1.2. Il existe une constante ζ > 0 dépendant de ω et telle que

|xHK(r)x| ≥ Im[(xHK(r)x)] ≥ ζ(xHx) ∀x ∈ C3, ∀r ∈ R3.(1.75)

Démonstration. La proposition (1.1 ) nous montre qu’il existe une matrice unitaire U
constante et une matrice diagonale Λ(r) telles que K(r) = UΛ(r)UH . D’où, ∀x ∈ C3

xHK(r)x = xHUΛ(r)UHx = yHΛ(r)y

avec y = UHx vérifiant |y| = |x|. On a donc

Im[xHK(r)x] = Im[yHΛ(r)y] =
3∑
i=1

Im[λi(r)]|yi|2
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Le confinement, l’équilibre et la stabilité du plasma est assure par un champ magnétique 
extérieur, note B0, qui est la superposition d’un champ toroïdale $4 et d’un champ poloïdal 
$$. On obtient ainsi un champ hélicoïdal. 
 
Figures 

•  

 
figure 1 
 

Figure 1.10 – Champ extérieur

Soit bs(r) = ω2
cs(r)− ω2 + ν2(r), on a alors

Im[λ1(r)] = Im[S(r) +D(r)] =
νc(r)

ω

∑
s

ω2
ps(r)

b2
s(r) + 4ω2ν2

c (r)

[
(ωcs(r)− ω)2 + ν2

c (r)

]
,

Im[λ2(r)] = Im[S(r)−D(r)] =
νc(r)

ω

∑
s

ω2
ps(r)

b2
s(r) + 4ω2ν2

c (r)

[
(ωcs(r) + ω)2 + ν2

c (r)

]
,

Im[λ3(r)] = Im[PL(r)] =
νc(r)

ω(ω2 + ν2
c (r))

∑
s

ω2
ps(r) +

1

ε0ω
γe(r).

D’après les hypothèses faites sur les différentes fréquences, on peut conclure que Im[λi]i=1,2,3

sont uniformément bornées inférieurement. On pose alors

ζ = min
i=1,2,3

{
min
r∈Ω

Im[λi(r)]
}
.

Par conséquent ζ > 0 et on obtient bien le résultat suivant

Im[(xHKx)] ≥ ζ(xHx).

1.2.4 Champ magnétique extérieur B0

Le confinement, l’équilibre et la stabilité du plasma sont assurés par un champ magnétique
extérieur, noté B0, qui est la superposition d’un champ toröıdal Bϕeϕ et d’un champ
polöıdal Bθeθ. On obtient ainsi un champ hélicöıdal. Les particules du plasma confiné,
les ions et les électrons tournent autour des lignes de force du champ magnétique, voir
figure 1.10. Idéalement une particule après une orbite sur l’axe majeure doit retourner à
la position initiale, dans la pratique cela n’est pas le cas. Ceci dépend d’une relation entre
le grand rayon R0 et le petit rayon a du tokamak ainsi que du rapport entre le champ
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toröıdal et polöıdal. L’écart est donné par un angle i(r) = 2π
R0

r

Bθ

Bϕ

. Dans la littérature

sur le confinement magnétique, voir [55], on introduit un facteur de sécurité défini par :

q(r) =
2π

i(r)
=

r

R0

Bϕ

Bθ

.

Où r =
√

(R−R0)2 + Z2, R =
√
x2 + y2 = R0 + r cos θ.

En fait, pour atteindre une bonne stabilité MHD, il est assumé que q(r) doit vérifier
q ∼ 1 à l’intérieur du tokamak. Cela implique que le champ polöıdal Bθ est nettement plus
petit que le champ toröıdal Bϕ. On supposera que q(r) est une fonction parabolique de r :

(1.76) q(r) = (
r

a
)2(qb − qc) = qc 0 ≤ r ≤ a

avec qc la valeur au centre du plasma et qb la valeur au bord du plasma.
Suivant les thèses de Sébelin [52] et Litaudon [42] sur le même sujet on considère le

champ extérieur défini en coordonnées cylindriques/toröıdales (R,Z, ϕ) :

(1.77) B0(R,Z, ϕ) =
B0R0

R


−Z

ρ(r)q(r)
R−R0

ρ(r)q(r)
1


Où B0 est une constante et ρ(r) =

√
R2

0 − r2, r << R0. Il apparait que le champ
magnétique extérieur ne varie pas avec ϕ. En coordonnées cartésiennes on obtient

(1.78)

 B0,x

B0,y

B0,z

 =

 cosϕ 0 − sinϕ
sinϕ 0 cosϕ

0 −1 0

 B0,R

B0,Z

B0,ϕ


Une version simplifiée considérée par Hattori dans sa thèse est donnée en coordonnées
(R,Z, ϕ) par :

(1.79) B0(R,Z, ϕ) = B0

 0
0
1


et en coordonnées cartésiennes :

(1.80) B0(x, y, z) = B0

 − sinϕ
cosϕ

0


avec ϕ = arctan y/x.
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1.2.5 Profil de densité des espèces, ions et électrons

Dans les cas des simulations numériques on va considérer deux espèces de particules,
les électrons dont la densité est notée ne et les ions dont la densité est notée ni. Par ailleurs
on considèrera deux profils de densité. Dans les cas le plus simple on suppose la densité
constante. Dans un deuxième cas on suppose que chaque densité est de forme parabolique
radiale avec un maximum au centre du plasma, c’est à dire :

(1.81) ne(x) = ne,max[(1− ε)(1−
(
√
x2 + y2 −R0)2 + z2)

a2
) + ε]

avec 0 < ε << 1, et ne,max la densité des électrons au centre de la section du tore. On
supposera que la densité des ions a le même profil en remplaçant ne,max par ni,max, dans
les deux cas la valeur de la densité dans le centre de la section du tore.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-1

-0.8
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-0.4

-0.2

0

0.2
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1

0
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Figure 1.11 – Profil des densités

1.3 Conditions aux limites

On suppose que le bord Γ est composé de deux parties de mesures non nulles ΓA et
ΓC où ΓA représente l’antenne et ΓC sa partie complémentaire dans Γ. Les conditions au
bord de type Dirichlet et Neumann sont traitées indépendamment sur ΓA. Sur la deuxième
partie du bord ΓC = Γ \ ΓA, le champ électrique vérifie la condition du conducteur parfait
suivante :

(1.82) E × n = 0 sur ΓC

1.3.1 Conditions au bord naturelles

Le plasma n’est parcouru par aucun courant par contre un courant superficiel js par-
court l’antenne. On pose

(1.83) J = jsδΓA avec js · n = 0
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Lemme 1.3. (Condition de saut entre deux milieux magnétiques)[36]
Soit Γ12 l’interface entre deux milieux Ω1 et Ω2, on note n12 un vecteur unitaire sortant
par rapport au milieu Ω1. Les champs magnétiques vérifient alors les égalités suivantes sur
Γ12 :

Bn2 −Bn1 = 0,(1.84)

HT2 −HT1 = js × n12(1.85)

En utilisant le lemme 1.3, on peut montrer que le champ électrique E vérifie en régime
harmonique sur ΓA la condition suivante [36] :

(1.86) rotE × n = ıωµ0js sur ΓA,

où js(x, t) = Re[js(x) exp−ıω].
Sur le bord complémentaire de l’antenne, la condition s’écrit E × n = 0.
Les équations vérifiées par le champ électrique E en régime harmonique sont données par

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω,(1.87)

div(KE) = 0 dans Ω,(1.88)

E × n = 0 sur ΓC ,(1.89)

rotE × n = ıωµ0js sur ΓA(1.90)

L’équation (1.88) découle de la divergence de l’équation (1.87).

1.3.2 Conditions au bord essentielles

On définit les espaces suivants

H(divK,Ω) := {u ∈ L2(Ω)| div(Ku) ∈ L2(Ω)},(1.91)

X(divK,Ω) := H(rot,Ω) ∩H(divK,Ω).(1.92)

L’équation (1.90) décrivant la condition sur l’antenne ΓA de type Neumann peut être
remplacée par la condition au limite de type Dirichlet non homogène suivante

(1.93) E × n = h sur ΓA.

Le système d’équations (1.87) - (1.90) devient

rot rotE − ω2

c2
KE = 0 dans Ω,(1.94)

div(KE) = 0 dans Ω,(1.95)

E × n = 0 sur ΓC ,(1.96)

E × n = h sur ΓA.(1.97)
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La régularité de h entrâıne que l’on fasse l’hypothèse suivante : S’il existe une solution à ces
équations qui appartient à L2(Ω), alors E ∈X(K,Ω). Il faut donc que h̃, prolongement de
h par 0 à tout Γ, soit la trace d’un champ X(K,Ω). Or l’application γ> est surjective de
X(K,Ω) dans Υ∂Ω (voir la proposition 2.9), donc si h̃ ∈ Υ∂Ω alors il existe Ea ∈X(K,Ω)
tel que Ea×n|ΓA = h. La fonction Ea est un relèvement de la fonction E et on peut écrire

E = Ẽ +Ea

avec Ẽ × n|ΓA = 0.
Le problème (1.94) - (1.97) devient alors
Trouver une fonction Ẽ vérifiant les équations suivantes

rot rot Ẽ − ω2

c2
KẼ = − rot rotEa +

ω2

c2
KEa dans Ω,(1.98)

div(KẼ) = −div(KEa) dans Ω,(1.99)

Ẽ × n = 0 sur ΓC ,(1.100)

Ẽ × n = 0 sur ΓA.(1.101)

On va établir dans le chapitre suivant la formulation variationnelle des équations précédentes
pour passer à la suite aux éléments finis.





2 Formulations variationnelles

Dans ce chapitre on va rappeler la formulation variationnelle des équations (1.87)-(1.90)
puis étudier le caractère bien posé du problème variationnel provenant de cette formulation,
[36], [8]. Pour étudier l’existence et l’unicité de la solution de ces deux problèmes, on tient
compte de l’effet collisionnel et de l’amortissement Landau. Le théorème utilisé pour la
démonstration est celui de Babuska-Brezzi [30], donc on se ramène à établir la coercivité
des formes sesquilinéaires [52].
On présente aussi quelques propriétés de l’espace XN(K,Ω) pour pouvoir appliquer la
méthode des éléments finis liée à ces formulations variationnelles.

2.1 Formulation variationnelle

2.1.1 Conditions au bord naturelles

Pour établir la formulation variationnelle, on intègre sur le domaine Ω le résultat de
la multiplication de l’équation (1.94) par des fonctions test. Les champs, électrique et
magnétique, sont dans L2(Ω). De plus, en régime harmonique, l’équation ((7.33), Appen-
dice C) dite loi de Faraday implique que le champ électrique E ∈H(rot,Ω). On considère
alors une fonction test F ∈H(rot,Ω) :

0 = (rot rotE | F )− ω2

c2
(KE | F )(2.1)

= −〈rotE × n,F T 〉Γ + (rotE | rotF )− ω2

c2
(KE | F )(2.2)

On introduit alors l’espace fonctionnel suivant

(2.3) HC
0 (rot,Ω) := {u ∈H(rot,Ω) | u× n|ΓC = 0}

Si on prend une fonction test F ∈ HC
0 (rot,Ω) alors F × n = 0 sur ΓC alors en utilisant

l’équation (1.86) on en déduit que sur l’antenne, le champ E vérifie l’équation suivante

(2.4) 〈ıωµ0js,F 〉ΓA = (rotE | rotF )− ω2

c2
(KE | F )

28
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La formulation variationnelle de (1.87) - (1.89) ainsi obtenue consiste à :
trouver E ∈HC

0 (rot,Ω) tel que

(2.5) a(E,F ) = l(F ) ∀F ∈ HC
0 (rot,Ω)

avec

a(E,F ) := (rotE | rotF )− ω2

c2
(KE | F ),(2.6)

l(F ) := ıωµ0〈js,F T 〉ΓA .(2.7)

On introduit l’espace suivant

(2.8) XC
N(K,Ω) := HC

0 (rot,Ω) ∩H(divK,Ω)

On introduit la condition de divergence (1.88) dans la formulation variationnelle (2.5) pour
obtenir une nouvelle formulation variationnelle dite augmentée (FVA) [18].
Trouver E ∈XC

N(K,Ω) tel que

as(E,F ) = l(F ) ∀ F ∈ XC
N(K,Ω)(2.9)

où

as(E,F ) = a(E,F ) + s(div(KE) | div(KF ))(2.10)

avec s un paramètre complexe que l’on précisera plus tard.
Pour obtenir une formulation variationnelle mixte augmentée (FVMA), on traite l’équation
liée à la condition de divergence (1.88) comme une contrainte. On obtient alors :
Trouver (E, p) ∈ XC

N(K,Ω)× L2(Ω) tel que

as(E,F ) + b(F , p) = l(F ) ∀ F ∈ XC
N(K,Ω)(2.11)

b(E, q) = 0 ∀ q ∈ L2(Ω)(2.12)

avec

b(F , p) := (div(KF ) | p).(2.13)

C’est la formulation variationnelle à laquelle on s’intéresse dorénavant.
Un autre type de formulation variationnelle dite mixte non augmentée (FVMNA) peut
résulter de nos équations principales. Cette formulation est obtenue en introduisant le
multiplicateur de Lagrange pour la contrainte divKE = 0. On cherche alors le champ
électrique E et le multiplicateur de Lagrange p solutions de

rot rotE − ω2

c2
KE −KH grad p = 0 dans Ω,(2.14)

div(KE) = 0 dans Ω,(2.15)

E × n = 0 sur ΓC ,(2.16)

rotE × n = ıωµ0js sur ΓA.(2.17)
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Alors le problème variationnel lié aux équations précédentes consiste à trouver le couple
(E, p) ∈ HC

0 (rot,Ω)×H1
0 (Ω) tel que

a(E,F ) + β(F , p) = l(F ) ∀ F ∈ HC
0 (rot,Ω)(2.18)

β(E, q) = 0 ∀ q ∈ H1
0 (Ω)(2.19)

avec

β(F , p) := −(KF | grad p).(2.20)

2.2 Étude de l’espace XN(K,Ω)

2.2.1 Injection compacte

Dans l’article [59], Weber a démontré que pour un ensemble G simplement connexe,
l’injection de l’espaceXN(M , G) = H0(rot, G) ∩H(divM , G) dans L2(G) est compacte
si la matrice M à valeur dans R est symétrique, bornée et définie positive uniformément.
Dans notre cas le tenseur diélectrique K, cf (5.48) n’est pas hermitien et notre domaine Ω
n’est pas simplement connexe.
En conséquence, on doit montrer que l’injection de XN(K,Ω) dans L2(Ω) est compacte.

Théorème 2.1. Si Ω est lipschitzien à frontière connexe alors l’injection de XN(K,Ω)
dans L2(Ω) est compacte.

Démonstration. On suppose tout d’abord que Γ est connexe ce qui est le cas du tore.
On considère {um}m∈N une suite bornée dans XN(K,Ω) , elle vérifie alors que pour tout
m ∈ N, il existe C ∈ R tel que

(1) ||um||0 ≤ C

(2) || rotum||0 ≤ C

(3) || div(Kum)||0 ≤ C

(4) um × n|Γ = 0(2.21)

En utilisant la remarque (7.3. i) de l’Appendice F, on considère la décomposition suivante
de um suivante

(1) um = u1
m + u2

m

(2) u1
m = gradφm avec φm ∈ H1

0 (Ω)

(3) div(Ku2
m) = 0

(4) uim × n|Γ = 0 i = 1, 2(2.22)

avec u1
m et u2

m sont dans XN(K,Ω).
On va montrer alors qu’on peut extraire une sous-suite de {uim}i=1,2 convergente dans
L2(Ω).
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La suite {u1
m} est bornée dans XN(K,Ω), donc par le lemme (7.2,Appendice B) , on

a ||φm||H1 ≤ C. En appliquant ensuite le théorème de Rellich (7.4, Appendice B), on
peut extraire une sous-suite {φmk} de {φm} convergente dans L2(Ω). On pose alors φkl =
φmk − φml et on a

|(div(K gradφkl)|φkl)| = |(div(K(u1
mk
− u1

ml
))|φkl)| → 0 k, l→ +∞

et |(div(K gradφkl)|φkl)|
(Green(7.26))

= |(K gradφkl|gradφkl)|
1.75

≥ ζ||gradφkl||0 = ζ||u1
mk
− u1

ml
||0.(2.23)

Ce qui implique que la suite {u1
mk
} converge dans L2(Ω).

La suite {u2
m} vérifie (2.22)(3) et par le lemme (7.1, Appendice B) du potentiel vecteur

tangentiel, on a

Ku2
m = rotAm avec Am ∈X(Ω).(2.24)

vérifiant divAm = 0 et Am · n|Γ = 0.
Il est clair que ∀m ∈ N,Am ∈XT (Ω), on montre alors que la suite {Am} est bornée :

||Am||XT
= ||Am||0 + || divAm︸ ︷︷ ︸

=0

||0 + || rotAm︸ ︷︷ ︸
=Ku2

m

||0

(7.46)

≤ (C + 1)||Ku2
m||0 ≤ C ′||u2

m||0
(7.49)

≤ C ′′||um||0(2.25)

et par (2.21)(1), on a {Am} bornée. Par le théorème (7.6, Appendice B), la suite {Am}
admet une sous-suite {Amk} convergente dans L2(Ω). On pose alors Akl = Amk −Aml et
on a

|(rotK−1 rotAkl|Akl)| = |(rot(u2
mk
− u2

ml
)|Akl)| → 0 k, l→ +∞

et |(rotK−1 rotAkl|Akl)|
(7.27)
= |(K−1 rotAkl| rotAkl)|
= |(u2

mk
− u2

ml
|K(u2

mk
− u2

ml
))|

1.75

≥ ζ||u2
mk
− u2

ml
||0(2.26)

Ce qui implique que la suite {u2
mk
} converge dans L2(Ω).

2.2.2 Un résultat de régularité

On suppose dorénavant que la tenseur K ∈W 1,∞. Dans [33], il a été démontré que si
Ω est un ouvert régulier alors l’espace XN(Ω) est inclus dans H1(Ω). On se demande si
ce théorème reste valable en remplaçant XN(Ω) par XN(K,Ω). Malheureusement on ne
peut pas adopter la démonstration pour l’espace XN(Ω) pour notre cas. On veut montrer
le théorème suivant :
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Théorème 2.2. On suppose Ω un ouvert régulier i.e de classe C1,1 alors l’espaceXN(K,Ω)
est inclus dans H1(Ω).

Pour notre cas, on va procéder comme dans le registre du résultat de compacité. On va
considérer la décomposition dite de Birman-Solomyak [13] puis on s’appuie sur la régularité
du problème elliptique.

Proposition 2.1. Toute fonction u ∈XN(K,Ω) s’écrit sous la forme

u = uBS + gradϕ.(2.27)

avec uBS ∈H1
0(Ω) et ϕ ∈ H1

0 (Ω) avec ∆Kϕ ∈ L2(Ω).

Démonstration. Voir [36]

Pour conclure la démonstration du théorème (2.2), on va montrer que gradϕ ∈H1(Ω)
ou encore que ϕ ∈ H2(Ω). Suivant les résultats de la théorie sur la régularité des problèmes
elliptiques donnés dans (7.7), on peut alors dire que, si Ω est assez régulier :

Proposition 2.2. La fonction ϕ de la proposition (2.1) appartient à H2(Ω).

Démonstration. On sait que l’opérateur ∆K n’est pas fortement elliptique. Mais on sait
qu’il existe un ζ > 0 tel que

Im[(xHKx)] ≥ ζ(xHx) ∀x ∈ C3.

Donc en multipliant par −i la matrice K, l’opérateur ∆−iK = −i∆K est un opérateur
fortement elliptique. Donc on applique le théorème 7.9 au problème

∆Kϕ = div(K gradϕ) = f avec f ∈ L2(Ω)

ϕ ∈ H1
0 (Ω)

alors ϕ ∈ H2(Ω).

2.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette section on étudie le caractère bien posé de la formulation variationnelle
(FVMA) (2.11)-(2.12) et (FVMNA) (2.18)-(2.19). On rappelle tout d’abord le théorème
fondamental de Lax-Milgram quant à l’étude de l’existence et l’unicité des équations va-
riationnelles. On rappelle un théorème fondamental qui assure le caractère bien posé de
certaines équations variationnelles
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Théorème 2.3. (Lax-Milgram)
Soit a : V × V 7−→ C une forme sesquilinéaire continue, i.e

|a(v,w)| ≤ c0||v||V ||w||V(2.28)

et coercive [21], i.e

|a(v,v)| ≥ c1||v||2V(2.29)

et soit l une forme anti-linéaire continue sur V . Alors l’équation

a(u,v) = l(v) ∀v ∈ V(2.30)

admet une unique solution u ∈ V . De plus elle dépend continûment de la donnée

||u||V ≤ C||l||V ′(2.31)

Dans le cas d’un problème sous contrainte (2.12) tel est notre cas, le problème varia-
tionnel obtenu est dit mixte (2.11)-(2.12) ainsi que (2.18)-(2.19), on généralise le théorème
de Lax-Milgram (2.3) de la façon suivante :

Théorème 2.4. (Babuska-Brezzi)
Soient W et Q deux espaces de Hilbert, a et b deux formes sesquilinéaires continues

a(., .) : W ×W 3 (u,v) 7−→ a(u,v) ∈ C,(2.32)

b(., .) : W ×Q 3 (v, q) 7−→ b(v, q) ∈ C,(2.33)

et L, l deux formes anti-linéaires continues

L(.) : W 3 v 7−→ L(v) ∈ C,(2.34)

l(.) : Q 3 q 7−→ l(q) ∈ C,(2.35)

On pose V = {v ∈W ; b(v, q) = 0 ∀q ∈ Q}. Si
(i) la forme bilinéaire a est V -coercive, i.e il existe une constante α > 0 telle que

|a(v,v)| ≥ α||v||W ∀v ∈ V .

(ii) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e il existe une constante δ > 0 telle
que

inf
q∈Q

sup
v∈V

|b(v, q)|
||v||W ||q||Q

≥ δ

alors le problème

Trouver (u, p) ∈W ×Q tel que

a(u,v) + b(v, p) = L(v) ∀v ∈W ,(2.36)

b(u, q) = l(q) ∀ q ∈ Q,(2.37)
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est bien posé, i.e il existe un unique couple (u, p) vérifiant (4.31)-(4.32) et

||u||W + ||p||Q ≤ C
(
||L||W ′ + ||l||Q′

)
(2.38)

Démonstration. voir [30] ou aussi [33]

Pour une forme bilinéaire à valeurs complexes, on peut obtenir la V -coercivité (condi-
tion (i)) de la manière suivante, voir [52] :

Proposition 2.3. Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que l’injection de V dans
H soit continue et a(., .) une forme bilinéaire sur V × V . Si

— (i′) il existe deux constantes α > 0 et λ > 0 telle que la partie réelle de a(., .),
Re[a(., .)], vérifie l’inégalité :

|Re[a(v,v)]| ≥ α||v||2V − λ||v||2H , ∀v ∈ V(2.39)

— (i′′) il existe une constante γ > 0, telle que la partie imaginaire de a(., .), Im[a(., .)],
vérifie l’inégalité :

| Im[a(v,v)]| ≥ γ||v||2H , ∀v ∈ V .(2.40)

Alors la forme bilinéaire a est V -coercive.

Démonstration. On a

|a(v,v)|2 = |Re[a(v,v)]|2 + | Im[a(v,v)]|2
≥ (α||v||2V − λ||v||2H)2 + γ2||v||4H
≥ α2||v||4V − 2αλ||v||2V ||v||2H + λ2||v||4H + γ2||v||4H

Or en utilisant l’inégalité de Young on obtient

−2αλ||v||2V ||v||2H ≥ −
α2

ε
||v||4V − ελ2||v||4H ∀ε > 0.

Ce qui nous amène à

|a(v,v)|2 ≥ α2(1− 1

ε
)||v||4V + [λ2(1− ε) + γ2]||v||4H

Pour éliminer le terme en ||v||4H , on cherche un ε > 0 tel que λ2(1 − ε) + γ2 = 0 i.e

ε = 1 +
γ2

λ2
> 0. On obtient alors

|a(v,v)|2 ≥ α2(1− 1

1 + γ2

λ2

)||v||4V + 0

⇒ |a(v,v)| ≥ αγ√
λ2 + γ2

||v||2V .

(2.41)
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Remarque 2.1. On ne peut pas assurer la coercivité de la forme bilinéaire a(., .) avec
l’hypothèse (i) du théorème. Par exemple, si on considère V = H(rot,Ω), H = L2(Ω) et
a(u,v) = (rotu| rotv).
L’hypothèse (i

′
) est vérifiée car

a(v,v) = || rotv||20 = ||v||2V − ||v||2H .

mais a n’est pas coercive car si v est un gradient, on n’a pas

|a(v,v)| = || rotv||20 ≥ c||v||2V ∀v ∈ V .

avec ‖.‖0 = ‖.‖L2(Ω).

2.3.1 Application aux équations de Maxwell

Remarque 2.2. On suppose dorénavant que pour chaque espèce ξ (ions et électrons), les
fonctions νc, γe, ωcξ et ωpξ sont dans C(Ω) dans R et bornées inférieurement et supérieurement
par des nombres strictement positifs.

On se donne le théorème suivant qu’on démontrera prochainement.

Théorème 2.5. Suivant les hypothèses de la remarque (2.2), si de plus Re(ξ) > 0 et
Im(ξ) ≤ 0, alors les problèmes variationnels (2.11)-(2.12) et (2.11)-(2.19) sont bien posés.

On va appliquer le théorème (2.4) aux problèmes variationnels. On démontrera dans
un premier temps que la forme sesquilinéaire as est coercive puis que la forme bilinéaire b
vérifie la condition (ii). Pour établir la coercivité de as, on tiendra compte des propriétés
spectrales du tenseur K.

Proposition 2.4. La forme sesquilinéaire as vérifie la condition (i)

Démonstration. On a as(v,v) = ‖ rotv‖2
0 + s‖ div(Kv)‖2

0 −
ω2

c2
(Kv | v).

On obtient alors,

Re[as(v,v)] = || rotv||20 + Re[s]|| div(Kv)||20 −
ω2

c2
Re[(Kv | v)]

≥ min(1,Re[s])(||v||2X − ||v||20 −
ω2

c2
K+||v||20)

et

Im[as(v,v)] = Im[s]|| div(Kv)||20 −
ω2

c2
Im[(Kv | v)]

≤ Im[s]|| div(Kv)||20 −
ω2

c2
ζ||v||20
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Alors si Im[s] ≤ 0 et Re[s] > 0 on obtient

Re[as(v,v)] ≥ min(1,Re[s])︸ ︷︷ ︸
α

||v||2X − (min(1,Re[s]) +
ω2

c2
K+)︸ ︷︷ ︸

λ

||v||20

Im[as(v,v)] ≤ Im[s]|| div(Kv)||20 −
ω2

c2
ζ||v||20

≤ − ω2

c2
ζ︸︷︷︸

γ

||v||20.

Les hypothèses (i′) et (i′′) sont donc bien vérifiées.

En utilisant le théorème 2.3 de Lax-Milgram, on a alors

Proposition 2.5. La formulation variationnelle augmentée (FVA) (2.9) est bien posée.

On se donne tout d’abord la proposition suivante qui nous sera utile pour la démonstration
de la deuxième condition du théorème (2.4), on donne .

Proposition 2.6. Soit f une fonction dans H−1(Ω), le problème elliptique

Trouver φ ∈ H1
0 (Ω) telle que

−∆Kφ = − div(K gradφ) = f(2.42)

est bien posé. De plus, la solution φ dépend continument de la donnée f , i.e,

||φ||H1 ≤ C||f ||H−1

avec C > 0 une constante indépendante de φ et f .

Démonstration. On établit la formulation variationnelle de (2.42) en utilisant la formule
de Green (7.26) :

a′(φ, ψ) = l′(ψ) ∀ψ ∈ H1
0 (Ω)(2.43)

avec

a′(φ, ψ) =

∫
Ω

(K gradφ) · gradψdΩ et l′(ψ) =

∫
Ω

fψdΩ.

On a alors

|a′(φ, φ)| ≥ Im[a′(φ, φ)]

≥ Im[

∫
Ω

(K gradφ) · gradφdΩ]

(1.75)

≥ ζ

∫
Ω

|gradφ|2dΩ

(7.29)

≥ ζ0 ||φ||2H1(Ω)
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Donc la forme bilinéaire a′ est coercive. En utilisant le théorème (2.3) de Lax-Milgram on
conclut alors que le problème variationnel est bien posé et on a de plus
||φ||H1 ≤ C||f ||H−1 .

Remarque 2.3. Le problème (2.42) cette fois avec l’opérateur ∆KH est également bien
posé.

On va alors montrer le résultat suivant :

Proposition 2.7. La forme sesquilinéaire b du problème variationnel (2.11)-(2.12) vérifie
la condition (ii).

Remarque 2.4. La condition (ii), dite condition inf-sup, nous fournit une condition
nécessaire et suffisante pour que la formulation soit bien posée. Elle est vérifiée si et seule-
ment si :

∀ q ∈ Q ∃v ∈ V tel que |b(v, q)| ≥ δ||v||W ||q||Q.(2.44)

Démonstration. Soit q ∈ L2(Ω), on cherche v ∈XC
N(K,Ω) vérifiant (2.44).

Remarquons tout d’abord que, comme XN(K,Ω) ⊂XC
N(K,Ω), il suffit alors de chercher

v ∈XN(K,Ω) vérifiant
|b(v, q)| ≥ δ||v||X ||q||0.

Soit φ ∈ H1
0 (Ω) une solution du problème (2.42) avec f = q ∈ L2(Ω) et v = gradφ ce qui

implique que v ∈H0(rot,Ω) [22].
De plus comme q ∈ L2(Ω) alors div(Kv) ∈ L2(Ω) où encore v ∈H(divK,Ω).
Ce qui implique que v ∈XN(K,Ω).
De plus, le lemme (1.2) nous donne∣∣ ∫

Ω

(K gradφ) · gradφdΩ
∣∣ ≥ Im

[ ∫
Ω

(K gradφ) · gradφdΩ
]
≥ ζ||gradφ||20

et on a ∣∣ ∫
Ω

(K gradφ) · gradφdΩ
∣∣ (7.26)

= |(div(K gradφ) | φ)| = |(q | φ)|

De plus, l’inégalité de Poincaré (7.29) nous fournit l’existence d’une constante Cp > 0 telle
que

|(q | φ)| ≤ ||q||0||φ||0 ≤ Cp||q||0||gradφ||0
En posant C =

Cp
ζ
> 0 on a

||gradφ||0 ≤ C||q||0.
D’autre part

||v||2X = ||v||20 + || rotv||20 + || divKv||20
= ||gradφ||20 + || rot gradφ||20 + || div(K gradφ)||20
= ||gradφ||20 + ||q||20
≤ (1 + C2)||q||20(2.45)
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Ce qui donne à la fin

| b(v, q) |
||v||X

=
| (divKv | q) |
||v||X

≥ ||q||20√
1 + C2||q||0

d’où la condition inf-sup avec δ =
1√

1 + C2

On peut aussi affirmer que

Proposition 2.8. La forme bilinéaire β de la formulation variationnelle mixte non aug-
mentée (FVMNA) (2.18)-(2.19), vérifie la condition (ii).

Démonstration. On procède de la même façon que dans la démonstration précédente. Soit
q ∈ H1

0 (Ω) ⇒ grad q ∈H0(rot,Ω).
On pose v = grad q ∈H0(rot,Ω). Le lemme (1.2) montre que

|β(v, q)| = |
∫

Ω

(Kv) · grad qdΩ|

= |
∫

Ω

(Kv) · vdΩ|

≥ ζ||v||20 = ζ||v||0||grad q||0(2.46)

D’où
||v||H(rot) =

(
||v||20 + || rotv||20

)1/2
= ||v||0

et l’inégalité de Poincaré (7.29) montre que

||grad q||0 ≥ Cp||q||H1

Donc on a bien dans (2.46)

|β(v, q)| ≥ Cβ||v||H(rot)||q||H1

avec Cβ =
ζ√

1 + C2
p

.

Remarque 2.5. Després et al. [23] ont montré que le problème limite lorsque l’absorption
tend vers 0 est mal posé dans certains cas. On peut traduire ceci par le fait que la dissi-
pation induite par les collisions et l’amortissement Landau soit nécessaire car sinon notre
raisonnement n’est plus valable. Donc, il est bien clair que le lemme (1.2) est essentiel pour
montrer la coercitivité des formes bilinéaires ainsi que les conditions inf-sup des FVMA et
FVMNA.

On va montrer maintenant que l’hypothèse faite sur le problème avec condition au bord
essentielle est bien vraie.



2.3. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION 39

Proposition 2.9. L’application trace tangentielle γ> est surjective de X(K,Ω) dans Υ∂Ω.

Démonstration. Soit g ∈ Υ∂Ω, par définition, il existe w ∈H(rot v,Ω) tel que w×n = g
dans ∂Ω.
D’autre part, on sait que le problème elliptique

Trouver φ ∈ H1
0 (Ω) tel que

−∆Kφ = div(Kw) avec div(Kw) ∈ H−1(Ω)(2.47)

admet une solution grâce à la proposition (2.6).
On pose v = w + gradφ, ce qui implique div(Kv) = 0.
Comme gradφ ∈ H1

0(Ω) ⊂ H0(rot,Ω), on a v ∈ X(K,Ω) vérifiant v × n = g dans
∂Ω.

2.3.2 Équivalence entre les formulations

Dans ce paragraphe, on montre l’équivalence entre les formulations variationnelles FVA,
FVMA et FVMNA.

Proposition 2.10. Soit (E, p) une solution de la formulation variationnelle mixte aug-
mentée (FVMA) ( (2.11))-(2.12) respectivement de la formulation variationnelle mixte non
augmentée (FVMNA) (2.18)-(2.19), alors p = 0.

Démonstration. Soit (E, p) une solution de FVMA.
Soit φ ∈ H1

0 (Ω), l’unique fonction vérifiant div(K gradφ) = p et on considère F :=
gradφ ∈XN(K,Ω) une fonction test dans (2.11), on a donc :

0 = as(E,gradφ) + b(gradφ, p)− l(gradφ)

= −ω
2

c2
(KE | gradφ) + s(div(KE) | p) + ‖p‖2

0 − iωµ0〈js, (gradφ)>〉Γ
(7.25)
= −ω

2

c2
(divKE | φ) + ‖p‖2

0 − iωµ0〈js, (gradφ)>〉Γ
(2.11)
= ‖p‖2

0 − iωµ0〈js,n× (gradφ× n)︸ ︷︷ ︸
=0

〉Γ

= ‖p‖2
0(2.48)

On suit la même démonstration que pour la FVMNA.

Tout d’abord, les propositions (2.5), (2.7) et (2.8) ont montré l’unicité de la solution de
chaque formulation. Donc, pour établir l’équivalence entre les trois formulations variation-
nelles FVA, FVMNA et FVMA, il suffit de montrer que si (E, p) est une solution d’une
formulation alors elle est une solution des autres.

Proposition 2.11. (E, 0) est une solution de la FVMA (2.11)-(2.12)⇒ E est une solution
de la FVA (2.9).
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Passons à la deuxième implication.

Proposition 2.12. Si (E, 0) est une solution de la FVMNA (2.18)-(2.19) alors (E, 0) est
une solution de la FVMA (2.11)-(2.12).

Démonstration. Soit (E, 0) une solution de la FVMNA, l’équation (2.19) implique que
div(KE) = 0. En effet, on a

0 = β(E, q) = −(KE | grad q) = (div(KE) | q) = b(E, q) ∀ q ∈ H1
0 (Ω)

Or l’espace H1
0 (Ω) est dense dans L2(Ω), donc b(E, q) = 0 ∀ ∈ q ∈ L2(Ω) ⇒ (2.12).

Et donc on a E ∈XC
N(K,Ω). De plus :

as(E,F ) + b(F , 0) = a(E,F ) + s(div(KE) | ∇ · (KF ))
(2.18)
= l(F ) ∀F ∈XC

N(K,Ω)





3 Approximation par éléments finis

3.1 Introduction

Dans le chapitre précèdent on a démontré l’existence et l’unicité de la solution de
la formulation variationnelle du problème modèle, à savoir une version des équations de
Maxwell en régime harmonique en temps. La formulation variationnelle mentionnée, dite
mixte augmentée prend la forme suivante : trouver (E, p) ∈ XC

N(K,Ω) × L2(Ω) tel que
∀s ∈ C

as(E,F ) + b(F , p) = l(F ) ∀F ∈XC
N(K,Ω)(3.1)

b(E, q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω)(3.2)

où

as(u,v) = (rot u, rot v)− ω2

c2
(Ku,v) + s(div(Ku), div(Kv)),

b(v, q) = (div(Kv), q)

et l(v) = ı ω µ0 〈js,vT 〉Γ.
Dans ce chapitre on présentera une méthode de discrétisation par éléments finis de type

Taylor-Hood P2− P1 [56] adaptée à la formulation variationnelle (3.1)-(3.2). On précisera
toutes les étapes et calculs qui conduiront à définir le système linéaire que finalement sera
résolu par le logiciel de simulation.

3.2 Formulation discrète

3.2.1 Discrétisation du domaine

On rappelle que notre domaine de calcul dans les exemples qu’on étudiera est un tore,
qui est une première approximation raisonnable du domaine occupé par le plasma dans un
Tokamak. Pour la mise au point du logiciel on considèrera que le grand rayon R0 et le petit
rayon a du tore seront respectivement 3m et 1m.

42
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Figure 3.1 – tore 3m− 1m.

On construit un maillage T 2
h conforme en tétraèdres du domaine Ω constitué de L

tétraèdres, T = {TTl, l = 1, . . . , L} tels que :

• Ω =
L⋃
l=1

TTl

• ∀ l, l′ ∈ {1, . . . , L}

TTl ∩ TTl′ =


soit ∅

soit un sommet commun
soit une arête commune
soit une face commune

• Soit hTT = max
l
hl, où hl représente le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre

TTl.
• Soit h̃TT = max

l
h̃l, où h̃l le rayon de la sphère inscrite au tétraèdre TTl.

• On suppose qu’il existe σ̃ > 0 tel que
hTT

h̃TT
≤ σ̃, ∀TT ∈ T 2

h .

3.2.2 Éléments finis mixtes de Taylor-Hood

Dans ce paragraphe on introduit les éléments finis de Taylor Hood adaptés à la résolution
des problèmes de type points selle lorsque l’on considère une discrétisation du domaines en
tétraèdres. Les éléments finis de Taylor Hood on été introduits dans [56] pour la résolution
des équations de Navier-Stokes et ensuite généralisés à un grand nombre de problèmes
résolus en utilisant une formulation variationnelle mixte. Dans le cas des équations de
Maxwell on peut mentionner les travaux de [5]. Dans la thèse de Hattori [36] en deux
dimensions l’auteur a implémenté une approximation dite P2-iso-P1. Dans notre travail en
trois dimensions on considère des éléments finis de Taylor-Hood P2 − P1, cela veux dire
que :
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Figure 3.2 – Degrés de liberté de l’approximation P2

Figure 3.3 – Degrés de liberté de l’approximation P1

- Le champ électrique E est approché par une fonction continue, qui est un polynôme
de degré 2 sur chaque tétraèdre .

- Le multiplicateur de Lagrange p associé à la contrainte sur la divergence sera
approché par une fonction continue qui est un polynôme de degré 1 sur chaque
tétraèdre.

Donc les espaces d’approximation du champ E et du multiplicateur p sont respectivement :

Y h = { v ∈ C0(Ω)3; {v/TT}i ∈ P2(TT ), i = 1, 2, 3 et ∀ TT ∈ T 2
h }

et Qh = { v ∈ C0(Ω); v/TT ∈ P1(TT ) ∀ TT ∈ T 1
h }

Dans un grand nombre de livres sur les éléments finis on trouve les fonctions de base
associées aux approximations P2 et P1 sur chaque tétraèdre, voir [24].

3.2.3 Formulation matricielle

On note Xh
N et Xh

N,C les espaces Y h ∩XN et Y h ∩XC
N respectivement. On remarque

que les espaces Xh
N et Xh

N,C sont isomorphes à des sous espaces de dimensions finies de

XN et XC
N respectivement.

Dans ce chapitre on suppose que les formulations variationnelles discrètes vérifient
le théorème de Babuska-Brezzi, [30] sur les pairs d’espaces (Xh

N , Qh) et (Xh
N,C , Qh) car
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cela est démontré dans le chapitre suivant. Afin d’établir le système discret associé à la
formulation variationnelle (3.1)-(3.2) on introduit les notations suivantes :

• Soit N1
h le nombre de sommets de la tétraédrisation du maillage (le nombre de degrés

de liberté associé à la discrétisation P1).
• Soit N2

h le nombre de sommets plus le nombre des arêtes de la tétraédrisation du
maillage (le nombre de degrés de liberté associé à la discrétisation P2).
• N1

Ω : le nombre de sommets des tétraèdres intérieurs à Ω.
• N1

∂Ω : le nombre de sommets des triangles du bord de Ω.
• Si : les points d’interpolation dans Ω̄.

Par ailleurs on peut remarquer que les éléments finis considérés sont nodaux et donc il y a
une fonction de forme (ou encore de base) par nœuds de discrétisation géométrique dans
le cas de Qh et un éléments de base par points d’interpolation P2, à savoir les sommets et
les milieux des arêtes, ainsi la dimension de Qh est N1

h et la dimension de Y h est 3N2
h .

3.2.4 Écriture matricielle

On désigne par {e1, e2, e3} la base canonique de R3. La dimension de l’espace Y h est
donc 3N2

h . Soient Φ et Ψ deux bases des espaces Y h et Qh respectivement composées par
des vecteurs nodaux et données par

Φ = {φ1
1,φ

2
1,φ

3
1, . . . ,φ

1
N2
,φ2

N2
,φ3

N2
}(3.3)

Ψ = {ψ1, . . . , ψN1}(3.4)

dont les fonctions de forme sont définies respectivement par :

φmi = φi.em, m = 1, 2, 3 et i = 1 : N2
h(3.5)

ψi(Sj) = δij ; i, j = 1, . . . , N1
h(3.6)

où φi et ψj sont des fonctions continues en P2 et P1 respectivement et vérifiant :

φi(Sj) = δij, i, j = 1, . . . , N2
h

Tout vecteur uh de Y h respectivement toute fonction ph de Qh peut être exprimé(e) de la
façon suivante :

uh(x) =
3∑
l=1

N2
h∑

i=1

uliφ
l
i(x) =

3∑
l=1

 N2
h∑

i=1

uli φi(x)

 el(3.7)

ph(x) =

N1
h∑

i=1

pi ψi(x)(3.8)
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3.2.5 Formulation variationnelle mixte augmentée discrète

La formulation variationnelle discrète associée aux équations (2.11)-(2.12) est donnée
par :
trouver (Eh, ph) dans Xh

N,C ×Qh tel que

as(E
h,F h) + b(F h, ph) = l(F ) ∀F h ∈Xh

N,C(3.9)

b(Eh, qh) = 0 ∀qh ∈ Qh(3.10)

avec

(3.11) F h =
3∑
l=1

N2
h∑

j=1

F l
jφ

l
j =

3∑
l=1

F h
l el, q =

N1
h∑

j=1

qjψj.

Les équations (3.9)-(4.36) s’écrivent :∑
l,m

(F h
l )HAl,m

s Eh
m +

∑
l

(F h
l )H(Bl)Hp =

∑
l

(F h
l )Hf l(3.12) ∑

l

qHBlEl = 0(3.13)

avec

(Al,m
s )i,j = as(φ

m
j ,φ

l
i) i, j = 1, . . . , N2

h ; l,m = 1, 2, 3(3.14)

(B)li,j = b(φlj, ψi) i = 1, . . . , N1
h , j = 1, . . . , 3N2

h , l = 1, 2, 3(3.15)

(f l)i = l(φli) i = 1, . . . , N2
h , l = 1, 2, 3(3.16)

On obtient ainsi le système matriciel suivant :

(3.17)


F h

1

F h
2

F h
3

q


H

A11
s A12

s A13
s B1H

A21
s A22

s A23
s B2H

A31
s A32

s A33
s B3H

B1 B2 B3 0



Eh

1

Eh
2

Eh
3

q

 =


F h

1

F h
2

F h
3

q


H

f 1

f 2

f 3

0


Pour tout (F 1,F 2,F 3, q) ∈ C3N2

h+N1
h .

Le système linéaire 3.17 peut être réécrit de la façon suivante :

(3.18)

(
As BH

B 0

)(
E
p

)
=

(
f
0

)
avec As et B sont respectivement dans C3N2

h×3N2
h et CN1

h×3N2
h et sont données par

(3.19) As :=

A11
s A12

s A13
s

A21
s A22

s A23
s

A31
s A32

s A33
s


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(3.20) B :=
(
B1 B2 B3

)

E =


Eh

1

Eh
2

Eh
3

 ∈ C3N2
h et f ∈ C3N2

h

Ce système linéaire résultant est de type point selle généralisé et à cause du caractère non
hermitien du tenseur K, il est la matrice correspondante est non hermitienne.

3.3 Matrice de masse interne

Dans cette section, on va calculer les termes de la matrice de masse interne As du
système matriciel (3.17) en utilisant les formules de quadrature et les formules de change-
ment de bases correspondantes. La matrice As est donnée par :

As = Rot− ω2

c2
M + sDiv ∈ C3N2

h×3N2
h

où

(Rotmn)ij = (rotφnj , rotφmi )

=

∫
Ω

rotφnj rotφmi dx dy dz.

(Mmn)ij = (Kφnj , φ
m
i )

=

∫
Ω

φmi Kmn φ
n
j dx dy dz.

(Divmn)ij = (div(Kφnj ), div(Kφmi ))

=

∫
Ω

div(Kφnj ) div(Kφmi ) dx dy dz.

On a :

rotφnj rotφmi =

(
δn3

∂φj
∂y
− δn2

∂φj
∂z

) (
δm3

∂φi
∂y
− δm2

∂φi
∂z

)
+

(
−δn3

∂φj
∂x

+ δn1
∂φj
∂z

) (
−δm3

∂φi
∂x

+ δm1
∂φi
∂z

)
+

(
δn2

∂φj
∂x
− δn1

∂φj
∂y

) (
δm2

∂φi
∂x
− δm1

∂φi
∂y

)
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D’où ;

(Rot11)ij =

∫
Ω

(
∂φj
∂z

∂φi
∂z

+
∂φj
∂y

∂φi
∂y

)
dx dy dz

=

∫
Ω

(∇φj)23 · (∇φi)23 dx dy dz

(Rot12)ij = −
∫

Ω

∂φj
∂x

∂φi
∂y

dx dy dz

=

∫
Ω

(∇φj)1 · (∇φi)2 dx dy dz

(Rot21)ij = −
∫

Ω

∂φj
∂y

∂φi
∂x

dx dy dz

=

∫
Ω

(∇φi)1 · (∇φj)2 dx dy dz = (Rot12)ji

(Rot13)ij = −
∫

Ω

∂φj
∂x

∂φi
∂z

dx dy dz

(Rot31)ij = −
∫

Ω

∂φj
∂z

∂φi
∂x

dx dy dz = (Rot13)ji

(Rot22)ij =

∫
Ω

(
∂φj
∂z

∂φi
∂z

+
∂φj
∂x

∂φi
∂x

)
dx dy dz

=

∫
Ω

(∇φj)13 · (∇φi)13 dx dy dz

(Rot23)ij = −
∫

Ω

∂φi
∂z

∂φj
∂y

dx dy dz

(Rot32)ij = −
∫

Ω

∂φj
∂z

∂φi
∂y

dx dy dz = (Rot32)ji

(Rot33)ij =

∫
Ω

(
∂φj
∂y

∂φi
∂y

+
∂φj
∂x

∂φi
∂x

)
dx dy dz

=

∫
Ω

(∇φj)12 · (∇φi)12 dx dy dz

Par ailleurs,

(Mmn)ij =

∫
Ω

φi Kmn φjdx dy dz

Par définition de l’opérateur de divergence :

div(K φnj ) = div

K1n φj
K2n φj
K3n φj

 =

(
φj
∂K1n

∂x
+ K1n

∂φj
∂x

+ φj
∂K2n

∂y
+ K2n

∂φj
∂y

+ φj
∂K3n

∂z
+ K3n

∂φj
∂z

)
Les coefficients de la matrice Div sont donnés par :

(Divmn)ij =

∫
Ω

div(K φnj ) div(K φmi )dx dy dz
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On obtient alors ;

(Divmn)ij =

∫
Ω

(
φj
∂K1n

∂x
+ K1n

∂φj
∂x

+ φj
∂K2n

∂y
+ K2n

∂φj
∂y

+ φj
∂K3n

∂z
+ K3n

∂φj
∂z

)
(
φi
∂K1n

∂x
+ K1n

∂φi
∂x

+ φi
∂K2n

∂y
+ K2n

∂φi
∂y

+ φi
∂K3n

∂z
+ K3n

∂φi
∂z

)
dx dy dz

3.3.1 Matrice de masse B

Pour calculer la matrice de masse B, on suit les mêmes démarches que précédemment.
On rappelle que B est une matrice de taille N1

h × 3N2
h donnée par :

B :=
(
B1 B2 B3

)
∈ CN1

h×3N2
h

où

(Bn)ij =
(
div(Kφnj ), ψi

)
0,Ω

=

∫
Ω

(
K1n

∂φj
∂x

+ φj
∂K1n

∂x
+K2n

∂φj
∂y

+ φj
∂K2n

∂y
+K3n

∂φj
∂z

+ φj
∂K3n

∂z

)
ψi dx dy dz

3.3.2 Le second membre f

On rappelle que notre second membre f ∈ C3N2
h

f :=

f 1

f 2

f 3


avec

(fm)i =

{
ιωµ0 < js, φ

m
>i >ΓA sur Γ

0 en dehors de Γ

On a alors :

(fm)i = ιωµ0

∫
ΓA

js · φm>i dΓ

= ιωµ0

∫
ΓA

js ·
(
n× φmi × n

)
dΓ

= ιωµ0

∫
ΓA

js ·

n1

n2

n3

×
φi δm1

φi δm2

φi δm3

×
n1

n2

n3

 dΓ
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d’où

(
f 1
)
i

= ιωµ0

∫
ΓA

φi
(
js1(n2

2 + n2
3)− js2n1n2 − js3n1n2

)
dΓ

(
f 2
)
i

= ιωµ0

∫
ΓA

φi
(
− js1n1n2 + js2(n2

1 + n2
3)− js3n2n3

)
dΓ

(
f 3
)
i

= ιωµ0

∫
ΓA

φi
(
− js1n1n3 − js2n2n3 + js3

(
n2

1 + n2
2

))
dΓ

3.3.3 Calcul des intégrales

Formule de changement de variables

Comme il en est l’habitude dans la méthode des éléments finis on décomposera les
intégrales définissant les coefficients de la matrice du système linéaire (3.18) en une addi-
tion des intégrales sur les tétraèdres définis par la discrétisation géométrique du domaine,
pour ensuite se ramener, à l’aide un changement de variables, à un calcul sur un triangle
de référence utilisant une formule de quadrature bien choisie. On cherche à construire les
matrices relatives au système linéaire (3.18), on désigne par T et E respectivement l’en-
semble des tétraèdres constituant la discrétisation Ω et l’ensemble des faces (triangles) sur
Γ. En fait le support des fonctions de forme est inclus dans un sous ensemble très restreint
de tétraèdres. On calcule les intégrales de la façon suivante :

∫
Ω

f(x) dx =
∑
TT∈T

∫
TT

f(x) dx(3.21) ∫
Γ

f(x) dσ =
∑
E∈ E

∫
E

f(σ) dσ(3.22)

Pour chaque élément, seulement quelques fonctions sont non nulles sur TT (respectivement
sur E).
Le calcul des matrices et vecteurs élémentaires Rotm,nTT ,M

m,n
TT ,Divm,nTT etBnTT , concernant

chaque tétraèdre TT ∈ Th et fmE , h
m
E sur chaque face E ∈ E , va être effectué sur un

élément de référence T̂ T , respectivement sur chaque face de référence Ê.
Dans notre cas le tétraèdre de référence est donné par T̂ := {(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3/ ξi ≥ 0 et ξ1+

ξ2+ξ3 ≤ 1} et la face de référence est donnée par Ê := {(ξ1, ξ2) ∈ R2/ ξ ≥ 0 et ξ1+ξ2 ≤ 1},
voir [24].
Le passage d’un élément quelconque à un élément de référence s’effectue en utilisant les
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transformations affines suivantes :

F TT (ξ) = bTT +BTTξ, ∀ξ ∈ T̂ T(3.23)

bTT = STT1 ,(3.24)

BTT = (STT2 − STT1 , STT3 − STT1 , STT4 − STT1 ),(3.25)

F E(ξ) = bE +BEξ ; ∀ξ ∈ Ê,(3.26)

bE = SE1 , BE =
(
SE3 − SE1 , SE2 − SE1

)
.(3.27)

STTi etSEj , i = 1 : 4 , j = 1 : 2 sont les sommets du tétraèdre TT et de la face E
respectivement. On obtient alors

∫
TT

f(x) dx = | detBTT |
∫
T̂ T

(f ◦ F TT ) (ξ) dξ

avec | detBTT | = 6V où V est le volume de l’élément réel.
Et ∫

E

f(x) dx = |BE|
∫
Ê

(f ◦ F E) (ξ) dξ

avec |BE| = ‖SE3 SE1 × SE2 SE1 ‖.
Une base de notre espace des éléments finis P2 dans le tétraèdre de référence est donnée
par :

� 1, ε, η, ξ, ε2, εη, η2, ηξ, ξ2, ξε�

Nos intégrales sont approchées par les valeurs calculées à l’aide des formules de quadrature,
i.e ; ∫

T̂ T

f(x)dx '
KTT∑
i=0

ωi f(xi)

où les xi, i = 0, .., KTT sont les nœuds d’intégration et les ωi, i = 0, .., KTT sont les poids
de la formule de quadrature.

En considérant {N1, N2, · · · } les fonctions de base de référence telles que NTT
j ◦F TT =

Nj et grad f ◦ F TT = B−>TT grad(f ◦ F TT ), les équations précédentes deviennent :
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(Rot11
TT )ij = | detBTT |

∫
T̂ T

(
(B−>TT ∇̂Nj(ξ))3(B−>TT ∇̂Ni(ξ))3 + (B−>TT ∇̂Nj(ξ))2(B−>TT ∇̂Ni(ξ))2

)
dξ

(Rot12
TT )ij = −| detBTT |

∫
T̂ T

(B−>TT ∇̂Nj(ξ))1(B−>TT ∇̂Ni(ξ))2 dξ = (Rot21
TT )ji

(Rot13
TT )ij = −| detBTT |

∫
T̂ T

(B−>TT ∇̂Nj(ξ))1(B−>TT ∇̂Ni(ξ))3 dξ = (Rot31
T )ji

(Rot23
TT )ij = −| detBTT |

∫
T̂ T

(B−>TT ∇̂Nj(ξ))2(B−>TT ∇̂Ni(ξ))3 dξ = (Rot32
T )ji

(Rot22
TT )ij = | detBTT |

∫
T̂ T

(
(B−>TT ∇̂Nj(ξ))3(B−>TT ∇̂Ni(ξ))3 + (B−>TT ∇̂Nj(ξ))1(B−>TT ∇̂Ni(ξ))1

)
dξ

(Rot33
TT )ij = | detBTT |

∫
T̂ T

(
(B−>TT ∇̂Nj(ξ))2(B−>TT ∇̂Ni(ξ))2 + (B−>TT ∇̂Nj(ξ))1(B−>TT ∇̂Ni(ξ))1

)
dξ

(Mmn
TT )ij = | detBTT |

∫
T̂ T

Ni(ξ)Kmn(F TT (ξ))Nj(ξ) dξ

(DivmnTT )ij = | detBTT |
∫
T̂ T

(
Nj(ξ)

∂K1n

∂x
(F TT (ξ)) + K1n(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Nj(ξ))1 +

+ Nj(ξ)
∂K2n

∂y
(F TT (ξ))

+ K2n(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Nj(ξ))2 + Nj(ξ)
∂K3n

∂z
(F TT (ξ)) + K3n(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Nj(ξ))3

)
×
(
Ni(ξ)

∂K1m

∂x
(F TT (ξ)) + K1m(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Ni(ξ))1 + Ni(ξ)

∂K2m

∂y
(F TT (ξ))

+K2m(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Ni(ξ))2 +Ni(ξ)
∂K3m

∂z
(F TT (ξ)) +K3m(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Ni(ξ))3

)
dξ

et

(BnTT )ij = | detBTT |
∫
T̂ T

(
K1n

(
F TT (ξ)) (B−TTT ∇̂Nj(ξ))1 + Nj(ξ)

∂K1n

∂y
(FT (ξ))

+ K2n(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Nj(ξ))2 + Nj(ξ)
∂K2n

∂y
(F TT (ξ))

+ K3n(F TT (ξ)) (B−>TT ∇̂Nj(ξ))3 + Nj(ξ)
∂K3n

∂z
(F TT (ξ))

)
Ñi(ξ))dx dy dz.

formule de quadrature

Dans ce travail les intégrales présentées dans le paragraphe précédent sont approchées
par une formule de quadrature à 15 points sur le tétraèdre de référence T̂ T et elle est
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d’ordre 5 [24]. Donc on obtient une approximation donnée par la somme finie :

(3.28)

∫
T̂ T

f(ξ)dξ '
KTT∑
l=1

ωl f(ξl)

où
KTT = 15,
Les nœuds d’intégration :
ξ1 = (1

4
, 1

4
, 1

4
)

ξ2 = (b1, b1, b1); b1 = 7+
√

15
34

ξ3 = (b1, b1, c1); c1 = 13+3
√

15
34

ξ4 = (b1, c1, b1);
ξ5 = (c1, b1, b1);

ξ6 = (b2, b2, b2); b2 = 7−
√

15
34

ξ7 = (b2, b2, c2); c2 = 13−3
√

15
34

ξ8 = (b2, c2, b2);
ξ9 = (c2, b2, b2);

ξ10 = (d, d, e); d = 5−
√

15
20

, e = 5+
√

15
20

ξ11 = (d, e, d);
ξ12 = (e, d, d);
ξ13 = (d, e, e);
ξ14 = (e, d, e);
ξ15 = (e, e, d);

Les poids de la formule de quadrature sont : ω1 =
112

5670
, ω2 = · · · = ω5 =

2665 + 14
√

15

226800
,

ω6 = · · · = ω9 =
2665− 14

√
15

226800
, ω10 = · · · = ω15 =

5

567
.

Les intégrales sur une face de référence Ê sont approchées par la formule de quadrature
d’ordre 3 à 4 points suivantes :

(3.29)

∫
Ê

f(ξ)dξ ' 1

2

KE∑
l=1

ωl f(ξl)

où KE = 4, les nœuds d’intégration sont donnés par :

ξ1 = (
1

3
,
1

3
), ξ2 = (

1

5
,
1

5
)

ξ3 = (
3

5
,
1

5
), ξ4 = (

1

5
,
3

5
)

et les poids d’intégration ωi sont donnés par ω1 = − 9

32
et ωi =

25

96
∀i = 2 : 4.
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3.3.4 Coefficients de la matrice du système

En utilisant la formule de quadrature (3.28), on obtient une approximation des matrices
élémentaires :

(Rot1,1
TT )ij ' | det(BTT )|

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
3

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
3

+

KT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
2

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
2

(Rot2,2
TT )ij ' | det(BTT )|

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
3

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
3

+

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
1

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
1

(Rot3,3
TT )ij ' | det(BTT )|

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
1

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
1

+

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
2

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
2

(Rot1,2
TT )ij ' −| det(BTT )|

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
1

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
2

(Rot1,3
TT )ij ' −| det(BTT )|

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
1

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
3

(Rot2,3
TT )ij ' −| det(BTT )|

KTT∑
l=1

wl

(
B−>TT ∇̂Nj(ξl)

)
2

(
B−>TT ∇̂Ni(ξl)

)
3

(Mm,n
TT )ij ' | det(BTT )|

KTT∑
l=1

wlNi(ξl)KmnNj(ξl)

et

(BnTT )ij ' | det(BTT )|
KTT∑
k=1

wk

(
+
∂K1n

∂x
(F TT (ξk))Nj(ξk) +K1n(F TT (ξk))B

−>
TT ∇̂Nj(ξk))1

+
∂K2n

∂y
(F TT (ξk))Nj(ξk) +K3n(F T (ξk))(B

−>
TT ∇̂Nj(ξk))2

+
∂K3n

∂z
(F TT (ξk))Nj(ξk) +K3n(F TT (ξk))(B

−>
TT ∇̂Nj(ξk))3

)
Ñi(ξk).
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(Divm,nTT )ij ' | det(BTT )|
KTT∑
l=1

wl

(
Nj(ξl)

∂K1n

∂x
(FT (ξl)) + K1n(FT (ξl)) (B−TT ∇̂Nj(ξl))1

+ Nj(ξl)
∂K2n

∂y
(FT (ξl))

+ K2n(FT (ξl)) (B−TT ∇̂Nj(ξl))2 + Nj(ξl)
∂K3n

∂z
(FT (ξl)) + K3n(FT (ξl)) (B−TT ∇̂Nj(ξl))3

)
×
(
Ni(ξl)

∂K1m

∂x
(FT (ξl)) + K1m(FT (ξl)) (B−>T ∇̂Ni(ξl))1 + Ni(ξl)

∂K2m

∂y
(FT (ξl))

+K2m(F TT (ξl)) (B−>TT ∇̂Ni(ξl))2 +Ni(ξl)
∂K3m

∂z
(F TT (ξl)) +K3m(FT (ξl)) (B−>T ∇̂Ni(ξl))3

)

Le second membre f En passant à l’élément de référence et en utilisant les éléments
de base on trouve :

(
f 1
E

)
i

= ιωµ0|BE|
KE∑
l=1

Ñi(ξl)

((
n2
E,2 + n2

E,3

)
(F E(ξl))j1(F E(ξl)

)
−
(
nE,1nE,2

)
(F E(ξl))j2(F E(ξl))

−
(
nE,1nE,3((F E(ξl))

)
j3(F E(ξl))

)
(
f 2
E

)
i

= ιωµ0|BE|
KE∑
l=1

Ñi(ξl)

((
n2
E,1 + n2

E,3

)
(F E(ξl))j2(F E(ξl)

)
−
(
nE,1nE,2

)
(F E(ξl))j1(F E(ξl))

−
(
nE,2nE,3((F E(ξl))

)
j3(F E(ξl))

)
(
f 3
E

)
i

= ιωµ0|BE|
KE∑
l=1

Ñi(ξl)

((
n2
E,1 + n2

E,2

)
(F E(ξl))j3(F E(ξl)

)
−
(
nE,1nE,3

)
(F E(ξl))j1(F E(ξl))

−
(
nE,2nE,2((F E(ξl))

)
j2(F E(ξl))

)

Élimination de la condition essentielle
L’idée est d’éliminer la condition au bord donnée par E ×n = 0 sur le complémentaire

de l’antenne A, [38].

On introduit notre nouvelle base B = {n, τ ,n × τ} pour modifier l’équation au bord
E × n = 0.
L’équation E × n = h dans la nouvelle base B est équivalente à :
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
E1
B

E2
B

E3
B

×


1

0

0

 =


h1
B

h2
B

h3
B



=⇒


0

E3
B

−E2
B

 =


h1
B

h2
B

h3
B


On obtient alors la condition de type Dirichlet suivante :

(3.30)

E2
B

E3
B

 =

−h3
B

h2
B



3.3.5 Discrétisation de l’espace avec condition aux limites essen-
tielles

On note ΓD ⊂ Γ(respectivement ΓN) la partie du bord où on suppose vérifier une
condition de bord essentielle de conducteur parfait (dite de Dirichlet par abus de langage)
E × n = 0. On note ΓN la partie du bord où on suppose vérifier une condition de bord
naturelle (dite de Neumann) rotE × n = ι ω µ0 js.
On classe les sommets de notre maillage de la façon suivante : les points intérieurs, notés
Ωint, N pour les points avec condition de Neumann et D pour les points avec condition de
Dirichlet. On décompose alors l’ensemble des points sur Ωh en IΩ = Iint ∪ IN ∪ ID. Alors,
suivant l’emplacement des sommets Si on utilisera deux types de bases :
−∀i ∈ Iint ∪ IN , Si ∈ Ω∪ΓN , on représente la solution approchée dans la base {e1, e2, e3}.
−∀i ∈ ID, Si ∈ ΓD, on travaille avec la nouvelle base locale Bi = {ni, τi, ni × τi} =
(bki )k=1/3.
En conséquence la base de Xh

N,C est donnée par :

φli = φie
l pour l = 1, 2, 3 et i ∈ Iint ∪ IN(3.31)

φ1
i = φini, φ

2
i = φiτ i et φ3

i = φi(ni × τ i) i ∈ ID(3.32)
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Alors, ∀Eh ∈Xh
N,C , on a :

Eh =
3∑
l=1

D2∑
i=1

El
i(Si)φ

l
i

=
3∑
l=1

( ∑
i∈Iint∩IN

El
i(Si)φ

l
i

)
+
∑
i∈ID

E1
i (Si)φ

1
i +

∑
i∈ID

E2
i (Si)φ

2
i +

∑
i∈ID

E3
i (Si)φ

l
i

=
3∑
l=1

( ∑
i∈Iint∩IN

El
i(Si)φiel

)
+
∑
i∈ID

(
E1
i (Si)φini − h3

Bi
(Si)φiτ i + h2

Bi
(Si)φi(ni × τ i)

)
.

3.3.6 Matrice de raideur interne

Si maintenant on cherche à écrire la matrice de raideur interneAs dans la base {e1, e2, e3}
lorsque i ∈ Iint ∪ IN et {ni, τ i, (ni× τ i)} lorsque i ∈ ID on pourra remarquer quatre types
de cellule pour les indices i, j,= 1, .., N2

h . Pour les indices i, j tels que les nœuds Si et Sj
appartiennent à Ω :

Ai,j
Ω,Ω =

 as(φje1, φie1) as(φje2, φie1) as(φje3, φie1)
as(φje1, φie2) as(φje2, φie2) as(φje3, φie2)
as(φje1, φie3) as(φje2, φie3) as(φje3, φie3)


Si i ∈ ID et j ∈ ID on trouve :

Ai,j
ΓD,ΓD

=

 as(φjnj, φini) as(φjτ j, φini) as(φj(nj × τ j), φini)
as(φjnj, φiτ i) as(φjτ j, φiτ i) as(φj(nj × τ j), φiτ i)

as(φjnj, φi(ni × τ i) as(φjτ j, φi(ni × τ i) as(φj(nj × τ j), φi(ni × τ i))


Si i ∈ Iint ∪ IN et j ∈ ID on trouveras la cellule suivante :

Ai,j
Ω,ΓD

=

 as(φjnj, φie1) as(φjτ j, φie1) as(φj(nj × τ j), φie1)
as(φjnj, φie2) as(φjτ j, φie2) as(φj(nj × τ j), φie2)
as(φjnj, φie3) as(φjτ j, φie3) as(φj(nj × τ j), φie3)

 .

Par ailleurs, la cellule Aj,i
ΓD,Ω

= Ai,j
Ω,ΓD

par symétrie si j ∈ Iint ∪ IN et i ∈ ID.

Pour introduire les équations correspondantes à la condition essentielle (Dirichlet) on
éliminera de la matrice A les lignes et les colonnes correspondantes aux coordonnées en τ i
et ni × τ i quand i ∈ ID. On obtient :

Ai,j
ΓD,ΓD

=

 as(φjnj, φini) 0 0
0 δij 0
0 0 δij

 .(3.33)
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et

Ai,j
Ω,ΓD

=

 as(φjnj, φie1) 0 0
as(φjnj, φie2) 0 0
as(φjnj, φie3) 0 0

 .(3.34)

En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux éliminés, on s’assure que la matrice ainsi
modifiée soit inversible. Si maintenant on suppose qu’on a numéroté les nœuds d’interpo-
lation de façon à ce que les points en ΓD soient les derniers, on obtiendra une matrice Ãs

avec le profil suivant :

Ãs =

(
AΩ,Ω AΩ,ΓD

AΓD,Ω AΓD,ΓD

)
(3.35)

On procède de la même façon avec la matrice des contraintes B en mettant à zéro les
coefficients des colonnes correspondantes aux τ i et ni × τ i quand i ∈ ID, pour obtenir B̃.
Donc le système linéaire à résoudre numériquement est donné par :

Asx = b où As =

(
Ãs B̃

H

B̃ 0

)
et b =

(
f
0

)
,(3.36)

avec x contenant les valeurs nodales du champ Eh et ph, dans la base Bi si i ∈ ID.
Dans la pratique, si on veut conserver une numérotation des nœuds optimale par rapport

à la résolution du système linéaire (proximité de la numérotation des nœuds proches) on ne
pourra choisir la numérotation des nœuds sur ΓD. Pour obtenir la matrice correspondante
aux conditions de bord essentielles il suffira de considérer la matrice de changement de
base Z avec des cellules diagonales Zi,i = Id,3×3 pour i ∈ Iint ∪ IN et :

Zi,i =

 ni,1 τi,1 (ni × τ i)1

ni,2 τi,2 (ni × τ i)2

ni,3 τi,3 (ni × τ i)3

(3.37)

On calcule ensuite la matrice :

A =

(
ZtAsZ (BZ)H

BZ 0

)
(3.38)

On effectue maintenant les mêmes modifications nécessaires pour prendre en compte les
conditions essentielles pour obtenir Ãs, B̃ et le même système (3.36).

3.3.7 Assemblage de la matrice du système linéaire

Dans ce paragraphe on décrit les procédures d’assemblage de la matrice du système
linéaire résolu pour obtenir l’approximation du champ électrique E et du multiplicateur p.
Soit Th le tableau qui décrit la trétraédrisation du domaine Ω. Soit N2

h le nombre de noeuds
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de discrétisation du champ E et Lh le nombre de tétraèdres. Le nombre d’inconnues pour
obtenir une approximation P2 de E est alors égal a 3 ∗N2

h . Soit N1
h le nombre de points de

discrétisation géométrique (c’est à dire les noeuds définissant les tétraèdres). Le nombre
d’inconnues nécessaires pour obtenir une approximation P1 du multiplicateur de Lagrange
p est noté NhGeo.

On construit quatre matrices creuses matRR, matM , matD et matB correspon-
dant aux matrices définies au paragraphe (3.3.6).

L’algorithme pour l’assemblage de la matrice matRR de coefficients (rot φmj , rot φni )
est le suivant :

Pour l = 1 : Lh
On calcule les matrices élémentaires RRh{m}{n}(i, j) = (Rotm,nTT )ij
avec m,n = 1 : 3, le nombre d’inconnues E par noeud, et i, j = 1 : 10, le nombre
de points d’interpolation P2.
Ensuite on cumule la contribution du tétraèdre l aux noeuds correspondants :
Pour m = 1 : 3
Pour n = 1 : 3

RR{m}{n}(Th(1 : 10, l), Th(1 : 10, l)) = RR{m}{n}(Th(1 : 10, l), Th(1 : 10, l)) +

+RRh{m}{n}

end
end
end

La matrice matRR est obtenue ensuite par concaténation des cellules RR{m}{n} :

matRR = [RR{1}{1} RR{1}{2} RR{1}{3};RR{2}{1} RR{2}{2} RR{2}{3};
RR{3}{1} RR{3}{2} RR{3}{3}]

La matrice matM correspondant au produit (KE,F ) est assemblée avec l’algorithme
suivant :

Pour l = 1 : Lh
On calcule les matrices élémentaires Mh{m}{n}(i, j) = (Mm,n

TT )ij
avec m,n = 1 : 3, le nombre d’inconnues E par noeud, et i, j = 1 : 10, le nombre
de points d’interpolation P2.
Ensuite on cumule la contribution du tétraèdre l aux noeuds correspondants :
Pour m = 1 : 3
Pour n = 1 : 3

MM{m}{n}(Th(1 : 10, l), Th(1 : 10, l)) = MM{m}{n}(Th(1 : 10, l), Th(1 : 10, l)) +

+Mh{m}{n}
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end
end
end

La matrice matM est obtenue ensuite par concaténation des cellules MM{m}{n} :

matM = [MM{1}{1}MM{1}{2}MM{1}{3};MM{2}{1}MM{2}{2}MM{2}{3};
MM{3}{1}MM{3}{2}MM{3}{3}]

De la même façon la matrice matD correspondant au produit (div(KE),∇· (KF)) est
assemblée par l’algorithme suivant :

Pour l = 1 : Lh
On calcule les matrices élémentaires Dh{m}{n}(i, j) = (Divm,nTT )i,j
avec m,n = 1 : 3, le nombre d’inconnues E par noeud, et i, j = 1 : 10, le nombre de
points d’interpolation P2.
Ensuite on cumule la contribution du tétraèdre l aux noeuds correspondants :
Pour m = 1 : 3
Pour n = 1 : 3

DD{m}{n}(Th(1 : 10, l), Th(1 : 10, l)) = DD{m}{n}(Th(1 : 10, l), Th(1 : 10, l))

+Dh{m}{n}

end
end
end

La matrice matD est obtenue ensuite par concaténation des cellules DD{m}{n} :

matD = [DD{1}{1} DD{1}{2} DD{1}{3};DD{2}{1} DD{2}{2} DD{2}{3};
DD{3}{1} DD{3}{2} DD{3}{3}]

Si maintenant on note cte = ω2

c2
et s le coefficient de pénalité, la matrice As est simple-

ment :
As = matRR − cte ∗matM + s ∗matD

Si on note, comme dans le paragraphe précédent, Z la matrice de changement de base
définie dans la section (3.3.6) on obtient :

Ãs = ZtAsZ

Pour introduire la condition au bord du conducteur parfait on annule la ligne et la colonne
correspondante aux nœuds du bord où E×n = 0, sauf le coefficient diagonal qui prend la
valeur un, pour obtenir une nouvelle matrice que l‘on notera toujours Ãs.
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L’assemblage de la matrice matB correspondant au terme (div(KE), p) est relative-
ment plus complexe car E est approchée par des éléments finis P2 et p par des éléments
finis P1. Une rénumérotation des équations est nécessaire car l’ancienne numérotation ne
correspond plus aux indices des équations. La matrice matB obtenue est rectangulaire de
dimension N1

h × 3 ∗N2
h . Cette correspondance d’indices se trouve dans le tableau indT l.

On obtient l’algorithme suivant :
Pour l = 1 : Lh
On calcule les matrices élémentaires Bh{m}(i, j) = (BnTT )ij
avec m = 1 : 3, le nombre d’inconnues E par noeud, i = 1 : 4 et j = 1 : 10.
Ensuite on cumule la contribution du tétraèdre l aux noeuds correspondants :
Pour m = 1 : 3
Pour i = 1 : 4
ind = indT l(Th(i, l))
Pour j = 1 : 10

BB{m}(ind, Th(1 : 10, l)) = BB{m}(ind, Th(1 : 10, l)) +Bh{m}
end
end
end
end

Ensuite la matrice matB est obtenue par concaténation des cellules BB{m} :

matB = [BB{1} BB{2} BB{3}]

Dans l’étape suivante on calcule matBZ pour introduire la condition au bord du conduc-
teur parfait E × n = 0 sur ΓC . On annule les colonnes correspondantes aux nœuds ou
E× n = 0 est vérifié, pour obtenir ˜matB.

On obtient la matrice, dans la base introduite dans la section (3.3.6), du système linéaire
associé à la formulation faible mixte augmentée :

A = [Ãs ( ˜matB)H ; ˜matB 0]

L’assemblage du second membre suit la même règle. On note NA le nombre d’antennes.
Soient LThA le tableau contenant l’adresse des éléments du bord de chaque antenne, le
tableau ETh décrivant la triangulation du bord. Ainsi on fera :

Pour k = 1 : NA

Pour i = 1 : LThA(k)
ielem = liste-elements-antenne(i)
On calcule les matrices élémentaires V ech{n}(j) = fnj
avec n = 1 : 3 et j = 1 : 6 le nombre de noueds d’approximation P2 sur le bord.
Ensuite on cumule la contribution du tétraèdre ielem aux noeuds correspondants :
Pour n = 1 : 3
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Pour j = 1 : 6

f{n}(ETh(j, ielem), 1) = f{n}(ETh(j, ielem), 1) + V ech{n}(j)
end
end
end
end

Le vecteur secondM est obtenu ensuite par la concaténation des cellules f{n}, n =
1 : 3.

secondM = [f1;f2;f3]

Ensuite pour tenir compte de la condition au bord sur ΓC on calcule :

˜secondM = Zt × secondM

et on annule les lignes correspondantes aux inconnues vérifiant E × n = 0, pour obtenir
un nouveau ˜secondM . Et donc le système linéaire associé à la formulation faible mixte
augmentée prend la forme :

(3.39)

(
Ãs ( ˜matB)H

˜matB 0

)(
Ẽ
p

)
=

(
˜secondM

N1
hzeros

)
La résolution du système linéaire (3.39) peut être réalisée par deux méthodes, la

méthode directe de Gauss ou par une méthode itérative GMRES, qui est adapté à des
systèmes non hermitiens, voir [50], [25], [51].

Pour obtenir des résultats satisfaisants les méthodes itératives nécessitent un precon-
ditionnement de la matrice du système linéaire, voir [27], [26], [10] et [9]. Dans le cas
présent on a implémenté un préconditionneur dit diagonal et un préconditionneur SSOR
avec w = 1, voir [48] et [44]. La factorisation ILU ne semblent pas donner des résultats
satisfaisants. Dans les exemples examinés dans le chapitre 5 la méthode la plus précise est
la méthode directe.





4 Condition Inf-Sup discrète en 3 di-
mensions

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier le caractère bien posé de la formulation variationnelle
mixte augmentée notée FVMAD du problème variationnel discret (3.1)-(3.2). On va mon-
trer la stabilité des éléments finis de Taylor-Hood P2 − P1 implémentés pour approcher le
champ électrique E d’une part et le multiplicateur de Lagrange p d’une autre part.
Des études analogues ont été faites pour les problèmes de Stokes en 2 et 3 dimensions [32],
[57], [33]. On va étendre ces résultats à nos équations.
On va utiliser les techniques introduites dans [30], [57] et [19] pour des éléments finis
tétraédriques. On suppose que Ω est un polyèdre de R3 approchant un tore dont les nœuds
de la frontière, Γ, sont des points de la frontière du tore qui sera ainsi constitué d’un en-
semble fini de faces polyédriques.
On considère T2,h une triangulation de Γ, note Γh, telle que :

Γh = Γ

et
Γh =

⋃
T∈T2,h

T = Γ

et T1,h une discrétisation géométrique de Ω par un ensemble de tétraèdres obtenue à partir
de T2,h, on a :

Ωh = Ω

et
Ωh =

⋃
TT∈T1,h

TT = Ω

Cette discrétisation est conforme dans le sens où l’intersection de deux éléments distincts
TT1 et TT2 de T1,h est soit le vide, une face, une arête ou un sommet (de TT1 et TT2).
On définit deux paramètres hTT et ρTT de la façon suivante : hTT est le diamètre extérieur
du tétraèdre TT , c’est à dire le diamètre de la plus petite boule contenant TT et ρTT le
diamètre de la plus grande boule contenue dans TT .

64
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On note h = max
TT∈T1,h

hTT .

On introduit le nombre σTT =
hTT
ρTT

. Ce nombre ne dépend pas de la taille du tétraèdre TT

mais uniquement de sa forme géométrique. Il mesure l’aplatissement de TT : plus σTT est
grand plus TT est aplati. Donc pour assurer la régularité de notre maillage, on suppose
qu’il existe σ > 0 telle que

(4.1) σTT ≤ σ ∀TT ∈ T1,h

On suppose aussi que le maillage est quasi-uniforme, c’est à dire :

∃ 0 < c < 1 ; c h ≤ hTT ≤ h

On suppose de plus que Γ ∩ ∂TT est soit le vide soit un triangle du bord Γ.
En conséquence, il existe σ1, σ2, σ3 et σ4 > 0 telles que pour tout triangle T ⊂ T2,h on a :

σ1 h ≤| e |≤ σ2 h pour toute arête e ⊂ ∂T(4.2)

σ3 h
2 ≤| T |≤ σ4 h

2 pour tout triangle T ⊂ ∂TT(4.3)

où | e | et | T | désignent respectivement la longueur de l’arête e et la surface du triangle
T .

Figure 4.1 – Maillage tore polyèdrique

4.2 Définition de la normale à Γh

Dans tout ce qui suit, les variables en gras désignent les variables vectorielles.
Dans cette partie, on va définir la normale à Γh.
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Soit nTi la normale à la face Ti (triangles) d’un tétraèdre TT , i = 1, · · · , 4.
On définit la normale à Γh, notée par nh, de la façon suivante :

— Pour tout point x appartenant à une face du polyèdre, nh(x) = nTi si x ∈ Ti.
— Sur les arêtes et les sommets du polyèdre, on définit la normale nh par

(4.4) nh(x) =

∑
i/x∈T i

| Ti | nTi∑
i/x∈T i

| Ti |

En général, on notera nT la normale à une face T d’un tétraèdre TT .

4.3 Espaces d’approximation

Soient P1 et P2 les ensembles des polynômes de degré 1 et de degré 2 à valeurs com-
plexes respectivement.
On introduit les espaces d’approximation du couple champ électrique complexe E et mul-
tiplicateur de Lagrange p approché par des éléments finis de Taylor-Hood P2− P1 adaptés
à la résolution des problèmes de type point-selle et évalués sur le même maillage pour une
discrétisation du domaine en tétraèdres. Les espaces d’approximation du champ E et du
multiplicateur p sont respectivement Y h et Qh donnés par :

Y h = Y 3
h ,

Qh = { qh ∈ C0(Ωh); qh|TT ∈ P1 ∀ TT ⊂ T1,h }
où Yh = { vh ∈ C0(Ωh); vh|TT ∈ P2, ∀ TT ⊂ T1,h }

On introduit les trois espaces discrets suivants :

Xh = {vh ∈ Y h : vh(a)× nh(a) = 0 pour tout point d’interpolation a de Γh},
X0,h = {vh ∈ Y h : vh = 0 sur Γh} ⊂ (H1

0 )3(Ωh),

Q0,h = {qh ∈ Qh :

∫
Ωh

qh dΩh = 0}.

4.4 Approximation du tenseur K

4.4.1 Rappels

Dans le chapitre 2 on a rappelé les propriétés spectrales du tenseur K. Ses valeurs
propres sont simples et 2 à 2 distinctes et son polynôme caractéristique est scindé dans C.
Ses valeurs propres sont de parties imaginaires uniformément bornées inférieurement par
une constante strictement positive. En conséquence, il existe ζ > 0 définie par :

(4.5) ζ = min
i=1:3
{min
x∈Ω

Im[λi(x)]}
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telle que

(4.6) |rHK(x)r| ≥ Im[(rHK(x)r)] ≥ ζ(rHr) ∀r ∈ C3, ∀x ∈ Ω.

On suppose que les coefficients du tenseur K(x), notés Kij(x), i, j = 1 : 3, appartiennent

à l’ensemble W 2,∞(Ω). En conséquence, on peut déduire qu’il existe deux constantes K
′

et
K
′′

strictement positives telles que pour tout i, j, k, l = 1 : 3 on a :

(4.7)

∣∣∣∣∂Kij

∂xk
(x)

∣∣∣∣ ≤ K
′ ∀x ∈ Ω,

et

(4.8)

∣∣∣∣ ∂2Kij

∂xk∂xl
(x)

∣∣∣∣ ≤ K
′′ ∀x ∈ Ω.

Notations. Pour tout x ∈ Ω, on note par |||K(x)|||0 et |||K(x)|||∞ les normes ma-
tricielle induites respectivement par la norme vectorielle euclidienne et la norme vectorielle
infinie.
Des hypothèses faites sur les coefficients de K, c’est à dire x 7→K(x) est bornée, continue
de Ω dans M3(C) on peut déduire qu’il existe K+

0 > 0 tel que :

(4.9) max
x∈Ω
|||K(x)|||0 = K+

0 .

On peut aussi déduire qu’il existe une constante K+
∞ > 0 telle que :

(4.10) max
x∈Ω
|||K(x)|||∞ = K+

∞.

Remarque 4.1. Le fait que K+
0 soit la valeur singulière maximale implique que

Re[(rHK(x)r)] ≤ K+
0 (rHr) ∀r ∈ C3, ∀x ∈ Ω.(4.11)

Vu les propriétés spectrales de la matrice K(x), le tenseur est inversible pour tout
x ∈ Ω. L’application inverse est continue donc on peut déduire qu’il existe une constante
K

(−1),+
0 > 0 telle que :

(4.12) max
x∈Ω
|||K−1(x)|||0 = K

(−1),+
0

On peut aussi déduire qu’il existe une constante K
(−1),+
∞ > 0 telle que :

(4.13) max
x∈Ω
|||K−1(x)|||∞ = K(−1),+

∞



68 CHAPITRE 4. CONDITION INF-SUP DISCRÈTE EN 3 DIMENSIONS

4.4.2 Définition de Kh

On définit une approximation Kh de K de la façon suivante : pour tout i, j = 1 : 3, on
considèreKhi,j

(x) l’approximation deKi,j(x) dans l’ensemble {v ∈ C(Ω) : v|TT ∈ P1(TT )}.
Donc on définit Kh(x) le tenseur de coefficients Khi,j

(x).

Pour étudier les propriétés de la matriceKh(x) pour tout x dans Ωh, on a besoin d’énoncer
le théorème suivant.

Théorème 4.1. [43] Soit (Th)h>0 une famille de tétraèdres réguliers. On suppose que
les éléments (K,PK ,ΣK) sont de Lagrange, affinement équivalents à un même élément

(K̂, P̂ , Σ̂) et de classe C0. On suppose de plus que l’on a

(4.14) Pk(K) ⊂ PK ⊂ H1(K) ∩ C(K), avec k >
n

2
− 1.

Alors il existe c = c(n, k, K̂, Π̂) telle que

(4.15)
∣∣v − Πhv

∣∣
m,Ω
≤ c σmhk+1−m|v|k+1,Ω,

pour tout v ∈ Hk+1(Ω),m ∈ {0, 1}, σ la constante de régularité du maillage définie dans

(4.1) et Π̂ est l’opérateur de P̂ -interpolation.

La démonstration de ce théorème se trouve dans [43], page 83, théorème 7.11. Un
théorème similaire dans le cas de la norme infinie se trouve dans [28] page 61. On suppose
de plus que Ki,j(x) appartient à l’ensemble W 2,∞(Ω) pour tout i, j = 1 : 3, donc pour
k = 1 on peut déduire que :

- max
x∈Ωh

|||K(x)−Kh(x)|||0 ≤ C̃1h
2 sur Ωh,

- max
x∈Ωh

|||K(x)−Kh(x)|||∞ ≤ C̃2h
2 sur Ωh.

Les deux constantes C̃1 et C̃2 dépendent des bornes supérieures sur Ω des dérivées partielles
d’ordre 2 de Khi,j

(x).
En conséquence, on peut déduire que, pour h suffisamment petit, la matriceKh possède des
propriétés spectrales similaires à celles vérifiées par la matrice K, voir [49]. En particulier
pour h suffisamment petit, on démontre que la matrice Kh possède une propriété similaire
à celle prouvée dans le lemme (1.2) pour la matrice K.

Remarque 4.2. La fonction x 7→Kh(x) est continue de Ωh à valeurs dans M3(C), bornée
et max

x∈Ωh

|||Kh(x)|||0 ≤ K+
h1
< +∞.

Plus encore :

(4.16) max
x∈Ωh

|||Kh(x)|||0 ≤ max
x∈Ωh

|||K(x)|||0 + max
x∈Ωh

|||K(x)−Kh(x)|||0 ≤ K+
0 + C̃1h

2

alors il existe h1 > 0 tel que K+
0 + C̃1h

2 > 0 pour tout h ≤ h1 on a

(4.17) max
x∈Ωh

|||Kh(x)|||0 ≤ K+
h1
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max
x∈Ωh

|||Kh(x)|||∞ ≤ max
x∈Ωh

|||K(x)|||∞ + max
x∈Ωh

|||K(x)−Kh(x)|||∞ ≤ K+
∞ + nC̃2h

2

alors il existe h2 > 0 tel que K+
∞ + C̃2h

2 > 0 pour tout h ≤ h2 on a

(4.18) max
x∈Ωh

|||Kh(x)|||∞ ≤ K+
h2

Les propriétés spectrales de Kh étant similaires à celles de K pour h suffisamment petit,
on en déduit le lemme suivant.

Lemme 4.1. Il existe une constante ζ∗ > 0 et h3 > 0 tels que pour tout h ≤ h3 on a

|rHKh(x)r| ≥ Im[(rHKh(x)r)] ≥ ζ∗(rHr) ∀r ∈ C3, ∀x ∈ Ωh.(4.19)

Démonstration. Soit r ∈ C3

Im[rHKh(x)r] = Im[rHKh(x)r + rH(Kh(x)−K(x))r]

≥ ζ(rHr)− | rH(Kh(x)−K(x))r |
≥ ζ(rHr) − |||Kh(x)−K(x)|||0(rHr)

≥ ζ(rHr) − C̃1h
2(rHr)

≥ (ζ − C̃1h
2)(rHr)

Donc il existe h3 > 0 tel que (ζ − C̃1h
2) > 0 pour tout h ≤ h3 on a

Im[rHKh(x)r] ≥ ζ∗(rHr), ∀r ∈ C3, ∀x ∈ Ωh

avec ζ∗ > 0 indépendante de h.

Par ailleurs, par continuité de l’inversion des matrices inversibles on peut déduire que

max
x∈Ωh

|||K−1
h (x)|||0 ≤ K

(−1),+
0 + max

x∈Ωh

|||K−1
h (x)−K−1(x)|||0 ≤ K

(−1),+
0 + C̃3h

2.

Donc il existe h4 > 0 tel que K
(−1),+
2 + C̃3h

2 > 0 pour tout h ≤ h4 on a

(4.20) max
r∈Ωh

|||K−1
h (x)|||0 ≤ K

(−1),+
h4

De la même façon, en utilisant l’équation (4.13), on montre qu’il existe h5 > 0 tel que pour
tout h ≤ h5

(4.21) max
x∈Ωh

|||K−1
h (x)|||∞ ≤ K

(−1)
h5,∞

De plus, pour tout tétraèdre TT de T1,h on a∣∣∣∣∂Khij

∂xk
(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∂Kij

∂xk
(x)−

∂Khij

∂xk
(x)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂Kij

∂xk
(x)

∣∣∣∣
≤Mh+K

′
(d’après (4.7)et le théorème 4.1).
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Donc il existe h6 > 0 tel que Mh+K
′
> 0, on a pour tout h ≤ h6 :

(4.22)

∣∣∣∣∂Khi,j

∂xk
(x)

∣∣∣∣ ≤ K
′

h6

Dans la suite de ce chapitre, sans affirmation du contraire, on supposera que h < h0 =
min{h1, h2, h3, h4, h5, h6}.

4.5 Formulation discrète

On introduit les formes sesquilinéaires suivantes :

b(v, q) =

∫
Ω

q div(Kv)dx

bh(v, q) =

∫
Ω

q div(Khv)dx

bhh(v, q) =

∫
Ωh

q div(Khv)dx

bh(v, q) =

∫
Ωh

q div(Kv)dx

On rappelle la formulation variationnelle mixte augmentée associée au problème variation-
nel discret (3.1)-(3.2) :

Trouver (uh, ph) ∈Xh ×Qh tel que

as,h(uh,vh) + bhh(vh, ph) = ls,h(vh) ∀vh ∈Xh,(4.23)

bhh(uh, qh) = 0 ∀ qh ∈ Qh.(4.24)

avec as,h(uh,vh) = (rotuh, rotvh)0,Ωh −
ω2

c2
(Khuh,vh)0,Ωh + s(divKhuh, divKhvh)0,Ωh ,

bhh(vh, qh) = (div(Khvh), qh)0,Ωh .

4.6 Existence et unicité de la solution

On s’intéresse à montrer le caractère bien-posé de la formulation précédente, (4.23)-
(4.24). Pour cela, on rappelle un théorème fondamental qui assure l’existence et l’unicité
de solutions de certaines formulations variationnelles mixtes.

Théorème 4.2. (Babuska-Brezzi)
Soient W et Q deux espaces de Hilbert, a et b deux formes sesquilinéaires continues

a(., .) : W ×W 3 (u,v) 7−→ a(u,v) ∈ C,(4.25)

b(., .) : W ×Q 3 (v, q) 7−→ b(v, q) ∈ C,(4.26)
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et L, l deux formes anti-linéaires continues

L(.) : W 3 v 7−→ L(v) ∈ C,(4.27)

l(.) : Q 3 q 7−→ l(q) ∈ C,(4.28)

On pose V = {v ∈W ; b(v, q) = 0 ∀q ∈ Q} = ker(b). Si
(i) la forme bilinéaire a est V -coercive, i.e. il existe une constante α > 0 telle que

|a(v,v)| ≥ α||v||W ∀v ∈ V .(4.29)

(ii) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e. il existe une constante δ > 0
telle que

inf
q∈Q

sup
v∈W

|b(v, q)|
||v||W ||q||Q

≥ δ(4.30)

alors le problème

Trouver (u, p) ∈W ×Q tel que

a(u,v) + b(v, p) = L(v) ∀v ∈W ,(4.31)

b(u, q) = l(q) ∀ q ∈ Q,(4.32)

est bien posé, i.e. il existe un unique couple (u, p) vérifiant (4.31)-(4.32) et

||u||W + ||p||Q ≤ C
(
||L||W ′ + ||l||Q′

)
(4.33)

Démonstration. voir [30] ou [33].

4.6.1 Coercivité de as,h

La forme bilinéaire as,h de la formulation variationnelle mixte augmentée du problème
discret (4.23)-(4.24) est à valeurs complexes. On rappelle le résultat suivant qui sert à
démontrer la V-ellipticité (condition (i) du théorème de Babuska-Brezzi) pour le cas
présent, voir [52].

Proposition 4.1. Soient V et H des espaces de Hilbert tels que l’injection de V dans H
soit continue et a(., .) une forme bilinéaire sur V × V . Si

— (i′) il existe deux constantes α > 0 et λ > 0 telles que la partie réelle de a(., .),
Re[a(., .)], vérifie l’inégalité :

|Re[a(v,v)]| ≥ α||v||2V − λ||v||2H , ∀v ∈ V(4.34)

— (i′′) il existe une constante γ > 0, telle que la partie imaginaire de a(., .), Im[a(., .)],
vérifie l’inégalité :

|Im[a(v,v)]| ≥ γ||v||2H , ∀v ∈ V .(4.35)
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Alors la forme bilinéaire as est V -coercive.

Dans le cas du problème original, il a été démontré dans [36] et (voir chap 2) que

Théorème 4.3. On suppose que, pour chaque espèce s (ions et électrons), les fonctions
à valeurs complexes ν, γe, ωcs et ωps, sont continues sur Ω et bornées inférieurement et
supérieurement par des nombres strictement positifs. Et si Re(s) > 0 et Im(s) ≤ 0 alors
la formulation variationnelle mixte augmentée admet une solution.

On suppose dorénavant que les hypothèses du théorème précédent sont vérifiées. Il suffit
alors d’appliquer le théorème 4.2 de Babuska-Brezzi aux problèmes variationnels.

Proposition 4.2. La forme bilinéaire as,h vérifie la condition (i) pour tout h < h0.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier les deux hypothèses
de la proposition 4.1.
La forme bilinéaire as,h dépend de la matrice Kh.
Une démarche similaire à celle employée dans la démonstration de la coercivité de as nous
permet de déduire que :

Re[as,h(vh,vh)] ≥ min(1, Re[s])(‖vh‖2
Xh
− ‖vh‖2

0)− ω2

c2
K+
h ‖vh‖2

0

Im[as,h(vh,vh)] ≤ Im[s] ‖ div(Khvh)‖2
0 −

ω2

c2
ζ∗‖vh‖2

0

Les deux conditions étant vérifiées, la forme bilinéaire as,h est coercive pour tout h < h0

Remarque 4.3. En conséquence, la V -coercivité de la forme bilinéaire as,h du problème
discret découle (directement) de celle de de la forme bilinéaire as du problème continu.

4.6.2 Condition inf-sup, stabilité des éléments de Taylor-Hood
P2 − P1 en 3D

On commence tout d’abord par introduire les normes suivantes sur les espaces discrets.
On munit Xh et Qh respectivement des deux normes suivantes :

‖ vh ‖Xh
=

(
‖ vh ‖2

0,Ωh
+ ‖ div(Khvh) ‖2

0,Ωh
+ ‖ rotvh ‖2

0,Ωh

) 1
2

‖ qh ‖Qh =‖ qh ‖0,Ωh .

On veut montrer que le problème variationnel discret (4.23)-(4.24) est bien posé sur Xh×
Qh ; ∃ β > 0 indépendante du pas de discrétisation h telle que

(4.36) inf
qh∈Qh

sup
vh∈Xh

| bhh(vh, qh) |
‖ qh ‖0,Ωh‖ vh ‖Xh

≥ β
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Remarque 4.4. La démonstration comportera deux parties : on démontrera dans un pre-
mier temps que la condition Inf-Sup est vérifiée sur X0,h ×Q0,h puis sur Xh ×Qh.
La démonstration comportera plusieurs étapes intermédiaires ; tout d’abord on démontrera
à l’aide du lemme du Fortin, [29], [33] (page 117), une condition inf-sup sur l’espace
X0,h × Q0,h muni des normes ‖ · ‖1,Ωh , ‖ · ‖Q0,h

. On établira ensuite une condition inf-

sup intermédiaire sur l’espace (H1
0(Ω), ‖ · ‖1,Ω) × (L2

0(Ω), ‖ · ‖0,Ω). Ensuite une troisième
condition inf-sup sur l’espace (X0,h, ‖ · ‖1,Ωh) × (Q0,h, ‖ · ‖0,Ωh). Ces trois conditions nous
permettront d’établir celle sur l’espace X0,h ×Q0,h muni des normes (‖ · ‖Xh

, ‖ · ‖0,Ωh). Et
enfin à l’aide de la technique de [19], on en conclut la condition inf-sup finale sur l’espace
Xh ×Qh muni des normes (‖ · ‖Xh

, ‖ · ‖0,Ωh).

a)− Condition Inf-Sup sur l’espace X0,h ×Q0,h :
On introduit la norme suivante sur Q0,h :

(4.37) ‖q‖2
Q0,h

=
∑

TT∈T1,h
h2
TT ‖∇q‖2

0,TT

Remarquons que ‖ . ‖Q0,h
s’annule pour des fonctions constantes, d’où l’intérêt de se

restreindre à Q0,h.
Dans un premier temps, on rappelle un lemme indispensable quant à la démonstration de
la condition inf-sup, voir [29], [33] (page 117).

Lemme 4.2. (Lemme de Fortin) On suppose qu’il existe un opérateur Ph : Q0,h −→X0,h

linéaire borné et une constante β1 > 0 tels que

(4.38) | bhh(Ph(q0
h), q

0
h) | > β1 ‖Ph(q0

h)‖1,Ωh ‖q0
h‖Q0,h

.

Alors, la condition inf-sup est vérifiée, c’est à dire :

(4.39) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ β1‖q0
h‖Q0,h

Pour démontrer la condition inf-sup (4.36), on commence par démontrer la condition
inf-sup dans X0,h ×Q0,h muni des normes ‖ · ‖1,Ωh , ‖ · ‖Q0,h

.

Démonstration. On applique dans ce paragraphe le lemme de Fortin.

Construction de l’opérateur Ph
On considère TT un tétraèdre de T1,h. Soit e une arête du tétraèdre TT de sommets ai

et aj avec i < j et de milieu me.

On définit le vecteur tangent τe à l’arête e par τe =
ai − aj
‖ai − aj‖

.

On notera par ∇q0
h,τe

le gradient tangentiel à l’arête e d’un élément q0
h appartenant à Q0,h
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et défini par ∇q0
h,τe

= τe(∇q0
h · τe).

Pour un élément q0
h de Q0,h, on pose v0

eh
= Pe(q

0
h) l’élément de X0,h défini par :

v0
eh

(me) = −(Kh(me))
−1∇q0

h,τ (me) | e |2, si me est le milieu de e ⊂ ∂TT \ ∂Ωh,

v0
eh

(a) = 0 pour tout autre point nodal a de Xh .

Figure 4.2 – tetraèdre avec 10 points d’interpolation

On définit :
v0
h = Ph(q

0
h) :=

∑
e 6⊂Γh

Pe(q
0
h) ∈X0,h

Suivant la démarche de [33] et [30] et le fait que ∀h ≤ h0, |K−1
h (me) |≤ K

(−1),+
h5,∞ on a :

‖ v0
h ‖1,TT ≤ C hTT ‖ ∇q0

h ‖0,TT

=⇒‖ v0
h ‖1,Ωh ≤ C

(∑
TT

h2
TT ‖ ∇q0

h ‖2
0,TT

) 1
2

=⇒‖ v0
h ‖1,Ωh ≤ C ‖ q0

h ‖Q0,h
(4.40)

avec C une constante qui dépend de K
(−1),+
h5,∞ et indépendante de h pour tout h ≤ h0.

Ainsi l’opérateur Ph : Q0,h −→X0,h est continu.
Pour le reste de la démonstration, on a besoin d’introduire la formule d’intégration numérique
sur un tétraèdre TT suivante construite dans la partie (7.4.2) :

Définition 4.1. Soit p un polynôme défini sur R3, on définit la formule de quadrature
suivante :

(4.41)

∫
TT

p(x)dx ≈
(∑

B

αB p(B) +
∑
S

αS p(S)

)
| TT |
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où B et S varient respectivement sur les barycentres et les sommets des faces du tétraèdre

TT . αB et αS sont deux constantes données par : αB =
3

8
· 10−1 et αS = 4167 · 10−6.

Par construction, cette formule de quadrature est exacte pour les polynômes de degré ≤ 3.

Avec le choix précédent de v0
h, on a :

∣∣bhh(v0
h, q

0
h)
∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Ωh

div(Khv
0
h) q

0
hdx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ωh

(
Khv

0
h

)
· ∇q0

h dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∑
TT

∫
TT

(
Khv

0
h

)
· ∇q0

h dx

∣∣∣∣
(4.41)
=

∣∣∣∣∑
TT

| TT |
( 4∑
j=1

αBj (Kh v
0
h)(Bj) · ∇q0

h

)∣∣∣∣
On note par TBj le triangle dont le barycentre est noté par Bj, on a :

Kh(Bj)v
0
h(Bj) = −Kh(Bj)

∑
mk∈TBj

K−1
h (mk)∇q0

h,τ (mk)ϕmk(Bj) | em,k |2

= −4

9

∑
mk∈TBj

Kh(Bj)K
−1
h (mk)∇q0

h,τ (mk) | em,k |2
(
ϕmk(Bj) =

4

9
pour tout Bj

)
= −4

9

∑
mk∈TBj

(
∇q0

h,τ (mk) + (Kh(Bj)−Kh(mk))K
−1
h (mk)∇q0

h,τ (mk)
)
| em,k |2

D’autre part, on remarque que l’uniformité et la régularité imposées sur le maillage entraine
que {∇q0

h,τ (mk)}16k66 forme une famille génératrice de R3. D’où, l’existence de Cq > 0 telle
que

(4.42)
∥∥∇q0

h

∥∥
0,TT

6 Cq

4∑
j=1

∑
mk∈TBj

∥∥∇q0
h,τ (mk)

∥∥
0,TT
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Donc,

∣∣bh,h(v0
h, q

0
h)
∣∣ =

4

9

∣∣∣∣∑
TT

|TT |
4∑
j=1

αBj
∑

mk∈TBj

| em,k |2 ∇q0
h,τ (mk) · ∇q0

h(mk)

+
∑
TT

|TT |
4∑
j=1

αBj
∑

mk∈TBj

| em,k |2
(
Kh(Bj)−Kh(mk)

)
K−1

h (mk)∇q0
h,τ (mk) · ∇q0

h(mk)

∣∣∣∣
≥ 4

9

∣∣∣∣∑
TT

|TT |
4∑
j=1

αBj
∑

mk∈TBj

| em,k |2︸ ︷︷ ︸
≥σ2

1h
2
TT

∇q0
h,τ (mk) · ∇q0

h(mk)︸ ︷︷ ︸
=|∇q0

h,τ (mk)|2

∣∣∣∣
− 4

9

∣∣∣∣∑
TT

|TT |
4∑
j=1

αBj
∑

mk∈TBj

| em,k |2
(
Kh(Bj)−Kh(mk)

)
K−1

h (mk)∇q0
h,τ (mk) · ∇q0

h(mk)︸ ︷︷ ︸∥∥Ax·y∥∥≤∣∣∣∣∣∣A∣∣∣∣∣∣ ‖x‖ ‖y‖
∣∣∣∣

≥ 4

9
αB

(
σ2

1

∑
TT

h2
TT

4∑
j=1

∑
mk∈TBj

|TT |
∣∣∇q0

h,τ (mk)
∣∣2

− σ2
2

∑
TT

h2
TT |TT |

4∑
j=1

∑
mk∈TBj

∣∣∣∣∣∣(Kh(Bj)−Kh(mk)
)
K−1

h (mk)
∣∣∣∣∣∣

0

∣∣∇q0
h(mk)

∣∣ ∣∣∇qh,τ (mk)
∣∣)

≥ 4

9
αB

(
σ2

1

∑
TT

h2
TT

4∑
j=1

∑
mk∈TBj

‖∇q0
h,τ (mk)‖2

0,TT

− σ2
2

∑
TT

h2
TT

4∑
j=1

∑
mk∈TBj

∣∣∣∣∣∣(Kh(Bj)−Kh(mk)
)∣∣∣∣∣∣

0︸ ︷︷ ︸
∗

∣∣∣∣∣∣K−1
h (mk)

∣∣∣∣∣∣
0︸ ︷︷ ︸

(4.20)

∣∣∣∣∇q0
h(mk)

∣∣∣∣2
0,TT

)

En ce qui concerne le terme en ∗ on a

∣∣∣∣∣∣(Kh(Bj)−Kh(mk)
)∣∣∣∣∣∣

0
≤

∣∣∣∣∣∣(Kh(Bj)−K(Bj)
)∣∣∣∣∣∣

0
+
∣∣∣∣∣∣(K(Bj)−K(mk)

)∣∣∣∣∣∣
0

+
∣∣∣∣∣∣(K(mk)−Kh(mk)

)∣∣∣∣∣∣
0

≤ 2C̃1h
2 +K+

0 h
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Donc pour h suffisamment petit,
∣∣∣∣∣∣(Kh(Bj)−Kh(mk)

)∣∣∣∣∣∣
0
≤ C(K)h. D’où

∣∣bhh(v0
h, q

0
h)
∣∣ (4.42)

≥ 4

9
αBσ

2
1C̃q

∑
TT

h2
TT

∥∥∇q0
h

∥∥2

0,TT

− 4

9
αBσ

2
2

∑
TT

h2
TT

4∑
j=1

∑
mk∈TBj︸ ︷︷ ︸
=12

C(K)h K
(−1),+
h4

∥∥∇q0
h

∥∥2

0,TT

≥ 4

9
αB
(
σ2

1C̃q − 12σ2
2 hC(K)K

(−1),+
h4

)∑
TT

h2
TT

∥∥∇q0
h

∥∥2

0,TT

=
4

9
αB
(
σ2

1C̃q − 12σ2
2 hC(K)K

(−1),+
h4

) ∥∥q0
h

∥∥2

Q0,h

Donc, il existe h7 > 0 tel que pour tout h ≤ h7 on a
4

9
αB
(
σ2

1C̃q − 12σ2
2 hC(K)K

(−1),+
h4

)
≥

C̃ > 0. Alors ∣∣bhh(v0
h, q

0
h)
∣∣ ≥ C̃

∥∥q0
h

∥∥2

Q0,h

Compte tenu de la continuité de l’opérateur Ph (4.40), on en déduit que

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ C̃

C
‖ q0

h ‖Q0,h

En conséquence, si on note β1 =
C̃

C
, on obtient que

(4.43) | bhh(Ph(q0
h), q

0
h) | > β1 ‖Ph(q0

h)‖1,Ωh ‖q0
h‖Q0,h

.

D’où

(4.44) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ | b(Ph(q
0
h), q

0
h) |

‖Ph(q0
h)‖1,Ωh

≥ β1‖q0
h‖Q0,h

Dans le paragraphe suivant, on démontre la condition Inf-Sup sur l’espace (X0,h,×Q0,h)
muni respectivement des normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖0.

Lemme 4.3. La condition inf-sup est bien posée sur l’espace (H1
0 (Ω)3, ‖ ·‖1,Ω)× (L2

0(Ω), ‖ ·
‖0,Ω) ; il existe βc > 0 telle que :

(4.45) sup
v0∈H1

0 (Ω)3

| b(v0, q0) |
‖v0‖1,Ω

≥ βc‖q0‖0,Ω
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Démonstration. Soit q0 ∈ L2
0(Ω), en utilisant le lemme A.42 dans [28], on en déduit qu’il

existe w0 dans H1
0 (Ω)3 tel que div(w0) = q0 et ‖w0‖1,Ω ≤ CNS‖q0‖0,Ω.

On pose v0 = K−1w0, donc v0 ∈ H1
0 (Ω)3, div(Kv0) = q0 et ‖Kv0‖1,Ω ≤ CNS‖q0‖0,Ω.

De plus, à partir des propriétés spectrales du tenseur K vues dans les sections précédentes,
l’application f :

H1
0 (Ω)3 −→ L2

0(Ω)

v0 7−→ div(Kv0)

est une surjection linéaire continue. On considère alors f ?

ker(f)⊥ −→ L2
0(Ω)

v0 7−→ div(Kv0)

Par construction, cette application est une bijection linéaire continue, par le théorème de
l’isomorphisme de Banach, sa bijection réciproque est continue aussi et donc il existe une
constante CK > 0 telle que ‖v0‖1,Ω ≤ CK‖q0‖0,Ω.
En conclusion, pour q0 ∈ L2

0(Ω) il existe v0 ∈ ker(f)⊥ ⊂ H1
0 (Ω)3 tel que div(Kv0) = q0 et

‖v0‖1,Ω ≤ CK‖q0‖0,Ω.
Ce qui implique l’existence de βc > 0 telle que

sup
v0∈H1

0 (Ω)3

| b(v0, q0) |
‖v0‖1,Ω

≥ βc‖q0‖0,Ω

D’où le caractère bien posé de la condition inf-sup continue sur l’espace (H1
0 (Ω)3, ‖ · ‖1)×

(L2
0(Ω), ‖ · ‖0).

Maintenant on demontrera la condition inf-sup dans (X0,h, ‖ · ‖1,Ωh)× (Q0,h, ‖ · ‖0,Ωh).

Lemme 4.4. La condition inf-sup est bien posée sur l’espace (X0,h, ‖ · ‖1,Ωh) × (Q0,h, ‖ ·
‖0,Ωh) ; il existe β̃ > 0 telle que :

(4.46) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ β̃‖q0
h‖0,Ωh

Avant de commencer la démonstration on rappelle une technique d’interpolation pour
gérer des fonctions dans L1(Ω) en utilisant les éléments finis de Lagrange conformes dans
H1(Ω). Cette technique a été introduite par Clément [20] d’où l’appellation ”Opérateur
de Clément”. Cet opérateur d’approximation possède les 2 propriétés suivantes.

Lemme 4.5. (Clément)

— Stabilité : Soient 1 ≤ p < +∞ et 0 ≤ m ≤ 1. Il existe c telle que

(4.47) ∀h,∀v ∈ Wm,p(Ω), ‖πhv‖Wm,p(Ω) ≤ c‖v‖Wm,p(Ω).
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— Approximation : Pour tout élément TT de ∈ T1,h, on note par ∆TT l’ensemble des
éléments dans Th ayant au moins un sommet avec TT . Soient l,m, et p tels que
1 ≤ p < +∞ et 0 ≤ m ≤ l ≤ k + 1. Alors il existe c telle que

(4.48) ∀h,∀TT ∈ Th,∀v ∈ W l,p(∆TT ), ‖v − πhv‖m,p,TT ≤ chl−mTT ‖v‖l,p,∆TT
.

Ces propriétés ont été étudiées et démontrées par [20], [11] et [12].

Démonstration. En ce qui concerne la démonstration du lemme (4.4), l’équation (4.2)
montre qu’il existe un opérateur d’approximation de Clément modifié afin de préserver
la condition aux limites homogène, [[28], 1.127, 1.129(i)], πh : H1

0 (Ω)3 −→ X0,h borné
satisfaisant les deux propriétés précédentes. D’où

‖πh v0‖1,Ωh ≤ C1 ‖v0‖1,Ωh .(4.49)

et | (div(Kh(v
0 − πh v0)), q0

h)0,Ωh | =| (Kh(v
0 − πhv0),∇q0

h)0,Ωh |
≤ C2K

+
h1

∑
TT∈T1,h

hTT ‖v0‖1,TT ‖∇q0
h‖0,TT

≤ C2 ‖v0‖1,Ωh ‖q0
h‖Q0,h

(4.50)

avec C1, C2 > 0.
Puisque Ωh = Ω, on a bhh = bh. Soit v0 un élément de H1

0(Ω) tel que div(Kv0) = q0
h, on a

alors

sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ | b
h
h(πhv

0, q0
h) |

‖πhv0‖1,Ωh

≥ 1

C1

| bh(πhv0, q0
h) |

‖v0‖1,Ωh

=
1

C1

∣∣∣∣bh(v0, q0
h)

‖v0‖1,Ωh

+
bh(πhv

0 − v0, q0
h)

‖v0‖1,Ωh

∣∣∣∣
≥ 1

C1

∣∣bh(v0, q0
h)
∣∣

‖v0‖1,Ω

− 1

C1

∣∣bh(πhv0 − v, q0
h) |

‖v0‖1,Ωh

≥ 1

C1

∣∣b(v0, q0
h)
∣∣

‖v0‖1,Ω

− 1

C1

∣∣bh(v0, q0
h)− b(v0, q0

h)
∣∣

‖v‖1,Ωh

− 1

C1

∣∣bh(πhv0 − v0, q0
h)

‖v0‖1,Ωh

4.45

≥ βc
C1

‖q0
h‖0 −

1

C1

∣∣bh(v0, q0
h)− b(v0, q0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

− C2

C1

‖q0
h‖Q0,h

4.44

≥ βc
C1

‖q0
h‖0 −

1

C1

∣∣bh(v0, q0
h)− b(v0, q0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

− C2

C1 β1

sup
v0
h∈X0,h

| bh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ω

Ce qui donne

(1 +
C2

C1β1

) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ βc
C1

‖q0
h‖0 −

1

C1

∣∣bh(v0, q0
h)− b(v0, q0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

.
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Pour conclure le résultat, on rappelle le résultat de l’inégalité inverse globale [[28], p. 76]
suivant.

Proposition 4.3. Soit {K̂, P̂ , Σ̂} un élément fini. Soit l ≥ 0 tel que P̂ ⊂ W l,∞(K̂). Soit
{Th}h>0 une famille quasi-uniforme de maillages réguliers dans Rd avec h ≤ 1. Soient
0 ≤ m ≤ l, p ≥ 1 et q ≤ ∞. On pose Wh = {vh; ∀K ∈ Th, vh ◦ TK ∈ P̂}. Alors, il existe
une constante CII indépendante de h, telle que, pour tout vh ∈ Wh et 0 ≤ m ≤ l,

(4.51)

( ∑
K∈Th

‖vh‖pl,p,K
) 1

p

≤ CIIh
m−l+min(0, d

p
− d
q

)

( ∑
K∈Th

‖vh‖qm,q,K
) 1

q

.

D’autre part∣∣∣∣bh(v0, q0
h)− b(v0, q0

h)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣bhh(v0, q0
h)− bh(v0, q0

h)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ωh

q0
h div((Kh −K)v)dx

∣∣∣∣
≤
∫

Ωh

∣∣∇q0
h · (Kh −K)v0

∣∣dx
≤ max

x∈Ωh

|||Kh(x)−Kh(x)|||0 ‖∇q0
h‖0,Ωh ‖v0‖0,Ωh

≤ C̃1h
2‖q0

h‖1,Ωh ‖v0‖1,Ωh

(4.51)

≤ C̃1CII h ‖q0
h‖0,Ωh ‖v0‖1,Ωh(4.52)

Ce qui implique que

(1 +
C2

C1β1

) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥
( βc
C1

− h CIIC̃1

C1

)
‖q0

h‖0,Ωh .

Donc, il existe h8 > 0 tel que pour tout h ≤ h8, on a
( βc
C1

− h CIIC̃1

C1

)
> 0

D’où l’existence de β̃ > 0 telle que

(4.53) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

≥ β̃ ‖q0
h‖0,Ωh

Lemme 4.6. La condition inf-sup est bien vérifiée sur l’espace (X0,h, ‖ · ‖Xh
)× (Q0,h, ‖ ·

‖0,Ωh) ; il existe βX0 > 0 telle que

(4.54) inf
q0
h∈Q0,h

sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖Xh

‖q0
h‖0

≥ βX0
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Démonstration. Pour établir la condition inf-sup avec la norme ‖ · ‖Xh
, on va utiliser

l’équivalence des normes suivante [7.5]

(4.55) ‖v0
h‖2

Xh,Ωh
≤ C0‖v0

h‖2
1,Ωh

En utilisant (7.42) dans la condition inf-sup (4.53) on trouve

(4.56) sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖Xh

≥ βX0 ‖q0
h‖0,Ωh

où βX0 =
√
C0β̃.

b)− Condition Inf-Sup sur Xh ×Qh :

On va montrer dans le paragraphe suivant que la condition Inf-Sup est vérifiée sur
l’espace Xh ×Qh dans le cas d’un domaine polyédrique.
Dans cette partie, on va suivre un raisonnement analogue à celui de P.Ciarlet et V.Girault
[33] pour étudier le caractère bien posé de la condition inf-sup sur un domaine polyédrique.

Pour tout h < H, on considère une discrétisation structurée, i,e., toute face F ∈ ∂Ω est
discrétisée en triangles de diamètre ' h. On commence tout d’abord par énoncer le lemme
suivant.

Lemme 4.7. Soit F une face de ∂Ω.

Il existe ρ ∈ C2(Ω) telle que Supp(ρ|∂Ω) est inclus dans un compact deF et

∫
F

ρ dΓ = 1

Construction de ρh Soient Πh l’opérateur d’interpolation de Lagrange dans Yh et
φi, i = 1, .., N les fonctions de base de Yh.
On définit ρh ∈ Yh par :

ρh = Πh(ρ) +
N∑
i=1

ciφi, avec ci, i = 1, .., N sont tels que

∫
F

(ρh − ρ) dΓ = 0

Ainsi,

∫
F

ρh dΓ = 1 et ∃C3 > 0 indépendante de h telle que | ρh |1≤ C3. On pose

ρ̃h = ρh · nF , donc ρ̃h ∈Xh et ‖ ρ̃h ‖Xh
≤ C3
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Soit C4 =

∫
Ωh

div(Khρ̃h) dΩ. On vérifie que C4 6= 0, on a

|
∫

Ωh

div(Khρ̃h) dΩh | =|
∫

Ωh

div(Kh (ρhnF )) dΩh |

=|
∫
F

ρhKhnF · nF dΓh |

≥| Im(

∫
F

ρhKhnF · nF dΓh) |

≥ ζ∗ |
∫
F

ρh dΓh | > 0

On pose ρh =
1

C4

ρ̃h donc ρh ∈Xh,

∫
Ωh

div(Kh ρh) dΩh = 1 et ‖ρh‖Xh
≤ C3

|C4|
.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 4.4. La condition Inf-Sup discrète est vérifiée dans (Xh, Qh) ; il existe une
constante β > 0, indépendante de h telle que pour tout h suffisamment petit on a

(4.57) inf
qh∈Qh

sup
vh∈Xh

| bhh(vh, qh) |
‖vh‖Xh

‖qh‖0

≥ β

Démonstration. Soit qh ∈ Qh, on peut le décomposer en qh = q0
h + qh avec q0

h ∈ Q0,h et

qh =
1

| Ω |

∫
Ω

qh dΩ.

D’après (4.54) ∃v0
h ∈X0,h tel que

∫
Ω

q0
h div(Khv

0
h) dΩ = ‖ q0

h ‖2
0 et ‖v0

h‖Xh
≤ γ ‖ q0

h ‖0 .

On pose vh = α v0
h + qh ρh, alors∣∣bhh(vh, qh)∣∣ =

∣∣bh(vh, qh)∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ω

qh div(Kh vh) dΩ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣α‖q0
h‖2

0 + qh

∫
Ω

q0
h div(Kh ρh) dΩ + qh

2

∫
Ω

div(Kh ρh) dΩ + αqh

∫
Ω

div(Kh v
0
h) dΩ︸ ︷︷ ︸

=0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣α‖q0
h‖2

0 + qh

∫
Ω

q0
h div(Kh ρh)dΩ + q2

h

∣∣∣∣
≥ α ‖q0

h‖2
0 −

1

| Ω | 12
‖qh‖0

∣∣∣∣ ∫
Ω

q0
h div(Kh ρh) dΩ

∣∣∣∣ +
1

| Ω |‖qh‖
2
0

≥ α‖q0
h‖2

0 −
C3

|C4| | Ω |
1
2

‖qh‖0 ‖q0
h‖0 +

1

| Ω |‖qh‖
2
0

≥ α‖q0
h‖2

0 −
C2

3

2ε|C4|2 | Ω |
‖qh‖2

0 −
ε

2
‖q0

h‖2
0 +

1

| Ω |‖qh‖
2
0, avec ε > 0.
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En prenant ε = α, puis α =
C2

3

| C4 |2
:

| bhh(vh, qh) | ≥
C2

3

2 | C4 |2
‖q0

h‖2
0 +

1

2 | Ω |‖qh‖
2
0

≥ min
( C2

3

2 | C4 |2
,

1

2 | Ω |
)
‖qh‖2

0(4.58)

De plus,

‖vh‖Xh
=
∥∥αv0

h + qhρh
∥∥
Xh

≤ |α|‖v0
h‖Xh

+ |qh| ‖ρh‖Xh

≤ γ|α| ‖q0
h‖0 +

C3

|C4| |Ω|
1
2

‖qh‖0

≤
(
γ|α|+ C3

|C4| |Ω|
1
2

)
‖qh‖0

= C5‖qh‖0

où C5 = γ|α|+ C3

|C4| |Ω|
1
2

.

Pour conclure le reste du résultat, on remplace ‖qh‖0 dans la dernière inégalité (4.58) on
retrouve

| bhh(vh, qh) |≥ β‖qh‖0 ‖vh‖Xh

où β =
1

C5

min
( 1

2 | Ω | ,
C2

3

2|C4|2
)
.

4.7 Estimation d’erreur

Une fois démontré l’existence et l’unicité de la solution du problème discret on peut
rappeler les estimations de l’erreur en fonction du pas de discrétisation h entre la valeur
de la solution exacte et la solution de la formulation discrète. De nombreux auteurs ont
contribué au calcul des estimations d’erreur pour des formulations mixtes, voir [30] , [34],
[36]. On donne pour rappel les théorèmes suivants sur le taux de convergence des éléments
finis de Taylor-Hood [56]. On note dans ce paragraphe les espaces XC

N(Ω) et L2(Ω), par X
et Q alors :

Théorème 4.5. (Ordre de convergence) On suppose que les hypothèses du théorème (4.2)
de Babuska-Brezzi sont vérifiées. On suppose aussi que les espaces X et Q contiennent
respectivement les polynômes de degré 2 et les polynômes de degré 1 alors il existe une
constante C > 0 telle que

(4.59) ‖u− uh‖X + ‖p− ph‖Q ≤ Ch
(
‖u‖2 + ‖p‖1

)
pour tout (u, p) ∈H2 ×H1.
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On peut alors trouver une estimation en norme L2(Ω) :

Théorème 4.6. [34] Soient (uh, ph) et (u, 0) la solution approchée et la solution exacte du
problème mixte associé au modèle Full-Wave respectivement. On a les estimations d’erreurs
suivantes

‖u− uh‖0 ≤ Ch2(4.60)

‖p− ph‖0 ≤ Ch3/2(4.61)

4.8 Domaine convexe non polyédrique

On peut étendre la démonstration de la condition Inf-Sup (4.57) dans le cas d’un
domaine convexe non polyédrique de frontière suffisamment régulière.

On commence par une triangulation conforme, régulière et quasi-uniforme du bord de
Ω, notée T2,h.

On obtient ∂Ωh = Γh =
⋃

T∈T2,h
T tel que tous les nœuds de discrétisation appartiennent à

Γ. Ensuite, on étend cette discrétisation à un maillage en tétraèdres de Ω en conservant la
régularité, la conformité et la quasi-uniformité du maillage.

On obtient Ωh =
⋃

TT∈T1,h
TT .

Pour ce cas, on a Ωh ( Ω et Γh ∩ Γ = { nœuds de triangulation de ∂Ω}.
Supposons que pour tout x ∈ Ωh on peut définir un champ nh(x) régulier. On définira

la normale sur Γh égale à nh(x). On supposera par ailleurs que ||nh(x)−nT (x)||0 ≤ hC(n)
pour x ∈ Γh, avec C(n) une constante qui dépend des dérivées partielles premières de nh,
qui sont supposées régulières sur Γh.

Par exemple : Soientt Ω le volume intérieur à un ellipsöıde centré à l’origine et de rayons
Rx, Ry et Rz, on notera RR = min{Rx, Ry, Rz} et S une sphère centrée dans l’origine de
rayon RR1 avec RR1 << RR. On notera alors n(x) la normale extérieure, qui est une
fonction C∞.

Soit T2,h une triangulation de Γ = ∂Ω et T1,h une tétraédrisation régulière de Ω obtenue
à partir de T2,h.

- Pour tout point x ∈ Ωh, on définit la normale extérieure de la façon suivante : Si
x est de coordonnées (θx, ϕx), avec −π

2
≤ θ ≤ π

2
, ϕ ∈ [−π, π] dans l’ellipsöıde de

rayons rx, ry, rz , avec RR1 < rx ≤ Rx, RR1 < ry ≤ Ry, et RR1 < rz ≤ Rz, soit x∗

le point de coordonnées θx, ϕx dans l’ellipsöıde de rayons Rx, Ry et Rz, on notera
nh(x) = n(x∗).

- Pour tout point x ∈ S on considère un prolongement C∞ du nh défini sur Ωh\S.
On obtient ainsi un champ de vecteurs dans C∞(Ωh). Ce champ de vecteur, noté
toujours nh sera la normale approchée en Γh. Par ailleurs, il vérifie :
||nh(x)− nT (x)||0 ≤ hC(n).

Dans ce contexte on peut étendre la portée du Lemme (4.7) ainsi que le Théorème (4.4).
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Pour le lemme (4.7) dans les cas où Ωh ⊂ Ω, on procède comme suit.

On pose :

ṽ0 =

{
v0 sur Ωh

0 sur Ω \ Ωh

et q̃0
h =

{
q0
h sur Ωh

0 sur Ω \ Ωh

=⇒ ṽ0 ∈ H1
0 (Ω)3 et q̃0

h ∈ L2
0(Ω).

Alors :

sup
v0
h∈X0,h

∣∣bhh(v0
h, q

0
h)
∣∣

‖v0
h‖1,Ωh

≥
∣∣bhh(πhv0, q0

h)
∣∣

‖πhv0‖1,Ωh

≥ 1

C1

∣∣bhh(πhv0, q0
h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

=
1

C1

∣∣bhh(v0, q0
h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

− 1

C1

∣∣bhh(πhv0 − v0, q0
h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

≥ 1

C1

∣∣b(ṽ0, q̃0
h)
∣∣

‖ṽ0‖1,Ω

− 1

C1

∣∣bhh(v0, q0
h)− b(ṽ0, q̃0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

− 1

C1

∣∣bhh(πhv0 − v0, q0
h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

≥ βc
C1

‖q0
h‖0,Ωh −

1

C1

∣∣bhh(v0, q0
h)− b(ṽ0, q̃0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

− C2

C1

‖q0
h‖Q0,h

4.44

≥ βc
C1

‖q0
h‖0,Ωh −

1

C1

∣∣bhh(v0, q0
h)− b(ṽ0, q̃0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

− C2

C1 β1

sup
v0
h∈X0,h

| bhh(v0
h, q

0
h) |

‖v0
h‖1,Ωh

=⇒
(
1 +

C2

C1β1

)
sup

v0
h∈Xh

∣∣bhh(v0
h, q

0
h)
∣∣

‖v0
h‖1,Ωh

≥ βc
C1

‖q0
h‖0,Ωh −

1

C1

∣∣bhh(v0, q0
h)− b(ṽ0, q̃0

h)
∣∣

‖v0‖1,Ωh

De plus,∣∣bhh(v0, q0
h)− b(ṽ0, q̃0

h)
∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Ωh

q0
h div(Khv

0)dx−
∫

Ω

q̃0
h div(Kṽ0)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ωh

q0
h div((Kh −K)v0)dx−

∫
Ω\Ωh

q̃0
h div(Kṽ0)dx︸ ︷︷ ︸

q̃0
h=0 sur Ω\Ωh

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ωh

q0
h div((Kh −K)v0)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Ωh

∇q0
h · ((Kh −K)v0)dx

∣∣∣∣
4.52

≤ C̃1CII h ‖q0
h‖0,Ωh ‖v0‖1,Ωh

Et on conclut de la même façon que dans le cas polyédrique.
En ce qui concerne la démonstration du théoréme 4.4 dans le cas de Ωh ⊂ Ω il est

nécessaire de donner une version plus précise de la fonction ρ et d’utiliser la définition et
les propriétés du champ de vecteurs nh.
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Construction de ρh :
Soit x0 un sommet d’un tétraèdre de la triangulation T2,h.

On pose Fh = B(x0, H) ∩ Γh, où B(x0, H) désigne la boule de centre x0 et de rayon H
avec H > 0.
On note par nT (x) la normale au point x à un triangle T appartenant à Γh.

Soit ε1 tel que H > ε1 > 0, on note par B(x0, ε1) la boule de centre x0 et de rayon ε1.

On définit la fonction ρ1 en tout point x de B(x0, ε1)∩Ωh par ρ1(x) =
(
ε2

1−‖x−x0‖2
0

)3
.

On prolonge ρ1 de façon C2 par 0 sur tout Ωh et on note ρ ce prolongement.

D’où, ρ(x) ≥ 0 et

∫
Γh

ρ(x)dx = Cρ > 0.

On considère Πh l’opérateur d’interpolation sur l’espace Yh.

On considère ρ2 =
ρ

Cρ
et ρ2,h(x) = Πh(ρ2) =

NPI∑
i=1

ρ2(xi)φi(x) où NPI désigne le nombre de

points d’interpolation et {φi}i=1:NPI les fonctions de base de Yh.
Par construction on obtient,

(4.62)

∫
Γh

ρ2(x) dx = 1

(4.63) ∃C(ρ) > 0 telle que ‖ρ2(x)‖0 ≤ C(ρ); ∀x ∈ Ωh

D’où

(4.64)
∣∣ ∫

Γh

ρ2,h(x) dx
∣∣ ≥ ∣∣ ∫

Γh

ρ2(x) dx
∣∣− ∫

Γh

∣∣ρ2(x)− ρ2,h(x)
∣∣ dx (4.15)

≥ (1− h2C(ρ))

avec C(ρ) est une constante qui dépend de la dérivée seconde de ρ. Donc il existe h8 > 0
tel que pour tout h ≤ h8 il existe ε > 0 telle que 1− h2C(ρ) > 1− ε.
Soit ρ̃(x) = ρ2(x)nh(x), donc ρ̃ ∈ W 2,∞(Ωh), d’où l’existence de deux constantes ρ̃0 et ρ̃

′
0

strictement positives telles que

‖ρ̃‖0,Ωh 6 ρ̃0 et max
x∈Ωh
i,j=1:3

∥∥∥∥∂ρ̃(x)i
∂xj

∥∥∥∥
0,Ωh

6 ρ̃
′

0

On pose

(4.65) ρ̃h(x) = Πh(ρ̃(x)) =
NPI∑
i=1

ρ2(xi) · nh(xi)φi(x).

Par conséquent, il existe deux constantes ρ̃h9 et ρ̃
′

h10
strictement positives telles que :

‖ρ̃h(x)‖0,Ωh ≤ ρ̃h9 et max
x∈Ωh
i,j=1:3

∣∣∣∣∂ρ̃h(x)i
∂xj

∣∣∣∣ ≤ ρ̃
′

h10
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En effet,

‖ρ̃h‖0,Ωh ≤ ‖ρ̃− ρ̃h‖0,Ωh + ‖ρ̃‖0,Ωh

≤ C∗h2 + ρ̃0

avec C∗ une constante qui dépend des dérivées partielles premières de ρ̃.
Donc, il existe h9 > 0 tel que C∗h2 + ρ̃0 > 0 on a pour tout h ≤ h9 ‖ρ̃h‖0,Ω ≤ ρ̃h9 .
On suit le même raisonnement pour montrer l’existence de h10 > 0 tel que pour tout

h ≤ h10 on a max
x∈Ωh
i,j=1:3

∣∣∂ρ̃h(x)i
∂xj

∣∣ ≤ ρ̃
′

h10
.

En conséquence, pour h suffisamment petit, ρ̃h ainsi que ses dérivées partielles premières
sont uniformément bornées dans Ωh.

⇒ ρ̃h ∈ Xh et ∃ C̃ρ > 0 telle que ‖ ρ̃h ‖Xh
≤ C̃ρ

On pose C6 =

∫
Ωh

div(Kh(x) ρ̃h(x))dx. Vérifions que C6 6= 0.

|C6| =
∣∣∣∣ ∫

Ωh

div(Kh(x) ρ̃h(x))dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫
Γh

Kh(x)ρ̃h(x) · n(x) dΓ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

Kh(x)ρ̃h(x) · nT (x) dΓ

∣∣∣∣
(4.65)
=

∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)nh(xi) · nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)
(
nh(xi)− nT (x)

)
· nT (x)φi(x)dx

+
∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)nT (xi) · nT (x)φi(x) dx

∣∣∣∣
≥
∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)nT (x) · nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)
(
nh(xi)− nT (x)

)
· nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣
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≥
∣∣∣∣ Im ( ∑

T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)nT (x) · nT (x)φi(x)dx
)∣∣∣∣ ( |a| ≥ | Im(a)|, ∀a ∈ C )

−
∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρh(xi)Kh(x)
(
nh(xi)− nT (x)

)
· nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣
(4.19)

≥ ζ∗
∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)φi(x) dx

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ ∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)
(
nh(xi)− nT (x)

)
· nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣
≥ ζ∗

∣∣∣∣ ∫
Fh

ρ2,h(x) dΓ

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)
(
nh(xi)− nT (x)

)
· nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣
(4.64)

≥ ζ∗(1− ε) −
∣∣∣∣∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

ρ2(xi)Kh(x)
(
nh(xi)− nT (x)

)
· nT (x)φi(x)dx

∣∣∣∣

≥ ζ∗(1− ε)−
∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

∣∣∣∣∣∣Kh(x)
∣∣∣∣∣∣

0
|ρ2(xi)| ‖nh(xi)− nT (x)‖0 |φi(x)|dx

(4.17)

≥ ζ∗(1− ε)−K+
h1

∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

‖ρ2(xi)‖0

(
‖nh(xi)− nT (xi)‖0 + ‖nT (xi)− nT (x)‖0

)
|φi(x)|dx

De plus,
‖nh(xi)− nT (xi)‖0 =

(4.66)

{
‖n(xi)− nT (xi)‖0 si xi ∈ Γh

‖n(x?)− nT (xi)‖0 si xi /∈ Γh

Pour les deux cas on a, ‖nh(xi)−nT (xi)‖0 ≤ hC(n) avec C(n) une constante qui dépend
des dérivées partielles premières de n qui sont bornées car n ∈ C∞(Γ).
D’où

| C6 |
(4.63)

≥ ζ∗(1− ε)−K+
h1
C(n, ρ2)h

∑
T⊂Fh

∫
T

NPI∑
i=1

|φi(x)|dx

≥ ζ∗(1− ε)−K+
h1
C(n, ρ2)h

∑
T⊂Fh

NPI∑
i=1︸︷︷︸
=6

∫
T̂

|T | ‖φ̂i(x̂i)‖0︸ ︷︷ ︸
≤1

dx̂

≥ ζ∗(1− ε)− 6 |T̂ |K+
h1
C(n, ρ2)h

∑
T⊂Fh

|T |

≥ ζ∗(1− ε)− 6 |T̂ |K+
h1
C(n, ρ2)hmes(Fh)
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avec C(n, ρ2) est une constante qui dépend des dérivées partielles premières de n et de la
constante provenant de l’équation (4.63).
Donc, il existe h11 > 0 tel que pour tout h ≤ h11,

(
ζ∗(1− ε)− 6 |T̂ |K+

h1
C(n, ρ2)hmes(Γh)

)
> Ch11 > 0.

On pose ρh(x) =
1

C6

ρ̃h(x), donc par construction ρh ∈Xh et ‖ρh‖Xh
≤ C̃ρ
|C6|

.

Théorème 4.7. La condition Inf-Sup est vérifiée sur Xh ×Qh i,e, ∃ β > 0 indépendante
de h telle que pour tout h suffisamment petit on a :

inf
q∈Qh

sup
vh∈Xh

| bhh(vh, qh) |
‖ vh ‖Xh

‖ qh ‖0

≥ β

Démonstration. On va suivre la même démonstration que dans le cas d’un domaine polyédrique.
On décompose un élément qh appartenant à Qh de la façon suivante : qh = q0

h + qh

avec q0
h ∈ Q0,h et qh =

1

| Ωh |

∫
Ωh

qh dΩh.

On sait qu’il existe v0
h dans X0,h tel que

∫
Ωh

q0
h div(Khv

0
h) dΩh = ‖ q0

h ‖2
0,

et ‖v0
h‖Xh

≤ γ ‖ q0
h ‖0 .

On pose vh = α v0
h + qh ρh, alors

∣∣bhh(vh, qh)∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
Ωh

qh div(Kh vh) dΩh

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣α‖q0
h‖2

0 + qh

∫
Ωh

q0
h div(Kh ρh) dΩh + q2

h

∫
Ωh

div(Kh ρh) dΩ + αqh

∫
Ωh

div(Kh v
0
h) dΩh︸ ︷︷ ︸

=0

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣α‖q0
h‖2

0 + qh

∫
Ωh

q0
h div(Kh ρh)dΩh + q2

h

∣∣∣∣
≥ α ‖q0

h‖2
0 −

1

| Ωh |
1
2

‖qh‖0

∣∣∣∣ ∫
Ωh

q0
h div(Kh ρh) dΩh

∣∣∣∣ +
1

| Ωh |
‖qh‖2

0

≥ α‖q0
h‖2

0 −
Cρ

|C6| | Ωh |
1
2

‖qh‖0 ‖q0
h‖0 +

1

| Ωh |
‖qh‖2

0

≥ α‖q0
h‖2

0 −
C2
ρ

2ε|C6|2 | Ωh |
‖qh‖2

0 −
ε

2
‖q0

h‖2
0 +

1

| Ωh |
‖qh‖2

0, avec ε > 0
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En prenant ε = α puis α =
C2
ρ

2 | C6 |2
et en utilisant le fait que | Ωh |≤| Ω |, on obtient

∣∣bhh(vh, qh)∣∣ ≥ C2
ρ

2 | C6 |2
‖q0

h‖2
0 +

1

2 | Ωh |
‖qh‖2

0

≥ C2
ρ

2 | C6 |2
‖q0

h‖2
0 +

1

2 | Ω |‖qh‖
2
0

≥ min
( C2

ρ

2 | C6 |2
,

1

2 | Ω |
)
‖qh‖2

0

En suivant le même raisonnement que dans le cas polyédrique, on retrouve le résultat.





5 Simulations Numériques

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente des résultats numériques obtenus à travers la réalisation
informatique de la formulation discrétisée dans le chapitre (3) et dont l’existence d’une
solution unique et la stabilité sont démontrées dans le chapitre (4).

Dans cette première section on présente les résultats obtenus quand le domaine est
un cube et la solution est donnée, ceci avec l’idée de valider le montage des matrices et
la résolution du système linéaire. Suivront des réalisations dans le tore avec un tenseur
diélectrique plus réaliste d’un point de vue de la physique et donc non hermitien.

Le domaine Ω est le cube ] − 1, 1[3 maillé par des éléments finis géométriques d’ordre
1 :

Figure 5.1 – Maillage du cube ]− 1, 1[3

92
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Le champ des vecteurs normaux, noté n calculé par la méthode décrite dans le chapitre
(4) et représenté dans la figure suivante :

-1.5
1

-1

-0.5

1.50.5

0

1

0.5

0 0.5

1

0

1.5

-0.5 -0.5
-1

-1 -1.5

Figure 5.2 – Champ des normales

On considère comme solution connue le champ de vecteurs défini par E = (Ex, Ey, Ez)
où Ex = Ey = Ez = E(x, y, z) = (1 − x2)(1 − y2)(1 − z2) avec la condition au bord du
conducteur parfait E × n = 0. Par un calcul élémentaire on obtient les seconds membres
des équations et alors on résout :

trouver (Eh, ph) dans V h
2 × V h

1 tel que

as(E
h,F h) + b(F h, ph) = (f ,F h) ∀F h ∈Xh

N,C(5.1)

b(Eh, qh) = (g, qh) ∀qh ∈ V h
1(5.2)

où

as(u,v) = (rot u, rot v)− ω2

c2
(Ku,v) + s(div(Ku), div(Kv),

b(v, q) = (div(Kv), q)
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f est le second membre de la première équation et g est le second membre de la contrainte
sur la divergence.

Le pas de discrétisation du maillage (5.1) est de h = 0.1 et donc on obtient 31019
tétraèdres. Après montage de la matrice des éléments finis on obtient un système avec
3 ∗ 47760 inconnues. La matrice est creuse avec 10688068 éléments non nuls. La résolution
du système linéaire peut être réalisée par la méthode GMRS [50] ou par une méthode
directe LU [35]. Dans les deux cas on obtient une précision relative de l’ordre 10−16.

Figure 5.3 – Représentation de deux sections de la partie réelle de la composante Ex de
E, les niveaux vont de −6e−4 à 1

Figure 5.4 – Représentation de deux sections de l’erreur sur partie réelle de la composante
Ex de E, les niveaux vont de 0 à 1e−3

La norme L2 de l’erreur est d’ordre 10e−3, donc la précision des calculs est celle prévue
par la théorie.
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Figure 5.5 – Représentation de deux sections de la partie réelle de la composante Ey de
E, les niveaux vont de −3.81e−4 à 1

5.2 Tenseur Diélectrique

5.2.1 Densité des électrons

On va considérer deux formes différentes de la fonction de densité des électrons et des
ions dans le plasma constituant le milieu dans lequel on étudie la propagation des ondes.
Un premier cas consiste à supposer que la densité des électrons et ions est constante et
égale à une quantité que l’on notera nmaxe pour les électrons et nmaxi pour les ions.
Ces deux valeurs, sont en fait, la valeur de la densité des électrons et ions au centre de la
section polöıdale du tokamak. Dans un deuxième cas, dans une approximation plus réaliste,
on peut supposer que la densité varie entre le centre et le bord de la section. Pour tenir
compte de cette possibilité on considère deux profils radiaux, à savoir :

(5.3) ne(x, y, z) = nmaxe((1− ε) ∗ (1− (
(
√
x2 + y2 −R0)2 + z2

a2
)) + ε)

et

(5.4) ne(x, y, z) = (nmaxe− nmine)(1− (
(
√
x2 + y2 −R0)2 + z2

a2
)) + nmine

où R0 est le grand rayon du tore, a le petit rayon du tore, nmaxe est la densité des électrons
au centre du tore et nmine est la densité au bord tu tore. La valeur de nmaxe est égale à
5e19 m−3 et la valeur de nmine est de 5.e15 m−3 pour les deux espèces.

Pour les fonctions de densités des ions on considère des fonctions du même profil mais
avec les nmaxi et nmini données.
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Leurs dérivées par rapport à x,y et z sont les suivantes :

(5.5)
∂ne
∂x

= 2nmaxe((ε− 1)
(
√
x2 + y2 −R0)

a2
(x2 + y2)−

1
2x)

(5.6)
∂ne
∂y

= 2nmaxe((ε− 1)
(
√
x2 + y2 −R0)

a2
(x2 + y2)−

1
2y)

et

(5.7)
∂ne
∂z

= 2nmaxe(ε− 1)
z

a2

Dans les cas de la définition des densités données en (5.4) on obtient :

(5.8)
∂ne
∂x

= −2(nmaxe− nmine) 1

a2
(
√
x2 + y2 −R0)(x2 + y2)−

1
2x

(5.9)
∂ne
∂y

= −2(nmaxe− nmine) 1

a2
(
√
x2 + y2 −R0)(x2 + y2)−

1
2y

et

(5.10)
∂ne
∂z

= −2(nmaxe− nmine) 1

a2
z

Idem dans le cas de la densité d’ions.

5.2.2 Température des espèces

La fonction de température des espèces est similaire à la fonction de densité.

(5.11) Tξ(x, y, z) = (Tmaxξ − Tminξ)(1− (
(
√
x2 + y2 −R0)2 + z2

a2
)) + Tminξ

avec ξ = e, i.

Par ailleurs, on suppose Tmaxξ = 1.16015676104272×107K et Tminξ = 1.16015676104272×
103K.

On déduit sans peine les dérivées :

(5.12)
∂Tξ
∂x

= −2(Tmaxξ − Tminξ)
1

a2
(
√
x2 + y2 −R0)(x2 + y2)−

1
2x

De la même manière on obtient les dérivées par rapport à y et z pour ξ = e, i.
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5.2.3 Fréquences du plasma

Si on considère un champ extérieur B0 uniforme, les fréquences cyclotroniques sont
constantes :

(5.13) ωc,ξ =
|qξ|
mξ

|B0|

où ξ = e, i
Par contre les fréquences plasma sont fonction de la densité.

(5.14) ωp,ξ =

√
nξ(x, y, z)q2

ξ

ε0mξ

= (

√
q2
ξ

ε0mξ

)
√
nξ(x, y, z)

Ainsi les dérivées prennent la forme :

(5.15)
∂ωp,ξ
∂x

=
1

2
(

√
q2
ξ

ε0mξ

)(nξ(x, y, z))−
1
2
∂nξ
∂x

On déduit pour ξ = e, i les dérivées par rapport à y et z.

5.2.4 Fréquence collisionnelle

La longueur de Debye est une fonction de deux quantités qui peuvent être considérées
variables, la densité et la température :

(5.16) λD =

√
ε0kBTe
neq2

e

=

√
ε0kB
q2
e

√
Te√
ne

alors si Te est une constante :

(5.17)
∂λD
∂x

= −1

2

√
ε0kBTe
q2
e

n
− 3

2
e
∂ne
∂x

on déduit ensuite les dérivées par rapport à y et z.
Si T est une fonction de x, y et z et ne = nmaxe on obtient :

(5.18)
∂λD
∂x

=
1

2

√
ε0kB
neq2

e

T
− 1

2
e

∂Te
∂x

idem pour les dérivées par rapport à y et z.
Si maintenant on considère λD dans le cas où ne et Te sont des fonctions de la position

on trouve naturellement :

(5.19)
∂λD
∂x

= −1

2

√
ε0kBTe
q2
e

n
− 3

2
e
∂ne
∂x

+
1

2

√
ε0kB
neq2

e

T
− 1

2
e

∂Te
∂x



98 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Dans le cas de la fonction qui donne le volume de la sphère de Debye :

(5.20) Λ =
4

3
πλ3

Dne

on déduit ces dérivées :

(5.21)
∂Λ

∂x
=

4

3
π(3λ2

Dne
∂λD
∂x

+ λ3
D

∂ne
∂x

)

La fréquence collisionelle νc est définie par :

(5.22) νc =
ln(Λ)wpe

Λ

Ces dérivées par rapport à x, y et z sont obtenues par composition des dérivées déjà
calculées :

(5.23)
∂νc
∂x

=
Λ(wp,e

1
Λ
∂Λ
∂x

+ ln(Λ)∂wp,e
∂x

)− ln(Λ)wp,e
∂Λ
∂x

Λ2

Alors le facteur α(x, y, z) = w + iνc(x, y, z)) a pour dérivée :

(5.24)
∂α

∂x
= i

∂νc
∂x

Cela se répète pour les variables y et z.

5.2.5 Vitesse d’agitation thermique

Le terme d’agitation thermique des électrons, comme son nom l’indique, est une fonction
de la température des électrons :

(5.25) vthe =

√
2kB
me

√
Te

et donc la dérivée par rapport à x est la suivante :

(5.26)
∂vthe
∂x

=
1

2

√
2kB
me

T
− 1

2
e

∂Te
∂x

On obtient de façon similaire les dérivées par rapport à y et z.

5.2.6 Champ magnétique extérieur

Dans ce travail on considère une expression du champ magnétique extérieur simplifiée :

(5.27) B0 =

B0,1

B0,2

B0,3

 = B0

− sin(φ)
cos(φ)

0





5.2. TENSEUR DIÉLECTRIQUE 99

avec B0 = 0.5− 3.2T et φ = Arg(x+ ıy).
Ainsi la matrice de passage du repère de Stix au système au repère cartésien prend la

forme :

(5.28) P(x) =


B0,2(x)

‖B0(x)‖3
B0,1(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,1(x)

‖B0(x)‖
− B0,1(x)

‖B0(x)‖3
B0,2(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,2(x)

‖B0(x)‖
0 −‖B0(x)‖3

‖B0(x)‖
B0,3(x)

‖B0(x)‖

 =

cos(φ) 0 − sin(φ)
sin(φ) 0 cos(φ)

0 −1 0


où ‖B0(x)‖i sont définies dans l’appendice A.

Ainsi la matrice des dérivées par rapport à x est la suivante :

(5.29)
∂P
∂x

(x) =

 y
x2+y2 sin(φ) 0 y

x2+y2 cos(φ)
−y

x2+y2 cos(φ) 0 y
x2+y2 sin(φ)

0 0 0


Les dérivées par rapport à y et z sont obtenues de la même manière.

(5.30)
∂P
∂y

(x) =

 −x
x2+y2 sin(φ) 0 −x

x2+y2 cos(φ)
x

x2+y2 cos(φ) 0 −x
x2+y2 sin(φ)

0 0 0


et

(5.31)
∂P
∂z

(x) = 0

Une deuxième approximation plus complexe du champ magnétique extérieur est celle
proposée par Lituadon 1990 [42] et Sebélin 1997 [52] . En coordonnées cylindriques/toröıdales
(voir appendice A) le champ magnétique extérieur est donné par :

(5.32) B0 =

B0,1

B0,2

B0,3

 =
B0R0

R

 −Z
d(r)q(r)
R−R0

d(r)q(r)

1


avec R =

√
x2 + y2, r =

√
(R−R0)2 + Z2 et d(r) =

√
R2

0 − r2. La fonction q(r) est le
paramètre de sécurité et a la forme suivante :

(5.33) q(r) = (
r

a
)2(qb − qc) + qc

avec qc la valeur au centre du plasma et qb la valeur au bord du plasma. Des valeurs typiques
de qc et qb sont respectivement 1 et 3.

Le champ magnétique extérieur en coordonnées cartésiennes est alors donné par :

(5.34) B0 =
B0R0√
x2 + y2

 cosφ 0 − sin(φ)
sin(φ) 0 cos(φ)

0 −1 0




z
d(x)q(x)√
x2+y2

d(x)q(x)

1


avec φ = arctan(y/x), d(x) =

√
R2

0 − ((
√
x2 + y2 −R0)2 + z2) et :

(5.35) q(x) = (
1

a2
)((
√
x2 + y2 −R0)2 + z2)(qb − qc) + qc
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5.2.7 Vecteur d’onde

Le vecteur d’onde dans les coordonnées de Stix est le suivant :

(5.36) k(x) =

 0
0
k√
x2+y2


où k est une constante. En conséquence, en coordonnes cartésiennes :

(5.37) k(x) =
k√

x2 + y2

− sin(φ)
cos(φ)

0


Si maintenant on considère le champ magnétique extérieur défini en (5.27) on peut

donner la forme de k|| :

(5.38) k||(x) = k.B0(x) =
k√

x2 + y2

Ainsi les dérivées de k|| par rapport à x et y sont :

(5.39)
∂k||
∂x

(x) = −k(x2 + y2)−
3
2x

(5.40)
∂k||
∂y

(x) = −k(x2 + y2)−
3
2y

et :

(5.41)
∂k||
∂z

(x) = 0

5.2.8 Amortissement Landau

Le taux d’amortissement Landau est donné par l’expression suivante :

(5.42) γe(x, y, z) =

√
π

2

ω2neq
2
e

mev3
thek

3
||

exp(− ω

2v2
thek

2
||
)

Le calcul des dérivées de γe(x, y, z) par rapport à x, y et z va dépendre de ce que l’on
considère comme une fonction de x, y et z : la densité et/ou la température électronique
et/ou le vecteur d’onde.

Dans une première approximation, si l’on considère ne et Te constantes, B0 donné par

(5.27) et k|| =
k

R0

, les dérivées sont nulles.
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Si maintenant la densité des espèces est donnée par (5.3) ou (5.4) on trouve :

(5.43)
∂γe
∂x

(x) =

√
π

2

ω2q2
e

mev3
thek

3
||

exp(− ω

2v2
thek

2
||
)
∂ne
∂x

(x)

Dans les cas où on considère k||(x) =
k√

x2 + y2
et le reste indépendant de la position on

a :

∂γe
∂x

(x) =

√
π

2

−(ω2neq
2
e)

mev3
the

3k−4
|| exp(− ω

2v2
thek

2
||
)
∂k||
∂x

(x) +(5.44)

+

√
π

2

ω2neq
2
e

mev3
thek

3
||

exp(− ω

2v2
thek

2
||
)(
ωk−3
||

v2
the

)
∂k||
∂x

(x)(5.45)

Se Te est maintenant une fonction (x, y, z) on trouve :

∂γe
∂x

(x) =

√
π

2

−(ω2neq
2
e)

mek3
||

3v−4
the exp(− ω

2v2
thek

2
||
)
∂vthe
∂x

(x) +(5.46)

+

√
π

2

ω2neq
2
e

mev3
thek

3
||

exp(− ω

2v2
thek

2
||
)(
ωv−3

the

k2
||

)
∂vthe
∂x

(x)(5.47)

avec
∂vthe
∂x

donnée dans (5.26). Il en va de même pour le calcul des dérivées par rapport

à y et z.
Ainsi, suivant quelle fonction parmi la densité, la température électronique ou le vecteur

d’onde est considérée comme fonction de x, y, z ou constante, on obtient les dérivées par
combinaison linéaire.

5.2.9 Le tenseur et ses dérivées

On a défini le tenseur de conductivité ou encore la réponse du plasma dans (5.48) dans
le repère de Stix :

(5.48) KStix(x) =

 S(x) −ıD(x) 0
ıD(x) S(x) 0

0 0 P (x)

+
ı

ε0 ω

0 0 0
0 0 0
0 0 γe(x)


et si P(x) est la matrice de changement de base local, le tenseur de conductivité K est
donné par :

(5.49) K(x) = P(x)KStix(x)PT (x)

Si l’on note K ′ le tableau des dérivées de coefficients Km,n, son expression est obtenue en
effectuant le calcul suivant :

(5.50) K ′(x) = P′(x)KStix(x)PT (x) + P(x)K ′Stix(x)PT (x) + P(x)KStix(x)PT ′(x)
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Il nous reste alors à calculer les dérivées par rapport à x, y et z des coefficients S(x), D(x)
et P (x). Le calcul des dérivées de ∂γe

∂x
(x) a été fait dans le paragraphe précédent.

L’expression des coefficients S, D et P est donnée dans (1.62) dans le cas général.
Dans le cas de nos simulations, avec uniquement deux espèces, les électrons et les ions, on
obtient :

(5.51) S(x) = 1− α(x)

ω
(

ω2
p,e(x)

α2(x)− ω2
c,e

+
ω2
p,i(x)

α2(x)− ω2
c,i

)

Les quantités ω2
p,e(x) et α2(x) sont des fonctions de la position. De plus on rappelle que l’on

a supposé ω2
c,e(x) indépendante de x car B0 est uniforme, donc par dérivation on trouve :

∂S

∂x
(x) = − 1

ω
(
∂α

∂x
(x)(

ω2
p,e(x)

α2(x)− ω2
c,e

+
ω2
p,i(x)

α2(x)− ω2
c,i

)+(5.52)

α(x)((
2ωp,e(x)(α2(x)− ω2

c,e)

(α2(x)− ω2
c,e)

2
)
∂wp,e
∂x

(x)− ω2
p,e(x)2α(x)

(α2(x)− ω2
c,e)

2

∂α

∂x
(x)+(5.53)

(
2ωp,i(x)(α2(x)− ω2

c,i)

(α2(x)− ω2
c,i)

2
)
∂ωp,i
∂x

(x)− (
ω2
p,i(x)2α(x)

(α2(x)− ω2
c,i)

2
)
∂α

∂x
(x))

Le coefficient D(x) est défini dans (1.62) et prend la forme suivante :

(5.54) D(x) =
1

ω

(
ω2
p,i(x)ωc,i

α2(x)− ω2
c,i

− ω2
p,e(x)ωc,e

α2(x)− ω2
c,e

)

)
En dérivant on obtient :

∂D

∂x
(x) =

1

ω
((

2ωp,i(x)ωc,i(α
2(x)− ω2

c,i)
∂ωp,i
∂x

(x)− 2ωc,iω
2
p,i(x)α(x)∂α

∂x
(x)

(α2(x)− ω2
c,i)

2
)−

(
2ωp,e(x)ωc,e(α

2(x)− ω2
c,e)

∂ωp,e
∂x

(x)− 2ωc,eω
2
p,e(x)α(x)∂α

∂x
(x)

(α2(x)− ω2
c,e)

2
))(5.55)

Le coefficient P (x) prend, dans notre contexte, la forme suivante :

(5.56) P (x) = 1− 1

ω α(x)
(ω2

p,e(x) + ω2
p,i(x))

En dérivant on obtient :

(5.57)
∂P

∂x
(x) =

(ω2
p,e(x) + ω2

p,i(x))

ω (α(x))2

∂α

∂x
(x)− 1

ω α(x)
(2ωp,e(x)

∂ωp,e
∂x

(x)+2ωp,i(x)
∂ωp,i
∂x

(x))

Les dérivées par rapport à y et z sont obtenues de la même manière.
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5.2.10 Accessibilité

La dynamique des ondes dans un plasma froid peut être décrite en négligeant les
phénomènes d’absorption γe et νc, donc on les supposera nulles, voir Bonoli [60] et Hattori
[36]. Maintenant, dans cette section, on suppose que la solution est une onde plane, c’est à
dire de la forme Eek.x−iωt avec k le vecteur d’onde. Si on pose E = Eek.x, l’équation (1.31)
devient

(5.58) n× (n× E) + KE = 0.

où n =
c

ω
k, est l’indice de réfraction vectoriel. On parle d’accessibilité s’il existe un n à

coefficients réels solution de (5.58).
Dans le repère de Stix on a :

(5.59) n =

n⊥0
n||


Suivant le raisonnement et les calculs effectués dans Hattori [36] le plasma est accessible

s’il existe n ∈ R3 tel que detM = 0 avec :

(5.60) M =

S − n2
|| −iD n⊥n||

iD S − n2
⊥ − n2

|| 0

n⊥n|| 0 P − n2
⊥


car dans le repère de Stix la relation (5.58) s’écrit :

(5.61) ME = 0

Si ωci ≤ ωlh ≤ wce et γe = νc = 0 les termes de K, S,D et P sont réels.

Le terme n|| est donné par l’injection de l’onde, dans notre cas n|| =
c

ω

k√
x2 + y2

, le

terme n⊥ est la réponse du plasma. Ainsi comme n|| est donné on cherche n⊥ la solution
de detM(n2

⊥) = Q(n2
⊥) = 0. Le polynôme Q(x) est de degré 2 :

(5.62) Q(x) = Sx2 − ((S + P )r −D2)x+ P (r2 −D2)

avec r = S − n2
||. Donc n⊥ est un réel si Q a des racines réelles positives.

L’existence d’une solution réelle dépend du signe du discriminant de Q(x) en fonction
de r :

(5.63) ∆Q(r) = (S − P )2r2 − 2D2(S + P )r +D2(D2 + 4SP )

Si ∆Q(r) < 0 les racines de Q sont complexes et le plasma est inaccessible.
Si ∆Q(r) ≥ 0 il peut y avoir des racines négatives, alors on regarde la somme Σ et le
produit Π des racines :

(5.64) Σ =
(S + P )r −D2

S
et Π =

P (r2 −D2)

S
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Figure 5.6 – Représentation des régions où le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas où k = 298 la couleur verte
signifie que le tore est complètement accessible.

Si Σ < 0 et Π > 0 le polynôme Q a uniquement des racines négatives.
Suivant le raisonnement exposé dans Hattori [36] on conclut que le plasma est inacces-

sible si :
- ∆Q < 0
- ∆Q ≥ 0 avec Σ < 0 et Π > 0

Le plasma est accessible sinon. On va exploiter ces résultats pour déterminer pour quelles
valeurs de n||, c’est à dire de k, on a accessibilité pour diverses configurations des données
w et B0.

Un premier exemple concerne le cas où B0 = 3.2T et ω = ωlh avec une densité des
électrons et ions constante. Dans la figure (5.6) on représente dans une section polöıdale
du tore les régions accessibles en rouge et inaccessibles en bleu, pour diverses valeurs de k.

Un deuxième exemple concerne le cas où B0 = 3.2T et ω = ωlh avec une densité des
électrons et ions variable, ε = 0.0001. Dans la figure (5.7) on représente, dans une section
polöıdale du tore, les régions accessibles en rouge et les régions inaccessibles en bleu, pour
diverses valeurs de k.

Un troisième exemple concerne le cas où B0 = 3.2T et ω = 0.1ωlh avec une densité
d’électrons et ions constante. Dans la figure (5.8) on représente dans une section polöıdale
du tore les régions accessibles en rouge et inaccessibles en bleu, pour diverses valeurs de
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Figure 5.7 – Représentation des régions où le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas où k = 265 la couleur verte
signifie une section polöıdale du tore complètement accessible. Dans le cas où k = 100 la
couleur verte signifie que le tore est complètement inacccessible.
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Figure 5.8 – Représentation des régions où le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas où k = 5.9 la couleur verte
signifie une section polöıdale du tore complètement accessible. Dans le cas où k = 2 la
couleur verte signifie une section polöıdale du tore complètement inaccessible.

k. Un quatrième exemple concerne le cas où B0 = 1.2T et ω = ωlh avec une densité des
électrons et ions variable ε = 0.0001. Dans la figure (5.9) on représente dans une section
du tore les régions accessibles en rouge et inaccessibles en bleu, pour diverses valeurs de k.

Si ∆Q < 0 les racines de detM = 0 ont une partie imaginaire non nulle et donc il n’y a
pas d’accessibilitée stricte, dans [36] est introduite la notion d’accessibilitée vague, quand
n⊥ ∈ C solution de detM = 0, vérifie |Re(n⊥)| � |Im(n⊥)|.

Dans la figure (5.10) on représente dans une section polöıdale du tore les régions acces-
sibles en rouge, région d’accessibilitée vague en bleu ciel et régions inaccessibles en bleu,
pour diverses valeurs de k. Le calcul concerne le cas où B0 = 4T et ω = ωlh avec une
densité des électrons et ions variable, ε = 0.0001.

Dans la table (5.1) on trouve la relation entre la norme du champ magnétique extérieur,
la fréquence cyclotronique hybride basse et le facteur k à partir duquel le domaine est
strictement accessible.

La figure (5.11) nous montre que la relation entre B0, le champ magnétique extérieur
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Figure 5.9 – Représentation des régions où le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas où k = 115 la couleur verte
signifie une section polöıdale du tore complètement accessible. Dans le cas où k = 45 la
couleur verte signifie l’ inaccessibilité.

B0 ωlh k B0 ωlh k
0.5 2.05× 10+9 72.5 2.5 1.02× 10+10 212.7
0.7 2.87× 10+9 72.5 2.7 1.11× 10+10 227.7
1. 4.10× 10+9 98.4 3. 1.23× 10+10 250.2
1.2 4.93× 10+9 114.7 3.2 1.31× 10+10 264.95
1.5 6.15× 10+9 137.4 3.6 1.48× 10+10 294.4
1.8 7.98× 10+9 160.3 4. 1.64× 10+10 325
2. 8.20× 10+9 175.195 5. 2.05× 10+10 400.4
2.3 9.43× 10+9 197.7 6. 2.46× 10+10 478.51

Table 5.1 – Évolution de ωlh et k en fonction de B0.



108 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES

Figure 5.10 – Représentation des régions où le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en bleu ciel region d’accessibilité vague, en rouge la région accessible.
Dans le cas où k = 325 la couleur verte signifie que le tore est complètement accessible.
Dans le cas où k = 150 la couleur verte signifie que le tore est inaccessible.
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Figure 5.11 – Droite représentant l’évolution du facteur k dans n|| en fonction du champ
magnétique extérieur, pour avoir le domaine strictement accessible.

et la valeur de k qui caractérise n|| =
c

ω

k√
x2 + y2

est linéaire, k(B0) = 76, 2B0 + 21.17.

La figure (5.12) nous montre que la relation entre B0, la norme du champ magnétique
extérieur, et la valeur de ωlh, la fréquence cyclotronique hybride basse, est plus complexe,
car en fait ωlh =

√
ωciωce.

Par ailleurs on observe que pour ω donnée l’accessibilité augmente avec k et que avec
k constant l’accessibilité décroit quand ω augmente.
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Figure 5.12 – Courbe représentant l’évolution de ωlh en fonction du champ magnétique
extérieur.

5.2.11 Résultats numériques quandK est à coefficients constants

Dans cette section on présente les résultats numériques obtenus quand on considère que
les coefficients du tenseur KStix sont indépendants de la position sur le domaine Ω, tore
de grand rayon R0 = 3m et petit rayon a = 1.

Les constantes physiques considérées prennent les valeurs suivantes :
- La permittivité du vide : ε0 = 8.85e−12 Fm−1.
- La perméabilité magnétique dans le vide : µ0 = 1.256e−6 Fm−1.
- La constante de Boltzmann : kB = 1.381e−23 JK−1.
- La charge des électrons : qe = −1.6e−19C.
- La charge des ions : qi = 1.6e−19C.
- La masse des électrons : me = 9.11e−31 kg.
- La masse des ions : mi = 1.67e−27 kg.
- La densité des électrons et ions au centre du tore : ne = ni = 5.0e+19m−3.
- La température des électrons : 1.16015676104272e7K.
- Norme du champ magnétique extérieur : 0.5T − 3.2T .

Le résultat des calculs est alors le champ éléctrique E en kV olt/m. Par exemple si B0 =
3.2T on déduit les quantités indépendantes de la fréquence cyclotronique de l’onde inci-
dente :

- Les fréquences cyclotroniques du plasma : ωc,i = 3.06587e+8 rad/s et ωc,e = 3.98450e+11 rad/s.
- Les fréquences plasma : ωp,i = 9.30626e+9 rad/s et ωp,e = 8.98450e+11 rad/s.
- La fréquence(pulsation) hybride basse : ωlh = 1.31266e+10 rad/s.
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Dans un premier exemple on impose la valeur de 0.1ωlh a la pulsation de l’onde incidente
w et on considère un vecteur d’onde parallèle au champ magnétique extérieur, avec la

composante parallèle égale a k|| =
k

R0

, avec k = 200 et la densité constante, ainsi on

obtient le terme d’amortissement Landau γe = 3.11109e+2.
Les coefficients du tenseur de Stix prennent les valeurs suivantes :

- S = −5.166e+1 + 3.7326e−2 i
- D = 2.72619e+2 − 1.64051e−2 i
- P = −9.21882e+4 + 5.75836e+1 i
- P +

ı

ε0 ω
γe = −9.21883e+4 + 1.25659e+5 i

Après discrétisation avec un pas h = 0, 23m et le paramètre s = 1 − i on obtient
210240 inconnues pour l’approximation de E et 9504 inconnues pour le multiplicateur p,
cela donne un système linéaire avec 219744 inconnues. Après assemblage de la matrice
associé à la discrétisation décrite dans le chapitre (3) le profil est le suivant :

Figure 5.13 – Représentation des éléments non nuls de la matrice du système linéaire

Dans la figure (5.14) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, résultat
obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et
B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.16) on observe la valeur de Epar = E.b sur la section z = 0, résultat
obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et
B0 = 3.2T .
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Figure 5.14 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
2.99e−3 à 1.21

Figure 5.15 – Représentation d’une section polöıdale de la norme de E, les niveaux vont
de 3.64e−3 à 0.267
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Figure 5.16 – Représentation de la section z = 0 de la composante parallèle à B0 de E,
les niveaux vont de 0 à 0.008

Figure 5.17 – Représentation d’une section polöıdale de la composante parallèle à B0 de
E, les niveaux vont de 0 à 0.006
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Figure 5.18 – Représentation de la section z = 0 de la partie réelle de Ez de E, les
niveaux vont de −0.88 à 1.07

Figure 5.19 – Représentation d’une section polöıdale de la partie réelle de Ez de E, les
niveaux vont de −0.285 à 0.291
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Figure 5.20 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
0.1e−4 à 0.397, (B0 = 0.5, 0.5ωlh, k = 200, densité constante).

Dans un deuxième exemple on considère B0 = 0.5T , on impose la valeur de 0.5ωlh =
1.02552e+9 à la pulsation de l’onde incidente ω et on considère un vecteur d’onde parallèle

au champ magnétique extérieur, avec la composante parallèle égale à k|| =
k

R0

, avec k =

200. Ainsi on obtient le terme d’amortissement Landau γe = 1.36913e+3.

Les coefficients du tenseur de Stix prennent les valeurs suivantes :

- S = −6.09399e+1 + 8.2740e−2 i
- D = 1.767002e+3 − 5.79350e−3 i
- P = −1.51042e+5 + 1.20761e+2 i
- P + ı

ε0 ω
γe = −1.51042e+5 + 1.50975e+5 i

Dans la figure (5.20) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0,
résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et
B0 = 0.5T .

Dans la figure (5.21) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0 et
plusieurs sections perpendiculaires, résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente
ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 0.5T .

Dans la figure (5.22) on observe la valeur de Epar = E.b sur une section z = 0 ,
résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et
B0 = 0.5T .

Dans la figure (5.23) on observe la valeur de Epar = E.b sur une section polöıdale,
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Figure 5.21 – Représentation de la section z = 0 et plusieurs sections polöıdales de
la norme de E, les niveaux vont de 0.1e−4 à 0.397, (B0 = 0.5, 0.5ωlh, k = 200, densité
constante).

Figure 5.22 – Représentation de la composante parallèle à B0 de E, les niveaux vont de
0 à 0.0162, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200, densité constante).
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Figure 5.23 – Représentation de la composante parallèle à B0 de E, les niveaux vont de
0 à 0.0157, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200, densité constante.).

résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et
B0 = 0.5T .
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Figure 5.24 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
8.59e−3 à 9.36, (B0 = 3.2, 0.1ωlh, k = 200).

5.2.12 Résultats numériques quand K est à coefficients variables
dans le repère de Stix

Dans un troisième exemple on considère le cas où la densité des électrons et ions est
variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions (5.3) et (5.4), avec ε = 1.e−4

et B0 = 3.2T . Par ailleurs, on impose la valeur de 0.1ωlh = 1.31266e+9 à la pulsation
de l’onde incidente ω et on considère un vecteur d’onde parallèle au champ magnétique

extérieur, avec la composante parallèle égale à k|| =
k

R0

, avec k = 200. Alors la longueur

d’onde est de 1.435981m.
Dans la figure (5.24) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, cas où

la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la pulsation
de l’onde incidente ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.25) on observe la valeur de la norme de E sur une section polöıdale,
cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.26) on observe la valeur de Epar = E.b sur une section z = 0, cas où
la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la pulsation
de l’onde incidente ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.27) on observe la valeur de la norme de la composante de E parallèle
à B0 sur une section parallèle au plan z, cas où la densité des électrons et ions est variable,
ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente ω = 0.1ωlh, le paramètre
k = 200 et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.28) on observe la valeur de la partie réelle de Ez sur une section z = 0,
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Figure 5.25 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de E, les niveaux
vont de 1.18e−2 à 4.81, (B0 = 3.2, 0.1ωlh, k = 200).

Figure 5.26 – Représentation sur la section z = 0 de la norme de de la composante de E
parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.191, (B0 = 3.2, 0.1ωlh, k = 200).
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Figure 5.27 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de de la composante
de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.246, (B0 = 3.2, 0.1ωlh, k = 200).

cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4 , résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.29) on observe la valeur de la partie imaginaire de Ez sur une section
z = 0, cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4 , résultat obtenu quand
la pulsation de l’onde incidente ω = 0.1ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 3.2T .

Dans un quatrième exemple on considère les cas où B0 = 0.7T et la densité des électrons
et ions est variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions (5.3) et (5.4),
avec ε = 1.e−4. Par ailleurs on impose la valeur de 0.5ωlh = 1.43572e+9 à la pulsation
de l’onde incidente ω et on considère un vecteur d’onde parallèle au champ magnétique

extérieur, avec la composante parallèle égale à k|| =
k

R0

, avec k = 200. La longueur d’onde

est alors de 1.312897m.

Dans la figure (5.30) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, cas où
la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la pulsation
de l’onde incidente ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 0.7T .

Dans la figure (5.31) on observe la valeur de la norme de E sur une section polöıdale,
cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 0.7T .

Dans la figure (5.32) on observe la valeur de Epar = E.b sur une section z = 0, cas où
la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la pulsation
de l’onde incidente ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 0.7T .

Dans la figure (5.33) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à B0

sur des section polöıdales, cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4,
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Figure 5.28 – Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie réelle de Ez
les niveaux vont de −3.22 à 2.95, (B0 = 3.2, 0.1ωlh, k = 200).

Figure 5.29 – Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie imaginaire de
Ez les niveaux vont de −4.01 à 2.74, (B0 = 3.2, 0.1ωlh,k = 200).
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Figure 5.30 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
2.01e−3 à 3.19, (B0 = 0.7T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.31 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de E, les niveaux
vont de 2.3e−3 à 0.465, (B0 = 0.7T , 0.5ωlh, k = 200).
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Figure 5.32 – Représentation sur la section z = 0 de la norme de la composante de E
parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.172, (B0 = 0.7T , 0.5ωlh, k = 200).

résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200
et B0 = 0.7T .

Dans la figure (5.34) on observe la valeur de la partie réelle de Ez sur une section z = 0,
cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4 , résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 0.7T .

Dans la figure (5.35) on observe la valeur de la partie imaginaire de Ez sur une section
z = 0, cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4 , résultat obtenu quand
la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 0.7T .

Dans un cinquième exemple on considère les cas où B0 = 1.5T et la densité des électrons
et ions est variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions (5.3) et (5.4),
avec ε = 1.e−4. Par ailleurs on impose la valeur de 0.25ωlh = 1.53827e+9 a la pulsation
de l’onde incidente ω et on considère un vecteur d’onde parallèle au champ magnétique
extérieur, avec la composante parallèle égale à k|| =

k
R0

, avec k = 200. La longueur d’onde
est alors de 1.22537m.

Dans la figure (5.36) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à B0

sur une section polöıdale, cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4,
résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.25ωlh, le paramètre k = 200
et B0 = 1.5T .

Dans la figure (5.37) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à B0

sur une section polöıdale, cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4,
résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.25ωlh, le paramètre k = 200
et B0 = 1.5T .

Dans la figure (5.38) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à
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Figure 5.33 – Représentation sur des sections polöıdales de la norme de la composante
de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.196 (B0 = 0.7T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.34 – Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie réelle de Ez,
les niveaux vont de −1.61 à 1.38,( B0 = 0.7T , 0.5ωlh, k = 200).
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Figure 5.35 – Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie imaginaire de
Ez, les niveaux vont de −0.538 à 0.534, (B0 = 0.7T , 0.5ωlh,k = 200).

Figure 5.36 – Représentation sur une section parallèle au plan z de la norme de de la
composante de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.0805, (B0 = 1.5T , 0.25ωlh,
k = 200).
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Figure 5.37 – Représentation sur une section parallèle au plan z de la norme de de
la composante de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.123, (B0 = 1.5T , 0.25ωlh,
k = 200).

B0 sur plusieurs sections polöıdales, cas où la densité des électrons et ions est variable,
ε = 1.e−4, résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.25ωlh, le
paramètre k = 200 et B0 = 1.5T .

Dans la figure (5.39) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, cas où
la densité des électrons et ions est variable, ε = 10−04, résultat obtenu quand la pulsation
de l’onde incidente est ω = 0.25ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 1.5T .

Dans la figure (5.40) on observe la valeur de la norme de E sur plusieurs sections
polöıdales, cas où la densité des électrons et ions est variable, ε = 1.e−4, résultat obtenu
quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.25ωlh, le paramètre k = 200 et B0 = 1.5T .

Dans un six̀ıeme exemple on considère les cas où la composante parallèle à B0du vecteur

d’onde est variable, de la forme : k|| =
k√

x2 + y2
, avec k = 200. La densité des électrons

est constante et on impose la valeur de 0.2ωlh à la pulsation de l’onde incidente ω.

Dans la figure (5.41) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, dans
le cas où le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente est ω = 0.2ωlh et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.42) on observe la valeur de la norme de E sur une section polöıdale,
dans le cas où le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand
la pulsation de l’onde incidente ω = 0.2ωlh et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.43) on observe la valeur de Epar = E.b sur une section z = 0, dans
le cas où le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente est ω = 0.2ωlh et B0 = 3.2T .
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Figure 5.38 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de la composante de
E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.125, (B0 = 1.5T , 0.25ωlh, k = 200).

Figure 5.39 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
7.8e−3 à 1.52, (B0 = 1.5T , 0.25ωlh, k = 200).
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Figure 5.40 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de E, les niveaux
vont de 0 à 0.125, (B0 = 1.5T , 0.25ωlh, k = 200).

Figure 5.41 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
4e−6 à 0.476, (B0 = 3.2T , 0.2ωlh, k|| variable).
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Figure 5.42 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de E, les niveaux
vont de 1.e−5 à 0.26, (B0 = 3.2T , 0.2ωlh, k|| variable).
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Figure 5.43 – Représentation sur la section z = 0 de la norme de la composante de E
parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.0005, (B0 = 3.2T , 0.2ωlh, k|| variable).
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Figure 5.44 – Représentation sur une section parallèle au plan z de la norme de de la
composante de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.00059, (B0 = 3.2T ,0.2ωlh, k||
variable).

Dans la figure (5.44) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à B0 sur
une section polöıdale, dans le cas où le vecteur d’onde est variable et la densité constante.
Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.2ωlh et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.45) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à
B0 sur plusieurs sections polöıdales, dans le cas où le vecteur d’onde est variable et la
densité constante. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.2ωlh
et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.46) on observe la valeur de la partie réelle de Ez sur une section z = 0,
dans le cas où le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand
la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.2ωlh et B0 = 3.2T .

Dans la figure (5.47) on observe la valeur de la partie imaginaire de Ez sur plusieurs
sections polöıdales, dans le cas où le vecteur d’onde est variable et la densité constante.
Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.2ωlh et B0 = 3.2T .

Dans un septième exemple on considère le cas où B0 = 0.5T, la densité des électrons
et ions est variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions (5.3) et (5.4),
avec ε = 1.e−4. Par ailleurs on impose la valeur de 0.5ωlh à la pulsation de l’onde incidente
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Figure 5.45 – Représentation sur plusieurs sections polöıdales de la norme de la compo-
sante de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.00059.(B0 = 3.2T , 0.2ωlh, k|| variable).
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Figure 5.46 – Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie réelle de Ez
les niveaux vont de −0.139 à 0.0547. (B0 = 3.2T , 0.2ωlh, k|| variable).
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Figure 5.47 – Représentation sur plusieurs sections polöıdales de la valeur de la partie
imaginaire de Ez, les niveaux vont de −0.357 à 0.467, (B0 = 3.2T , 0.2ωlh, k|| variable).
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Figure 5.48 – Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
1.29e−3 à 1.47,(B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

ω et on considère un vecteur d’onde parallèle au champ magnétique extérieur, avec la

composante parallèle égale à k|| =
k

R0

, avec k = 200, la longueur d’onde est de 1.838055m.

Dans la figure (5.48) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, et une
section polöıdale dans le cas où la densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation
de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.49) on observe la valeur de la norme de E sur une section polöıdale,
dans le cas où la densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente
est ω = 0.5ωlh et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.50) on observe la valeur de Epar = E.b sur une section z = 0, dans le
cas où la densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est
ω = 0.5ωlh et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.51) on observe la valeur de la norme composante de E parallèle à B0

sur une section polöıdale, dans le cas où la densité est variable. Résultat obtenu quand la
pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.52) on observe la valeur de la partie réelle de Ex, dans le cas où la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh
et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.53) on observe la valeur de la partie imaginaire de Ex, dans le cas où la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh
et B0 = 0.5T.
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Figure 5.49 – Représentation sur plusieurs sections, z = 0 et polöıdales, de la norme de
E, les niveaux vont de 6.36e−4 à 0.279, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.50 – Représentation sur la section z = 0 de la norme de de la composante de E
parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.212,, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).
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Figure 5.51 – Représentation sur une section polöıdale de la norme de de la composante
de E parallèle à B0, les niveaux vont de 0 à 0.165, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.52 – Représentation de la valeur de la partie réelle de Ex, les niveaux vont de
−1.1 à 1.1, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).
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Figure 5.53 – Représentation de la valeur de la partie imaginaire de Ex, les niveaux vont
de −0.609 à 0.707, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

Dans la figure (5.54) on observe la valeur de la partie réelle de Ey, dans le cas où la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh
et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.55) on observe la valeur de la partie imaginaire de Ey, dans le cas où la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh
et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.56) on observe la valeur de la partie réelle de Ez, dans le cas où la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh
et B0 = 0.5T.

Dans la figure (5.57) on observe la valeur de la partie imaginaire de Ez, dans le cas où la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.5ωlh
et B0 = 0.5T.

Dans le prochain exemple on considère les cas ou B0 = 2.5T , ω = 0.1ωlh = 1.025e+9 et
k = 300. Alors la longueur d’onde est de 1.8380055m. La densité des électrons et des ions
est variable, ε = 0.0001.

Dans la figure (5.58) on observe la valeur de la norme de E, dans le cas où la densité
est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente est ω = 0.1ωlh et
B0 = 2.5T . On présente la trace sur une section toröıdale et plusieurs sections polöıdales.

Dans la figure (5.59) on observe la valeur de Epar = E.b , dans le cas où l la densité est
variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l’onde incidente ω = 0.1ωlh et B0 = 2.5T .
On présente la trace sur une section toröıdale et plusieurs sections polöıdales.
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Figure 5.54 – Représentation de la valeur de la partie réelle de Ey, les niveaux vont de
−1.18 à 1.07, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.55 – Représentation de la valeur de la partie imaginaire de Ey, les niveaux vont
de −0.674 à 0.685, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.56 – Représentation de la valeur de la partie réelle de Ez, les niveaux vont de
−1.07 à 1.03, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).
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Figure 5.57 – Représentation de la valeur de la partie imaginaire de Ez, les niveaux vont
de −0.527 à 0.546, (B0 = 0.5T , 0.5ωlh, k = 200).

Figure 5.58 – Représentation de la valeur de la norme de E, les niveaux vont de 0.002 a
4.51, (B0 = 2.5T , 0.1ωlh, k = 300).
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Figure 5.59 – Représentation de la valeur de Epar = E.b les niveaux vont de 0. à 0.124,
(B0 = 2.5T , 0.1ωlh,k = 300).

5.2.13 Absorption

Un indicateur intéressant est l’absorption d’énergie par le plasma. Suivant l’analyse de
Meneghini et al. [6], [53] et Hattori [36] la puissance absorbée par le plasma par effet Joule
est donnée par :

(5.65) Pω =
ωε0
2

∫
Ω

Imag(KE.E) dΩ

Dans la table (5.2) on donne les valeurs de Pω en fonction de B0 et ω dans le cas où la
densité est constante.
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B0 ω Pω
0.5 2.051033e+8 0
0.7 2.871446e+8 0
1. 4.102065e+8 2.0e−6

1.2 4.922478e+8 9.0e−6

1.5 6.153098e+8 4.9e−5

1.75 7.178614e+8 1.33e−4

2 8.20413e+8 2.72e−4

2.5 1.025516e+9 7.73e−4

3. 1.230620e+9 1.76e−3

3.2 1.312661e+9 2.349e−3

Table 5.2 – Évolution de Pω en fonction de B0 et ω la pulsation de l’onde incidente.

Les calculs présentés dans ce chapitre sont restreints aux valeurs d’onde incidente 0.1ωlh
quand B0 = 3.2T à cause de la relation entre la longueur d’onde et le maillage, qui doit
comprendre cinq points par longueur d’onde. Dans le cas B0 = 0.5T on a pu considérer le
cas où ω = 0.5ωlh, car la longueur d’onde est alors compatible avec le maillage.

Le logiciel est écrit en langage MatlabTM et on a utilisé le logiciel GMSH pour réaliser
les maillages, voir [31]. Le temps d’exécution du programme pour chaque exemple est de
104 secondes sur un DELLTM 540, processeur Xeon 2.4GHz.





6 Conclusion

Dans ce mémoire de thèse j’ai présenté l’étude et la mise en œuvre d’une méthode
numérique pour la simulation d’un modèle � Full wave � de propagation dans un toka-
mak d’une onde électromagnétique. Ce phénomène est étudié en vue de développer des
techniques de chauffage d’un plasma confiné dans un tokamak.

La propagation des ondes électromagnétiques est modélisée par les équations de Max-
well. On a cherché à calculer des solutions harmoniques en temps. Il en résulte une équation
de type � Helmholtz-like �,[4], avec une contrainte de divergence.

En particulier, dans le chapitre consacré à la modélisation, j’ai rappelé la forme du
tenseur diélectrique K qui décrit la réponse du milieu. Ce tenseur n’est pas hermitien, ce
qui fait que l’analyse du système d’équations échappe aux arguments classiques, centrés
sur des modèles symétriques.

Le terme d’amortissement Landau, et par conséquent les propriétés spectrales du ten-
seur K, m’ont permis d’utiliser le théorème de Babuska–Brezzi.

Ensuite j’ai considéré une formulation mixte augmentée, déjà étudiée dans [36], qui m’a
permis d’introduire une approximation numérique de la solution du type Taylor–Hood en
trois dimensions.

Dans le chapitre 3, j’ai présenté la discrétisation du système d’équations aux dérivées
partielles caractérisant le modèle. J’ai explicité les formules de quadrature numérique et
les divers termes de la matrice de raideur, ainsi que le second membre du système discret.
J’ai également présenté l’algorithme de d’assemblage de la matrice du système discret. On
obtient ainsi un système non-hermitien d’équations linéaires, appelé système de point-selle
généralisée. Pour calculer une solution, on a utilisé la méthode directe de Gauss et la
méthode itérative GMRES, et on observe que c’est en fait la méthode directe qui donne
les résultats les plus précis.

Le chapitre 4 est consacré à la démonstration de l’existence et unicité de la solution du
système discret. Comme dans le cas continu, les propriétés spectrales du tenseur K ont
permis de démontrer que la forme sesquilinéaire augmentée est coercitive. La démonstration
de la condition inf-sup présente plus de difficultés à cause de deux facteurs, l’approximation
P2 en trois dimensions et les caractéristiques du tenseur K. En premier lieu, on remplace
le tenseur K par une approximation P1 qui, pour un pas de maillage assez petit, possède
les mêmes propriétés spectrales que le tenseur continu. J’ai ainsi établi la condition inf-
sup dans le cas d’un � tore � polyédrique. Cette démonstration a été généralisée au cas
d’un domaine non polyédrique convexe, dans lequel le domaine approché est inclus dans le
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domaine exact. Un futur travail pourra concerner le cas du tore non polyédrique, cas qui
présente une difficulté additionnelle : l’approximation n’est plus conforme.

Dans le chapitre 5, dédié à la simulation numérique, j’ai traité plusieurs cas, en fonction
de la norme du champ magnétique extérieur, de la pulsation de l’onde incidente, du profil
de la densité des électrons et de la forme du vecteur d’onde.

L’analyse des résultats nous montre que, pour une pulsation donnée, l’accessibilité crôıt
avec le module de n‖ . D’autre part, l’absorption de l’énergie par effet Joule crôıt en fonction
de la norme du champ extérieur et de la pulsation. Les diverses figures représentent la norme
du champ électrique et sa composante parallèle au champ magnétique extérieur montrant
qu’elles ont une valeur très forte au voisinage des antennes et une décroissance importante
et rapide dans le reste du domaine.

Les calculs sont très limités par l’aspect informatique, une évolution possible est la pa-
rallélisation de l’algorithme d’assemblage de la matrice de raideur qui prend la plus grande
partie du temps d’exécution du programme à cause du tenseur K. La décomposition de
domaine, déjà envisagée en deux dimensions dans [36], permettra d’explorer des longueurs
d’onde plus courtes.





7 Appendices

7.1 Appendice A : Systèmes de coordonnées

Dans le cadre de cette thèse le système de coordonnées de référence est le cartésien, mais
dans le cas de quantités scalaires et vectorielles dans un tore il est aisé d’utiliser un système
de coordonnées orthogonal curviligne adapté. On considère le système toröıdal/polöıdal et
le système cylindrique toröıdal. Soient R0 le grand rayon du tore et a le petit rayon du
tore.

7.1.1 Système des coordonnées toröıdales/polöıdales (r, θ, ϕ)

Soit 0 ≤ r ≤ a, θ et ϕ ∈ [0, 2π[ alors

(7.1)
x(r, θ, ϕ) = (R0 + r cos θ) cosϕ
y(r, θ, ϕ) = (R0 + r cos θ) sinϕ
z(r, θ, ϕ) = r sin θ

et si ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2 −R0 alors

(7.2)

r(x, y, z) =
√
ρ2 + z2

θ(x, y, z) = arctan(
z

ρ
) valeur principale

ϕ(x, y, z) = arctan(
y

x
) valeur principale

La valeur principale signifie pour y > 0

(7.3) arctan(
y

x
) =


φ sgn(y) x > 0
π
2
sgn(y) x = 0

(π − φ) sgn(y) x < 0

où φ ∈ [0,
π

2
[ est tel que tanφ = |y

x
| et sgn est la fonction signe. Par ailleurs si y = 0 alors :

(7.4) arctan(
0

x
) =


0 x > 0

non défini x = 0
π x < 0
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Figure 7.1 – Coordonnées toröıdales/polöıdales

Dans le tore avec a << R0, x et y ne sont jamais nuls simultanément. Le résultat appartient
à [−π, π[ mais peut être transposés à [0, 2π[ en ajoutant 2π aux valeurs négatives. Soit
{ex, ey, ez} la base locale canonique et soit {er, eθ, eϕ} la base locale dans le système des
coordonnées toröıdales/polöıdales. Alors un champ de vecteur F peut s’écrire :

F = Fxex + Fyey + Fzez = Frer + Fθeθ + Fϕeϕ

avec :

(7.5)

 Fx
Fy
Fz

 =

 cos θ cosϕ − sin θ cosϕ − sinϕ
cos θ sinϕ − sin θ sinϕ cosϕ

sin θ cos θ 0

 Fr
Fθ
Fϕ


et

(7.6)

 Fr
Fθ
Fϕ

 =

 cos θ cosϕ cos θ sinϕ sin θ
− sin θ cosϕ − sin θ sinϕ cos θ
− sinϕ cosϕ 0

 Fx
Fy
Fz


Dans la littérature sur la MHD en physique on trouve souvent un système de coordonnées
toröıdal/polöıdal où le sens de ϕ est inversé. On obtient alors :

(7.7)
x(r, θ, ϕ) = (R0 + r cos θ) cosϕ
y(r, θ, ϕ) = −(R0 + r cos θ) sinϕ
z(r, θ, ϕ) = r sin θ
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et alors :

(7.8)

 Fx
Fy
Fz

 =

 cos θ cosϕ − sin θ cosϕ − sinϕ
− cos θ sinϕ sin θ sinϕ − cosϕ

sin θ cos θ 0

 Fr
Fθ
Fϕ


et

(7.9)

 Fr
Fθ
Fϕ

 =

 cos θ cosϕ − cos θ sinϕ sin θ
− sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
− sinϕ − cosϕ 0

 Fx
Fy
Fz


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Figure 7.2 – Coordonnées toröıdales/polöıdales où le sens de ϕ est inversé

7.1.2 Coordonnées cylindriques/toröıdales (R,Z, ϕ)

On noteR la coordonnée radiale, Z une coordonnée opposée à la coordonnée z cartésienne,
et ϕ la coordonnée toröıdale.

(7.10)
x(R,Z, ϕ) = R cosϕ
y(R,Z, ϕ) = R sinϕ
z(R,Z, ϕ) = −Z

On remarque que :

(7.11)

R(x, y, z) = R0 + r cos θ =
√
x2 + y2

Z(x, y, z) = −z
ϕ(x, y, z) = arctan(

y

x
) valeur principale
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Figure 7.3 – Coordonnées cylindriques/toröıdales

Par ailleurs si :
F = Fxex + Fyey + Fzez = FReR + FZeZ + Fϕeϕ

on a

(7.12)

 Fx
Fy
Fz

 =

 cosϕ 0 − sinϕ
sinϕ 0 cosϕ

0 −1 0

 FR
FZ
Fϕ


et

(7.13)

 FR
FZ
Fϕ

 =

 cosϕ sinϕ 0
0 0 −1

− sinϕ cosϕ 0

 Fx
Fy
Fz


7.1.3 Système des coordonnées de Stix

Le système de coordonnées locales de Stix, [55], u1, u2, u3 est défini tel que le troisième
vecteur eu3 est parallèle au champ magnétique extérieur B0. Un champ de vecteurs F (x)
peut être décomposé en F⊥ et F‖ tel que :

(7.14) F⊥ = Fu1eu1 + Fu2eu2 et F‖ = Fu3b

avec b(x) = B0(x)
‖B0(x)‖ . Les vecteurs eu1 et eu2 doivent être choisis tels que :

Fu1 = f⊥ cosφ(7.15)

Fu2 = f⊥ sinφ(7.16)

Fu3 = Fu3(7.17)
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avec φ ∈ [0, 2π[ orientée de façon à obtenir un trièdre direct.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-2

-1

0

1

2

3

4

5

eu3

B0

eu1

eu2

Figure 7.4 – Coordonnées de Stix

Soit B0(x) = B0,1(x)e1 +B0,2(x)e2 +B0,3(x)e3 avec (e1, e2, e3) la base canonique de R3,
alors

eu3 =
B0,1(x)

‖B0(x)‖e1 +
B0,2(x)

‖B0(x)‖e2 +
B0,3(x)

‖B0(x)‖e3

.
Si maintenant on choisit le vecteur eu1 :

(7.18) eu1 =
B0,2(x)

‖B0(x)‖3

e1 −
B0,1(x)

‖B0(x)‖3

e2

et

eu2 = eu3 × eu1 =
B0,1(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3

e1 +
B0,2(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3

e2 −
‖B0‖3(x)

‖B0(x)‖ e3.

On obtient un trièdre direct.
Si on note ‖B0(x)‖k =

√
B2

0,i(x) +B2
0,j(x) avec k = {1, 2, 3}/{i, j} on obtient la

matrice de passage suivante Stix-Cartésien :

(7.19) P(x) =


B0,2(x)

‖B0(x)‖3
B0,1(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,1(x)

‖B0(x)‖
− B0,1(x)

‖B0(x)‖3
B0,2(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,2(x)

‖B0(x)‖
0 −‖B0(x)‖3

‖B0(x)‖
B0,3(x)

‖B0(x)‖


Alors on a :

(7.20)

 Fx
Fy
Fz

 =


B0,2(x)

‖B0(x)‖3
B0,1(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,1(x)

‖B0(x)‖
− B0,1(x)

‖B0(x)‖3
B0,2(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,2(x)

‖B0(x)‖
0 −‖B0(x)‖3

‖B0(x)‖
B0,3(x)

‖B0(x)‖


 Fu1

Fu2

Fu3


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et

(7.21)

 Fu1

Fu2

Fu3

 =


B0,2(x)

‖B0(x)‖3 − B0,1(x)

‖B0(x)‖3 0
B0,1(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3
B0,2(x)B0,3(x)

‖B0(x)‖‖B0(x)‖3 −
‖B0(x)‖3
‖B0(x)‖

B0,1(x)

‖B0(x)‖
B0,2(x)

‖B0(x)‖
B0,3(x)

‖B0(x)‖


 Fx

Fy
Fz


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7.2 Appendice B : Analyse fonctionnelle : rappels et

propriétés

Soit Ω un ouvert borné connexe de R3 de frontière Γ lipschitzienne.
On note (e1, e2, e3) une base canonique de R3.
On définit les notations suivantes qu’on utilisera par la suite :

v =


v1

v2

v3

 : un vecteur et ses composantes dans R3.

n =


n1

n2

n3

 : vecteur unitaire sortant normal à Γ.

un = u · n : composante normale de u à Γ.

u> = n× (u× n) : composante tangentielle de u à Γ.

Opérateurs différentiels
On note par :

divergence de v : div v = ∂1v1 + ∂2v2 + ∂3v3,

gradient de v : grad v =


∂1v1

∂2v2

∂3v3

 ,

rotationnel de v : rot v =


∂2v3 − ∂3v2

∂3v1 − ∂1v3

∂1v2 − ∂2v1


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Par extension, on définit le gradient d’un champ vectoriel v comme la matrice 3× 3 dont
chaque ligne contient le gradient de la composante associée de v :

gradv =


∂1v1 ∂2v1 ∂3v1

∂1v2 ∂2v2 ∂3v2

∂1v3 ∂2v3 ∂3v3


où ∂i(·) =

∂(·)
∂xi

.

Ces opérateurs différentiels sont exprimés en coordonnées cartésiennes.

Proposition 7.1. Soit v un vecteur de C3. On rappelle les relations suivantes :

div rotv = 0

rot gradv = 0

div gradv = ∆v

7.2.1 Espaces fonctionnels

On rappelle ici les différents espaces de Hilbert et les normes associées qui seront utilisés
par la suite .

Espaces de champs vectoriels

On définit l’espace des fonctions infiniment différentiables et à support compact dans
Ω par

(7.22) D(Ω) =
(
C∞c (Ω))3

Définition 7.1. l’espace D(Ω) est l’espace des fonctions C∞ à support compact dans R3

restreintes à Ω.

Définition 7.2. L’espace L2(Ω) = (L2(Ω))3 est l’espace des fonctions réelles u sur Ω,

mesurables et telle que la quantité
( ∫

Ω
|u|2d Ω

)1/2
est finie.

Muni du produit scalaire usuel (u | v) :=
∫

Ω
u · vdΩ, l’espace L2(Ω) est un espace de

Hilbert.

On note ||u||20 = ||u||2
L2(Ω)

= (u | u)

On introduit alors les espaces de Hilbert suivants pour les produits scalaires associés :

H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω)|grad v ∈ L2(Ω)}(7.23)

H1(Ω) := H1(Ω)3

H(div,Ω) := {v ∈ L2(Ω)| div v ∈ L2(Ω)}
H(rot,Ω) := {v ∈ L2(Ω)| rotv ∈ L2(Ω)}.
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munis respectivement des produits scalaires

(u, v)H1 := (u | v) + (gradu | grad v)

(u,v)H(div) := (u | v) + (divu | div v)

(u,v)H(rot) := (u | v) + (rotu | rotv)

7.2.2 Espaces des traces

Définition 7.3. (trace)
Soit f une fonction régulière définie sur Ω. On note l’application trace γ : f 7→ f |Γ.

Proposition 7.2. L’application γ définie sur D(Ω) se prolonge par continuité en une
application linéaire continue et surjective de H1(Ω) sur H1/2(∂Ω) = γ(H1(Ω)).

Définition 7.4. (trace normale)
Soit f une fonction régulière définie sur Ω. On note l’application trace normale γn : f 7→
f · n|Γ.

Proposition 7.3. L’application γn définie sur D(Ω) se prolonge par continuité en une
application linéaire continue de H(div,Ω) sur H−1/2(∂Ω) (l’espace dual de H1/2(∂Ω)),
qui est surjective.

Définition 7.5. (trace tangentielle et composante tangentielle)
Soit f une fonction régulière définie sur Ω. On note les applications trace tangentielle
γ> : f 7→ f × n|Γ et trace composante tangentielle π> : f 7→ f> = n× (f × n)|Γ.

Proposition 7.4. Les applications γ> et π> définies sur D(Ω) se prolongent par continuité
en applications linéaires continues de H1(Ω) sur H1/2(∂Ω) respectivement. Les espaces

d’arrivée de ces deux applications sont notés respectivement H
1/2
⊥ (∂Ω) et H

1/2
‖ (∂Ω).

Pour mieux caractériser ces deux espaces, on peut regarder [15], [16] et [2].

Définition 7.6. Les espaces H
−1/2
⊥ (∂Ω) et H

−1/2
‖ (∂Ω) sont les duaux respectifs des espaces

H
1/2
⊥ (∂Ω) et H

1/2
‖ (∂Ω) par rapport à l’espace pivot L2

t (∂Ω) := {w ∈ L2(∂Ω) \ w ·n = 0}.

Définition 7.7. (divergence tangentielle)
On définit l’opérateur divergence tangentielle, noté div>, de H−1/2(∂Ω) vers H−3/2(∂Ω)
satisfaisant

� div> λ, ψ �∂Ω= −〈λ,grad> ψ
?〉∂Ω ∀ψ ∈ H3/2(∂Ω)(7.24)

où � ., . �∂Ω= 〈., .〉H−3/2,H3/2, ψ? ∈ H2(Ω) un relèvement de ψ dans Ω et gradv> est le
gradient tangentiel défini par gradv> = π>(gradv).
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Définition 7.8. (rotationnel vectoriel tangentiel)
On définit le rotaionnel vectoriel tangentiel par rot> u = γ>(gradu).

L’opérateur rotaionnel scalaire tangentiel de H
−1/2
> (∂Ω) vers H−3/2(∂Ω) est défini par

� rot> λ, ψ �∂Ω= −〈λ, rot> ψ
?〉∂Ω ∀ψ ∈ H3/2(∂Ω)(7.25)

On a alors le théorème suivant [16] :

Théorème 7.1. Soit Υ∂Ω = {λ ∈ H−1/2
‖ (∂Ω) | div> λ ∈ H−1/2(∂Ω)}, l’application trace

tangentielle γ> est continue surjective de H(rot,Ω) vers Υ∂Ω.

Théorème 7.2. Soit U ∂Ω = {λ ∈H−1/2
‖ (∂Ω) | rot> λ ∈ H−1/2(∂Ω)},

l’application trace composante tangentielle π> est continue surjective de H(rot,Ω) vers
U ∂Ω.

On introduit les fermetures de D(Ω) dans les espaces H1(Ω), H(div,Ω) et H(rot,Ω) :

H1
0 (Ω) = D(Ω)

H1(Ω)

H0(div,Ω) = D(Ω)
H(div,Ω)

H0(rot,Ω) = D(Ω)
H(rot,Ω)

.

L’existence des traces permet d’identifier ces espaces.

Théorème 7.3.

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1|v|Γ = 0},

H0(div,Ω) = {v ∈H(div,Ω)| v · n|Γ = 0},
H0(rot,Ω) = {v ∈H(rot,Ω)| v × n|Γ = 0}.
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7.2.3 Formules de Green

Les formules suivantes sont démontrées dans [33].

∀u ∈H(div,Ω),∀v ∈ H1(Ω),

∫
Ω

[
u · grad v + (divu)v

]
dΩ = 〈u · n, v〉Γ(7.26)

∀u ∈H(rot v,Ω),∀v ∈H1(Ω),

∫
Ω

[
rotu · v − u · rotv

]
dΩ = 〈u,v × n〉Γ(7.27)

où 〈., .〉Γ = 〈., .〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ).
Il est possible d’établir une dualité entre la trace tangentielle et la composante tangen-
tielle, on obtient une formule d’intégration par partie, similaire à la formule (7.27), qui est
démontrée dans [15] :

∀u ∈H(rot,Ω),∀v ∈H(rot,Ω),∫
Ω

[
rotu · v − u · rotv

]
dΩ = 〈n× (u× n),v × n〉U∂Ω,Υ∂Ω

(7.28)

7.2.4 Opérateurs différentiels et espaces de Hilbert

Définition 7.9. Une inclusion d’un espace A dans un espace B est dite continue si

‖v‖B ≤ C‖v‖A ∀ v ∈ A.

Une inclusion de A dans B est dite compacte si toute suite bornée de A admet une sous-
suite convergente dans B.

Proposition 7.5. (Inégalité de Poincaré)
Il existe une constante Cp dépendante de Ω telle que

(7.29) ‖v‖0 ≤ Cp‖grad v‖0 ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

Théorème 7.4. (de Rellich)
L’injection H1(Ω) ⊂ L2(Ω) est compacte

Démonstration. La démonstration est dans [33]

On définit l’espace suivant

X(Ω) = H(rot,Ω) ∩H(div,Ω)

muni du produit scalaire

(u,v)X := (u | v) + (rotu | rotv) + (divu | div v).

Remarque 7.1. L’espace X(Ω) est généralement noté H(rot, div; Ω).
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On note les espaces

XN(Ω) = {v ∈X(Ω)|v × n|Γ = 0}
= H0(rot,Ω) ∩H(div,Ω).

XT (Ω) = {v ∈X(Ω)|v · n|Γ = 0}
= H(rot,Ω) ∩H0(div,Ω).

Propriétés de l’espace X(Ω)

Proposition 7.6. L’espace XN(Ω) ∩XT (Ω) cöıncide avec l’espace H1
0(Ω).

Démonstration. Voir [3].

Les théorèmes qui suivent sont démontrés dans [3]

Théorème 7.5. L’inclusion X(Ω) ⊂ L2(Ω) n’est pas compacte.

Théorème 7.6. L’inclusion XN(Ω) ainsi que XT (Ω) dans L2(Ω) est compacte.

Théorème 7.7. Si Ω est de classe C1,1 ou convexe alors XN(Ω) ainsi que XT (Ω) s’in-
jectent continument dans H1(Ω).

Proposition 7.7. (inégalité de Weber)
Il existe une constante Cw dépendant de Ω telle que

||v||20 ≤ Cw
(
|| rotv||20 + || div v||20

)
∀v ∈XN(Ω).(7.30)

L’inégalité est vérifiée aussi ∀v ∈XT (Ω).

Démonstration. Voir [33].
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7.3 Appendice C : Les équations de Maxwell : Rappel

Les équations de Maxwell décrivent la propagation des ondes électromagnétiques confinées
dans un plasma. Elles sont données par :

divD = % (loi de Gauss électrique),(7.31)

divB = 0 (loi de Gauss magnétique),(7.32)

rotE = −∂B
∂t

(loi de Faraday),(7.33)

rotH = J +
∂D
∂t

(loi d’Ampère)(7.34)

où E , H, D et B désignent respectivement le champ électrique, le champ magnétique, le
champ d’induction électrique et le champ d’induction magnétique. Les quantités J et %
sont respectivement la densité de courant et la densité de charge électrique. Les champs
vectoriels E , H, D, B et J sont à valeurs dans R+ × R3. % est une fonction scalaire à
valeurs dans R+ × R.
On a la relation de conservation de la charge :

∂%

∂t
+ divJ = 0.(7.35)

Lorsqu’il s’agit d’un conducteur imparfait, il existe un tenseur σ reliant le champ électrique
E et la densité de courant J par la loi d’Ohm :

(7.36) J = σE
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7.4 Appendice D : Formule d’intégration de type Newton-

Côtes

Dans cette section, on va décrire la construction de la formule d’intégration utilisée
dans (4.41).
On rappelle la formule de changement de variable suivante :∫

K

f(x)dx =

∫
K

f(x, y, z) dx dy dz

=

∫
K̂

f(x(ξ), y(ξ), z(ξ)) |Jacf (ξ)| dξ

avec K et K̂ respectivement, un tétraèdre et un tétraèdre de référence. On notera par
x = (x, y, z) et ξ = (ξ, η, ζ) respectivement les variables dans les tétraèdres K et K̂.

7.4.1 Reconstruction d’une formule d’intégration d’ordre 2

On veut construire une formule d’intégration de la forme

(7.37)

∫
K̂

f(x(ξ), y(ξ), z(ξ)) |Jacf (ξ)| dξ =
N=10∑
i=1

ωif(x(ξi), y(ξi), z(ξi)) |Jacf (ξ)|

a. Valeurs des points d’intégration ξi dans K̂

Les points d’intégration ξi dans le tétraèdre de référence K̂ sont numérotés comme
suit :

ξ1 = (0, 0, 0), ξ2 = (
1

2
, 0, 0)

ξ3 = (1, 0, 0), ξ4 = (
1

2
,
1

2
, 0)

ξ5 = (0, 1, 0), ξ6 = (0,
1

2
, 0)

ξ7 = (0, 0,
1

2
), ξ8 = (

1

2
, 0,

1

2
)

ξ9 = (0,
1

2
,
1

2
), ξ10 = (0, 0, 1)
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Figure 7.5 – Points d’intégration

b. Calcul des poids ωi

Calcul de la base d’un polynôme de degré 2 sur le tétraèdre de référence T̂ T

On cherche une base {ϕi}i=1:10 d’un polynôme de degré 2 telle que

ϕi(ξi) = 1

ϕi(ξj) = 0 ∀ i 6= j

On rappelle que la base canonique polynomiale quadratique complète est de la forme

(7.38) 1 ξ η ζ ξ2 (ξη) η2 (ηζ) ζ2 (ξζ)

Ces fonctions seront notées Pk(ξ) pour k = 1 : 10.
Pour i = 1, · · · , 10, on construit les 10 systèmes linéaires suivants

10∑
k=1

cikPk(ξi) = 1

10∑
k=1

cikPk(ξj) = 0 ∀j 6= i

et donc

ϕi(ξi) =
10∑
k=1

cikPk(ξ)

Le polynôme d’interpolation de degré 2 d’une fonction g sur le tétraèdre de référence dans
la base {ϕi} s’écrit alors

P (ξ) =
10∑
k=1

g(ξk)ϕk(ξ)
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Ce qui donne ∫
T̂ T

P (ξ) dξ =
10∑
k=1

g(ξk)

∫
T̂ T

ϕk(ξ) dξ

=
10∑
k=1

ωK (ξk)

avec ωk =

∫
T̂ T

ϕk(ξ) dξ =
10∑
k=1

cki

∫
T̂ T

Pi(ξ) dξ

Pour calculer les différentes valeurs de Pi(ξ), i = 1 : 10 on utilise la formule suivante

(7.39)

∫
T̂ T

ξi ηj ζk dξdηdζ =
i! j! k!

(i+ j + k + 3)!

En utilisant la formule 7.39, on trouve les valeurs suivantes

ωi ≈ −0.0083 ∀ i ∈ {1, 3, 5, 10}
ωj ≈ 0.0333 ∀ j ∈ {2, 4, 6, 7, 8, 9}

7.4.2 Reconstruction d’une formule d’intégration d’ordre 3

a. Valeurs des points d’intégration ξi dans K̂

On considère un tétraèdre avec 20 points d’intégration. On numérote ces points de la
façon suivante

ξ1 = (0, 0, 0), ξ2 = (
1

3
, 0, 0), ξ3 = (

2

3
, 0, 0), ξ4 = (1, 0, 0)

ξ5 = (
2

3
,
1

3
, 0), ξ6 = (

1

3
,
2

3
, 0), ξ7 = (0, 1, 0), ξ8 = (0,

2

3
, 0)

ξ9 = (0,
1

3
, 0), ξ10 = (

1

3
,
1

3
, 0), ξ11 = (0, 0,

1

3
), ξ12 = (

1

3
, 0,

1

3
)

ξ13 = (
2

3
, 0,

1

3
), ξ14 = (

1

3
,
1

3
,
1

3
), ξ15 = (0,

2

3
,
1

3
), ξ16 = (0,

1

3
,
1

3
)

ξ17 = (0, 0,
2

3
), ξ18 = (

1

3
, 0,

2

3
), ξ19 = (0,

1

3
,
2

3
), ξ20 = (0, 0, 1)

b. Calcul des poids ωi

Calcul de la base d’un polynôme de degré 3 sur le tétraèdre de référence T̂ T

Soit {Pk(ξ)}k=1:20 la base canonique polynomiale cubique complète donnée par
(7.40)

1 ξ η ζ ξ2 (ξη) η2 (ηζ) ζ2 (ξζ) ξ3 (ξ2η) (ξη2) η3 (η2ζ) (ηζ2) ζ3 (ξ2ζ) (ξζ2) (ξηζ)



7.4. APPENDICE D : FORMULE D’INTÉGRATION DE TYPE NEWTON-CÔTES163

On suit les mêmes démarches que dans la première partie. On calcule les poids ωi, i = 1 : 20
avec Matlab et on trouve les valeurs suivantes

ωi ≈ 0.004167 ∀ i ∈ {1, 4, 7, 20}
ωi ≈ 0.0375 ∀ i ∈ {10, 12, 14, 16}
ωi = 0 ∀ i ∈ {2, 3, 5, 6, 8, 9, 11, 13, 15, 17, 18, 19}

Il est clair que ωi ≥ 0, ∀ i = 1 : 20. On obtient ainsi une formule à 8 points exacte pour
les polynômes de dégré ≤ 3. Pour plus de précisions voir [54], [24] .



164 CHAPITRE 7. APPENDICES

7.5 Appendice E : Équivalence des normes

Dans cette partie on va montrer l’existence d’une constante C0 indépendante de h telle
que ‖v0

h‖2
Xh
≤ C0‖v0

h‖2
1,Ωh

. On rappelle tout d’abord le théorème suivant.

Théorème 7.8. (Inégalité de Jensen [39]) Soient f : I → R une fonction convexe et
x1, · · · , xn ∈ I. Soient α1, · · · , αn des réels vérifiant αi ≥ 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n. Si de plus
n∑
i=1

αi = 1, alors

(7.41) f
( n∑
i=1

αixi
)
≤

n∑
i=1

αif(xi)

Revenons à notre démonstration et montrons qu’il existe C0 > 0 et indépendant de h
tel que ‖v0

h‖2
Xh
≤ C0‖v0

h‖2
1,Ωh

.
On a ‖v0

h‖2
Xh

= ‖v0
h‖2

0,Ωh
+ ‖ div(Khv

0
h)‖2

0,Ωh
+ ‖ rotv0

h‖2
0,Ωh

D’autre part,

‖ rotv0
h‖2

0,Ωh
=

∫
Ωh

(∣∣∣∣∂v0
h3

∂x2

− ∂v0
h2

∂x3

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v0
h1

∂x3

− ∂v0
h3

∂x1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂v0
h2

∂x1

− ∂v0
h1

∂x2

∣∣∣∣2)dx

≤ 2

∫
Ωh

3∑
i,j=1
i 6=j

∣∣∣∣∂v0
hj

∂xi

∣∣∣∣2dx

≤ 2

∫
Ωh

3∑
i,j=1

∣∣∣∣∂v0
hj

∂xi

∣∣∣∣2dx

= 2
∥∥∇v0

h

∥∥2

0,Ωh



7.5. APPENDICE E : ÉQUIVALENCE DES NORMES 165

D’une part,

‖ div(Khv
0
h)‖2

0,Ωh
=

∫
Ωh

∣∣∣∣ 3∑
i=1

3∑
j=1

∂

∂xi
(Khij

v0
hj

)

∣∣∣∣2dx

≤
∫

Ωh

∣∣∣∣( 3∑
i=1

3∑
j=1

∣∣∣∣ ∂∂xi (Khij
v0
hj

)

∣∣∣∣)2

dx

=

∫
Ωh

∣∣∣∣( 3∑
i=1

3∑
j=1

9

9

∣∣∣∣ ∂∂xi (Khij
v0
hj

)

∣∣∣∣)2

dx

= 81

∫
Ωh

∣∣∣∣( 3∑
i=1

3∑
j=1

1

9

∣∣∣∣ ∂∂xi (Khij
v0
hj

)

∣∣∣∣)2

dx

(7.41)

≤ 81

∫
Ωh

∣∣∣∣( 3∑
i=1

3∑
j=1

1

9

∣∣∣∣ ∂∂xi (Khijv
0
hj

)

∣∣∣∣2dx

= 9

∫
Ωh

∣∣∣∣( 3∑
i=1

3∑
j=1

∣∣∣∣∂Khij

∂xi
v0
hj

+Khij

∂v0
hj

∂xi

∣∣∣∣2dx

≤ 9

∫
Ωh

3∑
i=1

3∑
j=1

2

(∣∣∣∣∂Khij

∂xi
v0
h

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣Khij

∂v0
hj

∂xi

∣∣∣∣2)dx

≤ 18

∫
Ωh

3∑
i=1

3∑
j=1

sup
Ωh

(∣∣∂Khij

∂xi

∣∣2, |Khij
|2
) (
|v0
hj
|2 +

∣∣∂vhj
∂xi

∣∣2)dx
≤ 18 sup(K ′h6

, K+
h2

)

(∫
Ωh

3∑
i=1

3∑
j=1

|v0
hj
|2dx+

∫
Ωh

3∑
i=1

3∑
j=1

|
∂v0

hj

∂xi
|2dx

)
≤ 54 sup(K ′h6

, K+
h2

)‖v0
h‖2

1,Ωh

Finalement,

‖v0
h‖2

Xh
≤ ‖v0

h‖2
0,Ωh

+ 54 sup(K ′h6
, K+

h2
)‖v0

h‖2
1,Ωh

+ 2
∥∥∇v0

h

∥∥2

0,Ωh

≤ (3 + 54 sup(K ′h6
, K+

h2
))‖v0

h‖2
1,Ωh

D’où l’existence d’un C0 = (3 + 54 sup(K ′h6
, K+

h2
)) > 0 et indépendant de h telle que

(7.42) ‖v0
h‖2

Xh,Ωh
≤ C0‖v0

h‖2
1,Ωh
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7.6 Appendice F : Propriétés topologiques de domaines

réguliers et non simplement connexes

Définition 7.10. Soit Ω un domaine borné de R3. On dit que Ω est pseudo-lipschitzien si
pour tout point x sur le bord ∂Ω, il existe un entier r(x) égal à 1 ou 2 et un réel strictement
positif α0 tels que pour tout réel α avec 0 < α < α0, l’intersection de Ω avec la boule de
centre x et de rayon α, a r(x) composante(s) connexe(s) qui sont chacune lipschitzienne.

On suppose Ω ⊂ R3 un domaine lipschitzien tel qu’il existe Ñ ∈ N surfaces ouvertes
connexes Σj, 1 ≤ j ≤ Ñ inclus dans Ω vérifiant :
· Σi ∩ Σj = ∅ pour i 6= j et les coupures Σj ne sont pas tangentes à Γ.
· le bord des Σj est contenu dans Γ pour 1 ≤ j ≤ Ñ .

· si on définit Σ =
Ñ⋃
j=1

Σj et Ω̇ = Ω \ Σ, alors Ω̇ est pseudo-lipschitzien et simplement

connexe.

Enfin, on décompose Γ en
m⋃
j=1

Γj, où Γj sont les composantes connexes de Γ. Or le tore

vérifie bien ces propriétés avec Ñ = 1 et sa frontière est connexe donc m = 1.
On a alors le lemme suivant (démontré dans [3]).

Lemme 7.1. (potentiel vecteur tangentiel)
Si la frontière Γ est connexe, alors une fonction u dans H(div,Ω) satisfait

divu = 0 dans Ω(7.43)

si et seulement si il existe un potentiel vecteur A ∈X(Ω) tel que

u = rotA dans Ω et divA = 0 dans Ω,(7.44)

A · n = 0 sur Γ et 〈A · n, 1〉Σj = 0.(7.45)

La fonction A est unique et on a

||A||0 ≤ C||u||0.(7.46)

Remarque 7.2. Si Γ a plusieurs composantes (i.e m > 1) alors l’hypothèse (7.43) devient

divu = 0 dans Ω et 〈u · n, 1〉Γj = 0 0 ≤ j ≤ m.(7.47)

Enfin on a une décomposition de Helmholtz des champs de vecteurs L2(Ω) en partie
gradient et ”K-solénöıde”

Lemme 7.2. Soit u ∈ L2(Ω), alors il existe φ ∈ H1
0 (Ω) et uT ∈ L2(Ω) avec div(KuT ) = 0

tel que

u = gradφ+ uT(7.48)

vérifiant

||gradφ||0 ≤ C||u||0 et ||uT ||0 ≤ C||u||0.(7.49)
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Démonstration. On cherche (φ,uT ) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω) tel que

u = gradφ+ uT dans Ω,(7.50)

div(KuT ) = 0 dans Ω.(7.51)

En appliquant divK aux deux membres de l’équation (7.50), on cherche φ ∈ H1
0 (Ω)

tel que div(Ku) = ∆Kφ. Or u ∈ L2(Ω) ⇒ Ku ∈ L2(Ω) ⇒ div(Ku) ∈ H−1(Ω) car
la divergence est continue de L2(Ω) dans H−1(Ω). Et donc la proposition 2.6 montre
l’existence et l’unicité d’une telle fonction.
On pose alors uT = u− gradφ et on a

uT ∈ L2(Ω) et div(KuT ) = 0.

Remarque 7.3. i) Si u ∈ XN(K,Ω) alors gradφ ∈ XN(K,Ω) et par conséquent uT ∈
XN(K,Ω)
ii) Grâce à la remarque 2.3, on a aussi une décomposition des champs de vecteurs L2(Ω) en
partie KH-gradient et solénöıde : soit u ∈ L2(Ω), alors il existe φ ∈ H1

0 (Ω) et uT ∈ L2(Ω)
avec divuT = 0 tel que

u = KH gradφ+ uT(7.52)
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7.7 Appendice G : Théorie de régularité des problèmes

elliptiques

On rappelle ici quelques résultats principaux dans la théorie de la régularité des problèmes
elliptiques [37] : soit a une forme sesquilinéaire donnée par

a(φ, ψ) =
∑
i,j

∫
Ω

ai,j(x)
∂φ

∂xi
(x)

∂ψ

∂xi
(x)

L’opérateur A associé, appliquant H1
0 (Ω) dans H−1(Ω) si (ai,j) ∈ L∞(Ω), s’écrit

Aφ =
∑
i,j

∂

∂xi
(ai,j

∂φ

∂xi
).

Définition 7.11. On dit que l’opérateur A est (uniformément) fortement elliptique s’il
existe une constante c > 0 telle que

∀x ∈ Ω ∀r ∈ C3 Re
(
rHA(x)r

)
≥ c|r|2

avec A la matrice (ai,j).

Théorème 7.9. Soit Ω un ouvert borné et régulier. On suppose que l’opérateur A est
fortement elliptique avec les coefficients ai,j ∈ C1(Ω) et que f ∈ L2(Ω). Alors la solution
du problème

Aφ = f et φ ∈ H1
0 (Ω)

appartient à H2(Ω).
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7.8 Appendice H : Base de l’espace d’interpolation P2

La base canonique polynomiale quadratique complète est de la forme ;

(7.53) 1 ξ η ζ ξ2 (ξη) η2 (ηζ) ζ2 (ξζ)

Les points d’interpolation ξi = (ξi, ηi, ζi) dans le tétraèdre de référence K̂ sont numérotés
dans Gmsh comme suit :

ξ1 = (0, 0, 0), ξ2 = (1, 0, 0)

ξ3 = (0, 1, 0), ξ4 = (0, 0, 1)

ξ5 = (
1

2
, 0, 0), ξ6 = (

1

2
,
1

2
, 0)

ξ7 = (0,
1

2
, 0), ξ8 = (0, 0,

1

2
)

ξ9 = (0,
1

2
,
1

2
), ξ10 = (

1

2
, 0,

1

2
)
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Figure 7.6 – Points d’interpolation, notation GMSH

Soit λ = 1− ξ − η − ζ alors :
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# N̂ ∂N̂
∂ξ

∂N̂
∂η

∂N̂
∂ζ

1 −λ(1− 2λ) 1− 4λ 1− 4λ 1− 4λ
2 ξ(1− 2ξ) −1 + 4ξ 0 0
3 −η(1− 2η) 0 −1 + 4η 0
4 −ζ(1− 2ζ) 0 0 −1 + 4ζ
5 4ξλ 4(λ− ξ) −4ξ −4ξ
6 4ξη 4η 4ξ 0
7 4ηλ −4η 4(λ− η) −4η
8 4ζλ −4ζ −4ζ 4(λ− ζ)
9 4ηζ 0 4ζ 4η
10 4ξζ 4ζ 0 4ξ
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[6] F. Assous, P. Degond, and J. Segré. Full wave simulation of lower hibrid waves in
Maxwellian plasma based on finite element method. Physics of Plasma, 16, 2009.

[7] A. Back, R. Daadaa, S. Labrunie, P. Bertrand, and J.R. Roche. Numerical Full Wave
Simulation in a Tokamak Plasma. In The 20th International Symposium on High
Voltage Engineering, sept. 2017.

[8] A. Back, T. Hattori, S. Labrunie, J-R. Roche, and P. Bertrand. Electromagnetic
wave propagation and absorption in magnetised plasmas : variational formulations and
domain decomposition. ESAIM : Mathematical Modelling and Numerical Analysis,
49(5) :1239–1260, 2015.

[9] M. Benzi, G. H. Golub, and J. Liesen. Numerical solution of saddle point problems.
Acta Numerica, 14 :1–137, 2005.

[10] M. Benzi and G.H. Golub. A preconditioner for generalized saddle point problems.
SIAM Journal on Matrix Analysis and Applications, 26(1) :20–41, 2004.

[11] C Bernardi. Optimal finite-element interpolation on curved domains. SIAM Journal
on Numerical Analysis, 26(5) :1212–1240, 1989.

[12] C Bernardi and V Girault. A local regularization operator for triangular and qua-
drilateral finite elements. SIAM Journal on Numerical Analysis, 35(5) :1893–1916,
1998.

171



172 BIBLIOGRAPHIE

[13] M.Sh. Birman and M.Z. Solomyak. Maxwell operator in regions with nonsmooth
boundaries. Siberian Mathematical Journal, 28(1) :12–24, 1987.

[14] J. Bizarro, Y. Peysson, P.T. Bonoli, J. Carrasco, T. Dudok de Wit, V. Fuchs, G.T.
Hoang, X. Lituadon, D. Moreau, Ch. Pocheau, and Schkarofsky I.P. On self consistent
ray tracing and Fokker Planck modeling of the hard x ray emission during lower hybrid
current drive in tokamaks. Physics of Plasma, 5, 1993.

[15] A. Buffa and Jr. P. Ciarlet. On traces for functional spaces related to Maxwell’s equa-
tions Part i : An integration by parts formula in Lipschitz polyhedra. Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 24(1) :9–30, 2001.

[16] A. Buffa and Jr. P. Ciarlet. On traces for functional spaces related to Maxwell’s
equations Part ii : Hodge decompositions on the boundary of Lipschitz polyhedra and
applications. Mathematical Methods in the Applied Sciences, 24(1) :31–48, 2001.

[17] F. F. Chen. Introduction to plasma physics and controlled fusion, volume 1. Springer,
1984.

[18] P. Ciarlet Jr. Augmented formulations for solving Maxwell equations. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 194(2-5) :559–586, 2005.

[19] P. Ciarlet Jr and V. Girault. Condition inf-sup pour l’élément fini de Taylor–Hood P2-
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[52] E. Sebelin. Développement des méthodes numériques pour la résolution de la propa-
gation et de l’absorption de l’onde hybride dans les tokamaks. PhD thesis, Besançon,
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Résume

L’objet de ce mémoire de thèse est d’étudier une méthode de simulation numérique d’un
modèle dit � Full wave � de la propagation dans un tokamak d’une onde électromagnétique
injectée par un ensemble d’antennes installées sur le bord de l’enceinte de confinement. Une
méthode de simulation par éléments finis de Lagrange est déployée.

Dans le premier chapitre est introduit le modèle physique considéré pour décrire la pro-
pagation d’une onde électrostatique d’une fréquence proche de la résonance hybride dans
un plasma dit froid et confiné par un champ magnétique à l’intérieur d’un tokamak. La
propagation des ondes électromagnétiques est modélisée par les équations de Maxwell. Une
approximation de la solution harmonique en temps est consideérée. Dans le chapitre deux
sont rappelées les formulations varationnelles mixtes et mixtes augmentées déjà étudiées
précédemment. Ces formulations nous permettent de chercher des solutions dans (H1(Ω))3

et donc une approximation en éléments finis conformes dans cet espace. Le chapitre trois
est dédié à la présentation de la discrétisation des équations du modèle en trois dimen-
sions d’espace. Dans le chapitre quatre il est démontré le caractère bien posé du système
d’équations discret lorsqu’on considère une approximation de type Taylor-Hood P2 − P1.
Un résultat d’existence et unicité de la solution dans le cas d’un � tore � polyédrique est
présenté. Le chapitre 5 est dédié aux simulations numériques. En premier on explicite les
termes du tenseur diélectrique K ainsi que ses dérivées, qui sont nécessaires au montage
de la matrice de raideur du système. Les premières simulations concernent le cas où la
densité des électrons et des ions est constante. On présente ensuite des résultats dans le
cas où les densités ont un profil parabolique. Le cas où le vecteur d’onde est une fonction
de la distance au centre du tokamak est également considéré.

Mots-Clés : Maxwell, Full-wave, électromagnétisme, formulation mixte, formulation aug-
mentée, élémets finis, Taylor-Hood, condition inf.-sup.
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Abstract

The object of this thesis is to study a numerical simulation method of a so-called � Full
wave � model of the propagation in a tokamak of an electromagnetic wave injected by a
set of antennas installed in the boundary of the containment chamber. A Lagrange finite
element approximation method is deployed.

In the first chapter, we introduced the physical model considered to describe the pro-
pagation of an electrostatic wave of a frequency close to hybrid resonance in a so-called
cold plasma, plasma confined by a magnetic field inside a tokamak. The propagation of
electromagnetic waves is modeled by Maxwell’s equations. This work contemplates an ap-
proximation of the time-harmonic solution. In the second chapter, we recall the mixed
and mixed variational formulations already studied in the past. These formulations allow
us to find solutions in (H1(Ω))3 and therefore a conformal finite element approximation
in this space. Chapter three is dedicated to the presentation of the discretization of the
model’s equations in three dimensions of space. In chapter four it is demonstrated the
well-posed character of the discrete system of equations when one considers a Taylor-Hood
type approximation P2−P1. In this section we proved a result about the existence and the
uniqueness of the solution in the case of a polyhedral � torus �. Chapter 5 is dedicated to
numerical simulations. First are introduced the terms of the dielectric tensor K and its de-
rivatives, needed to mount the stiffness matrix of the system. The first simulations concern
the case where the density of electrons and ions is constant. Then results are presented in
the case where densities have a parabolic profile. It is also considered the case where the
wave vector is a function of the distance at the center of the tokamak.

Keywords : Maxwell, Full-wave, electromagnetic waves, mixed formulation, augmented
formulation, finite elements, Taylor-Hood, Inf.-sup. condition
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