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Introduction



L’objet de ce mémoire de these est d’étudier une méthode de simulation numérique d’un
modele dit < Full wave > de la propagation dans un tokamak d’une onde électromagnétique
injectée par un ensemble d’antennes installées sur le bord de ’enceinte de confinement. On
étudiera une méthode d’approximation par éléments finis de Lagrange introduite dans [5],
adaptée a notre contexte.

Dans le premier chapitre on introduit le modele physique considéré pour décrire la
propagation d’une onde (électrostatique) d’une fréquence proche de la résonance hybride
dans un plasma dit froid et confiné par un champ magnétique a l'intérieur d’'un tokamak.

Ce modele a un historique qui remonte aux années 1980 par les travaux des chercheurs
nord-américains sur le tokamak Alcator C-Mod du MIT, voir [58], [60], [6], [53] ainsi que
leurs références. En Europe, en parallele, des études comparables ont été menées autour
du tokamak du programme Jet. Ces travaux sont a la base du modele présenté dans ce
mémoire, voir [14], [47], [45] et [46] ainsi que les theses [52] et [30].

Dans ce mémoire, comme en général dans les travaux précédents, on remplace la
géométrie du tokamak par celle du tore. La propagation des ondes électromagnétiques
est modélisée par les équations de Maxwell. Dans ce travail on considére une approxima-
tion de la solution harmonique en temps. On obtient le systeme d’équations aux dérivées
partielles qui caractérisent les modeles appellés Full-wave décrits dans le chapitre dédié a
la modélisation et qui fera l'objet d’analyse et de simulation :

2
rotrot £ — w—QKE =0 dans(),
c

1)
) div(KFE) =0 dans(,
)
)

(0.
(0.
(0. Exn=0 surlg,
(0.

rot B xn =wjppj, surl'y

avec gopipc® = 1 ot ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide, j, est un courant superficiel
qui parcourt 'antenne I'4 et K est le tenseur dielectrique.

Dans ce chapitre on rappelle comment on obtient I’expression du tenseur dielectrique K
ainsi que les propriétés spectrales qui sont déterminantes pour établir I’existence et I'unicité
de la solution. Ce tenseur n’est pas Hermitien et donc les démonstrations classiques de la
stabilité de la méthode des éléments finis ne sont plus valables.

Dans le chapitre deux on rappelle les formulations varationnelles mixtes et mixtes
augmentées déja étudiées dans Sebelin [52], Hattori [36] et [8]. Ces formulations nous
permettent de chercher des solutions dans (H'(Q2))? et donc une approximation par des
éléments finis de Lagrange dans cet espace. Pour démontrer que ces formulations sont bien
posées on utilise le théoreme de Babuska-Brezzi [30], mais & cause des caractéristiques
du tenseur K un résultat ad-hoc est nécessaire pour obtenir la coercivité de la forme
sesquilinéaire. Ce résultat est di & Sebelin et al. [52].

Le chapitre trois est dédié a la présentation de la discrétisation des équations du modele
en trois dimensions d’espace. Pour 'approximation de la solution, le champ électrique E,
on considere des éléments finis Py ; pour les multiplicateurs on considere une approximation
Py, c’est a dire une approximation de Taylor Hood P, — PP;. Dans les travaux précédents



les auteurs on considéré des approximations monodimensionnelles [52] ou des approxima-
tions dites < 2d% >, ¢’est a dire on développe la solution en série de Fourier dans 'angle
toroidal. Ainsi Meneghini [53], Hattori [36] et [7], obtiennent un probléme bidimensionnel
sur une section poloidale du tore. Par ailleurs, dans le travail de Meneghini, la contrainte
div(KE) = 0 n’est pas imposée. Cette équation est vérifiée dans le cas théorique par la
solution de I’équation (0.1)), mais elle n’est pas vérifiée a priori par une approximation
numérique par des éléments finis IPy. Il faut 'imposer a travers une contrainte, c¢’est qui est
fait dans ce mémoire de these.

Dans ce chapitre on montre comment est construit le systeme linéaire du type points
selle, le modele discret, et comment on introduit les conditions au bord. Les caractéristiques
du tenseur K impliquent que la matrice de raideur est non-Hermitienne et creuse, on pourra
alors résoudre le systeme d’équations linéaires par une méthode directe de type LU [35] ou
une méthode itérative GMRS [50].

Dans le chapitre quatre il est démontré le caractere bien posé du systeme d’équations
discret quand on considere une approximation de type Taylor-Hood Py — IP;. La difficulté
majeure a été d’établir la condition inf-sup du théoreme de Babuska-Brezzi a cause des
caractéristiques du tenseur K. Il est donné un résultat d’existence et unicité de la solution
dans le cas d'un < tore > polyédrique.

Apres avoir défini la normale discrete on introduit une approximation P; du tenseur
K, noté K,. Il est démontré que pour h petit, le pas de discrétisation, K, vérifie les
mémes propriétés spectrales que K. Ainsi on montre la coercivité de la forme sesquilinéaire
< discrete >.

Le point le plus technique est la démonstration de la condition inf-sup. La démonstration
suit le canevas présenté dans [19]. On considere les espaces d’approximation :

Y, =Y}
Qn={aqn €C°(W); Qe €EP1 VTT CTip}
o1 Yy = {w, € CO(Q); (Vnjpr)i €Poy 1=1:3et VIT C Tip}
On définit les espaces des fonctions :

X, ={vp €Y} :vp(a) X ny(a) = 0 pour tout point d’interpolation a deT',},
X(]’h = {’Uh - Yh v, = 0 sur Fh} C (H&)3<Qh),
Qon = {an € Qn : / qn A€, = 0}.
Qp,

avec les normes :

1

o l1x, = ( L on 20, + | div(E,vn) [Ba, + [l rotvs |2, )

l'an llen =1l an llogn -

(0.5) lalg,, = D> PrrliValsrr

TTE 1 ,n



Tout d’abord on démontrera a 'aide du lemme du Fortin, [33] ,une condition inf-sup sur
espace X X Qo muni des normes || - |10, - [, Ensuite on établit une condition
inf-sup intermédiaire sur 'espace (H (), || -|l1.0) X (L2(22), ]| [lo.c)- On obtient ensuite une
troisieme condition inf-sup sur espace (Xop, || ||1.0,) X (Qons || [Jo.q, ). Ces trois conditions
nous permettront d’établir celle sur I'espace X, X Qo muni des normes (||| x,,, || - [0, )-
Et enfin a l'aide de la technique de démonstration proposée en [19], on en conclut la
condition inf-sup finale sur l'espace X, x @), muni des normes (|| - ||x,, || - llo.,)-

Une borne a priori de l'erreur est déduite automatiquement, voir [30] , [57] et [36].

Le chapitre 5 est dédié aux simulations numériques. On commence par expliciter les
termes du tenseur K ainsi que ses dérivées nécessaires au montage de la matrice de raideur
du systeme. Les premieres simulations concernent le cas avec une densité des électrons et
des ions constante et égale a la valeur au centre de la section poloidale. Ensuite on considere
le cas ol les densités ont un profil parabolique, la valeur au bord du tokamak est 10~* fois
la valeur au centre du tokamak. On fait aussi une simulation dans le cas ou le vecteur
d’onde est une fonction de la distance au centre du tokamak.

On présente des résultats pour divers valeurs de By, la norme du champ magnétique
extérieur, et pour diverses valeurs de la pulsation de 'onde incidente. Dans tous les cas
considérés la longueur d’onde est compatible avec le principe de cing points de maillage
par longueur d’onde.

Le chapitre se termine par une table montrant 1’évolution de la puissance absorbée
par le plasma par effet Joule en fonction de By, le champ magnétique extérieur, et w, la
pulsation de 1’onde injectée.

Le dernier chapitre de ce mémoire concerne une série d’appendices rappellant des
résultats nécessaires a la compréhension du texte. Par exemple le changement de base
entre le systeme cartésien et le systeme de Stix, dans lequel le tenseur K est défini.






1 Modélisation

1.1 Fusion nucléaire

La matiere est constituée des atomes, particules formées d’'un noyau autour duquel
gravite un ensemble d’électrons. Le noyau est constitué des protons et neutrons, le nombre
d’électrons est le méme que celui de protons. Les forces qui assurent la cohésion du noyau
c’est a dire I'énergie nécessaire a la liaison varient d’'un atome a 'autre et la perturbation
de la configuration des électrons et de protons peut produire la libération d’importantes
quantités d’énergie appelée énergie nucléaire. Dans une réaction de fusion, on réalise la
synthese a partir de deux noyaux légers un noyau plus lourd avec libération simultanée
d’énergie. Par exemple la fusion d’'un noyau de deutérium composé d'un proton et un
neutron avec un noyau de tritium composé d’un proton et deux neutrons. On obtient un
noyau d’hélium et un neutron. La quantité d’énergie obtenue par gramme de mélange de

+
+
"\ 0+~
’ B - / Hélium

; :
( .
o \\

+ Neutron Energ ie

e

FIGURE 1.1 — Fusion nucléaire

deutérium et de tritium est équivalente a celle libérée par la combustion de plus de 10000
litres d’essence. Ainsi un réacteur a fusion est donc essentiellement un bruleur nucléaire a
Iintérieur duquel se trouve un mélange de deutérium et de tritium sous forme de plasma.
Pour pouvoir fusionner deux noyaux, il faut les lancer I'un contre l'autre, ceci nécessite
une énergie telle qu’ils puissent contre carre les forces de répulsion. La traduction de cette
énergie en termes de température correspond a des valeurs de 'ordre de plusieurs dizaines
de millions de dégrées Celsius, dans le cas de ITER (International Thermonuclear Experi-
mental Reactor)! la température est estimée & 150 millions des degrés Celsius.

1. Pour plus d’informations www.iter.gouv.fr



1.1. FUSION NUCLEAIRE 7

A ces stades, les physiciens ont remarqué deux problemes techniques parmi des milliers. A
des températures tres élevées les particules se déplacent a une tres grande vitesse (quelques
milliers de km/s) et si aucune précaution n’est prise, elles s’enfuiront tres rapidement sans
rencontrer une autre particule pour fusionner et produire de I’énergie, il est donc nécessaire
de confiner 'ensemble du plasma. Un confinement matériel est impossible, aucune paroi
construite dans des restructures classiques pourrait résister aux températures considerées.
La solution adoptée dans le projet ITER et en général dans les recherches menées en Eu-
rope, et autour du projet ITER | est le confinement magnétique. Le confinement magnétique
est obtenu a ’aide d’un champ magnétique. Aux températures considerées, les atomes du
plasma sont ionisés et subissent un effet d’enroulement quand on les fait se mouvoir dans un
champ magnétique. Si ’on renferme ce champ magnétique sur lui-méme, par exemple dans
un tore, les particules se trouvent prisonnieres, c’est a dire confinées. Plusieurs configura-
tions ont été étudiées mais celle adoptée dans le projet ITER et étudiée dans cette these est
une configuration toroidale, nommeée tokamak. Inventée au début des années 1950 par les
physiciens soviétiques Igor Tamm et Andrei Sakharov sur une idée originale du physicien
Oleg Lavrentiev, le terme tokamak veut dire en francais, chambre toroidale avec bobines
magnétiques. Le premier tokamak, dénommé T1, a été construit a l'institut Kurchatov a
Moscou? . Dans le cas du tokamak on impose un champ magnétique extérieur dans lequel

FIGURE 1.2 — Tokamak du projet ITER

les lignes de force sont légerement torsadées. Tout ceci est obtenu par la superposition d’un
champ magnétique toroidal B, engendré par des bobines extérieures et un champ poloidal

By induit par un courant circulant toroidalemet dans le plasma.

Les particules chargées décrivent alors une trajectoire en hélice autour d’'un champ magnétique,
ainsi on compense la pression du plasma qui cherche a sortir de ’enceinte par la pression

2. https ://fr.wikipedia.org/wiki/Tokamak



8 CHAPITRE 1. MODELISATION

FIGURE 1.3 — Champs magnétique toroidal et poloidal

magnétique. Cette situation n’est en fait pas toujours stable, certains phénomenes para-
sites permettent aux particules de sortir du piege au bout d'un certain temps appelé le
temps de confinement des particules. Si le milieu est suffisamment dense, les collisions sont
fréquentes mais le temps de confinement est court. Si le milieu est peu dense les collisions
sont rares et les particules ont tendance a rester confinées longtemps. Dans ce cadre on

Bobine poloidale toroidale

courant plasma plasma ligne de champ

FIGURE 1.4 — Trajectoire des particules

apporte de I'énergie pour obtenir le confinement et la température du plasma.

1.1.1 Génération de courant et chauffage

Pour que la machine soit viable il faut que 1’énergie produite par les réactions de fusion
compense ’énergie utilisée pour faire fonctionner le réacteur. Cet aspect a été étudié et un
critere, dit de Lawson [41] donne la valeurs (température des ions par rapport a la densité
et le temps de confinement) qu’il faut atteindre pour obtenir un bilan positif d’énergie. Le
critere de Lawson est établi quand la puissance créée par la réaction de fusion deutérium-
tritium compense la puissance perdue dans le processus. Pour un tokamak de type ITER
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nt(x10% m=.s)
100

0.01F

100

0.1 1 10
Temperature (in keV)

FIGURE 1.5 — Diagramme de Lawson

le critere de Lawson impose que [I]
(1.1) n.TT > 510" KeV.s.m >

Avec n, la densité des électrons du plasma, T' la température du plasma et 7 le temps du
confinement. Dans un tokamak les densités du plasma sont de l'ordre de 10%° par meétre
cube et le temps de confinement dans les expériences réalisées jusqu’a présent ne dépasse
pas la seconde.

Donc pour vérifier le critere de Lawson il faut porter le plasma a une tres haute température,
environs 10keV c’est a dire environs 120 millions de dégrés Celsius. Ainsi les méthodes du
chauffage apporté de I'extérieur du plasma confiné dans le tokamak constituent un point
crucial pour arriver a rendre opérationnel les réacteurs de fusion nucléaire. En premier
lieu le courant nécessaire au confinement du plasma permet un chauffage par effet Joule,
mais il est insuffisant, environs 2 keV. Il devient donc nécessaire d’ajouter un chauffage dit
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non inductif. Plusieurs méthodes ont été expérimentées pour augmenter la température du
plasma, fondamentalement il existe deux types :
L’injection des particules neutres, qui consiste a introduire dans le plasma des particules

Transmission Line

Radio Frequency
(RF) Heating

Ohmic Heating

- AnlEanna

Neutral Beam

Injection
Heating

FIGURE 1.6 — Types de chauffage

électriquement neutres mais tres énergétiques par le moyen de collisions qui transferent
une partie de leur énergie aux particules du plasma.

Le deuxieme type est le chauffage par onde radio fréquence. Il s’agit d’injecter dans le
plasma une onde électromagnétique avec des caractéristiques bien déterminées pour obtenir
une absorption d’énergie dans le milieu. La principale caractéristique est que ’onde injectée
doit avoir une fréquence de résonance avec les particules constituant le plasma, c¢’est a dire
vibrer a la méme fréquence. Le chauffage cyclotronique ionique a la maniere d’un four a
micro-ondes utilise une onde a haute fréquence, proche de celle de la fréquence de giration
des ions, c’est a dire de 'ordre de quelques dizaines de Mégahertz (MHz). Cette absorption
n’est pas possible dans un plasma a une composante unique (effet de blindage), il est
alors ajouté un pourcentage d’ions d’hydrogene de masse inférieure a celle du deutérium.
L’onde est alors fortement absorbée par les ions d’hydrogene qui transmettront leur énergie
ensuite aux électrons par collisions, qui chaufferont a leur tour les ions de deutérium. Le
chauffage cyclotronique électronique chauffe les électrons du plasma au moyen d’un faisceau
de rayonnement électromagnétique de haute intensité et d’une fréquence 170 GHz, qui
est la fréquence de résonance des électrons. Ces électrons rentrent alors en collision avec
les ions et leur transferent I'énergie absorbée. La longueur d’onde correspondante est de
quelques millimetres. Dans le cas du chauffage cyclotronique dit a la fréquence hybride
basse on est dans l'ordre du Gigahertz, c’est a dire des ondes d'une longueur proche du
centimetre qui est tres faible par rapport aux dimensions du domaine occupé par le plasma
confiné. Ce type d’onde est tres efficace pour accélérer les électrons par absorption Landau
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Antennes pour le
chauftage hybride
(Tare Surpa)

sntenne pour le chauffage
cyclotranique ionigue
(Tare Surpa)

FIGURE 1.7 — Antennes

Transmission (guide d'onde)

Antenne |]

N

Emetteur :

FIGURE 1.8 — Générateur

dans la direction toroidale. En raison de cette capacité d’absorption directe et intense
des électrons, l'efficacité de génération de courant de I'onde hybride compte parmi les
meilleures. En conséquence le chauffage a la fréquence hybride basse est tres utilisé dans
les machines actuelles comme une méthode efficace pour la génération de courant non-
inductif. Ce type de chauffage par des ondes électromagnétiques nécessite un générateur,
des lignes de transmission et une antenne. Le générateur produit des ondes a la fréquence
désirée, qui sont transportées par une ligne de transmission, le guide d’ondes, jusqu’a une
antenne située dans une paroi du tokamak, c’est a dire I’enceinte de confinement, cette
antenne envoie les ondes dans le plasma.

Dans cette these on se propose de développer une méthode numérique de simulation de
la propagation dans le plasma d’un tokamak d’une onde de fréquence hybride basse.

1.2 Modele

L’objectif de cette section est de présenter le modele dit Full Wave qui décrit la pro-
pagation dans un plasma froid magnétisé des ondes électromagnétiques dans la gamme
de fréquences de l'ordre de la fréquence hybride base. Ces ondes se propagent a un cer-
tain angle du champ magnétique statique assurant le confinement du plasma, ce champ
magnétique dit extérieur est noté By. La fréquence cyclotronique électronique, ou pulsa-
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|ge|

e

tion gyromagnétique notée we., est donnée par w. = By, la fréquence cyclotronique

. , , di :

ionique notée w,;, est donnée par w.,;, = — By ou, m, et m; sont respectivement la masse
my

de I'électron et de l'ion considérés, g, et g; sont respectivement la charge d'un électron et

la charge d'un ion considérés. By est la norme du champ magnétique statique B.

La pulsation gyromagnétique ou encore la fréquence cyclotronique de 'onde hybride
basse est de I'ordre de la moyenne géométrique de w,; et we., c’est a dire, wfh ~ Weilee. Par
ailleurs la pulsation des ondes hybrides basses wy, est nettement supérieure a la fréquence
cyclotronique ionique w,; et bien inférieure a la fréquence cyclotronique électronique we.,

c’est a dire, plus grande qu’'un facteur de I'ordre de %,
me
(1.2) Wei () < wip, K Wee(T)

On fait dépendre ici w,; et w.. de la position & car ces quantités dépendent de Bg, qui en
réalité dépend aussi de la position, a moins que I'on choisisse constante, ce qui est supposé
dans certaines simulations. Une application numérique simplifiée donnera une idée de la
gamme de fréquences qui nous intéresse et les longueurs d’onde considérées. On se donne
les quantités suivantes qui sont importante pour I'approximation numérique :

(1.3) g = 1,6 x 107"C(= Coulomb)
m; =1,6726 % 102"kg
g = —1,6%107°C
m. = 0.91094 * 10~3%kg
By =3,2 Tesla

donc on a :

(1.4) Wee = 5.6206 * 10" rad s
Wei = 3.0611 % 10%rad s~ L.

Ainsi wy, ~ 1.3117 * 10%rad s~. La longueur d’onde associée est de 'ordre de 14cm.
Plus généralement on considére des fréquences entre 0.5 et 5 GHz, les longueurs d’ondes
correspondantes sont comprises entre 6 ¢cm et 6dm. L’onde incidente w pourra alors étre
de l'ordre de 0.1wy, a wy. Les hypotheses faites sur la gamme des fréquences qui nous
intéressent impliquent qu’on pourra négliger ’amortissement cyclotronique sur les ions,
par contre l'inégalité w < w,. signifie que les électrons sont fortement magnétisés, d’ou
le seul effet thermique important en dehors de la zone de résonance hybride basse est
I’amortissement Landau di au mouvement libre des électrons le long des lignes de champ
magnétique, [52]. Les auteurs déja signalés avancent qu’on peut alors supposer travailler
dans le cadre d’une approximation dite des plasmas froid pour décrire le couplage et la
propagation d’une onde au bord de I'antenne a la région d’absorption dans le plasma.
L’approximation dite plasma froid suppose que les particules du milieu sont immobiles en
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I’absence d'une perturbation et que sur I'action d'un champ électromagnétique elles oscil-
lent autour de leur position d’équilibre fixe dans ’espace. Cela revient a négliger ’agitation
thermique de ces particules devant leur mouvement d’oscillation.

1.2.1 The full wave system

Le plasma confiné dans un tokamak est décrit comme un ensemble de particules chargées
d’électrons et plusieurs especes d’ions que créent les champs électromagnétiques qui s’ad-
ditionnent au champ dit extérieur de confinement, et champs crées par les ondes injectées
qui affectent le mouvement des particules, on veut connaitre la portée de ce phénomene.
La propagation des ondes électromagnétiques dans un plasma confiné est décrite par les
équations de Maxwell [4] :

(1.5) divD = p (loi de Gauss électrique),
(1.6) divB = 0 (loi de Gauss magnétique),
(1.7) rot€ = —%—Z: (loi de Faraday),

D
(1.8) rotH = J+ 88_75 (loi d’Ampere)

ou & est le champ électrique, H est le champ magnétique, D est le champ d’induction
électrique et B est le champ d’induction magnétique, ces champs vectoriels sont a valeurs
dans R, x C3. Par ailleurs J est la densité de courant total et o la densité de charge
électrique. J est une fonction vectorielle & valeurs dans R, x C? et o est une fonction
scalaire a valeurs dans R, x R. Ces quantités vérifient une équation de conservation de la
charge :

do | .. .
(1.9) 5 Tdivd =0.

Pour déterminer J et p il faudra coupler le systeme des équations de Maxwell, au moins de
facon implicite avec les équations décrivant le mouvement des particules. Mais avant tout,
les équations de Maxwell ne permettent pas de déterminer les champs électromagnétiques
completement, le systeme doit étre ferme a ’aide de ce qui est appellé des lois de com-

portement. Si on suppose que le milieu est homogene, les lois de comportement peuvent
s’écrire de la fagon suivante :

(1.10) B = uH
(1.11) D = €&

ol €y et py sont respectivement la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique
du vide. Une substitution élémentaire dans les équations (1.5)) nous donne les équations
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décrivant la propagation des ondes dans un plasma anisotrope vérifiée par B et £ :

oB
(1.12) rot€ = T
1 0E
1.1 t = =
(1.13) rot B pod + 2o
(1.14) div(eo€) = o,
(1.15) divB = 0,

Pour résoudre ce systeme on écrit formellement que les champs £ et B sont ’addition
d’une partie statique, a 1’équilibre sans la présence de I'onde injectée, plus une tres petite
perturbation due a ’onde apportée par ’antenne, c’est a dire :

(1.16) E = Ey+¢€
(1.17) B = B0+GB
avec € < 1.

Par la suite on suppose que dans I’absence de ’'onde émisse par ’antenne on est a I’équilibre
stationnaire du plasma, donc on suppose que Ey = 0.

Maintenant on va chercher les solutions du systeme avec un comportement périodique
en temps ou encore en régime harmonique, c’est a dire, une dépendance temporelle de la

forme e™*!, avec w > 0 la pulsation de 'onde. Ainsi :

1.18) E(x,t) = RelE(x)e ™"
1.19) B(xz,t) = Re[B(x)e ™"

et

(1.20) E(x,t) = eRe[E(x)e ™
(1.21) B(z,t) = B+ cRe[B(z)e ™|

avec Re[r] la partie réelle du nombre complexe r. Si on suppose que les parties statiques
de J et p sont aussi nulles on a :

(1.22) J(x,t) = To(x) + e T = eRelJ (z)e ]
(1.23) o(z,t) = oo(x) + € o(x,t) = e Re[o(x)e™™"]

Par ailleurs le champ magnétique extérieur est statique et vérifie que divBg = 0 et rot By =
0. Si on introduit ces approximations dans 1’équation (|1.12)) on trouve que les champs E
et B sont solutions du systeme d’équations suivant :

(1.24) rot E = wB,
(1.25) polrot B +wegE = J.
(1.26) div(coE) = p,
( ) divB = 0,
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Par substitution on peut éliminer la variable B des équations précédentes et on obtient
alors ’équation :

2
rot rot £ — w—QE = wued dans €,
c

(1.28)

avec gopc® = 1 oll ¢ est la vitesse de la lumiere dans le vide. Les hypotheses faites sur le
comportement du milieu nous permettent d’appliquer la loi d’Ohm :

(1.29) J=cE.

ol o est le tenseur de conductivité. Encore par substitution on obtient I’équation ca-
ractérisant le modele ”full wave ” :

2

(1.30) rot rot £ — w—Q(l + Lg)E =0 dans Q.
C Eow

ou I est la matrice identité. Ou encore

2

(1.31) rot rot £ — w—QKE =0 dans .
c
ou K est le tenseur diélectrique défini par :
(1.32) K-I+—"0c
EoW

il est appelé aussi réponse du plasma. Comme son nom l'indique, il caractérise le milieu et
détermine les possibilités de propagation des ondes. Dans la section suivante on déterminera
le tenseur diélectrique K.

1.2.2 Expression du tenseur diélectrique K

Les champs &€ et B solutions des équations de Maxwell sont déterminés par le champ
de vecteur densité de courant J . Le champ J peut étre décomposé en deux parties, I'une
qui sera obtenue a partir d’'un modele fluide décrivant le mouvement des particules du
plasma qu’on notera J ..ss €t une deuxieme partie qui est un terme stabilisateur du a
I’amortissement Landau qu’on notera J,.;. Pour déterminer la partie de la densité de
courant J ..ss on considere un plasma composé d’électrons et d’ions en présence d'un
champ magnétique extérieur B et un champ électrique £. On notera les quantités associées
a chacune des especes avec un sous-indice &, par exemple la charge et la masse d'une
particule d’'indice £ sera note gc et mg respectivement. Si on note wug(t, ) la vitesse du
fluide d’indice &, a partir des équations de Vlasov [17] on obtient ’équation de conservation
de la quantité de mouvement :

9, 1
(1.33) Mg o U + me(e - V)ue — qe(€ + ue x B) + mevoue — n_gng =0
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avec v, la fréquence de collision électron-ions et p, la pression associée a I'espece d’indice
&. En fait approximation ”plasma froid” permet de négliger les termes de pression, ce qui
revient a dire que la vitesse de phase des ondes considérées note v, doit étre infiniment
plus petite que la vitesse thermique des especes, notée vy, donc on suppose que vy <K V.
On a supposé le plasma en équilibre avant I'arrivée de I'onde électromagnétique qui agit
comme une petite perturbation locale, ainsi :

(1.34) ug(x,t) = uge(x) + euy e, )

avec ug¢(x) = 0 si on suppose que les particules sont immobiles avant I'arrivée de 'onde.
Maintenant on introduit les développements ((1.16]), (1.17)) et (1.34) dans I'équation ([1.33])
on obtient a 'ordre 0 en € que Ey(x) = 0 et a 'ordre 1 que :

(1.35) —’Ung — qg(S + ’u,Lg X Bo) + mgl/c’u,l’g =0

Moy

Par ailleurs la densité de la charge p est donnée par p = gn et la densité du courant par
J , ainsi :

(1.36) p= Z pe = qu ne(x, t)
(1.37) J = ng quns (@, t)ug(, 1)

3
s

on obtient :

En multipliant (|1.35]) par

(1.38) «75+ (~75V~7£)——(P£5+J5><Bo)+’/c«7£_0

Si maintenant on réécrit (|1.22)) :
(1.39) Te=ToeteTue
on obtient au premier ordre en € :

0
(140) —._7175 — £<,0§£ -+ 3175 X Bo) =+ Vch,é =0
(‘315 mg

Ensuite on introduit le développement ((1.22), c’est a dire on suppose que :

(141) ‘7175 = Re[Jg(:c)e_“"t]
(1.42) pre(@, ) = Relpe(@) e

et (1.20) on obtient :

(1.43) —Zng—%(ng—l—Jg x Bo) + veJe =0
3
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Maintenant on introduit la fréquence du plasma wy¢ et la fréquence cyclotronique w.¢ de
chaque espece € :

2
0,69 3
1.44 = t wee =—0B
(1.44) Wy come 0 wee = Do
on obtient :
(1.45) v (w+1ve)Je + ggw) B 4 sign(ge)weeJe X b =0,

B
avec b= =2 (ici By = || Bol|).
By

On se place alors dans le repére de Stix introduit dans [55]. A chaque point @ on
considere le repere orthonormal donné par (e;(x), ea(x), es(x)) ou esz(x) = b(x), c’est a
dire, parallele au champ magnétique extérieur By. On note alors

V| = v1€] + v9ey et ’UH = VUszes.

Dans ce référentiel, les vecteurs v peuvent étre exprimés a l'aide de leurs composantes
paralleles et perpendiculaire a By :

vy = v COSQ
vy = vy sing
(1.46) Vg = UH

avec v = |v)| = \/v] + v3 et ¢ représente 'azimut par rapport a l'axe z; > 0.

u3

u2

ul

FIGURE 1.9 — Systeme de Stix

Pour calculer J¢ on va calculer J¢ | et J¢ .
En faisant le produit vectoriel & droite de I’équation ([1.45)) avec b on obtient :

(1.47) 1 (wH+rv.)Je x b+ 50w§7£E X b+ sign(ge)wee(Je x b) x b= 0,
mais J; = b x (J xb) = —((J x b) x b) on obtient :

(1.48) t(wFrve)de X b+ ggw) B X b —sign(ge)weeJe,1 =0,
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En faisant maintenant le produit vectoriel avec b a gauche on vérifie que :

(1.49) 1(w+v)Je ) + 50w§75EL + sign(ge)weeJe X b= 0,
De (1.48) et (1.49)) on peut éliminer J¢ x b dans (1.48)) et alors :
(1.50) (w+we)® —wle) Je L = 1w + we)eows B L — sign(ge)egw) cwe e E X b.
Alors on a :
Ww + 1w, )eow? sign(ge)eow? cwe
(1.51) Jo, = ! S0 St e oy

((w+we)? = wy) * ((w+we)? —wly)
Pour calculer J¢ | = (J¢ | - b)b on fait le produit scalaire de (1.45)) avec b :

(1.52) t(w+rve)Je - b+ew? B - b+ sign(ge)wee(Je x b) - b =0,
Et alors on obtient :
2
€W
1. Je) = —LSE).
(1.53) & = o Ll

Donc la densité de courant J, associée a chaque espece § est donnée par :

1E0W) ¢ Ww + 1we)eow? ¢ sign (qe ) oW cWee

| _ _ b
(1.54) Je E) + ((w +we)? — wig) + (w+ we)? — Wg,g) "

W+,

Maintenant on note a(x) = w + w.(x) et on additionne les contributions de chaque espece
pour obtenir la densité de courant J ., :

2 2 : 2
_ } :wp,é o 2 : “pe 1 Slgﬂ(qﬁ)wp,gwc,ﬁ
(155) Jcl(z = 1EW 5 —waEH—FZ&TOwZ —EJ_—&T()W; E Exb

2 _ 2 2 _ 2
a? —wg, : a? —w,

Par la suite on va noter :

(1.56) Bla) =3 2
3

(1.57) () = 22 > wp’g(wg)
3

(1.58)

Dans le repere de Stix on a :

(1.59) E(x) = Fi(x) e1(x) + Ea(x) ex(x) + Es(x) b(x)
EH($) = E3($) b(w)
E(x) x b(x) = Ex(x) e1(x) — E1(x) ex(x
E,(z) = E\(x)ei(x) + Ex(x) ea(x)
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Alors on peut expliciter la partie dite classique de la densité du courant dans le repere de
Stix :

y(x) —d(x) O Ei(x)
(1.60) Jaa(T) =160w | 10(x) (x) 0
0 0 p(x) Es(x)

Et donc le tenseur de conductivité classique dans le repere de Stix :

y(x) —d(x) O

(1.61) Tau(@)=160w |10(x) (x) 0
0 0 B

Alors si maintenant on note :

(1.62) S(x) =1—v(x)

(1.63) D(z) = (x)

(1.64) P(x)=1- p(x)

Le tenseur diélectrique dans le repere de Stix s’écrit :

@) =T + —0o,,(@)

1 —7(x) (=) 0
= | —d(x) 1—~(x) 0
0 0 1—p(x)
S(x) —D(x) 0
(1.65) = |:D(x) S(x) 0
0 0  Plz)

A ce stade on va introduire la partie de la densité de courant due a I’amortissement Landau.
En effet un amortissement possible est du a un effet non collisionnel découvert par L.D.
Landau [40]. Avec ce mécanisme local, on peut générer du courant dans un plasma par
interaction d’ondes a la fréquence hybride basse avec des électrons résonnants, c¢’est a dire,
dont la vitesse parallele au champ extérieur B avoisine la vitesse de phase de 'onde. Ces
électrons sont ainsi accélérés dans le sens de By. Ainsi le courant généré par cet effet est
de la forme :

(1.66) T res(x) = Ye(@) E) ()

Les analyses faites dans des travaux antérieures, voir [52] , montrent que le coefficient 7, ()
est obtenu a partir d’une linéarisation locale des équations de Vlasov dans un voisinage du
point x. Si on suppose une distribution maxwellienne des électrons dans le plasma, [52] le
taux d’amortissement Landau local v, vaut :

w2 (x) [ m 2 w?m
1.67 o= ew?y [ =B ¢ e
(1.67) Te T \/g i (kBTe(a:) eXp( 2kﬁkBTe(zc))
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ou T, est la température des électrons, k) la composante du vecteur d’onde k parallele a
By, kg la constante de Boltzmann. En additionnant les contributions de J., et J,.s on
obtient 'expression du tenseur de conductivité dans le repere de Stix :

00 O
(1.68) o=0,,+(10 0 0
0 0 7

Alors le tenseur de réponse du plasma dans le repere de Stix prend la forme suivante :

S(x) —D(x) 0 00 0
(1.69) K. (z)= D@ S 0 |+——|0o0 o0
0 0 P/ “°“\0 0 . (x)

Si on considére maintenant la base canonique de R3, (e, e,, e3) et on appelle P(z) la
matrice de changement de base local avec le systeme de Stix, voir appendice A, on aura :

(1.70) K(z) = P(x) K g, (x)P" ()
avec .
By,2(x) By,1(x)Bo,3(x) By,1(x)
Byl BBl [Boie]
_ _ 0,1 xr 0,2 xr 0,3 xr 0,2 xr
(1.71) P@) = | 1Bl BB @k [Bo@)]
0 _ 1Bo(®)]l3 Bo,3(x)
Bo@l  Bo(@
ot 'on note ||By(x)|x = \/ngi(a:)%—Bg’j(m) avec k = {1,2,3}/{i,5} et ||.|| = [-|lo la

norme euclidienne.

1.2.3 Analyse spectrale du tenseur de conductivité K

Remarque 1.1. Pour faire I’étude spectrale du tenseur de conductivité K, on suppose que
les fonctions Ve, Ve, wee €t wye, pour chaque espéce & (ions et €lectrons), sont continues de
Q dans R et bornées inférieurement et supérieurement par des nombres strictement positifs.

Proposition 1.1. Les valeurs propres de la matrice K sont Ay = S+ D, o =S — D et

A3 = Pp. De plus, il existe une base de vecteurs propres indépendants des valeurs S, D et
Pr.

En effet, les vecteurs propres selon, respectivement, les valeurs propres S + D, S — D
et P, sont :

(1.72) u=—1[ -1 uy=— 1| — uz=1, 0

On se donne les deux lemmes suivants.
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Lemme 1.1. La fonction r — K(r) est bornée, continue de Q dans Mz(C) et max || K (r)||o =
refd
K* < +00 avec
+_
K™ = nax, { max IAi(r)] }

ot ||.||o représente la norme matricielle znduzte par la norme vectorielle euclidienne et \;
les valeurs propres de K définies dans la proposition .

Démonstration. Soit r € Q, la norme du tenseur K (r) induite par la norme vectorielle
euclidienne peut étre exprimée par

(1.73) ||K(r)||o = [valeur propre maximale de K (r)K (r)]*/2.

D’apres ) et - on a

1S(r)[* + [D(r)]* —21 Re[S(r)D(r)] 0
K"(r)K(r)= | 2uRe[S(r)D(r)] [S(r)]+|D(r)] 0
0 0 | Pr(r)]?

(
Les valeurs propres de cette matrice sont |Pp(7)[?, |S(r) — D(r)|?, |S(r) + D(r)|?.
D’ou ([1.73)) devient

() o = ma {5(0) = DL IS(r) + DL P ()] .

Ainsi on obtient le résultat du lemme en prenant

1 = e { ma |$(r) — D(r)l max () + D) masx P (r)]

reQ) reQ) ref)
qui est effectivement bornée grace a la remarque ([1.1]). O

Remarque 1.2. Le fait que KT soit la valeur singuliére mazximale implique
(1.74) Re[(z” Kx)] < KT (" x).

Lemme 1.2. [] existe une constante ¢ > 0 dépendant de w et telle que
(1.75) le? K (r)z| > Im[(z” K (r)x)] > ((x"x) Va e C3 VrecR’

Démonstration. La proposition (1.1] ) nous montre qu’il existe une matrice unitaire U
constante et une matrice diagonale A(r) telles que K (r) = UA(r)U". D'oti, V& € C?

K (r)x = 2"UA(r)U"x = y"A(r)y

avec y = U x vérifiant |y| = |2|. On a donc

Im[z" K (r)z] = Im Zlm )] |yi|?
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F1GURE 1.10 — Champ extérieur

Soit by(r) = w?,(r) — w? + v%(r), on a alors

tufuu(r)] = Tm(Sr) + D(r)) = 0 50 ()~ 4200

tufua(r)] = T(sr) - D] = 20 50 )+ 42000

w 2(r) + dw?v?
my(r)] = Tm{Py(r)] = ﬁ S uh () + )

D’apres les hypotheses faites sur les différentes fréquences, on peut conclure que Im|[\;];=1 2.3
sont uniformément bornées inférieurement. On pose alors

¢ = min {minIm[\;(r)]}.

’L‘:1,2,3 'I"eﬁ
Par conséquent ¢ > 0 et on obtient bien le résultat suivant

Im[(z” Kz)] > (=" x).

1.2.4 Champ magnétique extérieur By

Le confinement, I’équilibre et la stabilité du plasma sont assurés par un champ magnétique
extérieur, noté By, qui est la superposition d'un champ toroidal B, e, et d'un champ
poloidal Byey. On obtient ainsi un champ hélicoidal. Les particules du plasma confiné,
les ions et les électrons tournent autour des lignes de force du champ magnétique, voir
figure [1.10] Idéalement une particule apres une orbite sur I'axe majeure doit retourner a
la position initiale, dans la pratique cela n’est pas le cas. Ceci dépend d’une relation entre
le grand rayon Ry et le petit rayon a du tokamak ainsi que du rapport entre le champ
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Ry By
toroidal et poloidal. L’écart est donné par un angle i(r) = 27T—OB— Dans la littérature
r

sur le confinement magnétique, voir [55], on introduit un facteur de sécurité défini par :

2 r B,
"= T R By

Our=+/(R— Ro)?+ 2% R= /22 +y% = Ry +rcosb.

En fait, pour atteindre une bonne stabilité MHD, il est assumé que ¢(r) doit vérifier
q ~ 1 a l'intérieur du tokamak. Cela implique que le champ poloidal By est nettement plus
petit que le champ toroidal B,,. On supposera que ¢(r) est une fonction parabolique de r :

(1.76) a) = P@-a)=a 0<r<a

avec ¢. la valeur au centre du plasma et g, la valeur au bord du plasma.
Suivant les theses de Sébelin [52] et Litaudon [42] sur le méme sujet on considere le
champ extérieur défini en coordonnées cylindriques/toroidales (R, Z, ¢) :

—Z
(1.77) Bo(R, Z, ) = B %RO %qugo)
,0(7’)161(7“)

Ou By est une constante et p(r) = /R3—r? r << Ry. Il apparait que le champ
magnétique extérieur ne varie pas avec ¢. En coordonnées cartésiennes on obtient

By » cosp 0 —singp B r
(1.78) By, | = sinp 0 cosyp By z
By, 0 -1 0 By,

Une version simplifiée considérée par Hattori dans sa these est donnée en coordonnées
(R, Z, ) par :

0
(1.79) Bo(R, Z,2) = By | 0
1
et en coordonnées cartésiennes :
—sinp
(1.80) Bo(z,y,2) =By | cosg
0

avec ¢ = arctany/w.
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1.2.5 Profil de densité des especes, ions et électrons

Dans les cas des simulations numériques on va considérer deux especes de particules,
les électrons dont la densité est notée n. et les ions dont la densité est notée n;. Par ailleurs
on considerera deux profils de densité. Dans les cas le plus simple on suppose la densité
constante. Dans un deuxieme cas on suppose que chaque densité est de forme parabolique
radiale avec un maximum au centre du plasma, c’est a dire :

(1.81) Ne(€) = Ne maz[(1 — €)(1 — (Va2 + y2a_2 Ro)? + 22)

) + ¢

avec 0 < € << 1, et N mae la densité des électrons au centre de la section du tore. On
supposera que la densité des ions a le méme profil en remplagant 1 mae PAT N ez, dans
les deux cas la valeur de la densité dans le centre de la section du tore.

FIGURE 1.11 — Profil des densités

1.3 Conditions aux limites

On suppose que le bord I' est composé de deux parties de mesures non nulles I'4 et
I'c ou I'4 représente 'antenne et I'c sa partie complémentaire dans I'. Les conditions au
bord de type Dirichlet et Neumann sont traitées indépendamment sur I' 4. Sur la deuxieme
partie du bord I'c = I' \ "4, le champ électrique vérifie la condition du conducteur parfait
suivante :

(1.82) Exn=0 sur ¢

1.3.1 Conditions au bord naturelles

Le plasma n’est parcouru par aucun courant par contre un courant superficiel j, par-
court ’antenne. On pose

(1.83) J =30, avec j,-n =20
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Lemme 1.3. (Condition de saut entre deux milieux magnétiques)[30)]
Soit T'1o linterface entre deux milieux €y et Qs, on note myo un vecteur unitaire sortant
par rapport au milieu €2y. Les champs magnétiques vérifient alors les égalités suivantes sur

Plg N
(184) BnQ - Bnl = 07
(1.85) Hro —Hri =g X nao

En utilisant le lemme [1.3] on peut montrer que le champ électrique E vérifie en régime
harmonique sur I'4 la condition suivante [36] :

(1.86) rot E X n = wpg, sur ['a,

ou j,(x,t) = Re[j () exp™™].
Sur le bord complémentaire de ’antenne, la condition s’écrit E x n = 0.
Les équations vérifiées par le champ électrique E en régime harmonique sont données par

2

(1.87) rotrot £ — W—QKE =0 dans Q,

c
(1.88) div(KFE) =0 dans (Q,
(1.89) Exn=0 surlg,
(1.90) rot E x n = wpoj, sur 4

L’équation ([1.88) découle de la divergence de ’équation (|1.87)).

1.3.2 Conditions au bord essentielles

On définit les espaces suivants

(1.91) H(div K, Q) = {u € L*(Q)|div(Ku) € L*(Q)},
(1.92) X (div K,Q) := H(rot,Q) N H(div K, Q).

L’équation ((1.90)) décrivant la condition sur I’antenne I'y de type Neumann peut étre
remplacée par la condition au limite de type Dirichlet non homogene suivante

(1.93) Exn=h surly.

Le systeme d’équations (1.87) - (1.90]) devient

2

(1.94) rotrot £ — %KE =0 dans €,
c

(1.95) div(KE) =0 dans (,

(1.96) Exn=0 surlg,

(1.97) Exn=h surly.
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La régularité de h entraine que I'on fasse 'hypothese suivante : S’il existe une solution a ces
équations qui appartient & L*(2), alors E € X (K, Q). Il faut donc que h, prolongement de
h par 0 a tout I', soit la trace d’un Chami X (K, ). Or I'application 7 est surjective de

X (K, Q) dans Ty (voir la proposition [2.9)), donc si b € Y yq alors il existe E, € X (K, Q)
tel que E, x nr, = h. La fonction E, est un relevement de la fonction E et on peut écrire

E=E+E,

avec E x np, = 0.

Le probleme (1.94)) - (1.97)) devient alors

Trouver une fonction E vérifiant les équations suivantes

2 2

(1.98) rotrot £ — w—ZKE = —rotrotE, + %KEQ dans €,
c c

(1.99) div(KE) = —div(KE,) dansQ,

(1.100) Exn = 0 surlg,

(1.101) Exn = 0 surly,.

On va établir dans le chapitre suivant la formulation variationnelle des équations précédentes
pour passer a la suite aux éléments finis.






2 Formulations variationnelles

Dans ce chapitre on va rappeler la formulation variationnelle des équations —
puis étudier le caractere bien posé du probleme variationnel provenant de cette formulation,
[36], [8]. Pour étudier I'existence et 1'unicité de la solution de ces deux probléemes, on tient
compte de l'effet collisionnel et de I'amortissement Landau. Le théoreme utilisé pour la
démonstration est celui de Babuska-Brezzi [30], donc on se ramene a établir la coercivité
des formes sesquilinéaires [52].

On présente aussi quelques propriétés de 1'espace X (K, 2) pour pouvoir appliquer la
méthode des éléments finis liée a ces formulations variationnelles.

2.1 Formulation variationnelle

2.1.1 Conditions au bord naturelles

Pour établir la formulation variationnelle, on integre sur le domaine 2 le résultat de
la multiplication de 1’équation par des fonctions test. Les champs, électrique et
magnétique, sont dans L*(€2). De plus, en régime harmonique, 1’équation (, Appen-
dice C) dite loi de Faraday implique que le champ électrique E € H (rot, 2). On considere
alors une fonction test F' € H (rot,2) :

2
(2.1) 0= (rotrot E | F) — - (KE | F)
C

2
(2.2) — —(rot E x n, Fr)r + (rot E | rot F) — —(KE | F)
C

On introduit alors I’espace fonctionnel suivant
(2.3) H{ (rot, Q) := {u € H(rot,Q) | u x nr, = 0}

Si on prend une fonction test F € HE (rot, ) alors F x n = 0 sur I'¢ alors en utilisant
I'équation ((1.86) on en déduit que sur antenne, le champ E vérifie I'équation suivante
w2
(2.4) (wipiogs, F)r, = (rot E | rot F) — —(KE | F)
c

28
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La formulation variationnelle de (1.87)) - (1.89)) ainsi obtenue consiste & :
trouver E € H (rot, Q) tel que

(2.5) a(E,F)=1(F) YF € Hf(rot,Q)
(2.6) a(E,F):= (rot E | rot F) — i—;(KE | F),
(2.7) U(F) = wpiolj ., Frir,.

On introduit 'espace suivant
(2.8) XG(K,Q) := Hf (rot,Q) N H(div K, Q)

On introduit la condition de divergence (1.88) dans la formulation variationnelle (2.5 pour
obtenir une nouvelle formulation variationnelle dite augmentée (FVA) [1§].
Trouver E € X$ (K, Q) tel que

(2.9) a(E,F)=1(F) VF ¢ X§(K,Q)
(2.10) as(E,F)=a(E,F)+ s(div(KE) | div(KF))

avec s un parametre complexe que l'on précisera plus tard.

Pour obtenir une formulation variationnelle mixte augmentée (FVMA), on traite I’équation
liée a la condition de divergence comme une contrainte. On obtient alors :

Trouver (E,p) € XS (K,Q) x L*(Q) tel que

(2.11) a(E,F)+b(F,p)=I(F) VF € X{(K,Q)
(2.12) b(E,q) =0 Yq € L*(Q)
(2.13) b(F,p) := (div(KF) | p).

C’est la formulation variationnelle a laquelle on s’intéresse dorénavant.

Un autre type de formulation variationnelle dite mixte non augmentée (FVMNA) peut
résulter de nos équations principales. Cette formulation est obtenue en introduisant le
multiplicateur de Lagrange pour la contrainte div K E = 0. On cherche alors le champ
électrique E et le multiplicateur de Lagrange p solutions de

2

(2.14) rotrot £ — %KE — K gradp=0 dans{,

c
(2.15) div(KE) =0 dans{,
(2.16) Exn=0 surlg,
(2.17) rot E x n = wjj, surly.
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Alors le probleme variationnel lié aux équations précédentes consiste a trouver le couple
(E,p) € Hf (rot,Q) x H}(Q) tel que

(2.18) a(E,F)+3(F,p)=1(F) YF € Hf(rot,Q)
(2.19) B(E,q) =0 Vq € Hy(Q)
(2.20) B(F,p) = —(KF | gradp).

2.2  Etude de P’espace X y(K, )

2.2.1 Injection compacte

Dans l'article [59], Weber a démontré que pour un ensemble G simplement connexe,
I'injection de I'espaceX y(M, G) = Hy(rot, G) N H(div M, G) dans L*(G) est compacte
si la matrice M a valeur dans R est symétrique, bornée et définie positive uniformément.
Dans notre cas le tenseur diélectrique K, cf n’est pas hermitien et notre domaine €2
n’est pas simplement connexe.

En conséquence, on doit montrer que l'injection de X y(K, Q) dans L*(€2) est compacte.

Théoréme 2.1. Si Q est lipschitzien a frontiére connexe alors linjection de X y(K, )
dans L*(Q) est compacte.

Démonstration. On suppose tout d’abord que I' est connexe ce qui est le cas du tore.
On considére {u,, }men une suite bornée dans X y (K, Q) , elle vérifie alors que pour tout
m € N, il existe C' € R tel que

(1) flumllo <C

(2) llrotuyllo < C

(3) [ div(Kun)[lo < C
(4)

(2.21) Uy, X N = 0

En utilisant la remarque (7.3] i) de I’Appendice F, on considere la décomposition suivante
de u,, suivante

(1) wup =u, +u,

(2) wu! =grad¢,, avec ¢, € Hy(N)
(3) div(Ku2) =0

(4)

(2.22) 4) u,xnr=0 i=1,2

1 2
avec u,, et u;, sont dans X y(K, ). .
On va montrer alors qu’on peut extraire une sous-suite de {u},};,—12 convergente dans

L*(Q).
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La suite {u}} est bornée dans X y(K,Q), donc par le lemme (7.2l Appendice B) , on
a ||om|lm < C. En appliquant ensuite le théoreme de Rellich (7.4 Appendice B), on
peut extraire une sous-suite {¢,,, } de {¢,,} convergente dans L*(€2). On pose alors ¢y =

Omy, — Pm, €t On a

|(div(K grad ¢p)|dw)| = (div(K (u,, —u,,)|éu)| =0 k1— +o0
. Green(|7.26))
et |(div(K grad ¢u)| o) (Greenff2) |(K grad ¢y| grad ¢y)|
1 1
(2.23) > Cll grad ¢ullo = ([, — wp,lfo-

Ce qui implique que la sulte {ul .} converge dans L2(Q)
La suite {u? } vérifie ( ) of par le lemme (7.1, Appendice B) du potentiel vecteur
tangentiel, on a

(2.24) Ku? =rot A,, avec A,, € X(Q).

vérifiant div A,, = 0 et A,, - n)r = 0.
Il est clair que Ym € N, A,, € X1(Q2), on montre alors que la suite {A,,} est bornée :

Anllxy = [lAnllo+[[divAy[lo + [ rot A, o
=0 =Ku2,
(7.46) , 749 "
(2.25) < (CHD)|[Kugllo < Cllupllo < C"[|umllo

et par (2.21)), on a {A,,} bornée. Par le théoreme (7.6, Appendice B), la suite {A,,}
admet une sous-suite {A,,, } convergente dans L*(9). On pose alors Ay = A, — A, et
on a

|(rot K 'rot Ay|Ay)| = |(rot(u?, —u? MNAw)| =0 k1 — +oo
et |(rot K~'rot Ay|Ay)| =0 |(K'rot Ak,] rot Ay)|
= |(uh, —un, |K(up, —up,))l
(2.26) > (g, —upllo
Ce qui implique que la suite {u?, } converge dans L*(Q). O

2.2.2 Un résultat de régularité

On suppose dorénavant que la tenseur K € W™, Dans [33], il a été démontré que si
Q est un ouvert régulier alors I'espace X n(€2) est inclus dans H'(£2). On se demande si
ce théoreme reste valable en remplagant X y(£2) par X (K, 2). Malheureusement on ne
peut pas adopter la démonstration pour I'espace X y(€2) pour notre cas. On veut montrer
le théoreme suivant :
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Théoréme 2.2. On suppose 2 un ouvert régulier i.e de classe CY1 alors Uespace X y (K, )
est inclus dans H*(Q).

Pour notre cas, on va procéder comme dans le registre du résultat de compacité. On va
considérer la décomposition dite de Birman-Solomyak [13] puis on s’appuie sur la régularité
du probleme elliptique.

Proposition 2.1. Toute fonction u € X y(K,Q) s’écrit sous la forme

(2.27) u = upgg + grad ¢.

avec ups € HY(Q) et ¢ € H(Q) avec Ao € L*(Q).

Démonstration. Voir [30] O

Pour conclure la démonstration du théoréme (2.2)), on va montrer que grad ¢ € H'(Q)
ou encore que ¢ € H?(2). Suivant les résultats de la théorie sur la régularité des problemes
elliptiques donnés dans (7.7), on peut alors dire que, si € est assez régulier :

Proposition 2.2. La fonction ¢ de la proposition appartient o H*(Q).

Démonstration. On sait que 'opérateur Ag n’est pas fortement elliptique. Mais on sait
qu’il existe un ¢ > 0 tel que

Im[(x” Kx)] > ((x"x) Vx c C®.

Donc en multipliant par —i la matrice K, l'opérateur A_;x = —iAg est un opérateur
fortement elliptique. Donc on applique le théoréeme [7.9| au probleme

Agp = div(Kgrady)=f avec f € L*(Q)
p € Hy(Q)

alors ¢ € H*(Q). O

2.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette section on étudie le caractere bien posé de la formulation variationnelle
(FVMA) (2.11)-(2.12) et (FVMNA) (2.18)-(2.19). On rappelle tout d’abord le théoreme
fondamental de Lax-Milgram quant a I’étude de 'existence et I'unicité des équations va-
riationnelles. On rappelle un théoreme fondamental qui assure le caractere bien posé de
certaines équations variationnelles



2.3. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION 33

Théoréme 2.3. (Laz-Milgram)
Soit a - V x V — C une forme sesquilinéaire continue, i.e

(2.28) a(v,w)] < col [vlly ]y

et coercive [21)], i.e

(2.29) la(v, v)| > c V][

et soit | une forme anti-linéaire continue sur V. Alors [’équation

(2.30) a(u,v) =1I(v) YweV

admet une unique solution w € V. De plus elle dépend contintiment de la donnée
(2.31) [lullyv < Clli]lv

Dans le cas d'un probleme sous contrainte (2.12)) tel est notre cas, le probleme varia-

tionnel obtenu est dit mizte (2.11))-(2.12) ainsi que (2.18)-(2.19)), on généralise le théoreme
de Lax-Milgram ([2.3)) de la fagon suivante :

Théoréme 2.4. (Babuska-Brezzi)
Sotent W et () deux espaces de Hilbert, a et b deux formes sesquilinéaires continues

(2.32) a(,,.): W x W 3 (u,v) — a(u,v) € C,
(2.33) b(.,.) : W xQ> (v,q) — bv,q)€C,
et L, | deux formes anti-linéaires continues

(2.34) L():W>3v — L(v) €C,

(2.35) ():Q@>q — I(q) €C,

On pose V.={v e W;b(v,q) =0 VqeQ}. Si
(1) la forme bilinéaire a est V -coercive, i.e il existe une constante o > 0 telle que

la(v,v)| > a||v|lw Yv e V.
(1) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e il existe une constante § > 0 telle

que

b
inf sup @D
€Quev |[v]|wlldlle

alors le probleme

Trouver (u,p) € W x @ tel que

(2.36) a(u,v) +b(v,p) = Lv) YveW,
(2.37) b(u,q (q) Vqe@Q,

~—
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est bien posé, i.e il existe un unique couple (w,p) vérifiant -(4.39) et
(2.38) lullw +1lplle < C(ILIIw + [lHle)
Démonstration. voir [30] ou aussi [33] O

Pour une forme bilinéaire a valeurs complexes, on peut obtenir la V'-coercivité (condi-
tion (7)) de la maniere suivante, voir [52] :

Proposition 2.3. Soient V' et H deux espaces de Hilbert tels que l’injection de V' dans
H soit continue et a(.,.) une forme bilinéaire sur V-x V. Si
— (¢') il existe deuz constantes a > 0 et A > 0 telle que la partie réelle de af.,.),
Rela(.,.)], vérifie l’inégalité :

(2.39) | Rela(v, v)]| > al[v][§, = Allv||, Vv € V

— (i") il existe une constante vy > 0, telle que la partie imaginaire de a(.,.), Im[a(.,.)],
vérifie l'inégalité :

(2.40) | Tma(v, v)]| > 7]|v]|F, Vv € V.
Alors la forme bilinéaire a est V -coercive.

Démonstration. On a

la(v,v)]* = |Re[a(v,v)]|* + | Im[a(v, v)]|*
(allolly, = Allvl[5)* +*lvllL

>
> oy — 20|55 + N[l + 7 lvll
Or en utilisant 1'inégalité de Young on obtient
2 2 a’ 4 2 4
—20A|[[vlvlly = ——lvlly —eAlvlly Ve > 0.
Ce qui nous amene a

1
(v, 0)[* = @*(1 = )llolly + N(1 =) +7l[ol[

Pour éliminer le terme en ||v||};, on cherche un ¢ > 0 tel que \*(1 —¢) +1? = 0 i.e
2
e=1+ % > 0. On obtient alors
la(v,v)]P = o*(1 - " =)l +0
22

ary 9
= la(v,v)|] = ——||v||}-
a(v, )| el

(2.41)
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Remarque 2.1. On ne peut pas assurer la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.) avec
Uhypothése (i) du théoréme. Par exemple, si on considére V. = H (rot,Q), H = L*(Q) et
a(u,v) = (rot u|rotv).

L’hypothése (i) est vérifiée car

a(v,v) = |[rotv|[g = [|v|[}, — [Jv][3.
mais a n’est pas coercive car si v est un gradient, on n’a pas
la(v, v)| = [|rotv|[§ > ||v][; YveV.

avec ||.llo = |-l L2

2.3.1 Application aux équations de Maxwell

Remarque 2.2. On suppose dorénavant que pour chaque espece & (ions et électrons), les

fonctions v, e, wee et wye sont dans C(2) dans R et bornées inférieurement et supérieurement
par des nombres strictement positifs.

On se donne le théoreme suivant qu’on démontrera prochainement.

Théoreme 2.5. Suivant les hypotheses de la remarque , si de plus Re(§) > 0 et
Im(&) <0, alors les probléemes variationnels (2.11))-(2.12)) et (2.11)-(2.19) sont bien posés.

On va appliquer le théoreme aux problemes variationnels. On démontrera dans
un premier temps que la forme sesquilinéaire a, est coercive puis que la forme bilinéaire b
vérifie la condition (ii). Pour établir la coercivité de ag, on tiendra compte des propriétés
spectrales du tenseur K.

Proposition 2.4. La forme sesquilinéaire as vérifie la condition (1)

2
Démonstration. On a as(v,v) = ||rot v|]2 + s|| div(Kwv)||2 — w—z(K’U | v).
¢

On obtient alors,
2
. w
Rela,(v,v)] = || rot v|[§ + Re[s]|| div(Kv)][§ — — Rel(Kwv | v)]
. 2 g W’ + 2
2 min(L, Rels])([[v|x — [|v]ly — — K™ [[v]lo)
et
: 2 W
Imla, (v, v)] = Imls]|| div(Kv)|fs — — Im[(Kv | v)]

2
. w
< Tmls]|| div(Ew)|l; = —Cl[v]lg
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Alors si Im[s] <0 et Re[s] > 0 on obtient

Rela,(v,v)] > min(1, Rels)) ||| % — (min(1, Re[s]) + = K*) [[o][3
D e C

N J/
(0%
A

2
Imla,(v,v)] < Im[S]IIdiV(KU)H%—%CII’UII%

2
w
< - gc [|v][5-
——
ol
Les hypotheses (i') et (i) sont donc bien vérifiées. O

En utilisant le théoréme [2.3] de Lax-Milgram, on a alors
Proposition 2.5. La formulation variationnelle augmentée (FVA) (2.9) est bien posée.

On se donne tout d’abord la proposition suivante qui nous sera utile pour la démonstration
de la deuxieme condition du théoreme ([2.4]), on donne .

Proposition 2.6. Soit f une fonction dans H1(2), le probléme elliptique
Trouver ¢ € HY(Q) telle que

(2.42) —Ago=—div(Kgrad¢) = f
est bien posé. De plus, la solution ¢ dépend continument de la donnée f, i.e,

ol < Clf[l—

avec C' > 0 une constante indépendante de ¢ et f.

Démonstration. On établit la formulation variationnelle de (2.42)) en utilisant la formule

de Green :
(2.43) d(¢) = (W) Yy € HY(Q)

avec
@(00) = [ (Kerado)-gradiae e () = [ fiao,

On a alors

Im[a’(¢, ¢)]
Im[/Q(K grad ¢) - grad ¢dQ)]

|d' (¢, 9)]

2
¢ [ gradofao

I\/E I\/E AVARNAV,

CollelFn )
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Donc la forme bilinéaire a’ est coercive. En utilisant le théoreme ([2.3]) de Lax-Milgram on
conclut alors que le probleme variationnel est bien posé et on a de plus

o[l < Cl flm-1- O
Remarque 2.3. Le probleme cette fois avec lopérateur Agu est également bien
POSE.

On va alors montrer le résultat suivant :

Proposition 2.7. La forme sesquilinéaire b du probléeme variationnel (2.11)-(2.12)) vérifie
la condition (ii).

Remarque 2.4. La condition (ii), dite condition inf-sup, nous fournit une condition
nécessaire et suffisante pour que la formulation soit bien posée. Elle est vérifiée si et seule-
ment si :

(2.44) VgeQ JveV telque [b(v,q)| = dlv]lwllglle-

Démonstration. Soit ¢ € L*(2), on cherche v € X (K, Q) vérifiant (2.44)).
Remarquons tout d’abord que, comme X (K, Q) C XS (K, Q), il suffit alors de chercher
v € X (K, Q) vérifiant

b(v, )| = dllv||x]lallo-

Soit ¢ € H}(Q) une solution du probleme avec f = q € L*(Q) et v = grad ¢ ce qui
implique que v € Hy(rot, 2) [22].

De plus comme g € L*(Q) alors div(Kwv) € L*() ol encore v € H (div K, ).

Ce qui implique que v € X y(K, Q).

De plus, le lemme nous donne

| /Q (K grad ¢) - grad ¢dQ| > I'm| /Q (K grad ¢) - grad ¢d] > ¢|| grad ¢|[2

et on a

| / (K grad ¢) - grad 3d2] @ |(div(E grad ¢) | ¢)| = |(¢ | 9)

De plus, I'inégalité de Poincaré ([7.29) nous fournit 'existence d’une constante C,, > 0 telle
que
(@ | &)l < llallolI¢llo < Cyllgllo] grad 6|0

C
En posant C = -2 >0 on a

|| grad ¢|lo < C/lglo-
D’autre part

lollx = [loll; + [[rot v|[§ + || div Kvl[;
= |[|grad ¢|[g + || rot grad ¢|[j + || div(K grad ¢)|[3
= |lgradol[5 + llgll3
(2.45) < (1+)llallg
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Ce qui donne a la fin

[b(v. )| _ [(divEKw|q) | _ Il
vl x lollx = VI+C?lgllo
. o 1
d’ou la condition inf-sup avec § = —— [

V14 C2

On peut aussi affirmer que

Proposition 2.8. La forme bilinéaire 8 de la formulation variationnelle mixte non aug-

mentée (FVMNA) (2.18))-(2.19), vérifie la condition (7).

Démonstration. On procede de la méme fagon que dans la démonstration précédente. Soit
g€ H}(Q) = gradqe Hy(rot, Q).
On pose v = grad g € Hy(rot, (2). Le lemme (1.2)) montre que

ool = | [ () gradqdo
~ | ] (o) - wae)
(2.46) > (|llfg = ¢lvllol| grad glo
D’ou
1ol oty = (110113 + [Tt w][)* = [lo]l,
et 'inégalité de Poincaré montre que
|| grad gllo = Gyllq||a
Donc on a bien dans
18(v, q)| = Csllv|| o lla] |

avec Cg = s O

V1+CZ

Remarque 2.5. Després et al. [23] ont montré que le probléme limite lorsque l'absorption
tend vers 0 est mal posé dans certains cas. On peut traduire ceci par le fait que la dissi-
pation induite par les collisions et ['amortissement Landau soit nécessaire car sinon notre
raisonnement n’est plus valable. Donc, il est bien clair que le lemme (1.2)) est essentiel pour
montrer la coercitivité des formes bilinéaires ainsi que les conditions inf-sup des FVMA et

FVMNA.

On va montrer maintenant que I’hypothese faite sur le probleme avec condition au bord
essentielle est bien vraie.
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Proposition 2.9. L’application trace tangentielle 1 est surjective de X (K, Q) dans Toq.

Démonstration. Soit g € Tq, par définition, il existe w € H(rot v,Q2) tel que w xn =g
dans 0S2.
D’autre part, on sait que le probleme elliptique

Trouver ¢ € Hj(Q) tel que
(2.47) ~Ag¢ = div(Kw) avec div(Kw)e H ()

admet une solution gréace a la proposition ([2.6)).

On pose v = w + grad ¢, ce qui implique div(Kwv) = 0.

Comme grad ¢ € H(2) C Hy(rot,Q), on a v € X (K, Q) vérifiant v x n = g dans
00. O

2.3.2 Equivalence entre les formulations

Dans ce paragraphe, on montre ’équivalence entre les formulations variationnelles FVA,
FVMA et FVMNA.

Proposition 2.10. Soit (E,p) une solution de la formulation variationnelle mizte aug-
mentée (FVMA) (([2.11) )-(2.19) respectivement de la formulation variationnelle mizte non
augmentée (FVMNA) (2.18)-(2.19), alors p = 0.

Démonstration. Soit (E,p) une solution de FVMA.
Soit ¢ € H(S), 'unique fonction vérifiant div(K grad¢) = p et on considere F :=
grad ¢ € X (K, Q) une fonction test dans (2.11)), on a donc :

0 - as(E7 grad ¢) + b(grad Qb, p) - l(grad ¢)

2
w . . .
—— (KE | grad¢) + s(div(KE) | p) + [[p[lg — iwpo(Js, (grad ¢)7)r
2

=
@ I

w . . .
— 5 (divKE | ¢) + |pllg — iwpo(Js, (grad ¢)7)r
@11) : .
= |lpll§ — iwpo(ds, m x (grad ¢ x m))r
N————
=0
(248) = |l
On suit la méme démonstration que pour la FVMNA. ]

Tout d’abord, les propositions , et ont montré I'unicité de la solution de
chaque formulation. Donc, pour établir ’équivalence entre les trois formulations variation-
nelles FVA, FVMNA et FVMA, il suffit de montrer que si (E,p) est une solution d’une
formulation alors elle est une solution des autres.

Proposition 2.11. (E,0) est une solution de la FVMA -(2.19) = E est une solution
de la FVA (2.9).
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Passons a la deuxieme implication.

Proposition 2.12. Si (E,0) est une solution de la FVMNA (2.18)-(2.19) alors (E,0) est
une solution de la FVMA -(2.19).

Démonstration. Soit (E,0) une solution de la FVMNA| I"équation (2.19)) implique que
div(KFE) = 0. En effet, on a

0=p5(E,q) = —(KE | gradq) = (div(KE) | q) = b(E,q) Yq € Hy(Q)

Or l'espace H} () est dense dans L?(2), donc b(E,q) =0 V € q € L*(Q) = (2.12).
Et donc on a E € X$ (K, Q). De plus :

a,(E, F) + 0(F,0) a(E, F) + s(div(KE) | V - (KF))

I(F) VFeX5(K, Q)






3 Approximation par éléments finis

3.1 Introduction

Dans le chapitre précedent on a démontré l'existence et I'unicité de la solution de
la formulation variationnelle du probleme modele, a savoir une version des équations de
Maxwell en régime harmonique en temps. La formulation variationnelle mentionnée, dite
mixte augmentée prend la forme suivante : trouver (E,p) € XS (K, Q) x L*(Q) tel que
Vs e C

(3.1) as(E, F) + b(F,p) = I(F) VF € X{(K,Q)
(3.2) b(E,q) =0 Yq € L*(Q)

2
as(w,v) = (rot u,rot v) — —(Ku,v) + s(div(Ku), div(Kv)),
C

b(v,q) = (div(Kwv),q)
et l(v)=1wpo(j, vr)r
Dans ce chapitre on présentera une méthode de discrétisation par éléments finis de type
Taylor-Hood P2 — P1 [56] adaptée a la formulation variationnelle (3.1])-(3.2)). On précisera

toutes les étapes et calculs qui conduiront a définir le systeme linéaire que finalement sera
résolu par le logiciel de simulation.

3.2 Formulation discrete

3.2.1 Discrétisation du domaine

On rappelle que notre domaine de calcul dans les exemples qu’on étudiera est un tore,
qui est une premiere approximation raisonnable du domaine occupé par le plasma dans un
Tokamak. Pour la mise au point du logiciel on considerera que le grand rayon Ry et le petit
rayon a du tore seront respectivement 3m et 1m.

42
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FIGURE 3.1 — tore 3m — 1m.

On construit un maillage 7,2 conforme en tétraédres du domaine Q constitué de L
tétraedres, T = {TT;,l =1,..., L} tels que :

L
e 0=t
=1

VLl e{l,... L}

soit I

soit un sommet commun
soit une aréte commune
soit une face commune

TLNTTy =

Soit hpr = max hy, ou h; représente le rayon de la sphéere circonscrite au tétraedre
l

TT,.
Soit hrr = mlax h;, ou h; le rayon de la sphere inscrite au tétraedre T'7;.

h
e On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que AT <qg, VIT € T2
TT

3.2.2 Eléments finis mixtes de Taylor-Hood

Dans ce paragraphe on introduit les éléments finis de Taylor Hood adaptés a la résolution
des problemes de type points selle lorsque I'on considere une discrétisation du domaines en
tétraedres. Les éléments finis de Taylor Hood on été introduits dans [56] pour la résolution
des équations de Navier-Stokes et ensuite généralisés a un grand nombre de problemes
résolus en utilisant une formulation variationnelle mixte. Dans le cas des équations de
Maxwell on peut mentionner les travaux de [5]. Dans la these de Hattori [36] en deux
dimensions 'auteur a implémenté une approximation dite Py-iso-PP;. Dans notre travail en
trois dimensions on considere des éléments finis de Taylor-Hood Py, — Py, cela veux dire
que :
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FIGURE 3.2 — Degrés de liberté de I'approximation Py

FIGURE 3.3 — Degrés de liberté de 'approximation Py

- Le champ électrique FE est approché par une fonction continue, qui est un polynéme
de degré 2 sur chaque tétraedre .

- Le multiplicateur de Lagrange p associé a la contrainte sur la divergence sera
approché par une fonction continue qui est un polynome de degré 1 sur chaque
tétraedre.

Donc les espaces d’approximation du champ E et du multiplicateur p sont respectivement :

Y, = { vel®(Q)? {vr}i €P(TT),i=1,23etVTIT €T? }
et Qn = { vec@Q); vpreP(TT) VYTITEeT, }

Dans un grand nombre de livres sur les éléments finis on trouve les fonctions de base
associées aux approximations [Py et Py sur chaque tétraedre, voir [24].

3.2.3 Formulation matricielle

On note X% et X }J(,’C les espaces Y, N Xy et Y, N X respectivement. On remarque
que les espaces X 7\/ et X }Jﬁ,’C sont isomorphes a des sous espaces de dimensions finies de
Xy et X respectivement.

Dans ce chapitre on suppose que les formulations variationnelles discretes vérifient
le théoreme de Babuska-Brezzi, [30] sur les pairs d’espaces (X%, Qn) et (X }]l\/,Cth> car
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cela est démontré dans le chapitre suivant. Afin d’établir le systeme discret associé a la
formulation variationnelle (3.1)-(3.2)) on introduit les notations suivantes :
e Soit N} le nombre de sommets de la tétraédrisation du maillage (le nombre de degrés
de liberté associé a la discrétisation Py).
e Soit N7 le nombre de sommets plus le nombre des arétes de la tétraédrisation du
maillage (le nombre de degrés de liberté associé a la discrétisation Py).
e N} :le nombre de sommets des tétracdres intérieurs a .
e N}, : le nombre de sommets des triangles du bord de 2.
e S; : les points d’interpolation dans €.
Par ailleurs on peut remarquer que les éléments finis considérés sont nodaux et donc il y a
une fonction de forme (ou encore de base) par nceuds de discrétisation géométrique dans
le cas de (), et un éléments de base par points d’interpolation Py, a savoir les sommets et
les milieux des arétes, ainsi la dimension de Q) est N}! et la dimension de Y, est 3NZ.

3.2.4 Ecriture matricielle

On désigne par {e;, ey, e3} la base canonique de R3. La dimension de l'espace Y, est
donc 3N?. Soient ® et ¥ deux bases des espaces Y, et QQ; respectivement composées par
des vecteurs nodaux et données par

(3.3) ® = {1, 91 1., D, D,s P, |
4) \If:{w17,,,,’l7b]v1}

~—~
w ‘w

dont les fonctions de forme sont définies respectivement par :

(3.5) O = pi.en, m=1,23eti=1:N;

ou ¢; et ¥; sont des fonctions continues en Py et [Py respectivement et vérifiant :
$i(S;) = 05y 1,5 =1,..., N}

Tout vecteur u" de Y, respectivement toute fonction p* de Q) peut étre exprimé(e) de la
facon suivante :

2
3 Nh

(3.7) ul(z) = Y uiglx) =D [ D uleia) | e

=1 i=1 =1 \ i=1

(3.8) Ph(x) = Zpi Vi(z)
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3.2.5 Formulation variationnelle mixte augmentée discrete

La formulation variationnelle discrete associée aux équations (2.11)-(2.12)) est donnée
par :
trouver (E",p") dans X}]ﬁw x @y, tel que

(3.9) as(E", F") + b(F",p") = I(F) VF"e X}
(3.10) D(E" ¢") =0 V¢" e Qs
avec
3 N} 3 N,
(3.11) F'=3"5N"Flob =S Fle, ¢=Y gy
=1 j=1 =1 j=1
Les équations (3.9)-(4.36)) s’écrivent :
(3.12) D (ENIATE: + Y (F) (B p =Y ()" f!
I,m l l
(3.13) > ¢"B'E'=0
l
avec
(3.14) (A™)ig = as(@, @h) i,j=1,...,NZ; ,m=1,2,3
(3.15) (B):; = b(¢}, 1) i=1,...,N}, j=1,...,3N?, 1=1,2,3
(3.16) (FH = 1(&) i=1,...,N}, 1=1,2,3

On obtient ainsi le systeme matriciel suivant :

PN (A AR AP BU\ /BN (ENT P

(3.17) | |AY A2 AP BV | (B | _ (B | F
| E) | A AP A¥ B || B 2 A
q B! B> B* 0 q q 0

Pour tout (F*, F2, F® q) € C3NitNi,
Le systeme linéaire peut étre réécrit de la fagon suivante :

639 (& %) ()-()

. 2 2 1 2 ,
avec A, et B sont respectivement dans C3Na*3Ni e, CNV2*3Ni et sont données par

11 12 13
As As As

(3.19) A, = A" A2 A®
A31 A32 A33
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(3.20) B:=(B' B® B’)

E=|E}| cCNiet fecCM

h
Ej
Ce systeme linéaire résultant est de type point selle généralisé et a cause du caractere non
hermitien du tenseur K, il est la matrice correspondante est non hermitienne.

3.3 Matrice de masse interne

Dans cette section, on va calculer les termes de la matrice de masse interne A, du
systeme matriciel (3.17)) en utilisant les formules de quadrature et les formules de change-
ment de bases correspondantes. La matrice A, est donnée par :

2
w

A, =Rot — =M+ sDiv € C3Nix3N;
c

ou
(Rot™");; = (rot ¢}, rot ¢;")
= / rot ¢} rot ¢} dz dy dz.
Q
(M™);; = (Ko7, ;")
= / or K, " drdydz.
Q
(Div™);; = (div(Ke]), div(K ;"))
= / div(K¢}) div(K¢;*) dr dy dz.
Q
On a:
N _ 9p; . 09; op; . 0¢;
rot ¢j rot ¢z - (5113 8y 5712 Oz 5m3 ay 5m2 Oz
o 09 99;\ ([ 9¢i O
+ ( Ons ox *0m 0z Oms ox + Om1 0z

0¢; do; dP; o
+ (5712 ax 5n1 ay 5m2 833 5m1 ay
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D’ou;

0¢; 0¢;  0¢; 9¢;
R 11y — J J
(Rot™);; /Q ( % 02 + 9y 8y) drdydz

= /(V¢j)23 (Vi)as dzdydz
0

Op; 0o
R 12i.:_/_ﬂ
(Rot™);; o aydzxdydz

= /(V¢j)1 (Vy)e dedydz
09, 0¢;
q Oy Ox
= /Q(Vd)l)l . <v¢])2 dIdde = (Rotm)ji

06, 06
q Or 0z
96, 96
q 0z Ox

22y j 995
(Rot™); /9(82 0z Oxr Ox )d dy dz

(ROth)Z’j: —dz d dz

(Rot');; = —

drdydz

(Rotgl)ij = —

dzdydz = (Rot');;

- /Q (Vs - (Vs dudyda

0¢; 0¢;
23y _ j
(Rot**);; = Dz yd rdydz
6gb 0;
32\ J ] 32y
(Rot™);; = — Q_ﬁz 5y dzdydz = (Rot™);;

0¢; 0¢;  0¢; 0¢;
Rot33),, — 77 77
(Rot™); /Q ( Jdy Oy Ox Ox ) dedydz

= /(V¢j)l2 (V)12 dedy dz
Q
Par ailleurs,
v, / 6 K, ¢;dedydz

Par définition de l'opérateur de divergence :

K, 0 B 0K B OK. )
le(K ¢;L) = div (KQn ¢]) <¢J — + Kln a¢j + (bj 5:;” + K?n (;bj + ¢] == + KSn 8¢; )
K?m ¢j

Les coefficients de la matrice Div sont donnés par :

(Div™);; = /Q div(K ¢") div(K ¢/")de dy d=
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On obtient alors;

. 0K ., 96, 0K, 96, 0K, 96,
(]DIV )ZJ:/Q((b] ! K1n a] + (b] a +K2n a] + ¢J a +K3na_zj>

K 0K K
¢ia_1” + Ky, i + ¢ 0K + K (% - dha 2+ Ky, —— 00, drzdydz
ox Ox dy 0%

3.3.1 Matrice de masse B

Pour calculer la matrice de masse B, on suit les mémes démarches que précédemment.
On rappelle que B est une matrice de taille N} x 3N? donnée par :

Bi= (B B BY)cCHON

ou
(Bn)q = (diV<K¢?)a7/fi)0
0 0K 0 oK 0 oK
= / Kln ij + (b] — + K2n gbj + (bj —2n + Kgn Qs] + ¢J —n ’Lpz dx dde
o B o By y B2

3.3.2 Le second membre f

On rappelle que notre second membre f € C3Vi

fl
f=1r :22,
I
avec
(™), = wity < Js, T, >r, sur I
’ 0 en dehors de I
On a alors :

(F"): = LW,UO/F Js - &7, dl’

A

:Lw,uo/ js-(nngzmxn)dI’
L'

n (bz 5m1 nq
= LWMO/ Jso | n2 | X | @i Oma | X | no| dl’
La ng ®i Omg3 n3
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d’ou

(1), = wono / i (Js1(n3 + n3) — jeoming — jgning) dl
T

z( — jaimana + je(ni 4+ n3) — js3n2n3) dr

—
<
[N}
SN—
I
-
&
=
o
S
<

(%), = quo/ ¢i( = jaming — jenang + ja(ni +n3))dl
Ly

3.3.3 Calcul des intégrales

Formule de changement de variables

Comme il en est I'habitude dans la méthode des éléments finis on décomposera les
intégrales définissant les coefficients de la matrice du systeme linéaire en une addi-
tion des intégrales sur les tétraedres définis par la discrétisation géométrique du domaine,
pour ensuite se ramener, a ’aide un changement de variables, a un calcul sur un triangle
de référence utilisant une formule de quadrature bien choisie. On cherche a construire les
matrices relatives au systeme linéaire , on désigne par T et £ respectivement l’en-
semble des tétraedres constituant la discrétisation €2 et ’ensemble des faces (triangles) sur
I'. En fait le support des fonctions de forme est inclus dans un sous ensemble tres restreint
de tétraedres. On calcule les intégrales de la fagon suivante :

(3.21) /Qf(a:)d:r:: Z f(z)de

TreT /TT

(3.22) /Ff(:c) do = Zg/Ef(a do

Pour chaque élément, seulement quelques fonctions sont non nulles sur 7T (respectivement
sur £).

Le calcul des matrices et vecteurs élémentaires Rotr ", M2 Divy'etBY.,, concernant
chaque tétraedre TT € Tn et f@, b sur chaque face E € &£, va étre effectué sur un
élément de référence TT respectivement sur chaque face de référence E.

Dans notre cas le tétraedre de référence est donné par T .= {(£1,6,&) e R3/ & > 0et &+
&+E&3 < 1} et la face de référence est donnée par E:= {(&,&) e R?/ £ > 0et &+& < 1},
voir [24].

Le passage d’'un élément quelconque a un élément de référence s’effectue en utilisant les
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transformations affines suivantes :

(3.23) Frr(€) = brr + Bro, VE€TT

(3.24) brr = S77,

(3.25) Brp = (83T - 817 §IT 81T 81T 81T,
(3.26) Fg(§) =bp+ Bg; V¢ € E,

(3.27) bp =Sy, Bp = (Sy — Sy, S§ — S7).

STTetSF 4 =1:4,j =1:2 sont les sommets du tétracdre TT et de la face E
respectivement. On obtient alors

f(w) de = ‘ det BTT| . (f o FTT) (5) d€
T T
avec |det Bpr| = 6V ou V est le volume de I’élément réel.
Et
[ f@)de = Bl [ (roFe)
E E
avec |Bg| = ||SFSE x SFSE|.

Une base de notre espace des éléments finis P, dans le tétraedre de référence est donnée
par :

<16 m, & e en n’, ng, 6, e >
Nos intégrales sont approchées par les valeurs calculées a ’aide des formules de quadrature,
ie;

Krr

o f(z)dw ~ Z w; f ()

oules x;, i =0, .., Kpr sont les noeuds d’intégration et les w;, ¢ = 0, .., Kpr sont les poids
de la formule de quadrature.

En considérant {Ny, Ny, - - } les fonctions de base de référence telles que N/ o Fpp =
Nj et grad f o Fpp = B}; grad(f o F'pr), les équations précédentes deviennent :
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(Rotiy)y; = |det Brrl | (BT VN3 (€)s(B7 VNA(€))s + (Bri VN;(€):2(Bri VN:(€)2) dé

TT
(Roty7)ij = —| det Brr (BTT VN;(€)1(Bzg VNi(€))2d€ = (Rot?);;
(Rotj’y)i; = —| det By A<BTT VN;(€)1(Bri VNi(€)sdé = (Roti);;
TT
(Rot7r)i; = —|det BTT’/A (B VN;(€))2(Bz7 VNi(€))s d€ = (Rot?);;
TT

(Roti)s = |det Brrl | ((Bag VN(€)s(Brz YNi(€)s + (Brf YN,(©)1(Brr YNi(€))) dé

(Rotfy)y = |det Brr| | ((Bf YN(€)e(Brg VNi(€))z + (Big YN, (€)1(Brf YNi(€):) dé

(M77)i; = [det Brr| N(f)K (FTT(S))NJ'(E) dg

(DivR), = | det Byl / ( P (Brr(€) + K (Frel©) (B TN, (€))1 +

N (E) af;" (Fr2(8))

agjn (Frr(8)) + Ky (Frr(€)) (Brg VN @)3)

 (306) 222 (Frr(©) + Ko (Frr(@) (B § MO + Ni©) 75

+ Ky (Frr(€)) (Brg V N;(€))2 + Nj(€)

+ Ko (Fra @) (B ¥ M) + M) 5 (Pra €) + Ko (Fra @) (B 9 M€ ) g
et
Bir)y = |t Brrl [ (K0 (Frr(©) (B5 T M) + N(©) 2 (Fr()
+ K (Frr(©) (B 9 N () + Ny(©) 2 (Fre(©)
b K (Fra(©) (B §N(©) + M(© 52 (Pre(€) ) (€)dsdyas

formule de quadrature

Dans ce travail les intégrales présentées dans le paragraphe précédent sont approchées
par une formule de quadrature a 15 points sur le tétraedre de référence T'T et elle est
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d’ordre 5 [24]. Donc on obtient une approximation donnée par la somme finie :

Ko
(3.28) FOde = Y w f(&)
T —1
ol
Kpr =15,
Les noeuds d’intégration :
& =017
§o = (bl,bl,bl)§ by = 7+3\iﬁ
§3= (blyblacl>; 1= 13+§4\/ﬁ
§a = (51,01, b1);
& = (c1,b1,01);
€6 = (b, bo,bo); by = T4
&= (ba,bg,c2); o= 137;’4\/5
s = (b2, c2, b2);
o = (2, b2, b2);
0= (dde); d=2315 ¢=345
§n = (du 2 d),
&12 = (e,d, d);
&13 = (d, e, e);
§1a = (e,d, e);
&15 = (e, e,d);
Les poids de la formule de quadrature sont : w; = 1—12, Wy ="+ =Wws = M,
5670 226800
e U1 S
226800 ' 567"

Les intégrales sur une face de référence E sont approchées par la formule de quadrature
d’ordre 3 a 4 points suivantes :

(3.29) JRGIEE NG

ou Kg =4, les noeuds d’intégration sont donnés par :

11 11
&1 = (g; g), §2 = (57 g)
31 13
53_(575>7 54_ (375)
. L . , 9 .
et les poids d’intégration w; sont donnés par w; = —— et w; = — Ve =2 : 4.

32 96
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3.3.4 Coefficients de la matrice du systeme

En utilisant la formule de quadrature ((3.28)), on obtient une approximation des matrices
élémentaires :

Krr
(Bork), = | detBro)] 3 (B;;@Nj@)) (B;WN@-@))
3 3
"‘Zwl( TTVN fl)> <BT7T“§N1'(§I)>
2 2
Krr
(Rot22),; =~ |det(Brr)| 3w (B;ﬁw) (B;WN@-@)
— 3 3
o =1 A
+Zwl( T+ VN, gl)) (BT;VNZ»(&))
1 1
Krr R
(Rot?2),; =~ |det(Brr)| 3 (BTTVN <a>) (B;;wwa))
1 1

=1
Krr

+Zwl( TTVN §l)) (B:thﬁN(fl
2

T

=
5

(Rotyr)ij =~ —| det(Brr)| Y wi BrrVN;(&)

(]

l

(Rotsd);; ~ —| det(Brr)| > wi( Br) VN, (&)

B VN )
l

T]T“VN (&)

(12

Il X
— N =
A N A

(ROtgﬁ;)w ~ —| det(BTT)| wq

),
(BoN@),
(
(2

\_/\_/v

77 VNi(& )

=1

Ko

(M5)is == [ det(Brr)| Y wiNi(§) K., N;(€)

=1

et

(B}r),; ~ | det(Brr)| > wy ( + 88%1" (Frr(€,)N;(&y) + Ky, (Frr(£4)) By VN; (€)1
k=1

s (Frr(€0))N; (&) + K, (Fr(£))(Brr VN (€4)s

dy

4 B (€I, (60) + Ky (Frr(60) (BTN, <sk>>3) i),
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(D) ~ | det(Brr) Zwl( (6 22 (r(6)) + K, (Fr(@)) (B7 9 N, (60),

(61) 2 (Fr(&))
y
F Ko (Frl@)) (BiT 9 N,(@))e + Ny(&) “52n (Fr(€) + Ky (Fr(&)) (B TVN@))
( i(&) _1m(FT(fl)) (FT(fl))(EETﬁNi(fz))l + Ni(&) agjm(FT(fl))
0K,

+ Ko (Frr(&)) (Brp V Ni(&))2 + Ni(&) =22 (Frr(&)) + K, (Fr(€)) (B7 'V Nz‘(fl)):&)

0z

Le second membre f En passant a I’élément de référence et en utilisant les éléments
de base on trouve :

(fE), = who| Bel ?_?M(&) ((nég + ) (Fe(@)i1(Fe(&)) — (neans2) (Fe(€))h(Fe&))
~ (nansal (Fo(6) i Fe(&) )

(fE); = who| B lfljmz) ((nE +ns) (Fe(@)i2(Fe&)) — (npanes) (Fe&)n(Fe&))
- (nmnE,s((FE@)))jg(FE(&)))

(%), = wio| Bl ?_?Ni(&) ((n%,l t+ng0) (Fp(§)is(Fr(&)) — (neanes) (Fe(6)i (Fr(&)

— (TLEQTLE,Q((FE(§Z)>)j2(FE(§l>)>

Elimination de la condition essentielle
L’idée est d’éliminer la condition au bord donnée par E x n = 0 sur le complémentaire
de Pantenne A, [3§].
On introduit notre nouvelle base B = {n,T,n X 7} pour modifier I’équation au bord

E xn=0.
L’équation E x n = h dans la nouvelle base B est équivalente a :
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EL 1 hl
Er |l x|0| =|h%
E3, 0 h3,
0 hi

— | B} | =|h%
-m) \ip

On obtient alors la condition de type Dirichlet suivante :

E} —h}
(3.30) =
£}, h

3.3.5 Discrétisation de I’espace avec condition aux limites essen-
tielles

On note I'p C ['(respectivement I'y) la partie du bord ou on suppose vérifier une
condition de bord essentielle de conducteur parfait (dite de Dirichlet par abus de langage)
E x n = 0. On note I'y la partie du bord ou on suppose vérifier une condition de bord
naturelle (dite de Neumann) rot E X n = tw 19 j .

On classe les sommets de notre maillage de la facon suivante : les points intérieurs, notés
Q;nt, N pour les points avec condition de Neumann et D pour les points avec condition de
Dirichlet. On décompose alors I'ensemble des points sur Qnen Ig= I UlyUIp. Alors,
suivant 'emplacement des sommets S; on utilisera deux types de bases :

—Vi € L;py Uy, S; € QUT y, on représente la solution approchée dans la base {e;, ez, e3}.
—Vi € Ip,S; € I'p, on travaille avec la nouvelle base locale B; = {n;, i, n; X 73} =
(0F ) k=1/3-

En conséquence la base de X %70 est donnée par :

(3.31) ¢ = ¢ie pour 1 =1,2,3 et i€ Iy Uly
(3.32) ¢i1 = o;n;, ¢? = ¢;T; et ¢? = ¢i(n; x ;) i € Ip
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Alors, VE" € X}]V’C, on a:

3 Do
E"=)") Ei(S)¢),

=1 i=1
3

=2 ( > Eé<si>¢i) +D_EiS)¢+ Y EilS)ei+ ) ElS)e,
=1 i€ L NIN i€lp i€lp i€lp

3

=>. ( > Ei(Sz')@ez) +> (E%(Si) bim; — 3, (S:) & + 2, (S5) il T,-)).

=1 1€LintNIN i€lp

3.3.6 Matrice de raideur interne

Si maintenant on cherche a écrire la matrice de raideur interne A, dans la base {e;, es, e3}
lorsque @ € I, U Iy et {n;, T, (n; x 7;)} lorsque ¢ € Ip on pourra remarquer quatre types
de cellule pour les indices i, j,= 1,.., N7. Pour les indices i, j tels que les nceuds S; et S
appartiennent a €2 :

N as(pjer, pier) as(pjes, pier) as(pjes, gier)
Agg = | as(djer, dies) as(djer, dies) as(pjes, dies)
as(pjer, pies) as(pjer, pies) as(pjes, pies)

Sii € Ipetj € Ipon trouve :

3 as(¢m;, pin;) as(¢;7j, Pimv;) as(9j(n; x 7;), dim;)
AP b= as(p;m;, ¢ T;) as(Q;Tj, ¢iTs) as(¢j(n; x T5), ¢iTi)
as(¢jmy, di(ni X i) as(¢;7, ¢i(ni X 7)) as(dj(n; X 7;), di(n; X 7))

Siié€ [, Uly et j € Ipon trouveras la cellule suivante :

N as(pim;, gier1) as(¢;Tj, die1) as(dj(n; X T;), pier)
Agr = | asdgng, giex) as(9;Tj, piez) as(di(n; X T;), piea)

as(pjn;, gies) as(Q;Tj, dies) as(pj(n; X T;), p;es)

Par ailleurs, la cellule A]F;Q = Ag{FD par symétrie si j € I, Uy et i € Ip.

Pour introduire les équations correspondantes a la condition essentielle (Dirichlet) on
éliminera de la matrice A les lignes et les colonnes correspondantes aux coordonnées en T;
et n; X 7; quand 7 € Ip. On obtient :

(3.33) AP L= 0 8ij
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et

o as(¢jnj7 d)iel) 00
(3.34) Agr, = | as(dm;, diez) 0 0
as(¢;nj, pies) 0 0

En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux éliminés, on s’assure que la matrice ainsi
modifiée soit inversible. Si maintenant on suppose qu’on a numéroté les nocuds d’interpo-
lation de fagon a ce que les points en I'p soient les derniers, on obtiendra une matrice A,
avec le profil suivant :

= Aqga Aqgr
3.35 A, = ’ D
(3:35) (AFD,Q Arprp )

On procede de la méme fagon avec la matrice des contraintes B en mettant a zéro les
coefficients des colonnes correspondantes aux 7; et n; X 7; quand ¢ € Ip, pour obtenir B.
Donc le systeme linéaire a résoudre numériquement est donné par :

- ~ ]
(3.36) Aa=b on A= B et b={ 1),

avec « contenant les valeurs nodales du champ E" et p”, dans la base B; si i € Ip.

Dans la pratique, si on veut conserver une numérotation des nceuds optimale par rapport
a la résolution du systeme linéaire (proximité de la numérotation des nceuds proches) on ne
pourra choisir la numérotation des nceuds sur I'p. Pour obtenir la matrice correspondante
aux conditions de bord essentielles il suffira de considérer la matrice de changement de
base Z avec des cellules diagonales Z;; = 53«3 pour ¢ € I, U Iy et :

N1 Til (ni X 7'@‘)1
(3.37) Zii=| nizg Tiz (MiXTi)s
ni3 Ti3 (n; x Ti)3

On calcule ensuite la matrice :

. ao (a7 ®2 )

On effectue maintenant les mémes modifications nécessaires pour prendre en compte les
conditions essentielles pour obtenir A, B et le méme systeme (|3.36))

3.3.7 Assemblage de la matrice du systeme linéaire

Dans ce paragraphe on décrit les procédures d’assemblage de la matrice du systeme
linéaire résolu pour obtenir 'approximation du champ électrique E et du multiplicateur p.
Soit T'h le tableau qui décrit la trétraédrisation du domaine 2. Soit N7 le nombre de noeuds
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de discrétisation du champ E et Lh le nombre de tétraedres. Le nombre d’inconnues pour
obtenir une approximation P, de E est alors égal a 3% N?. Soit N} le nombre de points de
discrétisation géométrique (c’est a dire les noeuds définissant les tétraedres). Le nombre
d’inconnues nécessaires pour obtenir une approximation P; du multiplicateur de Lagrange
p est noté NhGeo.
On construit quatre matrices creuses matRR, matM, matD et matB correspon-
dant aux matrices définies au paragraphe (3.3.6).
L’algorithme pour 'assemblage de la matrice mat RR de coefficients (rot ¢7', rot ¢}')
est le suivant :
Pour[=1:Lh
On calcule les matrices élémentaires RRh{m}{n}(i,j) = (Rot}3");;
avec m,n = 1 : 3, le nombre d’inconnues E par noeud, et 7,7 = 1 : 10, le nombre
de points d’interpolation P5.
Ensuite on cumule la contribution du tétraedre [ aux noeuds correspondants :
Pour m=1:3
Pourn=1:3

RR{m}{n}(Th(1:10,1),Th(1:10,1)) = RR{m}{n}(Th(1:10,1),Th(1:10,1)) +
+RRh{m}{n}

end
end
end
La matrice matRR est obtenue ensuite par concaténation des cellules RR{m}{n} :

matRR = [RR{1}{1} RR{1}{2} RR{1}{3}; RR{2}{1} RR{2}{2} RR{2}{3};
RR{3}{1} RR{3}{2} RR{3}{3}]

La matrice matM correspondant au produit (K E, F') est assemblée avec 1'algorithme
suivant :
Pour l=1:Lh
On calcule les matrices élémentaires Mh{m}{n}(i,j) = (M7}");
avec m,n = 1 : 3, le nombre d’inconnues FE par noeud, et 7,7 = 1 : 10, le nombre
de points d’interpolation Ps.
Ensuite on cumule la contribution du tétraedre [ aux noeuds correspondants :
Pour m=1:3
Pourn=1:3

MM{m}{n}(Th(1:10,1),Th(1:10,1)) = MM{m}{n}(Th(1:10,1),Th(1:10,0)) +
+Mh{m}{n}
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end
end
end
La matrice matM est obtenue ensuite par concaténation des cellules M M{m}{n} :

matM = [MM{1}{1} MM{1}{2} MM{1}{3}; MM{2}{1} MM{2}{2} MM{2}{3};
MM{3}{1} MM{3}{2} MM{3}{3}]

De la méme fagon la matrice matD correspondant au produit (div(KE), V- (KF)) est
assemblée par I'algorithme suivant :
Pour l=1:Lh
On calcule les matrices élémentaires Dh{m}{n}(i,j) = (Divy}");
avec m,n = 1 : 3, le nombre d’inconnues F par noeud, et ¢z,7 = 1 : 10, le nombre de
points d’interpolation Ps.
Ensuite on cumule la contribution du tétraedre [ aux noeuds correspondants :
Pour m=1:3
Pourn=1:3

DD{m}{n}(Th(1:10,1),Th(1:10,1)) = DD{m}{n}(Th(1:10,1),Th(1 : 10,1))
+Dh{m}{n}

end
end
end
La matrice matD est obtenue ensuite par concaténation des cellules DD{m}{n} :

matD = [DD{1}{1} DD{1}{2} DD{1}{3}; DD{2}{1} DD{2}{2} DD{2}{3};
DD{3}{1} DD{3}{2} DD{3}{3}]

Si maintenant on note cte = ‘g—; et s le coefficient de pénalité, la matrice A, est simple-

ment :
A, = matRR — cte x matM + s matD

S

Si on note, comme dans le paragraphe précédent, Z la matrice de changement de base

définie dans la section (3.3.6)) on obtient :
As = Ztész

Pour introduire la condition au bord du conducteur parfait on annule la ligne et la colonne
correspondante aux noeuds du bord ou E x n = 0, sauf le coefficient diagonal qui prend la
valeur un, pour obtenir une nouvelle matrice que l‘on notera toujours A,.



3.3. MATRICE DE MASSE INTERNE 61

L’assemblage de la matrice matB correspondant au terme (div(KE), p) est relative-
ment plus complexe car E est approchée par des éléments finis Py et p par des éléments
finis P;. Une rénumérotation des équations est nécessaire car I'ancienne numérotation ne
correspond plus aux indices des équations. La matrice matB obtenue est rectangulaire de
dimension N} x 3 * NZ. Cette correspondance d’indices se trouve dans le tableau indT!.

On obtient 'algorithme suivant :

Pourl=1:Lh

On calcule les matrices élémentaires Bh{m}(i,j) = (B7r),;

avec m = 1 : 3, le nombre d’inconnues F par noeud, t =1:4et j =1:10.
Ensuite on cumule la contribution du tétraedre [ aux noeuds correspondants :
Pour m=1:3

Pouri=1:4
ind = indTI(Th(i,l))
Pour 7 =1:10

BB{m}(ind, Th(1 : 10,1)) = BB{m}(ind, Th(1 : 10,1)) + Bh{m}

end
end
end
end
Ensuite la matrice matB est obtenue par concaténation des cellules BB{m} :

matB = [BB{1} BB{2} BB{3}]

Dans I’étape suivante on calcule matB Z pour introduire la condition au bord du conduc-
teur parfait E x n = 0 sur I'c. On annule les colonnes correspondantes aux nceuds ou
E x n = 0 est vérifié, pour obtenir matB.

On obtient la matrice, dans la base introduite dans la section , du systeme linéaire
associé a la formulation faible mixte augmentée :

A =[A, (matB)"; matB 0]

S

L’assemblage du second membre suit la méme regle. On note N4 le nombre d’antennes.
Soient LThA le tableau contenant I'adresse des éléments du bord de chaque antenne, le
tableau ETh décrivant la triangulation du bord. Ainsi on fera :

Pour k=1: Ny

Pour i = 1: LThA(k)

ielem = liste-elements-antenne(7)

On calcule les matrices élémentaires Vech{n}(j) = f7

avecn =1:3 et 7 =1:6 le nombre de noueds d’approximation P, sur le bord.
Ensuite on cumule la contribution du tétraedre zelem aux noeuds correspondants :
Pourn=1:3
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Pour j=1:6

FAnHETh(j,ielem),1) = f{n}H(ETh(j,ielem),1) + Vech{n}(j)

end
end
end
end
Le vecteur secondM est obtenu ensuite par la concaténation des cellules f{n}, n =
1:3.
secondM = [f1; f2; 3]

Ensuite pour tenir compte de la condition au bord sur I'c on calcule :
secondM = Z' x secondM

et on annule les lignes correspondantes aux inconnues vérifiant E x n = 0, pour obtenir
un nouveau secondM . Et donc le systeme linéaire associé a la formulation faible mixte
augmentée prend la forme :

(3.39) ( A:s (mc;tB)H> (E) _ (secohdM)
matB 0 p N zeros

La résolution du systeme linéaire peut étre réalisée par deux méthodes, la
méthode directe de Gauss ou par une méthode itérative GMRES, qui est adapté a des
systemes non hermitiens, voir [50], [25], [51].

Pour obtenir des résultats satisfaisants les méthodes itératives nécessitent un precon-
ditionnement de la matrice du systéme linéaire, voir [27], [26], [10] et [9]. Dans le cas
présent on a implémenté un préconditionneur dit diagonal et un préconditionneur SSOR
avec w = 1, voir [48] et [44]. La factorisation ILU ne semblent pas donner des résultats
satisfaisants. Dans les exemples examinés dans le chapitre 5 la méthode la plus précise est
la méthode directe.






4 Condition Inf-Sup discrete en 3 di-
mensions

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier le caractere bien posé de la formulation variationnelle
mixte augmentée notée FVMAD du probleme variationnel discret (3.1))-(3.2). On va mon-
trer la stabilité des éléments finis de Taylor-Hood Py — IP; implémentés pour approcher le
champ électrique E d’une part et le multiplicateur de Lagrange p d’'une autre part.

Des études analogues ont été faites pour les problemes de Stokes en 2 et 3 dimensions [32],
[57], [33]. On va étendre ces résultats a nos équations.

On va utiliser les techniques introduites dans [30], [57] et [19] pour des éléments finis
tétraédriques. On suppose que €2 est un polyedre de R? approchant un tore dont les noeuds
de la frontiere, I', sont des points de la frontiere du tore qui sera ainsi constitué d’un en-
semble fini de faces polyédriques.

On considere 73, une triangulation de I', note I'y, telle que :

Iy, =

)1

et
= JT=T
T€7—2,h
et 71 une discrétisation géométrique de €2 par un ensemble de tétraedres obtenue a partir
de Top, on a :

2

Qp =

et

- Y TT-0

TTET

Cette discrétisation est conforme dans le sens ou l'intersection de deux éléments distincts
TT et TT, de Ty, est soit le vide, une face, une aréte ou un sommet (de 77 et T73).
On définit deux parametres hpr et prr de la fagon suivante : hpp est le diametre extérieur
du tétraedre T'T, c’est a dire le diametre de la plus petite boule contenant TT et prr le
diametre de la plus grande boule contenue dans 77"

64
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On note h = max hyr.
TTET,n

h
On introduit le nombre o7 = ——. Ce nombre ne dépend pas de la taille du tétraedre T'T

prT
mais uniquement de sa forme géométrique. Il mesure I'aplatissement de T'T : plus o est
grand plus TT est aplati. Donc pour assurer la régularité de notre maillage, on suppose
qu’il existe ¢ > 0 telle que

(4.1) orr <o YTT €Ty
On suppose aussi que le maillage est quasi-uniforme, c¢’est a dire :
E|O<C<1;Ch§hTT§h

On suppose de plus que I' N IT'T est soit le vide soit un triangle du bord T'.

En conséquence, il existe oy, 03, 03 et 04 > 0 telles que pour tout triangle 7' C T3, on a :
(4.2) o1h <|e|<o9h pour toute aréte e C 0T

(4.3) o3h? <| T |< o4 h? pour tout triangle T C OTT

ou | e| et | T | désignent respectivement la longueur de I'aréte e et la surface du triangle
T.

FIGURE 4.1 — Maillage tore polyedrique

4.2 Définition de la normale a I,

Dans tout ce qui suit, les variables en gras désignent les variables vectorielles.
Dans cette partie, on va définir la normale a I'j,.
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Soit n, la normale a la face T; (triangles) d’'un tétraedre 77T, i =1,--- ,4.
On définit la normale a 'y, notée par ny,, de la fagon suivante :
— Pour tout point @ appartenant a une face du polyedre, n,(x) = ng, si ¢ € T;.
— Sur les arétes et les sommets du polyedre, on définit la normale n;, par
> | Ti[ng
i/xeT;

> T

Z/(BGTZ

(4.4) ny(x) =

En général, on notera ny la normale a une face T' d’un tétraedre T'T'.

4.3 Espaces d’approximation

Soient P; et Py les ensembles des polynomes de degré 1 et de degré 2 a valeurs com-
plexes respectivement.
On introduit les espaces d’approximation du couple champ électrique complexe E et mul-
tiplicateur de Lagrange p approché par des éléments finis de Taylor-Hood P, — P; adaptés
a la résolution des problemes de type point-selle et évalués sur le méme maillage pour une
discrétisation du domaine en tétraedres. Les espaces d’approximation du champ E et du
multiplicateur p sont respectivement Y, et (), donnés par :

Y, =Y?
Qn={an€C(); anyp €P1 VTITCTip}
ot Yy = {w, € CO(); Vhypp € P, VIT C Tin}
On introduit les trois espaces discrets suivants :
X, ={v, €Y} :vp(a) X np(a) = 0 pour tout point d’interpolation a del',},
Xop={vy€Y: v, = 0sur [',} C (H))* (),
Qon = {an € Qn: / qn A2, = 0}.

Qp,

4.4 Approximation du tenseur K

4.4.1 Rappels

Dans le chapitre 2 on a rappelé les propriétés spectrales du tenseur K. Ses valeurs
propres sont simples et 2 a 2 distinctes et son polynoéme caractéristique est scindé dans C.
Ses valeurs propres sont de parties imaginaires uniformément bornées inférieurement par
une constante strictement positive. En conséquence, il existe ¢ > 0 définie par :

(4.5) ¢ = min{min Im[\;(x)]}

i=1:3 " 2
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telle que

(4.6) lr? K (x)r| > Im[(r? K(x)r)] > ((rfir) VreC?® VxecQ.

On suppose que les coefficients du tenseur K (x), notés K, (x), i,j = 1 : 3, appartiennent

a I'ensemble W2°°(Q). En conséquence, on peut déduire qu’il existe deux constantes K et
K" strictement positives telles que pour tout 4,,k,l=1:3 on a :

0K

4. i} <K Q

(4.7) o, ()| < Va e Q,

et

4.8 VK, <K' VxeQ
(4.8) &rkaxl(w) < x €.

Notations. Pour tout & € 2, on note par ||| K (x)|||o et ||| K (x)|||c les normes ma-
tricielle induites respectivement par la norme vectorielle euclidienne et la norme vectorielle
infinie.

Des hypotheses faites sur les coefficients de K, c’est a dire @ — K (x) est bornée, continue
de © dans M5(C) on peut déduire qu'il existe K > 0 tel que :

(4.9 max || K (@)]lo = K7

On peut aussi déduire qu'il existe une constante K > 0 telle que :

(4.10) max ||| K (z)||| = K.
xe)

Remarque 4.1. Le fait que K soit la valeur singulicre mazimale implique que
(4.11) Re[(r K(x)r)] < K (rfr) VrecC? VrcQ.
Vu les propriétés spectrales de la matrice K (x), le tenseur est inversible pour tout

x € Q. L’application inverse est continue donc on peut déduire qu’il existe une constante
K(_1)7+ .
0 > 0 telle que :

(4.12) max ||| () [lo = Ko
xe

On peut aussi déduire qu’il existe une constante K. C(Q DS 0 telle que :

(4.13) max ||| K~ (@)|[|o = KV
xe)
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4.4.2 Définition de K

On définit une approximation K, de K de la fagon suivante : pour tout 7,5 =1:3, on
considere K, (x) I'approximation de K; ;(x) dans I'ensemble {v € C(12) e P(TT)}.
Donc on définit K, (x) le tenseur de coefficients K, (z).

“Ylrr

Pour étudier les propriétés de la matrice K, (x) pour tout & dans €2, on a besoin d’énoncer
le théoreme suivant.

Théoreme 4.1. [[3] Soit (Tp)n=0 une famille de tétraédres réguliers. On suppose que
les éléments (K, Pi,Yk) sont de Lagrange, affinement équivalents a un méme élément
(K,P,Y) et de classe C°. On suppose de plus que 'on a

(4.14) Py(K) C Px ¢ H'(K)NC(K), avec k > g ~1.

Alors il existe ¢ = c(n, k, IA(, ﬁ) telle que

(4.15) |U — Hhv|mQ < o™k,

pour tout v € H*(Q),m € {0,1}, o la constante de régularité du maillage définie dans
et Il est lopérateur de P-interpolation.

La démonstration de ce théoreme se trouve dans [43], page 83, théoreme 7.11. Un
théoréeme similaire dans le cas de la norme infinie se trouve dans [28] page 61. On suppose
de plus que K ;(x) appartient a I'ensemble W?22(Q) pour tout i,j = 1 : 3, donc pour
k =1 on peut déduire que :

- max|[[|K(x) — K, (@)[[lo < Chh? sur Qy,
xelly,

- max ||| K () — K, ()] < Coh® sur Q.
ey

Les deux constantes C; et Cy dépendent des bornes supérieures sur € des dérivées partielles
d’ordre 2 de K, ().

En conséquence, on peut déduire que, pour h suffisamment petit, la matrice K, possede des
propriétés spectrales similaires a celles vérifiées par la matrice K, voir [49]. En particulier
pour h suffisamment petit, on démontre que la matrice K, possede une propriété similaire
a celle prouvée dans le lemme pour la matrice K.

Remarque 4.2. La fonction © +— K, (x) est continue de Qy, a valeurs dans Msz(C), bornée

et mase ||| K, (@) [l < K, < +0c.
xeQy,

Plus encore :

(4.16)  max||lK, (@)[llo < max ||l (@)]|lo + max || K(x) — K, (z)[[]o < Kf +Ci?
T h T h

xelly,
alors il existe h; > 0 tel que Kar + élh2 > (0 pour tout h < h; on a

(4.17) max ||| K, ()]0 < K,

ey
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max ||| K, (@)]||oo < max ||| K ()] + max ||| K(2) — K, (@)|||lo < KL +nCoh®
xeQy, xzeQy, ey

alors il existe hy > 0 tel que KL + Cyh2 > 0 pour tout h < hy on a

(4.18) max ||| K, ()]l < K,

ey,

Les propriétés spectrales de K, étant similaires a celles de K pour h suffisamment petit,
on en déduit le lemme suivant.

Lemme 4.1. [] existe une constante (* > 0 et hg > 0 tels que pour tout h < hz on a
(419)  |P"K,(x)r| > Im[(r7" K, (z)r)] > C*(rfr) VreC® VzcQ,.
Démonstration. Soit r € C3

- K(z))r|

AV AVAR AVARAV
—_ N Y Y

Donc il existe hs > 0 tel que (¢ — C1h?) > 0 pour tout h < hs on a
Im[r" K, (z)r] > *(rr), VreC?® vxec,
avec (* > (0 indépendante de h. ]
Par ailleurs, par continuité de l'inversion des matrices inversibles on peut déduire que

max ||| K (@) lo < Ko+ max| LK (2) — K ()llo < Ky T+ Cob.
xelly, xelily

Donc il existe hy > 0 tel que Ké_l)’+ + é3h2 > 0 pour tout h < hy on a
- -1
(4.20) max ||, (@) [0 < Kj
reQdy,
De la méme fagon, en utilisant 1’équation (4.13)), on montre qu’il existe h; > 0 tel que pour
tout h < hs

(4.21) max ||| K (®)|||o < K52
xely,

hs,00

De plus, pour tout tétraedre 77" de 774 on a

K, IK . 0K, OK..

— g < —1 _ iJ —1)
)| < | ) - )+ [
<Mh+ K (d’apres et le théoréme.
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Donc il existe hg > 0 tel que Mh+ K > 0, on a pour tout h < hg :
‘ 3Khm

axk

(4.22) <K,

(z)

Dans la suite de ce chapitre, sans affirmation du contraire, on supposera que h < hy =
min{h17 h27 h37 h‘47 h57 h6}

4.5 Formulation discrete

On introduit les formes sesquilinéaires suivantes :

b(v,q):/qdiv(Kv)dx

Q

bh(v,q):/qdiv(Khv)dx
Q

bZ(’U,q):/ qdiv(K,v)dx
Qp

bh(v,q):/ qdiv(Kwv)dz
Qp

On rappelle la formulation variationnelle mixte augmentée associée au probléme variation-

nel discret (3.1)-(3.2) :

Trouver (up,pp) € X X Qp, tel que

(4.23) asn(wp,vp) + 00 (vn,pr) = lon(vy) Vo, € Xy,
(4.24) bh(wn.qn) = 0 Va, € Q.

2
w . .
avec  asp(up,vy) = (rot uy, rot vy)o g, — = (K un, vp)oq, + s(div Ky, div K,v,)0.0,,

bZ(”ha Qh) = (diV<Khvh>7 Qh)O,Qh-

4.6 Existence et unicité de la solution

On s’intéresse & montrer le caractére bien-posé de la formulation précédente, (4.23))-
(4.24). Pour cela, on rappelle un théoreme fondamental qui assure l'existence et 1'unicité
de solutions de certaines formulations variationnelles mixtes.

Théoréme 4.2. (Babuska-Brezzi)

Soient W et (Q deux espaces de Hilbert, a et b deux formes sesquilinéaires continues
(4.25) a(.,.): W xW 3 (u,v) — a(u,v) €C,

(4.26) b(.,.) : W x Q> (v,q) — bv,q)€C,
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et L, | deux formes anti-linéaires continues
(4.27) L():W>3v — L(v) €C,
(4.28) I():Q@>q — I(q) €C,

On pose V.={v € W;b(v,q) =0 Vg€ Q}=ker(b). Si
(1) la forme bilinéaire a est V -coercive, i.e. il existe une constante o > 0 telle que

(4.29) la(v,v)| > a||lv||lw Yv e V.
(17) la forme bilinéaire b satisfait la condition inf-sup, i.e. il existe une constante § > 0

telle que

b
(4.30) inf sup 1D
1€Qvew |[v]lwllgllo

alors le probléeme

Trouver (u,p) € W x Q tel que

(4.31) a(u,v)+b(v,p) = Lv) YveW,
(4.32) b(u,q) = Illg) VqeQ,
est bien posé, i.e. il existe un unique couple (w,p) vérifiant — et
(4.33) lullw + llplle < C(IIL1w + lliler)
Démonstration. voir [30] ou [33]. O

4.6.1 Coercivité de ayy,

La forme bilinéaire a,j de la formulation variationnelle mixte augmentée du probleme
discret - est a valeurs complexes. On rappelle le résultat suivant qui sert a
démontrer la V-ellipticité (condition (i) du théoreme de Babuska-Brezzi) pour le cas
présent, voir [52].

Proposition 4.1. Soient V' et H des espaces de Hilbert tels que ['injection de V' dans H
soit continue et a(.,.) une forme bilinéaire sur V.x V. Si
— (i) il existe deux constantes o > 0 et X > 0 telles que la partie réelle de a(.,.),
Rela(.,.)], vérifie l'inégalité :

(4.34) |Rela(v, v)]| > allv|[y, = Allvl[5, Yo € V

— (i") il existe une constante v > 0, telle que la partie imaginaire de a(.,.), Im[a(.,.)],
vérifie l'inégalité :

(4.35) [Imla(v,v)]| = 7llv][}, Vv € V.
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Alors la forme bilinéaire as est V -coercive.
Dans le cas du probléme original, il a été démontré dans [36] et (voir chap 2) que

Théoréme 4.3. On suppose que, pour chaque espéce s (ions et électrons), les fonctions
a valeurs complezes v, Ve, Wes €t Wps, sont continues sur Q et bornées inférieurement et
supérieurement par des nombres strictement positifs. Et si Re(s) > 0 et Im(s) < 0 alors
la formulation variationnelle mixte augmentée admet une solution.

On suppose dorénavant que les hypotheses du théoreme précédent sont vérifiées. Il suffit
alors d’appliquer le théoreme de Babuska-Brezzi aux problemes variationnels.

Proposition 4.2. La forme bilinéaire asy, vérifie la condition (i) pour tout h < hy.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, il suffit de vérifier les deux hypotheses
de la proposition 4.1}

La forme bilinéaire a,; dépend de la matrice K.
Une démarche similaire a celle employée dans la démonstration de la coercivité de az nous
permet de déduire que :

2
. w
Re[as p(vn,vn)] > mm(LRe[S])(thIBch—Ilvhllﬁ)—gKﬁllvhllﬁ
2
. w?
Imlasp(vn,vn)] < Imfs] IIdIV(Khvh)H%—C—QC [[wnl[5

Les deux conditions étant vérifiées, la forme bilinéaire a, j, est coercive pour tout h < hy [

Remarque 4.3. En conséquence, la V -coercivité de la forme bilinéaire as ) du probleme
discret découle (directement) de celle de de la forme bilinéaire as du probleme continu.

4.6.2 Condition inf-sup, stabilité des éléments de Taylor-Hood
]PQ — Pl en 3D
On commence tout d’abord par introduire les normes suivantes sur les espaces discrets.
On munit X, et Q) respectivement des deux normes suivantes :

1

vn l1x, = ( L on 20, + | div(Epwn) [2a, + || rotvs 20, )
s llon =1l g loss,

On veut montrer que le probleme variationnel discret (4.23))-(4.24) est bien posé sur X, x
Q@ ; 36 > 0 indépendante du pas de discrétisation h telle que

bh
(4.36) inf sup [ Onwn, an) |
an€Qn v,eX), ” dn

> 3

O,Qh,H Up ||Xh N
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Remarque 4.4. La démonstration comportera deux parties : on démontrera dans un pre-
mier temps que la condition Inf-Sup est vérifiée sur Xop X Qo puis sur Xp X Qp.

La démonstration comportera plusieurs étapes intermédiaires ; tout d’abord on démontrera
a Uaide du lemme du Fortin, [29], [353] (page 117), une condition inf-sup sur l’espace
Xon X Qon muni des normes || - [[1a,, || - ly,- On établira ensuite une condition inf-
sup intermédiaire sur Uespace (Hy(Q), | - [l1a) x (LE(Q), | - lloq). Ensuite une troisieme
condition inf-sup sur Uespace (Xon, | - |[1.0,) X (Qon, || - lloq,)- Ces trois conditions nous
permettront d’établir celle sur l'espace X o X Qo muni des normes (|| - ||x,, || - lloq,). Et
enfin a l'aide de la technique de [19], on en conclut la condition inf-sup finale sur l’espace
X x Qp muni des normes (|| - ||x,, || - llo.c,)-

a)— Condition Inf-Sup sur I’espace X x Qo :
On introduit la norme suivante sur Qg :

. éOh = h%“T ||V(]H(2),TT
(4.37) lallg,, >
TTE 1 ,n
Remarquons que || . ||q,, s’annule pour des fonctions constantes, d’ou l'intérét de se

restreindre a Qo p.
Dans un premier temps, on rappelle un lemme indispensable quant a la démonstration de
la condition inf-sup, voir [29], [33] (page 117).

Lemme 4.2. (Lemme de Fortin) On suppose qu’il existe un opérateur Py, : Qopn — Xon
linéaire borné et une constante 1 > 0 tels que

(4.38) | Oh(Pulan), i) | = Bil1Palan)lhon lanllqo-

Alors, la condition inf-sup est vérifiée, c¢’est a dire :

b (00, g0
(4.30) sup L) [ g0y
wWexon  IVhllLa,

Pour démontrer la condition inf-sup (4.36]), on commence par démontrer la condition
inf-sup dans X x Qo muni des normes || - ||1.0,, | - |, ,-

Démonstration. On applique dans ce paragraphe le lemme de Fortin.

Construction de 'opérateur P,
On considere TT" un tétraedre de 7y 5. Soit e une aréte du tétraedre 77" de sommets a;
et a; avec ¢ < j et de milieu m..
) a; — a;
On définit le vecteur tangent 7. & l'aréte e par 7, = ﬁ
a; — aj
On notera par ngﬁe le gradient tangentiel & aréte e d’un élément ¢) appartenant & Qg
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et défini par Vg . = 7.(Vqj - 7).
Pour un élément gj de Qop, on pose v? = Pe(q)) 'élément de X, défini par :

v (me) = —(K,(me)) "' Vg, .(me) | e ?, si me est le milieu de e C OTT \ 9,

v? (a) =0 pour tout autre point nodal a de X, .

a4

ail

ad

FIGURE 4.2 — tetraedre avec 10 points d’interpolation

On définit :
vy = Pu(qy) == Z Po(qp) € Xon
€¢Fh
Suivant la démarche de [33] et [30] et le fait que Yh < hq, | K; ' (m.) |< K }(L;ilJr on a:
I vy lhrr < Cher || Vay llozr
1
2
— okl <€ (St I Ve 1or )
T
(4.40) = [l vh le, < Cll gy llqo

avec C' une constante qui dépend de K ,S:?OJ” et indépendante de h pour tout h < hy.

Ainsi U'opérateur P, : Qo — X est continu.

Pour le reste de la démonstration, on a besoin d’introduire la formule d’intégration numérique
sur un tétraedre 7T suivante construite dans la partie (|7.4.2]) :

Définition 4.1. Soit p un polynéme défini sur R3, on définit la formule de quadrature
suvante :

(1.41) | oo~ (Z anp(B) + gasp@) |77 |
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ou B et S wvarient respectivement sur les barycentres et les sommets des faces du tétraédre
TT. ap et ag sont deux constantes données par : ag = — - 107! et ag = 4167 - 1076,

Par construction, cette formule de quadrature est exacte pour les polynomes de degré < 3.

Avec le choix précédent de vY, on a :

thiohal)| = | [ (I ahda
h

= / (Kvy) - Vg, da
Qpn

3 /T (#0f) - Ve
T

Z\TT| ZaB (K, v9)(B;) - Vap)

On note par T, le triangle dont le barycentre est noté par Bj, on a :

K, (B)v)(B)) = —K,(B;) Y K, (mi)Vay,(m)pm(B;) | emu |’
mkGTB
4
=3 Z K, (B) K, (mi)Va, (i) [ emp [P (¢m(B)) = g pour tout B; )
mkETB
4 _
=3 > (Vdh,(mi) + (K,(By) — K (ma) K, (mi) Ve () | € |
mkETBj

D’autre part, on remarque que I'uniformité et la régularité imposées sur le maillage entraine

que {Vqp - (mi) }1<r<s forme une famille génératrice de R?. D’ot, Uexistence de C; > 0 telle
que

4
(4.42) qu2||o,TT <G Z Z ”vqgﬁ(mk)H&TT

J=1 myeTlp;
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76

Donc,

b (V5 dh)| s D emn P VG (mi) - V) (mi)
mkETBj

+) 7T Z@Bj > emn P (Ku(B)) — K (mi) K, (mi) V- (ma) - V(i)

mkGTBj
4
S I an, Y [ P Ve (m) - Vo)
T e o, REMENE

s> e | (E(B;) — K, (mi)) K (m) V), - (mi) - Vg (my)

Tp. s
mi €T, ey <| || 4] | net

4 4
ZgaB(athQTTZ ST |V, )]

j*l mkGTB

Ay T\mz S 1K (By) — K (mi) K mk)mo)vqg(mm;vqh,T(mm)

7j=1 mkETB

> Z§lOéB(U1thTZ Z IV ah - (ma) 15 7

1= 1 mkGTB

—02§:hrr§: > EL(By) = Ky (mi)) ], [[| K (ma)]]] HV%zm%|%TT)
7j=1 mkeTB v @20)
* .

En ce qui concerne le terme en * on a

\Wﬁwm—KWWWhSIHKh> KB, + [|[(K(B;) — K(mi) ]|,
+ |[(K meﬂm
gzq#+mm
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Donc pour h suffisamment petit, ||| (K, (B;) — K, (my))|] !0 < C(K)h. D’ou
4, )
|bZ("2’ q2)| > 50430%011 Z hfZFTHngHO,TT
T
4 ! 2
—-1),
—gaos Y e > Yo CEYR [Vl
T =1 mi€Tp,
—_———
=12
4 ~ -1 2
> 5043 (Uqu —12 03 hC(K) K;(M )’+) Z h%T“VQ2||O7TT
T
— 2ap(02C, — 1202 hO(K) K [
= 9043(01 q 92 (K) K, ) H%HQM
4 N _
Donc, il existe h; > 0 tel que pour tout h < h; on a 90 (031C, =120} hC(K) K,(14 1)’+) >
C > 0. Alors
= 2
) = Ol
Compte tenu de la continuité de 'opérateur P, (4.40), on en déduit que
| bZ(vgqu) | > Q H qo ”Q
loplle, = C 7R
, . C .
En conséquence, si on note f; = ok on obtient que
(4.43) | 0 (Pula)s a2) | = Bi1Pa(ap) [l llahllgo -
D’ou
| bh(vh ) | o | B(Ph(dn). ai) | 0
(4.44) sup > > Billanllq
wexo,  VnllLe, [P0 (ah) 1.0, nen
O
Dans le paragraphe suivant, on démontre la condition Inf-Sup sur l'espace (X 5, XxQor)
muni respectivement des normes || - ||; et || - [|o-
Lemme 4.3. La condition inf-sup est bien posée sur Uespace (Hy(Q)?, ] |l1.0) x (LE(Q), || -

lo.) ; il existe B, > 0 telle que :

0o .0
(4.45) qp 2@

5 > Bellq’ o
vIEHL(Q)3 |v ||1,Q
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Démonstration. Soit ¢° € L2(€2), en utilisant le lemme A.42 dans [28], on en déduit qu’il
existe w° dans H} ()3 tel que div(w®) = ¢° et ||[w’|1.0 < Cnsllq°]oq-

On pose v° = K 'w", donc v° € H}(Q)?, div(Kv°®) = ¢° et || Kv°|1.0 < Cnsll¢°]o.q-

De plus, a partir des propriétés spectrales du tenseur K vues dans les sections précédentes,
I’application f :

Hy(Q) — Lg(Q)
v’ — div(Kv?)

est une surjection linéaire continue. On considere alors f*

ker(f)l — L3(Q)
v’ — div(Kv?)

Par construction, cette application est une bijection linéaire continue, par le théoreme de
I'isomorphisme de Banach, sa bijection réciproque est continue aussi et donc il existe une
constante Cx > 0 telle que [[v°]]1.0 < Ck||¢°]o.a-

En conclusion, pour ¢° € L3(Q) il existe v° € ker(f) C HE(Q)? tel que div(Kv°) = ¢° et
[v°[lLe < Cxlld[log.

Ce qui implique 'existence de 5. > 0 telle que

b ’UO qO
ap DR gy
vOeHE (Q)3 [v°]]1,
D’ol le caractere bien posé de la condition inf-sup continue sur 'espace (H}(Q)2, || - ||1) X
(L5 (D), 11 [lo)- 0
Maintenant on demontrera la condition inf-sup dans (X, || - |[1.0,) X (Qons || - [lo.g,)-
Lemme 4.4. La condition inf-sup est bien posée sur l'espace (Xop, || - ||l1.0,) X (Qon || -
lo.a,) ; il existe B > 0 telle que :
bh ’UO, qo »
(4.46) sup M > Bllapllon
v)€Xo vkl

Avant de commencer la démonstration on rappelle une technique d’interpolation pour
gérer des fonctions dans L'(Q) en utilisant les éléments finis de Lagrange conformes dans
H'(Q). Cette technique a été introduite par Clément [20] d’ou l'appellation ”Opérateur
de Clément”. Cet opérateur d’approximation possede les 2 propriétés suivantes.

Lemme 4.5. (Clément)

— Stabilité : Soient 1 < p < 400 et 0 < m < 1. Il existe c telle que

(447) Vh,V'v S Wm’p(Q), ||7Th’UHWm,P(Q) < CH’UHWWP(Q).
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— Approzimation : Pour tout élément TT' de € Ty, on note par App l'ensemble des
éléments dans Ty, ayant au moins un sommet avec TT. Soient I, m, et p tels que
1<p<+40et0<m<I<k+1. Alors il existe c telle que

(448) Vh,VTT € ﬁL,V’U < Wl’p(ATT>, ||’U — 7Thv||m,p,TT < ChlI?TmH'le,p,ATT'

Ces propriétés ont été étudiées et démontrées par [20], [11] et [12].

Démonstration. En ce qui concerne la démonstration du lemme , I’équation (|4.2))
montre qu’il existe un opérateur d’approximation de Clément modifié afin de préserver
la condition aux limites homogene, [[28], 1.127, 1.129(3)], m, : H{()* — X, borné
satisfaisant les deux propriétés précédentes. D’ou

(4.49) < G100,
et | (div(K, (v° = m0°)), gh)o,a, | =] (K,(v° = m0°), Vay)og, |
< Oy K Z her [0l er [V apllorr
TTET 1
(4.50) < Co [[v°l1sn gl

avec Cp,Cy > 0.
Puisque ©, = Q, on a b} = by,. Soit v° un élément de H(9) tel que div(Kv°) = ¢, on a
alors

[ Dh(vi,an) | o | bh(mav”, qp) |

westnn N0an = mePllia,
1| b, ) |
=0 [,
_ L (%) | bu(mnv® — v gj)
[EZIeS
1 |bn(v°,qp)| B L|bh(7rh'v° —v,q)) |
=0 e G oo,
> 1 ‘b 7qg>‘ . i‘bh(’vovqg) _b(fvoaqg){ . L‘bh(ﬂhvo_voaqg)
=0 o' G e G [,
?ﬂuqhno SR Hhel AT 2] S THY
e Cy [v°]] 1.0, C, o
@/B—HQ}LHO ‘bh 7q2) - b(’vovqg){ Cy Sup | bh(v?wqg) I
-G [ 191,02, C1 01 woex,, VR0

Ce qui donne
) Sup ‘ bZ(’U%, qg) ‘ ﬁc || ||0 _ 1 |bh(’UO, q](‘)L) - b(v()’ q}g)‘
C1B1" woex,, [Vhllia, SRl ey [0%]l1.0,

(1+
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Pour conclure le résultat, on rappelle le résultat de 'inégalité inverse globale [[28], p. 76]
suivant.

Proposition 4.3. Soit {K,P,%} un élément fini. Soit | > 0 tel que P C Wh*(K). Soit
{Ti}nso une famille quasi-uniforme de maillages réguliers dans R? avec h < 1. Soient
0<m<Il,p>1etq<oo. Onpose Wy, = {vp; VK € Tp,v, 0Tk € ]5} Alors, il existe
une constante Cyy indépendante de h, telle que, pour tout v, € Wy, et 0 < m </,

) (X ) = (S )"

KeTy, KeTy,

D’autre part

bh(vo7 qg) - b<v07 qg) = bZ(UO’ qg) - bh(vov qg)

/Q £ div((E, — K)v)dz

< / ‘ng (K, —K)voldx
Qp,

< max ||| K, (x) — K, (@)lllo [Varllog, 1000,

CDQ}L

1h2|lqh|!1 o, [0 1.0,

(4.52) < CiCrr b [lapllos, 10,0,
Ce qui implique que
Cy | bZ(v?wq?L) | Be CHC’I 0
1+ sup —r—r—— > (= —h dnllo.
( Clﬁl)”hEXoh H,U?zHLQh (Cl Cl )H hHO "
., CuC
Donc, il existe hg > 0 tel que pour tout h < hg, on a (g— —h ICI’ 1) >0
1 1
Dot Pexistence de 8 > 0 telle que
ph ,UO7 qo N
(4.53) sup LAC D) 5 llgnlo.s,
v0€Xon [vhll1.e,
O
Lemme 4.6. La condition inf-sup est bien vérifiée sur l'espace (Xon, | - ||x,) % (Qon, | -
lo.a,) ;s il existe Bx, > 0 telle que
bh ’UO, qO
(4.54) inf  sup M > Bx,

ReQon vyexo, |Vnllxulldhllo
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Démonstration. Pour établir la condition inf-sup avec la norme || - ||x,, on va utiliser
I'équivalence des normes suivante 7.5

(4.55) lil%, 00 < Collvillig,

En utilisant (7.42)) dans la condition inf-sup (4.53]) on trouve

> Bx, llanlloe
’U?LEXQh ||’U?L||Xh ’ " "

ou ﬁXo = \/FOB

b)— Condition Inf-Sup sur X; x @, :

On va montrer dans le paragraphe suivant que la condition Inf-Sup est vérifiée sur
I'espace X, x Q) dans le cas d'un domaine polyédrique.
Dans cette partie, on va suivre un raisonnement analogue a celui de P.Ciarlet et V.Girault
[33] pour étudier le caractere bien posé de la condition inf-sup sur un domaine polyédrique.

Pour tout h < H, on considére une discrétisation structurée, i,e., toute face F' € OS2 est
discrétisée en triangles de diametre ~ h. On commence tout d’abord par énoncer le lemme
suivant.

Lemme 4.7. Soit F une face de 0f).
Il existe p € C*(R) telle que Supp(pjan) est inclus dans un compact de F et / pdl =1
F

Construction de p, Soient II; 'opérateur d’interpolation de Lagrange dans Y} et
¢i,i =1,.., N les fonctions de base de Y}.
On définit p, € Y}, par :

N
on = u(p) + Zcigbi, avec ¢;, 1 = 1,.., N sont tels que /(ph —p)dl' =0
i=1 F

Ainsi, /ph dl' = 1 et 3C5 > 0 indépendante de h telle que | p, |1 < C3. On pose
F
pn = pn-mp, donc p, € Xy et || py [|Ix, < Cs
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Soit Cy = / div(K,,p,) dQ. On vérifie que Cy # 0, on a
Qp

| div(K,py,) A, | =| div(K, (ppmr)) dQy, |
Qp,

Qp,

:\ / PhKhnF'nF drh\
F
|t [ p Ky e dE)|
F

ZC*|/Phth|> 0
F

L : C
On pose p;, = aph donc p, € Xy, /Q div(K, p,) dQ, = 1et [|p,llx, < ﬁ.
h

On a alors le théoreme suivant :

Théoréme 4.4. La condition Inf-Sup discréte est vérifiée dans (X, Qp) ; il existe une
constante 3 > 0, indépendante de h telle que pour tout h suffisamment petit on a

| b} (vn, qn) |

(4.57) inf sup >
vnllx, [lgnllo

WhEQR v,eX),

Démonstration. Soit g, € Qp, on peut le décomposer en q, = ¢j) + G, avec qp € Qo et

1
g, = — deQ2.
dp |Q| \/K;Qh
D’apres ([{.54) v, € X, tel que / qp div(K,v,)dQ =1l g, [I7 et |lvpllx, < v g llo-
Q

On pose v, = av) + g, py, alors
|67 (Vn, )| = 0w (Vn, an)|

= / dhn le(Kh 'Uh) dQ‘
Q

N

= lall 12 + 7 / £ div(K, pp) A + G / div(E, p) A + a7, / div(E, v!) dO
Q Q Q

J/

-~

=0

= ol + 3, [ v, pan +3;
Q

L : L

> il = rslmlo| [ o e, )00 + gl
C 1

> 02 _ 3 — 0 — 2

> ollqnllo ARGIE [@llo lanllo + K ’HQhHO

C? _ € 1
> gl — WSHH 1115 — §||C]2H§ + m”%“g, avece > 0.
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C3
En prenant ¢ = o, puis « = —=—:
| Cy |2
C? 1
ph > 3 012 — 2
[t a0) | 2 57l + eyl
C? 1
4.58 > mi 3 2
( ) _mln(2’04 ’272‘Q‘)||qh||0
De plus,
_ 0 | —
lvallx, = [|avh +Tpnl | x,

< ||l x, + [l lonllx,
Cy
< Alal |gllo + —=—|llo
C4] 192
Cs

< (ol + —=
( Cy] 102

Mlanllo

= Cs|lanllo

Cs
Cal 212
Pour conclure le reste du résultat, on remplace ||g||o dans la derniére inégalité (4.58)) on
retrouve

ou Cs5 = v|a| +

| b} (v, ) 1> Bllanllo vnllx,
e
2 Q] 2|Cy?

oilﬁ:—min( ) ]

4.7 Estimation d’erreur

Une fois démontré 'existence et 'unicité de la solution du probleme discret on peut
rappeler les estimations de I'erreur en fonction du pas de discrétisation h entre la valeur
de la solution exacte et la solution de la formulation discrete. De nombreux auteurs ont
contribué au calcul des estimations d’erreur pour des formulations mixtes, voir [30] , [34],
[36]. On donne pour rappel les théoremes suivants sur le taux de convergence des éléments
finis de Taylor-Hood [56]. On note dans ce paragraphe les espaces X (Q) et L?(Q), par X
et () alors :

Théoréme 4.5. (Ordre de convergence) On suppose que les hypothéses du théoréme
de Babuska-Brezzi sont vérifiées. On suppose aussi que les espaces X et () contiennent
respectivement les polynomes de degré 2 et les polynomes de degré 1 alors il existe une
constante C' > 0 telle que

(4.59) lu —unl x + [[p = palle < Ch((Jullz + lIplh)
pour tout (u,p) € H* x H'.
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On peut alors trouver une estimation en norme L?((2) :

Théoréme 4.6. [3])] Soient (un, pr) et (u,0) la solution approchée et la solution exacte du
probleme mizte associé au modele Full-Wave respectivement. On a les estimations d’erreurs
suivantes

(4.60) lu — upllo < Ch
(4.61) lp — pallo < CR*?

4.8 Domaine convexe non polyédrique

On peut étendre la démonstration de la condition Inf-Sup dans le cas d’un
domaine convexe non polyédrique de frontiere suffisamment réguliere.

On commence par une triangulation conforme, réguliere et quasi-uniforme du bord de
2, notée Ty .

On obtient 09, =T}, = U T tel que tous les noeuds de discrétisation appartiennent a
TETa,n
I'. Ensuite, on étend cette discrétisation a un maillage en tétraedres de €2 en conservant la
régularité, la conformité et la quasi-uniformité du maillage.
On obtient Q, = U TT.
TTET,n
Pour ce cas, on a ), - Qet,NI = { nceuds de triangulation de 09}.

Supposons que pour tout & € 2, on peut définir un champ ny, () régulier. On définira
la normale sur I';, égale & ny(x). On supposera par ailleurs que ||ng,(x) —nr(x)|lo < hC(n)
pour € I'y,, avec C(n) une constante qui dépend des dérivées partielles premieres de ny,
qui sont supposées régulieres sur I',.

Par exemple : Soientt €2 le volume intérieur a un ellipsoide centré a l'origine et de rayons
R,, R, et R,, on notera RR = min{R,, R,, R,} et S une sphere centrée dans l'origine de
rayon RR; avec RR; << RR. On notera alors n(z) la normale extérieure, qui est une
fonction C*.

Soit 73 une triangulation de I' = 02 et Ty j, une tétraédrisation réguliere de €2 obtenue
a partir de Ty .

- Pour tout point € €2, on définit la normale extérieure de la facon suivante : Si
x est de coordonnées (0, ¢,), avec =5 < 0 < 7, ¢ € [—m, 7| dans Dellipsoide de
rayons 7,1y, 7, , avec Ry <ry, < R, RRy <1y < Ry, et RRy <71, < R, soit =~
le point de coordonnées 0,, p, dans 'ellipsoide de rayons R,, R, et R., on notera
n,(x) = n(x*). B

- Pour tout point @ € S on considere un prolongement C* du n; défini sur €,\S.
On obtient ainsi un champ de vecteurs dans C>(€,). Ce champ de vecteur, noté
toujours ny, sera la normale approchée en I'y,. Par ailleurs, il vérifie :

Iy (2) — ng(@)lo < hC(n).
Dans ce contexte on peut étendre la portée du Lemme ainsi que le Théoreme (|4.4]).
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Pour le lemme (4.7) dans les cas ou €, C 2, on procede comme suit.

On pose :

0 sur O 0 Sur Q
P’ = {” SR et = {Qh SR L 80 e HIQ)P et @ € LE(Q).

0 surQ\Q, 0 sur Q\Q,
Alors :
o VLD et
wWexon VhllLa, [T 00|10,
|07 (0, 47) |
G e,
1 ‘bZ(vO,q2)| 1 !bZ(ﬂh'vO—vO,qg)‘
B a ||v°||mh el 10|10,
‘b 7qh ‘ 1 ‘bh 7q2) _b(’boaqg){ _i{bZ(ﬂhvo_voaqg)’
O e G [0}, Ch 10010,
G LR b G
C dnllo,Qy, C 0o c; 4rllQo.n
@5y LR MR G ()|
Cy "G 10|10, Ci b1 woex,, |IVhllie,
e Oy g MORDL a0 1) b2
Cibr” woex, lvallie, e "G 10|10,
De plus,

tho )~ 0] = | [ div (B0 — [ g div(E)da

Qp

Ji
J

/Q Vel - (K, — K)v')dz

— K)v")dz — / g, div(Kv°)dx
0\,

J/

-~

div((
62:0 sur Q\Qp
div((

— K)v")dz

-
< CiCirhlgpllog, [10°h.e,
Et on conclut de la méme fagon que dans le cas polyédrique.

En ce qui concerne la démonstration du théoréme [1.4] dans le cas de €, C Q il est
nécessaire de donner une version plus précise de la fonction p et d’utiliser la définition et
les propriétés du champ de vecteurs ny,.
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Construction de p,, :
Soit &y un sommet d'un tétraedre de la triangulation 75 .

On pose F}, = B(xo, H) N[y, ou B(xo, H) désigne la boule de centre xy et de rayon H
avec H > 0.
On note par nr(x) la normale au point & a un triangle 7" appartenant a I'y,.

Soit €1 tel que H > &1 > 0, on note par B(x, 1) la boule de centre x, et de rayon &;.
On définit la fonction p; en tout point @ de B(wo, e1) N €Y, par py(z) = (e2 — ||x — mng)S.
On prolonge p; de facon C? par 0 sur tout €, et on note p ce prolongement.

D'ou, p(x) >0 et / p(x)de = C, > 0.
Iy

On considere I, 'opérateur d’interpolation sur I'espace Y.
NPI
On considere py = C’ﬁ et pap(z) = IK(p2) Z p2(x;) ¢i(x) on NPI désigne le nombre de
p

points d’interpolation et {®; }i—1.npr les fonctlons de base de Y},
Par construction on obtient,

(4.62) /1“ p2(x)de =1

(4.63) 3C(p) > Otelle que ||p2(x)|lo < C(p); Vo €

D’ou
160 | [ puaterial 2| [ ptaw)dal = [ |te) - puat@)da = (1= 1)

avec C(p) est une constante qui dépend de la dérivée seconde de p. Donc il existe hg > 0
tel que pour tout h < hg il existe € > 0 telle que 1 — h2C(p) > 1 —e.

Soit p(x) = pa(x)ny(x), donc p € W2°(Q,), d’ont I'existence de deux constantes g et g,
strictement positives telles que

- ~ a~ Z); v
1Bl < o ot max | 222k 5
ze Il Ot o,
On pose
NPI
(4.65) pr(a) =Tu(p(x)) = Y _ pali) - () di().
=1

Par conséquent, il existe deux constantes pp, et ﬁ/hm strictement positives telles que :

8l3h(‘13>i
Lj

/

1n(®)llog, < Pre et max ho
:I:EQ}L

i,7=1
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En effet,

1Prlloe, < 112 = prlloc, + [IAllog,
< C*h* + o

avec C™ une constante qui dépend des dérivées partielles premieres de p.
Dong, il existe hg > 0 tel que C*h? 4 gy > 0 on a pour tout h < hg ||pyllo.e < Phe-
On suit le méme raisonnement pour montrer l'existence de hiyy > 0 tel que pour tout

85 X); v
h < hjpona max ‘M| < Py
QSEQh x]
1,j=1:3
En conséquence, pour h suffisamment petit, p, ainsi que ses dérivées partielles premieres

sont uniformément bornées dans €2y,.

= pp €Xpet 3C, >0 telle que || gy, Ix, < C,

On pose Cg = / div(K,(x) py,(x))dz. Vérifions que Cg # 0.

Qp

|C|

/Q div(E, (z) p(x))dz

K, (@) (@) - n(2) dr'

I

S [ K@) nata)ar

TCFy

NPI

Z LZPQ(xi)Kh(x)nh(xi)'nT(x)¢i(l')d$

> [ 3 m) Kl (mnar) = ma (o) - mra)on(a)da

TCFy

NPI

+ Z /T Z:pQ(IZ)Kh(x)nT(xz)nT(fE) ¢i(x) dx

TCFy,

NPI

Z /:FZp2(xi)Kh($)nT(I)'nT(x)gzﬁi(x)dm

TCFy

v

NPI

Z /T Z p2(7:) K, () (nh(xi) — nT(SC)) -np () (x)de

TCFy
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NPI

> 'Im( 3 / S pola) K p(@)ne(n) - na(@)éi(@)dz)| (la] > |Im(a)], Ya e C)
TcF, YT i=1
NPI
-y / S o) K () (ma () — () - 1o () bu()
TcF, YT i=1
1 NPI NPI
Eaby / S pol)on(a)da| — | / S o) Ky (1) (ma(:) — () - mor (2) () da
TcE, VT i=1 TcE, YT i=1
NPJ
ZC*‘/F pon(x)dl| — | >~ /TZPz(fﬁi)Kh(x)(nh(l‘i)—nT(@)'"T(ﬁﬁ)@'(fﬂ)dﬂ?
164 NPI
C*(l—e?) — Z / Zp2(1’i)£h($>(nh(xi>_nT(«T))'nT(x)(bz’(m)dx
TcE,’T =1

NPI

>c(-e) = ) / S E @), oo o) mas) — mn(@)llo 63(x)
TcE, YT i=1

NPI
S C0-9 K5 3 [ S sl (Imale) — mate o+ nr(e) - na(e)lo) 6@l

Tcr, YT i=1
De plus,

|72n(25) — np () ||o =
|n(x;) — np(z)|lo stz €T,
400 {un(o:*) el s @ ¢ T

Pour les deux cas on a, ||n,(z;) — nr(x;)|jo < hC(n) avec C(n) une constante qui dépend
des dérivées partielles premiéres de n qui sont bornées car n € C*(T").

D’ou
(4.63) NPl
Gl Cu-a-KiCph 3 [ 3 @l
TcF, YT i=1

NPI .

> C(1=0) - KfClnph Yo Y [ 171 9@y di

TcF, i=1 7T \_;’1_/

=6

> ("(1—¢) = 6[T| K, Cn, po) b Y T

TCFh

> (*(1—¢) — 6|T| K C(n, ps) hmes(Fy,)
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avec C'(n, p2) est une constante qui dépend des dérivées partielles premieres de n et de la
constante provenant de 1’équation (4.63)).
Donc, il existe hq; > 0 tel que pour tout h < hqq,

(C*(l —e)—6 |T| K,ZC(n,pg) hmes(Fh)) > Ch,, > 0.

1 C
On pose p,(x) = e P (), donc par construction p, € X, et ||p,|lx, < ﬁ.

Théoreme 4.7. La condition Inf-Sup est vérifiée sur X, x Qp i,e, 3 5 > 0 indépendante
de h telle que pour tout h suffisamment petit on a :

bh
inf  sup [ bh(vn: an) | =
9€Qn wrex, || vn x|l an llo

Démonstration. On va suivre la méme démonstration que dans le cas d’un domaine polyédrique.

On décompose un élément g, appartenant a @, de la fagon suivante : g, = ¢) + G,

avec q) € Qo et g, = qn, dQ,.

| Q| Ja,

On sait qu'il existe v9 dans X, tel que / g, div(K,v)dQ, =] ¢} I3,
Qp

et [lvpllx, < vl gy llo -

On pose v, = av) + g, py, alors

16 (o, qn)| = /Q gn div(K, vr) A
h

— |allls +a |

Qp

gy div(K,, p,) dQy, + G, /

Qp Qp

div(K, pj,) d€2 + ag,, / div (K, vy) dQ,

— lall 12 + 7 / & div (K, pr) A +

Qpn
L : [
> al gl — =l [ af A At + o lal?
B ]
C 1
> alld®l?2 — p — o4 — 12
2 Rl e o ekl + gl
. € 1
0112 p = 1|2 0112 —= 112
> allgyllo — 2e[C62 | '| 1G5 116 — 5”%”0 + —| QO |||Qh||0: avece > 0

-~
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02
En prenant ¢ = « puis @ = 7] Cl’) z et en utilisant le fait que | Q, |<| © |, on obtient
6
; 1
b Y
‘ h /Uhaqh)‘ = | C | ||qh||0 9 | Q |||q}z||0
2
1
p
1
> m
- m1n(2 ‘ C |27 9 | QO |)HQhHO

En suivant le méme raisonnement que dans le cas polyédrique, on retrouve le résultat. [J






5 Simulations Numeériques

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente des résultats numériques obtenus a travers la réalisation
informatique de la formulation discrétisée dans le chapitre et dont l'existence d’une
solution unique et la stabilité sont démontrées dans le chapitre ({4]).

Dans cette premiere section on présente les résultats obtenus quand le domaine est
un cube et la solution est donnée, ceci avec 'idée de valider le montage des matrices et
la résolution du systeme linéaire. Suivront des réalisations dans le tore avec un tenseur
dié¢lectrique plus réaliste d'un point de vue de la physique et donc non hermitien.

Le domaine Q est le cube | — 1, 1[> maillé par des éléments finis géométriques d’ordre
1:

FIGURE 5.1 — Maillage du cube | — 1,1

92
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Le champ des vecteurs normaux, noté n calculé par la méthode décrite dans le chapitre
et représenté dans la figure suivante :

FIGURE 5.2 — Champ des normales

On considere comme solution connue le champ de vecteurs défini par E = (E,, E,, E,)
o E, =E,=E, = E(z,y,2) = (1 —2%)(1 — y*)(1 — 2*) avec la condition au bord du
conducteur parfait E x n = 0. Par un calcul élémentaire on obtient les seconds membres
des équations et alors on résout :

trouver (E" p") dans V' x V" tel que

1) a(E", F")+b(F",p") = (f, F") VF"e X},
(5.2) bE".¢") = (9,qn) V" eV

2
as(u,v) = (rot u,rot v) — W—Q(Ku,'v) + s(div(Ku),div(Kv),

b(”a Q) = (diV(K’U), Q)
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f est le second membre de la premiere équation et g est le second membre de la contrainte
sur la divergence.

Le pas de discrétisation du maillage est de h = 0.1 et donc on obtient 31019
tétraedres. Apres montage de la matrice des éléments finis on obtient un systeme avec
3% 47760 inconnues. La matrice est creuse avec 10688068 éléments non nuls. La résolution
du systéme linéaire peut étre réalisée par la méthode GMRS [50] ou par une méthode
directe LU [35]. Dans les deux cas on obtient une précision relative de I'ordre 1071°.

Parte reelle de Ex_Levelset Partie reelle de Ex_Levelset
0s 0s

FIGURE 5.3 — Représentation de deux sections de la partie réelle de la composante FE, de
E, les niveaux vont de —6e=* a1

Emeur parte reelle de Ex_Levelset
0000498

0000995

FIGURE 5.4 — Représentation de deux sections de ’erreur sur partie réelle de la composante
E, de E, les niveaux vont de 0 & 1le™3

La norme L2 de 'erreur est d’ordre 10e~2, donc la précision des calculs est celle prévue
par la théorie.
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FIGURE 5.5 — Représentation de deux sections de la partie réelle de la composante F, de
E, les niveaux vont de —3.81e % a1

5.2 Tenseur Diélectrique

5.2.1 Densité des électrons

On va considérer deux formes différentes de la fonction de densité des électrons et des
ions dans le plasma constituant le milieu dans lequel on étudie la propagation des ondes.
Un premier cas consiste a supposer que la densité des électrons et ions est constante et
égale a une quantité que 'on notera nmaxe pour les électrons et nmaxi pour les ions.
Ces deux valeurs, sont en fait, la valeur de la densité des électrons et ions au centre de la
section poloidale du tokamak. Dans un deuxieme cas, dans une approximation plus réaliste,
on peut supposer que la densité varie entre le centre et le bord de la section. Pour tenir
compte de cette possibilité on considere deux profils radiaux, a savoir :

(5.3) ne(z,y,z) = nmaze((1 —€) * (1 — (( s 26; Ro)" +2 ) +¢€)
et
(5.4) ne(z,y, z) = (nmaxe — nmine)(1 — (( s yQa; Ro)” + 2 )) + nmine

ol Ry est le grand rayon du tore, a le petit rayon du tore, nmaxe est la densité des électrons
au centre du tore et nmine est la densité au bord tu tore. La valeur de nmaxe est égale a
5¢!? m™3 et la valeur de nmine est de 5.e*® m ™3 pour les deux especes.

Pour les fonctions de densités des ions on considere des fonctions du méme profil mais
avec les nmaxi et nmini données.
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Leurs dérivées par rapport a x,y et z sont les suivantes :

n. /22 - 12 — R L
(5.5) 87;; = 2nmaze((e — 1)( ’ +ag o) (z® +y*) " zx)
One Vr2+y?— R )
(5.6) 87; = 2nmaze((e — 1)( ’ +ag 0) (2% +y*) " 2y)
et
one. z
(5.7) 5 = 2nmaze(e — 1)?

Dans les cas de la définition des densités données en ((5.4]) on obtient :

one , 1 1
(5.8) EZC = —2(nmaze — nmm@)ﬁ(\/l‘2 + 92 — Ro)(2® + ) 22
8”6 . 1 2 2 2 2\ — 1
(5.9) oy —2(nmazxe — nmme)ﬁ(\/x + 42— Ro)(z" +y°) 2y
et
on, , 1
(5.10) 5, = —2(nmaze — nmzne)ﬁz

Idem dans le cas de la densité d’ions.

5.2.2 Température des especes

La fonction de température des especes est similaire a la fonction de densité.

(511) Tg(l’,y, Z) — (Tmax§ _ Tmm{)<1 . ((\/ 2 4+ y2a; Ro) +z ))

+ Tmin&
avec £ = e, 1.

Par ailleurs, on suppose Tyaz¢ = 1.16015676104272x 107K et Tpe = 1.16015676104272%
103K.

On déduit sans peine les dérivées :

0T _

1 _1
(5.12) € = —2(Tonaag — Tine) =5 (Va2 + 47 = Bo)(& + ) Ea

De la méme maniere on obtient les dérivées par rapport a y et z pour £ = e, 1.
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5.2.3 Fréquences du plasma

Si on considere un champ extérieur Bg uniforme, les fréquences cyclotroniques sont
constantes :

I3
5.13 g = B
(513) e = ¢ Bl

oué =e,i
Par contre les fréquences plasma sont fonction de la densité.

[ne(z,y,2)q? F
5.14 =y = v/
( ) wp7£ EOm§ ( Eomg) nﬁ(xa y? Z)

Ainsi les dérivées prennent la forme :

2 1 ang

Pent (a9, 2)) 5

1
5.15 — = —
( ) or 2"\ eome

On déduit pour & = e, les dérivées par rapport a y et z.

5.2.4 Fréquence collisionnelle

La longueur de Debye est une fonction de deux quantités qui peuvent étre considérées
variables, la densité et la température :

cokpTe €okp \/Te
(5.16) Ap = \/ = \/

Neq? @ /e

alors si 7, est une constante :

OAp 1 |egkpT, -3 @ne
17 —— =54/ e’
(5.17) Ox 2 q> e o

on déduit ensuite les dérivées par rapport a y et z.
Si T" est une fonction de z,y et z et n, = nmaxe on obtient :

OAp 1 |epkp, . 1 8Te
1 — == T: ?
(5.18) Or 2\ neq? Ox

idem pour les dérivées par rapport a y et z.
Si maintenant on considere Ap dans le cas ou n,. et T, sont des fonctions de la position
on trouve naturellement :

(519) (9)\D _ EOI{ZBTe _7877,6 60]{73 6
Ox 2\ ¢ neq§
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Dans le cas de la fonction qui donne le volume de la sphere de Debye :

4
(5.20) A= gﬁ/\%ne
on déduit ces dérivées :
oA 4 O\p on
21 — = 1B\ n.—— + A\ ==
(5:21) ox 37T<3 Dl * D@x)
La fréquence collisionelle v, est définie par :
In(A)wp.
5.22 = e
(522 o= )

Ces dérivées par rapport a x, y et z sont obtenues par composition des dérivées déja
calculées :

Owp, e
(5.23) e _ Awye P+ In(A)%e2) — In(A)w, 52

ox A2
Alors le facteur oz, vy, 2) = w + iv.(x,y, z)) a pour dérivée :
Jda  0v,

Cela se répete pour les variables y et z.

5.2.5 Vitesse d’agitation thermique

Le terme d’agitation thermique des électrons, comme son nom l'indique, est une fonction
de la température des électrons :

2k
(5.25) Vthe = E/T.

Me

et donc la dérivée par rapport a x est la suivante :

8Uthe 1 2]{73 —1 (9Te
5.26 =4/ T, 2
( ) ox 2V m. ox

On obtient de fagon similaire les dérivées par rapport a y et z.

5.2.6 Champ magnétique extérieur

Dans ce travail on considére une expression du champ magnétique extérieur simplifiée :

BO,I — sm(gb)
(5.27) Bo=|Bo2| =Bo| cos(¢)
By s 0
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avec By = 0.5 —3.2T et ¢ = Arg(x + 1y).
Ainsi la matrice de passage du repere de Stix au systéeme au repere cartésien prend la
forme :

Bo,2(x) Bo,1(x)Bo,3(x) Bo,1(x) .
1Bl TBo(Bo)ls  TBoa)] cos(¢) 0 —sin(¢)
_ 0,1(T 0,2(x)bo,3(T 0,2(x o .
(5:28)  P(x) = | —1m3mE BBl 1B | = | 5@ 0 cos(e)
0 " Bo@)lis Bo.s(@) 0 -1 0
1Bo ()] Bo(=)]]

ou ||By(x)]|; sont définies dans 'appendice A.
Ainsi la matrice des dérivées par rapport a x est la suivante :

2+y2 sin(¢) 0 # cos(¢)

oP .
(5.29) %(Cb) = | =4z cos(9) 0 Flssin(9)
0 0 0
Les dérivées par rapport a y et z sont obtenues de la méme maniere.
P o +y2 sin(¢) 0 7757 cos(@)
(5.30) a—(az) = | =5z c08(¢) 0 zsin(9)
Y 0 0 0
et
oP _
(5.31) g(w) =0

Une deuxieme approximation plus complexe du champ magnétique extérieur est celle
proposée par Lituadon 1990 [42] et Sebélin 1997 [52] . En coordonnées cylindriques/toroidales
(voir appendice A) le champ magnétique extérieur est donné par :

BOl d
: ByR

(5.32) Bo= | Boz | = =1 d’%,,;;fg)
By 3 1

avec R = /22 +y%, r = \/(R— Ry)?+ Z2 et d(r) = \/R2 —r2. La fonction ¢(r) est le

parametre de sécurité et a la forme suivante :

(5.33) a(r) = ()@ — ) + 4

avec (. la valeur au centre du plasma et ¢, la valeur au bord du plasma. Des valeurs typiques
de q. et g, sont respectivement 1 et 3.
Le champ magnétique extérieur en coordonnées cartésiennes est alors donné par :

cos¢p 0 —sin(9) @@
———— | sin(¢) 0  cos(¢) Voity?
\/m 0 1 0 d(z)q(x)

avec ¢ = arctan(y/z), \/R2 (Va2 +y?— Ry)? + 22) et
(5.35) q(x) = <;>((v 22+ 12 = Ro)* + 2°) (@b — qc) + 4

(5.34) B, =
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5.2.7 Vecteur d’onde

Le vecteur d’onde dans les coordonnées de Stix est le suivant :

(5.36) k(zx) = 0
N
ou k est une constante. En conséquence, en coordonnes cartésiennes :
Lk — sin(¢)
(5.37) k() = ——— [ cos(¢)

Vaitr g

Si maintenant on considére le champ magnétique extérieur défini en (5.27) on peut
donner la forme de k), :

k

Ainsi les dérivées de k) par rapport a x et y sont :

(5.38) kH(a:) = k.B()(aj) =

(5.39) aaix(w) = —k(a® +y*) 2w
(5.40) Sliw) = b+ )y
et :

(5.41) aaiz'(x) =0

5.2.8 Amortissement Landau

Le taux d’amortissement Landau est donné par I'expression suivante :

T wneg? ( w
3 72
QUthesz

(5.42) Yel,y,2) = )

3 1.3
2 mevmekn

Le calcul des dérivées de v.(z,y, z) par rapport a x, y et z va dépendre de ce que 1'on
considere comme une fonction de z, y et z : la densité et/ou la température électronique
et/ou le vecteur d’onde.

Dans une premiere approximation, si I’on considere n, et T, constantes, Bg donné par

5.27) et k) = T les dérivées sont nulles.
0
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Si maintenant la densité des especes est donnée par ([5.3)) ou ([5.4)) on trouve :

e T Wi w o One
5.43 = =t
(5.43) Ox (@) 2 mevg, ki exp(= 2vthek2) Ox (@)
Dans les cas ol on considere kj(x) = ﬁ et le reste indépendant de la position on
xre+
a: Y
e T —(Wneg?) ., 4 w | Ok
5.44 =/ z-———3k
(5.44) 1 o) = |3 g e e +
T wng? w wky ° Ok,
5.45 — e _
( ) mevthekg = 2Ut2hekﬁ vthe Ox (=)

Se T, est maintenant une fonction (x,y, z) on trouve :

e T —(wn.g?) . 4 W OVpe

(5.46) Ox (@) \/g mekﬁ Vine €XP( ZUchek;ﬁ> ox (@) +
T wn.g? w WS e

(5.47) S5 3 exXp(— (=) ()
2 Mev thekﬁ 2vth6kﬁ /{;ﬁ ox

avec Vih ° donnée dans ([5.26). 11 en va de méme pour le calcul des dérivées par rapport
0
x

ayet z.

Ainsi, suivant quelle fonction parmi la densité, la température électronique ou le vecteur
d’onde est considérée comme fonction de x,y, z ou constante, on obtient les dérivées par
combinaison linéaire.

5.2.9 Le tenseur et ses dérivées

On a défini le tenseur de conductivité ou encore la réponse du plasma dans (5.48) dans
le repere de Stix :

S(x) —D(x) O 00 0
(5.48) K ()= D@ Sz o0 |+——|oo0 o
0 0 P@)) YN0 0 (o)

et si P(x) est la matrice de changement de base local, le tenseur de conductivité K est
donné par :

(5.49) K(z) = P(x) K g, (x)P" (z)

Si 'on note K’ le tableau des dérivées de coefficients K
effectuant le calcul suivant :

(5.50)  K'(z) = P'(2)K g, ()P (2) + P(@) Ky, (2)P' (2) + P(2) K g, ()P (@)

son expression est obtenue en

==m,n’
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Il nous reste alors a calculer les dérivées par rapport a x, y et z des coefficients S(x), D(x)
et P(x). Le calcul des dérivées de %(a}) a été fait dans le paragraphe précédent.

L’expression des coefficients S, D et P est donnée dans dans le cas général.
Dans le cas de nos simulations, avec uniquement deux especes, les électrons et les ions, on
obtient :

a(x) w.(x) wy () )
w a(x) —w?2,  a}(x) - Wl

(5.51) S(z)=1—

Les quantités w? () et a*(z) sont des fonctions de la position. De plus on rappelle que 'on
a supposé wf ( ) indépendante de & car Bg est uniforme, donc par dérivation on trouve :

552 Day-- 1<a“<w><a2§‘;;(_‘”iﬂ Sy
5.53) o)y T ) D ) O
2y (w)(02(@) ) Dy R (@)20(2) 0

(

(a%(x) — u?,)? ) Or () — ((ag(x) — w2z)2)c’)_x<w>>

C,

Le coefficient D(x) est défini dans (1.62)) et prend la forme suivante :

1 < wz%,i(m)wc,i w;e(a:)wqe ))

5.54 D = — —
(5:54) (@) w\?(x) —w?; ao?(x)—w?,

En dérivant on obtient :

0D 1 Zep@)elo®(@) — )5 ) — 2w (@) (@),
5z ™ =l (07(w) — ) )

2Wp£<w)wc,e(o‘2(w) - wc%e)% x) — 2“676“)12;,@(33)0‘(:”)?)_?(37)

(@2(@) — a2 )

(5.55) (

Le coefficient P(x) prend, dans notre contexte, la forme suivante :

(5.56) P(z)=1-

En dérivant on obtient :

(5:57) (2)]; )= (wp,ec(uw(LJ(rw)); ))gj< >_w041(513) o

Les dérivées par rapport a y et z sont obtenues de la méme maniere.
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5.2.10 Accessibilité

La dynamique des ondes dans un plasma froid peut étre décrite en négligeant les
phénomenes d’absorption 7, et 1., donc on les supposera nulles, voir Bonoli [60] et Hattori

[36]. Maintenant, dans cette section, on suppose que la solution est une onde plane, c’est &
dire de la forme EeX*~%t avec k le vecteur d’onde. Si on pose E = £ek®, I"équation (1.31))
devient

(5.58) nx(nx&)+KE=0.

< c T , . . v s ge . N
ou n = —k, est I'indice de réfraction vectoriel. On parle d’accessibilité s’il existe un n a
w
coefficients réels solution de ([5.58)).

Dans le repere de Stix on a :

ny
(5.59) n=1|0
n|

Suivant le raisonnement et les calculs effectués dans Hattori [36] le plasma est accessible
s’il existe n € R? tel que detM = 0 avec :

S — nﬁ —iD nin
(5.60) M= | iD S-n}-nf 0
nin 0 P—n?
car dans le repere de Stix la relation s’écrit :
(5.61) ME =0
St wei < wyip, < Wee €6 7 = 1, =0 les termes de K, S, D et P sont réels.
Le terme n| est donné par l'injection de l'onde, dans notre cas n| = EL le

w22+ y2’
terme n est la réponse du plasma. Ainsi comme 7| est donné on cherche n; la solution
de detM(n?) = Q(n%) = 0. Le polyndome Q(z) est de degré 2 :

(5.62) Q(z) = S2* — ((S + P)r — D*)x + P(r* — D?)

avecr =S — nﬁ Donc n est un réel si ) a des racines réelles positives.
L’existence d’une solution réelle dépend du signe du discriminant de Q(x) en fonction
de r :

(5.63) Ag(r) = (S — P)*r* —2D*(S + P)r + D*(D* + 4SP)

Si Ag(r) < 0 les racines de ) sont complexes et le plasma est inaccessible.
Si Ag(r) > 0 il peut y avoir des racines négatives, alors on regarde la somme X et le
produit II des racines :

(S + P)r — D? P(r? — D?)

(5.64) 5 = S

et Il =




104 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMERIQ UES

k=150 k=200 k=250

2 4 2 4 2 4
k=270 k=295 k=298

2 4 2 4 2 4

FIGURE 5.6 — Représentation des régions ou le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas ou £ = 298 la couleur verte
signifie que le tore est completement accessible.

Si ¥ <0etIl>0le polynome () a uniquement des racines négatives.

Suivant le raisonnement exposé dans Hattori [36] on conclut que le plasma est inacces-
sible si :

- AQ <0

-Ag>0avec ¥ <0et II >0
Le plasma est accessible sinon. On va exploiter ces résultats pour déterminer pour quelles
valeurs de nj, c’est a dire de k, on a accessibilité pour diverses configurations des données
w et Bo.

Un premier exemple concerne le cas ou By = 3.27T et w = wy, avec une densité des
électrons et ions constante. Dans la figure on représente dans une section poloidale
du tore les régions accessibles en rouge et inaccessibles en bleu, pour diverses valeurs de k.

Un deuxieme exemple concerne le cas ou By = 3.2T et w = wy, avec une densité des
électrons et ions variable, e = 0.0001. Dans la figure on représente, dans une section
poloidale du tore, les régions accessibles en rouge et les régions inaccessibles en bleu, pour
diverses valeurs de k.

Un troisieme exemple concerne le cas ou By = 3.2T et w = 0.1wy, avec une densité
d’électrons et ions constante. Dans la figure on représente dans une section poloidale
du tore les régions accessibles en rouge et inaccessibles en bleu, pour diverses valeurs de
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k=250

k=100 k=150

k=260 k=264 k=265

FIGURE 5.7 — Représentation des régions ou le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas ou &k = 265 la couleur verte
signifie une section poloidale du tore completement accessible. Dans le cas ou k£ = 100 la
couleur verte signifie que le tore est completement inacccessible.
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k= k=3

k=5.5 K=5.8 k=5.9

FIGURE 5.8 — Représentation des régions ou le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas ou k = 5.9 la couleur verte
signifie une section poloidale du tore completement accessible. Dans le cas ou k = 2 la
couleur verte signifie une section poloidale du tore completement inaccessible.

k. Un quatrieme exemple concerne le cas ou By = 1.2T et w = wy, avec une densité des
électrons et ions variable € = 0.0001. Dans la figure (5.9 on représente dans une section
du tore les régions accessibles en rouge et inaccessibles en bleu, pour diverses valeurs de k.

Si Ag < 0 les racines de detM = 0 ont une partie imaginaire non nulle et donc il n’y a
pas d’accessibilitée stricte, dans [36] est introduite la notion d’accessibilitée vague, quand
n, € C solution de detM = 0, vérifie |Re(n, )| > |Im(n)|.

Dans la figure on représente dans une section poloidale du tore les régions acces-
sibles en rouge, région d’accessibilitée vague en bleu ciel et régions inaccessibles en bleu,
pour diverses valeurs de k. Le calcul concerne le cas ou By = 471 et w = wy, avec une
densité des électrons et ions variable, e = 0.0001.

Dans la table (5.1)) on trouve la relation entre la norme du champ magnétique extérieur,
la fréquence cyclotronique hybride basse et le facteur k& a partir duquel le domaine est
strictement accessible.

La figure (5.11)) nous montre que la relation entre By, le champ magnétique extérieur
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k=45 k=50 k=100
2 4 2 4
k=110 k=113 k=115

2 4

FIGURE 5.9 — Représentation des régions ou le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en rouge la région accessible. Dans le cas ou & = 115 la couleur verte
signifie une section poloidale du tore completement accessible. Dans le cas ou k = 45 la
couleur verte signifie 1’ inaccessibilité.

BO Wip k Bo Wip k

0.5 | 2.05 x 109 | 72.5 2.5 | 1.02 x 10710 | 212.7
0.7 | 2.87 x 109 | 72.5 2.7 | 1.11 x 10T10 | 227.7
1. | 4.10 x 107 | 98.4 3. | 1.23 x 10710 | 250.2
1.2 [ 4.93 x 107 | 114.7 3.2 | 1.31 x 10™1° | 264.95
1.5 | 6.15 x 107 | 137.4 3.6 | 1.48 x 10™10 | 294.4
1.8 | 7.98 x 10 | 160.3 4. | 1.64 x 10710 | 325

2. 820 % 10MY | 175.195 | 5. | 2.05 x 1010 | 400.4
2.3 943 x 109 | 197.7 6. | 2.46 x 10710 | 478.51

TABLE 5.1 — Evolution de wy, et k en fonction de By.
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k=150 k=200 k=300

k=322 k=324 k=325

F1GURE 5.10 — Représentation des régions ou le plasma est accessible ou pas, en bleu la
région inaccessible, en bleu ciel region d’accessibilité vague, en rouge la région accessible.
Dans le cas ou k = 325 la couleur verte signifie que le tore est completement accessible.
Dans le cas ou k = 150 la couleur verte signifie que le tore est inaccessible.
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FIGURE 5.11 — Droite représentant 1'évolution du facteur k dans n); en fonction du champ
magnétique extérieur, pour avoir le domaine strictement accessible.

c k
et la valeur de % qui caractérise nj| = —

RN
La figure nous montre que la relation entre By, la norme du champ magnétique
extérieur, et la valeur de wyy,, la fréquence cyclotronique hybride basse, est plus complexe,
car en fait wy, = /Weilee.
Par ailleurs on observe que pour w donnée I'accessibilité augmente avec k et que avec
k constant ’accessibilité décroit quand w augmente.

est linéaire, k(By) = 76,28, + 21.17.
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s 100

05f Ed

F1GURE 5.12 — Courbe représentant 1’évolution de wy, en fonction du champ magnétique
extérieur.

5.2.11 Résultats numériques quand K est a coefficients constants

Dans cette section on présente les résultats numériques obtenus quand on considere que
les coefficients du tenseur K, sont indépendants de la position sur le domaine €2, tore
de grand rayon Ry = 3m et petit rayon a = 1.

Les constantes physiques considérées prennent les valeurs suivantes :

- La permittivité du vide : ¢y = 8.85¢712 F'm L.

- La perméabilité magnétique dans le vide : poy = 1.256¢7 % Fm™!.

- La constante de Boltzmann : kg = 1.381e723 JK L.

- La charge des électrons : q. = —1.6e7 C.

- La charge des ions : ¢; = 1.6e7 C.

- La masse des électrons : m, = 9.11e73! kg.

- La masse des ions : m; = 1.67e¢= " kg.

- La densité des électrons et ions au centre du tore : n, = n; = 5.0e9m
- La température des électrons : 1.16015676104272¢" K .

- Norme du champ magnétique extérieur : 0.57 — 3.27'.

-3

Le résultat des calculs est alors le champ éléctrique E en kVolt/m. Par exemple si By =
3.2T on déduit les quantités indépendantes de la fréquence cyclotronique de 1'onde inci-
dente :

- Les fréquences cyclotroniques du plasma : w,; = 3.06587¢™® rad/s et w. . = 3.98450e* rad/s.

- Les fréquences plasma : w,; = 9.30626¢™ rad/s et w, . = 8.98450e™ ! rad/s.
- La fréquence(pulsation) hybride basse : wy, = 1.31266e™° rad/s.
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Dans un premier exemple on impose la valeur de 0.1wy;, a la pulsation de ’'onde incidente
w et on considere un vecteur d’onde parallele au champ magnétique extérieur, avec la
composante parallele égale a k)| = R avec k = 200 et la densité constante, ainsi on

0
obtient le terme d’amortissement Landau v, = 3.11109¢ ™.

Les coefficients du tenseur de Stix prennent les valeurs suivantes :

- S =—5.166e™" + 3.7326e 21
- D =2.72619¢™ — 1.64051e" %4
- P =-921882¢" +5.75836e! i

S P+, = —9.21883¢ + 1.25659¢10 i
€ W

Apres discrétisation avec un pas h = 0,23m et le parametre s = 1 — ¢ on obtient
210240 inconnues pour 'approximation de E et 9504 inconnues pour le multiplicateur p,
cela donne un systeme linéaire avec 219744 inconnues. Apres assemblage de la matrice
associé a la discrétisation décrite dans le chapitre le profil est le suivant :

nz = 17973732 %107

FIGURE 5.13 — Représentation des éléments non nuls de la matrice du systeme linéaire

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, résultat
obtenu quand la pulsation de 'onde incidente est w = 0.1lwyy, le parametre & = 200 et
By =3.2T.

Dans la figure (5.16)) on observe la valeur de E,q = E.b sur la section z = 0, résultat

obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.1wyy, le parametre & = 200 et
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Norme de E_Levelset \
0.00299 0.124 0.245 0.366 0.487 0.608 0.729 0.851 0.972 1.09 121 z X
C——

FIGURE 5.14 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
2.99¢3 a1.21

Norme de E_Levelset z
0.00364 0.03 0.0564 0.0828 0.109 0.136 0.162 0.188 0.215 0.241 0.267 X

FIGURE 5.15 — Représentation d’une section poloidale de la norme de E, les niveaux vont
de 3.64e73 & 0.267
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E_parallele_Levelset v
o 0.000884 0.00177 0.00265 0.00354 0.00442 0.0053 0.00619 0.00707 0.00796 0.00884 Z X
[ B

FIGURE 5.16 — Représentation de la section z = 0 de la composante parallele a By de E,
les niveaux vont de 0 a 0.008

E_parallele_Levelset z
o 0.000625 0.00125 0.00188 0.0025 0.00313 0.00375 0.00438 0.005 0.00563 0.00625 X Y
I

FIGURE 5.17 — Représentation d'une section poloidale de la composante parallele a Bg de
E, les niveaux vont de 0 a 0.006
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Partie r@elle de Ez_Levelset A
0588 0,685 -0.49 0205 00994 0098 0291 0486 0,681 0876 107 z x
I

FIGURE 5.18 — Représentation de la section z = 0 de la partie réelle de E, de E, les
niveaux vont de —0.88 a 1.07

Partie r@elle de Ez_Levelset z
0285 0.227 0.17 20112 00543 000328  0.0609 0.119 0.176 0234 0291 x

FIGURE 5.19 — Représentation d’une section poloidale de la partie réelle de E, de E, les
niveaux vont de —0.285 a 0.291
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FIGURE 5.20 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
0.1e7* 4 0.397, (By = 0.5, 0.5wyp,, k = 200, densité constante).

Dans un deuxieme exemple on considere By = 0.57, on impose la valeur de 0.5w;, =
1.02552¢™ & la pulsation de I'onde incidente w et on considére un vecteur d’onde parallele

au champ magnétique extérieur, avec la composante parallele égale a k) = T avec k =

200. Ainsi on obtient le terme d’amortissement Landau 7, = 1.36913¢™3.
Les coefficients du tenseur de Stix prennent les valeurs suivantes :

- S = —6.09399¢*! + 8.2740e 2

D = 1.767002¢*3 — 5.79350e =3 4

- P =—1.51042¢"5 +1.20761e*2

- P+ oy, = —1.51042e*5 + 1.50975¢*5 i

€0 w

Dans la figure ([5.20) on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0,
résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente w = 0.5wyy,, le parametre k = 200 et
By =0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0 et
plusieurs sections perpendiculaires, résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente
w = 0.5wyy,, le parametre k = 200 et By = 0.5T".

Dans la figure on observe la valeur de E,,, = E.b sur une section z = 0,
résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente w = 0.5wyy, le parametre k = 200 et
By =0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de E,,, = E.b sur une section poloidale,
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Norme de E_Levelset Norme de E_Levelset

000138 0.0538 0.106 0.000616 0.0894 0178
L | EE—
Norme de E_Levelset Norme de E_Levelset z
0.000107 0.199 0.397 0.000564 0.0727 0.145 Y
[ ]

FIGURE 5.21 — Représentation de la section z = 0 et plusieurs sections poloidales de

la norme de E, les niveaux vont de 0.1e7* & 0.397, (By = 0.5, 0.5wy,, k = 200, densité
constante).

E_parallele_Levelset Y

0 000162 000324 000486 000649 000811 000973 00114 0013 00146 00162 z x
I

FIGURE 5.22 — Représentation de la composante parallele a Bg de E, les niveaux vont de
0 & 0.0162, (By = 0.5T, 0.5wyy,, k = 200, densité constante).
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E_parallele_Levelset
0.00157 0.00314 0.00471 0.00628 0.00785 0.00942 0.011 0.0126 0.0141 0.0157 X Y

0
I

FIGURE 5.23 — Représentation de la composante parallele a Bg de E, les niveaux vont de
0 & 0.0157, (By = 0.5T, 0.5wyy,, k = 200, densité constante.).

résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente w = 0.5wyy, le parametre k = 200 et
By =0.5T.
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Norme de E_Levelset
000859 0944 1.88 281 375 469 562 656 749 843 936
 ——

FIGURE 5.24 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
8.59¢73 &4 9.36, (By = 3.2, 0.1wyy,, k = 200).

5.2.12 Résultats numériques quand K est a coefficients variables
dans le repere de Stix

Dans un troisieme exemple on considere le cas ou la densité des électrons et ions est
variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions et , avece = l.e™*
et By = 3.27. Par ailleurs, on impose la valeur de 0.1w;, = 1.31266e*® & la pulsation
de T'onde incidente w et on considere un vecteur d’onde parallele au champ magnétique

k
extérieur, avec la composante parallele égale a k) = o avec k = 200. Alors la longueur

d’onde est de 1.435981m. °

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, cas ol
la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e™%, résultat obtenu quand la pulsation
de 'onde incidente w = 0.1wyy,, le parametre & = 200 et By = 3.2T.

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur une section poloidale,
cas ol la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e7*, résultat obtenu quand la
pulsation de 'onde incidente w = 0.1wyy,, le parametre k = 200 et By = 3.2T.

Dans la figure on observe la valeur de E,,, = E.b sur une section z = 0, cas ol
la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e™*, résultat obtenu quand la pulsation
de 'onde incidente w = 0.1wyy,, le parametre k = 200 et By = 3.2T".

Dans la figure on observe la valeur de la norme de la composante de E parallele
a Bg sur une section parallele au plan z, cas ou la densité des électrons et ions est variable,
e = l.e™*, résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente w = 0.1wyy,, le parametre
k=200 et By = 3.2T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie réelle de E, sur une section z = 0,
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Norme de E_Levelset
193 241 289

FIGURE 5.25 — Représentation sur une section poloidale de la norme de E, les niveaux
vont de 1.18¢72 & 4.81, (By = 3.2, 0.1wy,, k = 200).

E_parallele_Levelset
[ 00191 00382 00573 00765 00956 0115 0.134 0153 0172 0.191
L e ——

FIGURE 5.26 — Représentation sur la section z = 0 de la norme de de la composante de E
parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.191, (By = 3.2, 0.1wyp,, k& = 200).
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E_paraliele_Levelset
) 00246 0.0491 00737 00982 0123 0147 0172 0.196 0221 0246
I

FIGURE 5.27 — Représentation sur une section poloidale de la norme de de la composante
de E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.246, (By = 3.2, 0.1wyy,, k = 200).

cas ol la densité des électrons et ions est variable, ¢ = 1.e™* | résultat obtenu quand la

pulsation de 'onde incidente w = 0.1wyy,, le parametre & = 200 et By = 3.2T'.

Dans la figure on observe la valeur de la partie imaginaire de E, sur une section
2z =0, cas ol la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e™* | résultat obtenu quand
la pulsation de 'onde incidente w = 0.1wyy, le parametre £ = 200 et By = 3.27T.

Dans un quatrieme exemple on considere les cas ou Bg = 0.77 et la densité des électrons
et ions est variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions et ,
avec ¢ = l.e™*. Par ailleurs on impose la valeur de 0.5wy, = 1.43572¢*® & la pulsation
de T'onde incidente w et on considere un vecteur d’onde parallele au champ magnétique

extérieur, avec la composante parallele égale a k) = 7 avec k = 200. La longueur d’onde

est alors de 1.312897m. "

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, cas ou
la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e™*, résultat obtenu quand la pulsation
de 'onde incidente w = 0.5wyy,, le parametre k = 200 et By = 0.77".

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur une section poloidale,
cas oul la densité des électrons et ions est variable, ¢ = 1.e™*, résultat obtenu quand la
pulsation de 'onde incidente w = 0.5wyy,, le parametre & = 200 et By = 0.7T.

Dans la figure (5.32)) on observe la valeur de E,,, = E.b sur une section z = 0, cas ol
la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e™%, résultat obtenu quand la pulsation
de 'onde incidente w = 0.5wyy,, le parametre & = 200 et By = 0.77".

Dans la figure (5.33]) on observe la valeur de la norme composante de E parallele a By

sur des section poloidales, cas ol la densité des électrons et ions est variable, ¢ = 1.e7%,



5.2. TENSEUR DIELECTRIQ UE 121

o ™
[ \
N\ 4
< e
- -
Partie relle de Ez_Levelset
322 261 199 137 0755 0138 0479 11 171 233 295
L B ]

FIGURE 5.28 — Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie réelle de F,
les niveaux vont de —3.22 a 2.95, (By = 3.2, 0.1wy,, k = 200).

- ™,
- _
Partie imaginaire de Ez_Levelset
401 234 266 199 431 -06% 00401 0715 1.39 207 274
I S

FIGURE 5.29 — Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie imaginaire de
E. les niveaux vont de —4.01 & 2.74, (By = 3.2, 0.1wy,,k = 200).
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-

Norme de E_Levelset
000201 0321 064 0959 128 16 192 224 255 287 319
N B ]

F1GURE 5.30 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
2.01e73 & 3.19, (By = 0.7T, 0.5wy, k = 200).

FI1GURE 5.31 — Représentation sur une section poloidale de la norme de E, les niveaux
vont de 2.3e3 & 0.465, (By = 0.7T, 0.5wy,, k = 200).
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E_parallele_Levelset
] 00191 00382 00573 00763 00954 0115 013 0153 0172 0191
I

FIGURE 5.32 — Représentation sur la section z = 0 de la norme de la composante de E
parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.172, (By = 0.77, 0.5wyy,, k = 200).

résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wyy,, le parametre &k = 200
et By =0.7T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie réelle de E, sur une section z = 0,
cas ol la densité des électrons et ions est variable, ¢ = 1.e™* | résultat obtenu quand la
pulsation de 'onde incidente est w = 0.5wy;,, le parametre £ = 200 et By = 0.7T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie imaginaire de E, sur une section
z = 0, cas ol la densité des électrons et ions est variable, e = 1.e™* | résultat obtenu quand
la pulsation de 'onde incidente est w = 0.5wy;, le parametre £ = 200 et By = 0.77.

Dans un cinquieme exemple on considere les cas ou By = 1.57" et la densité des électrons
et ions est variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions et (5.4),
avec € = l.e™*. Par ailleurs on impose la valeur de 0.25w;, = 1.53827¢*? a la pulsation
de T'onde incidente w et on considere un vecteur d’onde parallele au champ magnétique
extérieur, avec la composante parallele égale a k)| = RLO, avec k = 200. La longueur d’onde
est alors de 1.22537m.

Dans la figure on observe la valeur de la norme composante de E parallele a Bg
sur une section poloidale, cas ol la densité des électrons et ions est variable, e = 1l.e™?,
résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.25wyy, le parametre k£ = 200
et BO = 1.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la norme composante de E parallele a Bg
sur une section poloidale, cas ol la densité des électrons et ions est variable, e = 1l.e™%,
résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente est w = 0.25wyy, le parametre k£ = 200
et BO = 1.5T.

Dans la figure (5.38) on observe la valeur de la norme composante de E parallele &



124 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMERIQUES

E_paraliele_Levelset
0.0054

0.181 0.191
L L -
E_parallele_Levelset E_paraliele_Levelset
000569 00114 0.0982 0.196
- | - ]
E_parallele_Levelset E_paraliele_Levelset
0.0954 0.191 0.0884 0477
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F1GURE 5.33 — Représentation sur des sections poloidales de la norme de la composante
de E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.196 (By = 0.77", 0.5wyy,, k = 200).
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FIGURE 5.34 — Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie réelle de F.,,
les niveaux vont de —1.61 & 1.38,( By = 0.77", 0.5wyp,, k = 200).
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Partie imaginaire de Ez_Levelset
055 0441 032 0222 113 0038 0.105 54
N S —

FI1GURE 5.35 — Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie imaginaire de
E., les niveaux vont de —0.538 & 0.534, (By = 0.77", 0.5wy;,k = 200).

_parallele_Levelset
o 000895 00179 00268 0035 0047 0057 00626 00716 00805 00895
S L —

FIGURE 5.36 — Représentation sur une section parallele au plan z de la norme de de la
composante de E parallele & By, les niveaux vont de 0 & 0.0805, (By = 1.57, 0.25wy,
k = 200).
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E_paraliele_Levelset
) 00123 00246 00369 00492 00615 00738  0.0861 0.0984 0111 0123
I C —

FIGURE 5.37 — Représentation sur une section parallele au plan z de la norme de de
la composante de E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.123, (By = 1.57", 0.25wy,
k = 200).

By sur plusieurs sections poloidales, cas ou la densité des électrons et ions est variable,
e = l.e™*, résultat obtenu quand la pulsation de l'onde incidente est w = 0.25wy,, le
parametre k = 200 et By = 1.5T".

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, cas ol
la densité des électrons et ions est variable, ¢ = 107%, résultat obtenu quand la pulsation
de 'onde incidente est w = 0.25wyy,, le parametre k£ = 200 et By = 1.57".

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur plusieurs sections
poloidales, cas ot la densité des électrons et ions est variable, ¢ = 1.e™*, résultat obtenu
quand la pulsation de ’onde incidente est w = 0.25wy,, le parametre k = 200 et By = 1.57".

Dans un sixieme exemple on considere les cas ou la composante parallele a Bydu vecteur
d’onde est variable, de la forme : k)| = —x2 = y27 avec k = 200. La densité des électrons
est constante et on impose la valeur de 0.2wy;, a la pulsation de I'onde incidente w.

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur la section z = 0, dans
le cas ou le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand la
pulsation de 'onde incidente est w = 0.2wy, et By = 3.2T.

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur une section poloidale,
dans le cas ou le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand
la pulsation de 'onde incidente w = 0.2w;, et By = 3.27T.

Dans la figure on observe la valeur de E,, = E.b sur une section z = 0, dans
le cas ou le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand la
pulsation de 'onde incidente est w = 0.2w;, et By = 3.2T'.
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E_parallele_Levelset
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FI1GURE 5.38 — Représentation sur une section poloidale de la norme de la composante de
E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.125, (By = 1.57", 0.25wy;,, k£ = 200).

Norme de E_Levelset
13 266 Xt

FIGURE 5.39 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
7.8¢73 4 1.52, (By = 1.5T, 0.25wy,, k = 200).
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Norme de E_Levelset
0612 0764 09

000787 0159 031 0461 107 137 152
L B —
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FIGURE 5.40 — Représentation sur une section poloidale de la norme de E, les niveaux
vont de 0 & 0.125, (By = 1.5T, 0.25wyy, k = 200).

Norme de E_Levelset Y
4e-06 0.236 0473 z X

FIGURE 5.41 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
4e7% 4 0.476, (By = 3.2T, 0.2wyy,, k| variable).
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Norme de E_Levelset z
16-05 0.13 0.26 XY

FIGURE 5.42 — Représentation sur une section poloidale de la norme de E, les niveaux
vont de 1.e7® & 0.26, (By = 3.2T, 0.2wy,, ky variable).
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E_parallele_Levelset Y
0 0.000282 0.000563 & X

FIGURE 5.43 — Représentation sur la section z = 0 de la norme de la composante de E
parallele & By, les niveaux vont de 0 & 0.0005, (By = 3.27", 0.2wy,, ki variable).
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E_parallele_Levelset z
0 0.000295 0.00059 £ Y
[ E— ]

FIGURE 5.44 — Représentation sur une section parallele au plan z de la norme de de la
composante de E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.00059, (By = 3.27",0.2w, k|
variable).

Dans la figure on observe la valeur de la norme composante de E parallele a Bg sur
une section poloidale, dans le cas ou le vecteur d’onde est variable et la densité constante.
Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.2wy;, et By = 3.2T'.

Dans la figure on observe la valeur de la norme composante de E parallele a
By sur plusieurs sections poloidales, dans le cas ou le vecteur d’onde est variable et la
densité constante. Résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente est w = 0.2wyy,
et BO = 3.2T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie réelle de E, sur une section z = 0,
dans le cas ol le vecteur d’onde est variable et la densité constante. Résultat obtenu quand
la pulsation de I'onde incidente est w = 0.2wy, et By = 3.2T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie imaginaire de E, sur plusieurs
sections poloidales, dans le cas ou le vecteur d’onde est variable et la densité constante.
Résultat obtenu quand la pulsation de ’onde incidente est w = 0.2wy;, et By = 3.2T'.

Dans un septieme exemple on considere le cas ou By = 0.5T, la densité des électrons
et ions est variable avec la distance au centre du tore suivant les fonctions et ,
avec € = 1.e™*. Par ailleurs on impose la valeur de 0.5wy;, & la pulsation de 1’'onde incidente
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E_parallele_Levelset
0.000295 0.00059

Io

E_parallele_Levelset
0.000202 0.000405

Io

E_parallele_Levelset
0.000282 0.000563

Io

E_parallele_Levelset

0 0.000281 0.000563

| -]
E_parallele_Levelset z

0 0.000169 0.000339 !

[ ]

FIGURE 5.45 — Représentation sur plusieurs sections poloidales de la norme de la compo-
sante de E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.00059.(By = 3.2T", 0.2wy, k|| variable).
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Partie r@elle de Ez_Levelset Y
0139 0.0422 0.0547 \L X
[ -

FIGURE 5.46 — Représentation sur la section z = 0 de la valeur de la partie réelle de F,
les niveaux vont de —0.139 & 0.0547. (By = 3.2T', 0.2wyy,, k) variable).
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——"
<
-
Partie imaginaire de Ez_Levelset Partie imaginaire de Ez_Levelset
0.13 0.00724 0.144 -0.136 0.0174 0.171
| ] | -
Partie imaginaire de Ez_Levelset Partie imaginaire de Ez_Levelset
-0.0402 0.0946 0.229 -0.0305 0.0664 0.163
| - m | -
Partie imaginaire de Ez_Levelset Partie imaginaire de Ez_Levelset ‘Z
0.357 0.0551 0.467 013 0.00724 0.144 LY x
| ] | -

FIGURE 5.47 — Représentation sur plusieurs sections poloidales de la valeur de la partie
imaginaire de £, les niveaux vont de —0.357 a 0.467, (B, = 3.27, 0.2wy,, k| variable).
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Norme de E_Levelset
0.00129 0.148 0.295 0.443 0.59 0.737 0.884 1.03 118 132 147 Z X

FIGURE 5.48 — Représentation de la section z = 0 de la norme de E, les niveaux vont de
1.29¢73 & 1.47,(By = 0.5T, 0.5wy, k = 200).

w et on considere un vecteur d’onde parallele au champ magnétique extérieur, avec la
k
composante parallele égale a k| = R avec k = 200, la longueur d’onde est de 1.838055m.

Dans la figure on observe I?:L valeur de la norme de E sur la section z = 0, et une
section poloidale dans le cas ou la densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation
de 'onde incidente est w = 0.5wy, et By = 0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la norme de E sur une section poloidale,
dans le cas ou la densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I’onde incidente
est w = 0.5wy, et Bg = 0.57T.

Dans la figure on observe la valeur de E,,, = E.b sur une section z = 0, dans le
cas ou la densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est
w = 0.5wy, et Bg = 0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la norme composante de E parallele a Bg
sur une section poloidale, dans le cas ou la densité est variable. Résultat obtenu quand la
pulsation de 'onde incidente est w = 0.5wy, et By = 0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie réelle de F,, dans le cas ou la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wyy,
et By =0.50T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie imaginaire de E,, dans le cas ou la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wy,
et Bo = 0.50T.
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Norme de E_Levelset
0000636 00284 00563  0.0841 0112 014 0.167 0.195 0223 0251 0279 x| v

FI1GURE 5.49 — Représentation sur plusieurs sections, z = 0 et poloidales, de la norme de
E, les niveaux vont de 6.36e~% & 0.279, (By = 0.5T, 0.5wy,, k = 200).

E_parallele_Levelset
0 0.0212 00423 0.0635 0.0846 0.106 0.127 0.148 0.169 0.19 0212

F1GURE 5.50 — Représentation sur la section z = 0 de la norme de de la composante de E
parallele a By, les niveaux vont de 0 & 0.212,, (By = 0.57", 0.5w;p,, k = 200).
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E_parallele_Levelset z
0 0.0165 0.033 0.0494 0.0659 0.0824 0.0989 0.115 0.132 0.148 0.165 X Y

FIGURE 5.51 — Représentation sur une section poloidale de la norme de de la composante
de E parallele a By, les niveaux vont de 0 a 0.165, (By = 0.57, 0.5wyy,, k = 200).

>,
Parterele de x Leveset
\ / a1 an
= . Ta
Parterele de Ex Leveset Pate ellede x Levesel
K ' an o 0z 1% 012
= - T = -
Partie el de Ex Leveiset Patie rPell de Ex Levelset z
Partie réelle de Ex_Levelset v A1 000291 m 2204 Q045 o1 Y
o oomrom  ows ewe o it 2 x | = — = —

FIGURE 5.52 — Représentation de la valeur de la partie réelle de F,, les niveaux vont de
—1.1a 1.1, (By = 0.57, 0.5wy,, k = 200).
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-~ t 1
£
\ / Parte imaghnare de Ex Levelset
st o o
- B
Parte imaginae de Ex Levelset Part imaginae de Ex Levelset
an 2055 [ 2058 oo o
- - ™ - - m
Parte imaginae de Ex Levelset Part imaginae de Ex Levelet
...................... v 50 oo o am 20641 o
om0 o oz doer Gow  ow  ow: owm _oms _omr 2 x -  0m =  om

FIGURE 5.53 — Représentation de la valeur de la partie imaginaire de F,, les niveaux vont
de —0.609 a 0.707, (By = 0.5, 0.5wy, k = 200).

Dans la figure on observe la valeur de la partie réelle de E,, dans le cas ou la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wyy,
et Bo = 0.50T.

Dans la figure (5.55) on observe la valeur de la partie imaginaire de £, dans le cas ot la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wyy,
et Bo = 0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie réelle de E,, dans le cas ou la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wyy,
et BO = 0.5T.

Dans la figure on observe la valeur de la partie imaginaire de F,, dans le cas ou la
densité est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de I'onde incidente est w = 0.5wyy,
et BO = 0.5T.

Dans le prochain exemple on considere les cas ou By = 2.5T, w = 0.1w;, = 1.025¢ ™ et
k = 300. Alors la longueur d’onde est de 1.8380055m. La densité des électrons et des ions
est variable, ¢ = 0.0001.

Dans la figure (5.58) on observe la valeur de la norme de E, dans le cas ou la densité
est variable. Résultat obtenu quand la pulsation de l'onde incidente est w = 0.1wy, et
By = 2.5T. On présente la trace sur une section toroidale et plusieurs sections poloidales.

Dans la figure on observe la valeur de E,, = E.b , dans le cas ou ] la densité est
variable. Résultat obtenu quand la pulsation de 'onde incidente w = 0.1wyy, et By = 2.5T.
On présente la trace sur une section toroidale et plusieurs sections poloidales.
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FIGURE 5.54 — Représentation de la valeur de la partie réelle de F,, les niveaux vont de
—1.18 a 107, (Bo = O5T, 0.5wlh, k= 200)

Partoimaginai co Ey_ Lavolset

FIGURE 5.55 — Représentation de la valeur de la partie imaginaire de £, les niveaux vont
de —0.674 a 0.685, (By = 0.5T", 0.5wy, k = 200).

Parto ol do £z Lovoisl v Parte ot do £z Lavelset

FIGURE 5.56 — Représentation de la valeur de la partie réelle de E,, les niveaux vont de
—1.07 & 1.03, (By = 0.5T, 0.5wyy, k = 200).
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FIGURE 5.57 — Représentation de la valeur de la partie imaginaire de E,, les niveaux vont

de —0.527 a 0.546, (By = 0.5T", 0.5wy, k = 200).

Nome de € Levelst
0%

o
= . ™
Nome e E Levelset
aooorsy 115 2
= . ™

Norme da £ Levelset
L —

FIGURE 5.58 — Représentation de la valeur de la norme de E, les niveaux vont de 0.002 a

451, (By = 2.5T, 0.1wy, k = 300).
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E garalele Leveset
oot

€ parale Lovolsel.

FIGURE 5.59 — Représentation de la valeur de E,,. = E.b les niveaux vont de 0. a 0.124,
(BO = 25T, 0.1wlh,k = 300)

5.2.13 Absorption

Un indicateur intéressant est 'absorption d’énergie par le plasma. Suivant 'analyse de
Meneghini et al. [6], [53] et Hattori [36] la puissance absorbée par le plasma par effet Joule
est donnée par :

(5.65) P, = % Imag(KE.E) dQ
Q

Dans la table (5.2)) on donne les valeurs de P, en fonction de By et w dans le cas ou la

densité est constante.
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By |w P,

0.5 |2.051033¢*® | 0

0.7 | 2.871446e*® | 0

1. 4.102065e™® | 2.0e~°
1.2 | 4.922478¢™8 | 9.0e™°
1.5 |6.153098¢*® | 4.9¢7°
1.75 | 7.178614e*® | 1.33¢~*
2 8.20413e™® | 2.72¢7%
2.5 | 1.025516e™Y | 7.73e~*
3. 1.230620e™ | 1.76¢3
3.2 | 1.312661e™ | 2.349¢73

TABLE 5.2 — Evolution de P, en fonction de By et w la pulsation de I'onde incidente.

Les calculs présentés dans ce chapitre sont restreints aux valeurs d’onde incidente 0.1wyy,
quand By = 3.2T a cause de la relation entre la longueur d’onde et le maillage, qui doit
comprendre cing points par longueur d’onde. Dans le cas By = 0.57" on a pu considérer le
cas ol w = 0.5wyy, car la longueur d’onde est alors compatible avec le maillage.

Le logiciel est écrit en langage Matlab™ et on a utilisé le logiciel GMSH pour réaliser
les maillages, voir [31]. Le temps d’exécution du programme pour chaque exemple est de
10* secondes sur un DELL™ 540, processeur Xeon 2.4GHz.






6 Conclusion

Dans ce mémoire de these j'ai présenté 1’étude et la mise en ceuvre d’une méthode
numérique pour la simulation d'un modele < Full wave > de propagation dans un toka-
mak d’une onde électromagnétique. Ce phénomene est étudié en vue de développer des
techniques de chauffage d’'un plasma confiné dans un tokamak.

La propagation des ondes électromagnétiques est modélisée par les équations de Max-
well. On a cherché a calculer des solutions harmoniques en temps. Il en résulte une équation
de type < Helmholtz-like »,[4], avec une contrainte de divergence.

En particulier, dans le chapitre consacré a la modélisation, j’ai rappelé la forme du
tenseur diélectrique K qui décrit la réponse du milieu. Ce tenseur n’est pas hermitien, ce
qui fait que I'analyse du systeme d’équations échappe aux arguments classiques, centrés
sur des modeles symétriques.

Le terme d’amortissement Landau, et par conséquent les propriétés spectrales du ten-
seur K, m’ont permis d’utiliser le théoreme de Babuska—Brezzi.

Ensuite j’ai considéré une formulation mixte augmentée, déja étudiée dans [36], qui m’a
permis d’introduire une approximation numérique de la solution du type Taylor-Hood en
trois dimensions.

Dans le chapitre 3, j’ai présenté la discrétisation du systeme d’équations aux dérivées
partielles caractérisant le modele. J’ai explicité les formules de quadrature numérique et
les divers termes de la matrice de raideur, ainsi que le second membre du systeme discret.
J’ai également présenté 'algorithme de d’assemblage de la matrice du systeme discret. On
obtient ainsi un systéeme non-hermitien d’équations linéaires, appelé systeme de point-selle
généralisée. Pour calculer une solution, on a utilisé la méthode directe de Gauss et la
méthode itérative GMRES, et on observe que c’est en fait la méthode directe qui donne
les résultats les plus précis.

Le chapitre 4 est consacré a la démonstration de ’existence et unicité de la solution du
systeme discret. Comme dans le cas continu, les propriétés spectrales du tenseur K ont
permis de démontrer que la forme sesquilinéaire augmentée est coercitive. La démonstration
de la condition inf-sup présente plus de difficultés a cause de deux facteurs, I’approximation
Py en trois dimensions et les caractéristiques du tenseur K. En premier lieu, on remplace
le tenseur K par une approximation P; qui, pour un pas de maillage assez petit, possede
les mémes propriétés spectrales que le tenseur continu. J’ai ainsi établi la condition inf-
sup dans le cas d'un < tore » polyédrique. Cette démonstration a été généralisée au cas
d’un domaine non polyédrique convexe, dans lequel le domaine approché est inclus dans le
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domaine exact. Un futur travail pourra concerner le cas du tore non polyédrique, cas qui
présente une difficulté additionnelle : I’approximation n’est plus conforme.

Dans le chapitre 5, dédié a la simulation numérique, j’ai traité plusieurs cas, en fonction
de la norme du champ magnétique extérieur, de la pulsation de 'onde incidente, du profil
de la densité des électrons et de la forme du vecteur d’onde.

L’analyse des résultats nous montre que, pour une pulsation donnée, 1’accessibilité croit
avec le module de n| . D’autre part, I’absorption de I'énergie par effet Joule croit en fonction
de la norme du champ extérieur et de la pulsation. Les diverses figures représentent la norme
du champ électrique et sa composante parallele au champ magnétique extérieur montrant
qu’elles ont une valeur tres forte au voisinage des antennes et une décroissance importante
et rapide dans le reste du domaine.

Les calculs sont tres limités par 'aspect informatique, une évolution possible est la pa-
rallélisation de I'algorithme d’assemblage de la matrice de raideur qui prend la plus grande
partie du temps d’exécution du programme a cause du tenseur K. La décomposition de
domaine, déja envisagée en deux dimensions dans [36], permettra d’explorer des longueurs
d’onde plus courtes.






7 Appendices

7.1 Appendice A : Systemes de coordonnées

Dans le cadre de cette these le systeme de coordonnées de référence est le cartésien, mais
dans le cas de quantités scalaires et vectorielles dans un tore il est aisé d’'utiliser un systeme
de coordonnées orthogonal curviligne adapté. On considere le systeme toroidal/poloidal et
le systeme cylindrique toroidal. Soient Ry le grand rayon du tore et a le petit rayon du
tore.

7.1.1 Systéme des coordonnées toroidales/poloidales (7,0, )

Soit 0 < r < a, 0 et v € [0,27[ alors

z(r,0,p) = (Ro+rcosf)cosy
(7.1) y(r,0,¢9) = (Ro+rcosf)sing
2(r,0,¢) = 7 8in 0

et si p(z,y,2) = /22 + y?2 — Ry alors
r(e,y,2) = ViRt 22

(7.2) O(z,y,2) = arctan(E valeur principale

1

)
o(x,y,z) = arctan(=) valeur principale
x

La valeur principale signifie pour y > 0

y ¢sgnly) x>0
(7.3) arctan(;) = Zsgn(y) r=0
(1= ¢)sgnly) <0

ou ¢ € [0, g[ est tel que tan ¢ = |£| et sgn est la fonction signe. Par ailleurs si y = 0 alors :
x

0 0 x>0

(7.4) arctan(—) = ¢ non défini = =0
x

™ x <0

147
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FIGURE 7.1 — Coordonnées toroidales/poloidales

Dans le tore avec a << Ry, x et y ne sont jamais nuls simultanément. Le résultat appartient
a [—m, [ mais peut étre transposés a [0,27] en ajoutant 27 aux valeurs négatives. Soit
{es. ey, e.} la base locale canonique et soit {e,, ey, e, } la base locale dans le systeme des
coordonnées toroidales/poloidales. Alors un champ de vecteur F' peut s’écrire :

F="F,e, + Fe,+ F.e, = F.e, + Fheq+ Fpe,

avec :
F, cosflcosp —sinfcosp —singp F,
(7.5) F, | = | cosfsing —sinfising cosy Fy
F, sin 6 cos 0 F,
et
F, cosfcosyp  cosfsinp sinf F,
(7.6) Fy | = —sinfcosep —sinfsing cosd F,
F, —sing cos ¢ 0 F,

Dans la littérature sur la MHD en physique on trouve souvent un systeme de coordonnées
toroidal/poloidal ou le sens de ¢ est inversé. On obtient alors :

x(r,0,p) = (Ro+rcosf)cosy
(7.7) y(r,0,¢0) = —(Ry+rcosf)sinyp
2(r, 0, ¢) rsinf
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et alors :
F, cosfcosp —sinfcosp —sing F,
(7.8) F, | = | —cosfsing sinfsing —cosy Fy
F, sin 6 cos 0 F,
et
F, cosfcosp —cosfsiny sinf F,
(7.9) Fy | =| —sinflcosy sinfsing cosé F,
F, —sine —CcoS ¢ 0 F,
A
Y 4
y

FIGURE 7.2 — Coordonnées toroidales/poloidales ou le sens de ¢ est inversé

7.1.2 Coordonnées cylindriques/toroidales (R, Z, ¢)

On note R la coordonnée radiale, Z une coordonnée opposée a la coordonnée z cartésienne,
et ¢ la coordonnée toroidale.

z(R,Z,¢) = Rcosy
(7.10) y(R,Z,p) = Rsing
Z(Ra Zu 90) = —Z

On remarque que :

R(r,y,2) = Ry +7rcosf = /2% + 2

olx,y,z) = arctan(g) valeur principale
x
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FIGURE 7.3 — Coordonnées cylindriques/toroidales

Par ailleurs si :
F=Fe,+ Fe,+ F.e,=Irer+ Ize; + Foe,

on a
F, cosep 0 —singp Fr
(7.12) F, | =1 sing 0 cosep Fy
F, 0o -1 0 F,
et
Fr cosp singp 0 F
(7.13) Fr; | = 0 0 -1 F,
F, —singp cosp 0 F,

7.1.3 Systeme des coordonnées de Stix

Le systeme de coordonnées locales de Stix, [55], u1, ug, us est défini tel que le troisieme
vecteur e, est parallele au champ magnétique extérieur By. Un champ de vecteurs F(x)
peut étre décomposé en F'| et Fj tel que :

(7.14) F\ =F,e, + F,ey et Fy=F,b

avec b(x) = ngﬁ—gu' Les vecteurs e, et e,, doivent étre choisis tels que :
(7.15) Fy, = ficos¢

(7.16) F, = fisiné

(7.17) F,, = F,
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avec ¢ € [0, 27| orientée de fagon & obtenir un triedre direct.

u3

u2

eu1

FiGURE 7.4 — Coordonnées de Stix

Soit Bo(x) = Boi(x)er + Boa(x)es + By s(x)es avec (eq, es, €3) la base canonique de R,

alors

e — BOI( ) BO2( ) Bo3( )

= Bo(@)| < IBo(@)| T IBo(@)]

Si maintenant on choisit le vecteur e,, :
BOQ(Q3> 301(:1:)
(7.18) €y, = ’ e — ’ e
o Bo@)s T (1Bo(@)lls
et
By (x) B z(T) By a(x) B 3(T) [ Boll3(x) )

€y, = €y3 X €y =

[Bo@)l1Bo@): " " [Bo@)[Bo(@)[s™ ~ [Bo(@)]|

On obtient un triedre direct,

Si on note |By(x)||x = \/Bgz(zc) + Bj ;(x) avec k = {1,2,3}/{4,j} on obtient la
matrice de passage suivante Stix-Cartésien :

Bo,2(x) Bo,1(z)Bo,3(x) Bo,1(x)
Bo(z)lls  [[Bo(@)ll|[Bo(z)|ls [ Bo(z)|l
(7 19) ]P)(m) — . Bo71(z) Bog(z)Bo,g(w) Boﬂz(w)
) IBo()[ls  [|Bo(@)|[|Bo()lls [[Bo(z)]
0 __IBo(=)]l3 Bo,3(x)
| Bo ()] | Bo ()]
Alors on a :
Bo,2(x) Bo,1(x)Bo,3(x) Bo,1(x)
F | Bo(x)ll3 HBo(w)Hll]fo(w)H:a ||EI;30(96)H Fu,
o _ _Boa(= 0,2(x)Bo,3(x 0,2(x
(7.20) Fy - IBo(z)lls  [|Bo(z)[[l|Bo(x)lls [ Bo(z)]l Fu,
F, 0 _IBo(@)l3 Bo,3(= E.,

[ Bo(a)| [ Bo()||
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et

(7.21)

v oo

u

1

2

CHAPITRE 7. APPENDICES

Bo,2(x) _ _Bo,i(=x) 0
[Bo(@)lls [Bo(@)lls F
Bo,1(z)Bo,3(x) Bo,2(x)Bo,3(x) __1Bo(®)ll3 r
|Bo(z)ll[[Bo(x)lls  [[Bo(2)|l|Bo(x)ll3 | Bo ()l 4
Bo,1(x) Bo,2(x) 0,3(x F,
| Bo ()] I Bo()l |1 Bo()l
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7.2 Appendice B : Analyse fonctionnelle : rappels et

propriétés

Soit € un ouvert borné connexe de R? de frontiere I' lipschitzienne.
On note (ey, €9, €3) une base canonique de R?.
On définit les notations suivantes qu’on utilisera par la suite :

01
v o= () : un vecteur et ses composantes dans R3.
U3
ni
n = ny | : vecteur unitaire sortant normal a I'.
ns
u, = u-n:composante normale de u a I'.
ut = n X (u X n):composante tangentielle de u a I'.

Opérateurs différentiels
On note par :

divergence de v : divv = 0jv; + Oavg + 0303,
811)1
gradient de v : gradv=| Oy |,
831)3
vz — O30
rotationnel de v : rotwv = 051 — O1vs

61’02 — 82’01
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Par extension, on définit le gradient d’un champ vectoriel v comme la matrice 3 x 3 dont
chaque ligne contient le gradient de la composante associée de v :

8101 821)1 83U1

grad’v: O1vy  Oavg O3

O1v3  Oovg  Osvg

. a(-
ou 0;(-) = aLxl)
Ces opérateurs différentiels sont exprimés en coordonnées cartésiennes.
Proposition 7.1. Soit v un vecteur de C*. On rappelle les relations suivantes :
divrotv = 0
rot gradv = 0
div gradv = Awv

7.2.1 Espaces fonctionnels

On rappelle ici les différents espaces de Hilbert et les normes associées qui seront utilisés
par la suite .

Espaces de champs vectoriels

On définit I'espace des fonctions infiniment différentiables et a support compact dans
Q) par
(7.22) D(Q) = (C=(Q)°

Définition 7.1. l'espace D(Q) est l'espace des fonctions C> a support compact dans R?
restreintes a ).

Définition 7.2. L’espace L*(Q) = (L*(Q))? est lespace des fonctions réelles u sur €,
mesurables et telle que la quantité ( [, |ul*d Q)UQ est finie.

Muni du produit scalaire usuel (w | v) = [, u-©dQ, Uespace L*() est un espace de
Hilbert.
On note [full? = [[ull3, g, = (|
On introduit alors les espaces de Hilbert suivants pour les produits scalaires associés :
(7.23) HY Q) = {vel*Q) gradv € L*(Q)}
H'(Q) = H'Y(Q)?
H(div,Q) = {ve L*Q)|dive € L*(Q)}
H(rot,Q) = {vc L*(Q)| rotv e L*(Q)}.
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munis respectivement des produits scalaires

(uw,v)gr = (u|v)+ (gradu | gradv)
(w,V)p@y) = (u]|v)+ (divu | dive)
(U, V)H@rot)y = (u|v)+ (rotu |rotv)

7.2.2 Espaces des traces

Définition 7.3. (trace) B
Soit f une fonction réguliere définie sur (2. On note Uapplication trace v : f — fp.

Proposition 7.2. L’application ~y définie sur D(S2) se prolonge par continuité en une
application linéaire continue et surjective de H* () sur HY*(0Q) = v(H(Q2)).

Définition 7.4. (trace normale)
Soit f une fonction réguliére définie sur 2. On note 'application trace normale v, : f >

f : 'I’I,|F.

Proposition 7.3. L’application -y, définie sur D(2) se prolonge par continuité en une
application linéaire continue de H(div,Q) sur H~Y*(0Q) (I'espace dual de H"?*(9Q)),

qui est surjective.

Définition 7.5. (trace tangentielle et composante tangentielle)
Soit f une fonction réguliere définie sur ). On note les applications trace tangentielle
Y7 f = f xnyr et trace composante tangentielle wr : f — fr =n x (f x n) .

Proposition 7.4. Les applications 1 et mr définies sur D(§2) se prolongent par continuité
en applications linéaires continues de H{(Q) sur HY?(0Q) respectivement. Les espaces

d’arrivée de ces deux applications sont notés respectivement Hi/Q(aQ) et Hﬁﬂ(@Q).
Pour mieux caractériser ces deux espaces, on peut regarder [15], [16] et [2].

Définition 7.6. Les espaces Hfﬂ(@Q) et HF/Q(GQ) sont les duaux respectifs des espaces
Hll/z(a(l) et Hi/Q(aQ) par rapport & lespace pivot L}(09) := {w € L*(0Q) \ w-n = 0}.
Définition 7.7. (divergence tangentielle)

On définit Uopérateur divergence tangentielle, noté divy, de H™Y*(0Q) vers H=3/?(9Q)
satisfaisant

(7.24) < divy A, ¢ >g0= — (X, gradr ¢")an Vo € H?(09)

0l K ., o= (., ) g-s/2 g2, Y* € H*(Q) un relévement de ¢ dans Q et grad vy est le
gradient tangentiel défini par grad vt = nr(gradv).
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Définition 7.8. (rotationnel vectoriel tangentiel)
On définit le rotaionnel vectoriel tangentiel par rottu = yr(grad u).

L opérateur rotaionnel scalaire tangentiel de H}l/z(ﬁQ) vers H=3/2(0Q) est défini par
(7.25) L rotT A\, 1 S>oa= — (A rotT Y )aq Voo € H¥?(0Q)
On a alors le théoreme suivant [16]

Théoréme 7.1. Soit Tog = {\ € HF/Q(@Q) | divr A € H™Y2(0Q)}, Uapplication trace
tangentielle vt est continue surjective de H (rot, ) vers Toq.

Théoréme 7.2. Soit Ugg = {\ € H/*(99) | rott X € H-/2(50)},
Uapplication trace composante tangentielle mr est continue surjective de H (rot,€)) vers

Usa.
On introduit les fermetures de D(2) dans les espaces H!(Q), H(div,Q) et H(rot, () :

Hi@) = D@

Ho(div,Q) = D))"
Ho(rot,Q) = D) =

(div,Q)

L’existence des traces permet d’identifier ces espaces.
Théoreme 7.3.
H)(Q) = {veH' v =0},

H,(div,Q) = {ve H(div,Q)| v-np = 0},
Hy(rot,Q) = {v e H(rot,Q)| v xnyp =0}
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7.2.3 Formules de Green

Les formules suivantes sont démontrées dans [33].

(7.26) Yu € H(div,Q),Yv € Hl(Q),/ [u - gradv + (divu)v]dQ = (u-n,v)r
0

(7.27) Yu € H(rotv,Q),Vv eHl(Q),/ [rotu-v—u-rotv]dQ = (u,v x n)r
Q

ou <., '>F = <.7 ‘>H—1/2(F),H1/2(1")'
Il est possible d’établir une dualité entre la trace tangentielle et la composante tangen-

tielle, on obtient une formule d’intégration par partie, similaire & la formule ([7.27)), qui est
démontrée dans [15] :

Yu € H(rot,?),Vv € H(rot, ),

Usa, Yoo

(7.28) /[rotu~v—u-rotv]dQ:<nx(uxn),vxn}

7.2.4 Opérateurs différentiels et espaces de Hilbert
Définition 7.9. Une inclusion d’un espace A dans un espace B est dite continue si

[vllz < Cllvlla Vv e A.

Une inclusion de A dans B est dite compacte si toute suite bornée de A admet une sous-
suite convergente dans B.

Proposition 7.5. (Inégalité de Poincaré)
Il exziste une constante C,, dépendante de 2 telle que

(7.29) lollo < Cyllgradoflo Vo € HY(Q)

Théoreme 7.4. (de Rellich)
Linjection H'(Q) C L*() est compacte

Démonstration. La démonstration est dans [33] O

On définit I'espace suivant
X (Q) = H(rot, Q) N H(div,Q)
muni du produit scalaire
(u,v)x := (u | v) + (rotu | rot v) + (divu | divv).

Remarque 7.1. L’espace X () est généralement noté H (rot, div; ().
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On note les espaces

Xn(Q) = {veX(Q)vxnr=0}
= Hy(rot, ) N H(div, ).

XT(Q) = {’U € X(Q)|’U . ’I’I,‘F = 0}
H (rot, Q) N H(div, Q).

Propriétés de ’espace X ((2)
Proposition 7.6. L'espace X x(Q) N X7(Q) coincide avec l'espace H(2).
Démonstration. Voir [3]. O
Les théoremes qui suivent sont démontrés dans [3]
Théoréeme 7.5. L’inclusion X () C L*(Q) n'est pas compacte.
Théoréme 7.6. L’inclusion X n(Q) ainsi que X 1(Q) dans L*(Q) est compacte.

Théoréme 7.7. Si Q est de classe Ct' ou conveze alors X n(Q) ainsi que X1(Q) s'in-
jectent continument dans H"'(€2).

Proposition 7.7. (inégalité de Weber)
1l existe une constante C,, dépendant de ) telle que

(7.30) [v][§ < Cu(||rotv|[§ + || divellf) Vv e Xy (Q).
Linégalité est vérifiée aussi Vv € X ().

Démonstration. Voir [33]. O
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7.3 Appendice C : Les équations de Maxwell : Rappel

Les équations de Maxwell décrivent la propagation des ondes électromagnétiques confinées
dans un plasma. Elles sont données par :

(7.31) divD = p (loi de Gauss électrique),
(7.32) divB = 0 (loi de Gauss magnétique),
B
(7.33) rot€ = _%_t (loi de Faraday),
D
(7.34) rotH = J+ 88_t (loi d’Ampere)

ou €, H, D et B désignent respectivement le champ électrique, le champ magnétique, le
champ d’induction électrique et le champ d’induction magnétique. Les quantités J et o
sont respectivement la densité de courant et la densité de charge électrique. Les champs
vectoriels €, H, D, B et J sont a valeurs dans R, x R3. p est une fonction scalaire &
valeurs dans R, x R.
On a la relation de conservation de la charge :
(7.35) @ +divg = 0.

ot
Lorsqu’il s’agit d’un conducteur imparfait, il existe un tenseur o reliant le champ électrique
& et la densité de courant J par la loi d’Ohm :

(7.36) J =af
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7.4 Appendice D : Formule d’intégration de type Newton-
Cotes

Dans cette section, on va décrire la construction de la formule d’intégration utilisée

dans (4.41]).

On rappelle la formule de changement de variable suivante :

/Kf(:c)da::/Kf(w,y,z)dxdydz
- /K F(2(€).y(€), 2(€)) |Jacy (€)) e

avec K et K respectivement, un tétraedre et un tétraedre de référence. On notera par
x = (r,y,2) et £ = (&, 1, () respectivement les variables dans les tétraedres K et K.

7.4.1 Reconstruction d’une formule d’intégration d’ordre 2
On veut construire une formule d’intégration de la forme
N=10
(7.37) Af(x(ﬁ),y(é)yz(ﬁ)) [Jacs(€)|d€ = Y wif (v(£), (&), 2(&:)) [Jacs (€)]
i=1
a. Valeurs des points d’intégration &, dans K

Les points d’intégration &; dans le tétraedre de référence K sont numérotés comme
suit :

£=(0.0.0), &=(3.0.0

63: (1>0a0)7 54:(%7%70)

£=(0.1.0), &=(0.3.0

1 1 1

£7 = (0707 5)7 €8 = (5707 5)
11

59 = (0 )a 10 — (070’ 1)

1272
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FIGURE 7.5 — Points d’intégration

b. Calcul des poids w;

Calcul de la base d’un polynéme de degré 2 sur le tétraedre de référence T

On cherche une base {®;}i=1.10 d'un polynéme de degré 2 telle que

vi(§;) =1
¢i(§;) =0 Vi#j

On rappelle que la base canonique polynomiale quadratique complete est de la forme

(7.38) Lgn ¢ & (en) n* () ¢* (&)

Ces fonctions seront notées Py(&) pour k=1 : 10.
Pour ¢ =1,---,10, on construit les 10 systemes linéaires suivants

10
Z &) =1
s et donc

D b)) =0 Vj#i

k=1

10

pi(€) =D Pe(€)

k=1

Le polynome d’interpolation de degré 2 d’une fonction g sur le tétraedre de référence dans

la base {¢;} s’écrit alors
10

P&) =) g(&)en(€)

k=1
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Ce qui donne

[ perae=>ote) [ puterae

T
10
= Z WK (5k)
k=1
10
wvecwn = [ pe)ae=Yd [ P
T = JT
Pour calculer les différentes valeurs de P;(€), ¢ =1 : 10 on utilise la formule suivante
o 1Al K
7.39 P (Pdednd¢ = ——
(7.39) 0T dednde = EEm

En utilisant la formule [7.39, on trouve les valeurs suivantes
w; ~ —0.0083 Vie {1,3,5,10}
w; ~0.0333 Vj € {2,4,6,7,8,9}
7.4.2 Reconstruction d’une formule d’intégration d’ordre 3

a. Valeurs des points d’intégration &, dans K

On considere un tétraedre avec 20 points d’intégration. On numérote ces points de la
fagon suivante

612(07070)7 52: (57070)7 53_<37070>7 €4z<17070)

21 12 2
€5 = (ga 57 )7 56 (57 §70)7 57 (07 1’0)7 €8 = (07 370)

1 11 1 1 1

59 - (07 570)7 510 - <§’ 570)7 £ = (07 0, )v £1p = (5707 5)

2 1 111 21 11
§15 = (5,07 g)» §iu = (g, 3 §)> &5 = (0, 3 §)> &6 = (0, 3 g)

2

2 1
517 = (07 0, 5)7 518 = (gu

b. Calcul des poids w;

Calcul de la base d’un polynéme de degré 3 sur le tétraedre de référence T

Soit {Pr(&) }r=1.20 la base canonique polynomiale cubique compléte donnée par
(7.40)

L&n ¢ & (Em)n* n6) ¢ (€6) € (&%m) (&) n* (n*¢) (n¢*) ¢* (€%¢) (§¢7) (€nC)
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On suit les mémes démarches que dans la premiere partie. On calcule les poids w;, i =1 : 20
avec Matlab et on trouve les valeurs suivantes

w; ~ 0.004167 Vi € {1,4,7,20}
w; ~0.0375 Vi € {10,12,14,16}
w;=0 Vie{235,6,8,9,11,13,15,17,18,19}

Il est clair que w; > 0, Vi = 1 : 20. On obtient ainsi une formule a 8 points exacte pour
les polynomes de dégré < 3. Pour plus de précisions voir [54], [24] .
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7.5 Appendice E : Equivalence des normes

Dans cette partie on va montrer ’existence d'une constante Cj indépendante de h telle
que [|[v)]1%, < Collvplli g, On rappelle tout d’abord le théoreme suivant.

Théoréme 7.8. (Inégalité de Jensen [39]) Soient f : I — R une fonction conveze et
Ty, ,x, € 1. Soient aq, - -+ , «, des réels vérifiant a; > 0 pour tout 1 < i < n. Si de plus

n
E a; = 1, alors
i=1

n

(7.41) F(Y_aims) <3 euf ()

i=1

Revenons a notre démonstration et montrons qu’il existe Cy > 0 et indépendant de h
tel que w8k, < Colloflg, .
On a ||Uh||Xh = ||'Uh||o,ﬂh + || le(KhUh)”o,Qh + || rot ”hHo,Qh
D’autre part,

2

2 0 0
ov,,  Ovy,
_|_ —

(%3 al‘l

o) ovY
rotv)||s g, = hy _ ~_ e
|| h||0,Qh /(;h (‘ axQ 8[E3

3
<2 % oA

Qi j=1
i

Ly

O i,j=1

_ 0”2
- 2vah 0,Qp

dx

dx




7.5. APPENDICE E : EQUIVALENCE DES NORMES 165

D’une part,
3 3 9 2
(o), = [ |30 50, 0h)| do
hlj=1 j=1 v
3 3 2
< [ S|, oh))
Qn | =1 j=1 !
3 3 2
9 0
Qp, i=1 j=1 r
. 1] 9 ’
:81/ ( - (Khz'vg)D dx
Q5 1213219 8IZ 7
/ AT i
< 81 ( = _( hij 2) d
Q, ;; 9 833'1 7
8 30K, ovy |2
— ( ”’U?L.—'— s - dz
/Qh ;; c%z 3J J 8%
3 3 oK, |2 ovl) |2
§9 2(' _”'U(})L +‘Khl' J )dl’
Qh;; Oz O
33 oK, ov
<18 ij 2 02 Z7h 2 d
o 3 St i+
3 3 3. S. OVl
/ + 012 —Z|?
< 1SSUP(Kh67Kh2)(/Qh;jZ_;|vhj| dx—i_/ﬁh;;‘ 8@ ‘ dx)

< bdsup(Kp,, K;D)[[vpli g,
Finalement,

2
lvall%, < lIvhlloq, +54sup(KG,, K)o, + 2[| Vbl g,

< (3+ 54sup(KG,, K;p))|vpllig,
D’ou 'existence d'un Cy = (3 4 54 sup (K, K,;;)) > 0 et indépendant de h telle que

(7.42) lvhllx, 0, < Collvallia,
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7.6 Appendice F : Propriétés topologiques de domaines
réguliers et non simplement connexes

Définition 7.10. Soit Q un domaine borné de R3. On dit que Q2 est pseudo-lipschitzien si
pour tout point  sur le bord 0), il existe un entier r(x) égal a 1 ou 2 et un réel strictement
positif ag tels que pour tout réel a avec 0 < a < ayg, l'intersection de £ avec la boule de
centre x et de rayon «, a r(x) composante(s) connexe(s) qui sont chacune lipschitzienne.

On suppose 2 C Rf)’ un domaine lipschitzien tel quil existe N € N surfaces ouvertes
connexes >;,1 < j < N inclus dans 2 vérifiant :
-3, NY; =0 pour i # j et les coupures X; ne sont pas tangentes a I'.

- le bord des ¥; est contenu dans I" pour 1 < j < N.
N

- si on définit ¥ = U Y et Q=0 \ 2, alors Q) est pseudo-lipschitzien et simplement
=1

connexe. ’
m

Enfin, on décompose I" en U I';, ou I'; sont les composantes connexes de I'. Or le tore
j=1

vérifie bien ces propriétés avec N = 1 et sa frontiere est connexe donc m = 1.

On a alors le lemme suivant (démontré dans [3]).

Lemme 7.1. (potentiel vecteur tangentiel)
Si la frontiére I est connexe, alors une fonction w dans H(div, Q) satisfait

(7.43) divu = 0 dans Q2

si et seulement si il existe un potentiel vecteur A € X (Q) tel que

(7.44) u=rotA dans Q et divA =0 dans(,

(7.45) A-n=0 sur I' et (A-n 1) =0.

La fonction A est unique et on a

(7.46) 1Allo < Cllully

Remarque 7.2. SiT" a plusieurs composantes (i.e m > 1) alors l’hypothese devient
(7.47) dive =0 dans Q et (u-n,1)p, =0 0<j<m.

Enfin on a une décomposition de Helmholtz des champs de vecteurs L?(2) en partie
gradient et ” K-solénoide”

Lemme 7.2. Soit u € L*(), alors il existe ¢ € H}(Q) et ur € L*(Q) avec div(Kur) =0
tel que

(7.48) u = grad ¢ + ur
vérifiant

(7.49) lgrad ¢[lo < Cllullo et [lurllo < Cllullo.
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Démonstration. On cherche (¢, ur) € HL(Q) x L*(Q) tel que
(7.50) u = grad¢+ur dans €,
(7.51) div(Kur) = 0 dans (.

En appliquant div K aux deux membres de ’équation , on cherche ¢ € H}(Q)
tel que div(Ku) = Ag¢. Or u € L*(Q) = Ku € L*(Q) = div(Ku) € H () car
la divergence est continue de L*(Q) dans H~'(Q). Et donc la proposition montre
I’existence et 1'unicité d’une telle fonction.

On pose alors ur = u — grad ¢ et on a

ur € L*(Q) et div(Kur) = 0.
]

Remarque 7.3. i) Siu € X y(K,Q) alors grad ¢ € X x(K, Q) et par conséquent ur €
XN(K: Q)

i1) Grace a la remarque on a aussi une décomposition des champs de vecteurs L*(S)) en
partie K -gradient et solénoide : soit uw € L*(Q), alors il existe ¢ € H}(Q) et up € L*(Q)
avec divur = 0 tel que

(7.52) u=K"grad ¢ + ur
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7.7 Appendice G : Théorie de régularité des problemes
elliptiques

On rappelle ici quelques résultats principaux dans la théorie de la régularité des problemes
elliptiques [37] : soit a une forme sesquilinéaire donnée par

a(6.4) = }:/ )2 )0 )

L’opérateur A associé, appliquant H}(Q) dans H1(Q) si (a;;) € L>(Q), s'écrit

B 0 0¢
Ap = ; a_xi(am@_mi)-

Définition 7.11. On dit que l'opérateur A est (uniformément) fortement elliptique s’il
existe une constante ¢ > 0 telle que

vz €Q VreC® Re(r"A(z)r) > dr/|
avec A la matrice (a; ;).

Théoreme 7.9. Soit 1 un ouwvert borné et régulier. On suppose que lopérateur A est
fortement elliptique avec les coefficients a;; € C*(Q) et que f € L*(Q). Alors la solution
du probleme

Ap=f et ¢eHIQ

appartient o H*(S).
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7.8 Appendice H : Base de ’espace d’interpolation P,

La base canonique polynomiale quadratique complete est de la forme;

(7.53)

1&n ¢ e (&) n° (nC) ¢ (&)

Les points d’interpolation &, = (&;,7;, (;) dans le tétraedre de référence K sont numérotés

dans Gmsh comme suit :

51 = (0,0,0), 62 = (17070)

53 = (07 170)7 £, = (0707 1)
1 11

55: (570,0), 56:(5’570)
1 1

57: (07570)7 58:(07075)
11 1 1

59 = (07 57 i)a €10 = (570’ 5)

FIGURE 7.6 — Points d’interpolation, notation GMSH

Soit A=1—¢&—n—( alors :
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T | AT =2\ | 1—4x | 1—4x | 1—4x
2 E(1—2¢) | —1+4¢ 0 0

3 | —n(1—2n) 0 —1+4n 0

4| —ca-20] o 0 | —1+4¢
5 4EN 4N =€) —4¢ —4¢

6 4én 4n 4¢€ 0

7 AnA —4n | 4(A—n) —4n

8 ACA 4 4¢ 4N =)
9 an¢ 0 A 41
10 Acc A 0 A¢
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Résume

L’objet de ce mémoire de these est d’étudier une méthode de simulation numérique d’un
modele dit < Full wave > de la propagation dans un tokamak d’une onde électromagnétique
injectée par un ensemble d’antennes installées sur le bord de I’enceinte de confinement. Une
méthode de simulation par éléments finis de Lagrange est déployée.

Dans le premier chapitre est introduit le modele physique considéré pour décrire la pro-
pagation d’une onde électrostatique d’'une fréquence proche de la résonance hybride dans
un plasma dit froid et confiné par un champ magnétique a l'intérieur d’un tokamak. La
propagation des ondes électromagnétiques est modélisée par les équations de Maxwell. Une
approximation de la solution harmonique en temps est consideérée. Dans le chapitre deux
sont rappelées les formulations varationnelles mixtes et mixtes augmentées déja étudiées
précédemment. Ces formulations nous permettent de chercher des solutions dans (H'(Q))?
et donc une approximation en éléments finis conformes dans cet espace. Le chapitre trois
est dédié a la présentation de la discrétisation des équations du modele en trois dimen-
sions d’espace. Dans le chapitre quatre il est démontré le caractere bien posé du systeme
d’équations discret lorsqu’on considere une approximation de type Taylor-Hood Py — P;.
Un résultat d’existence et unicité de la solution dans le cas d'un < tore > polyédrique est
présenté. Le chapitre 5 est dédié aux simulations numériques. En premier on explicite les
termes du tenseur diélectrique K ainsi que ses dérivées, qui sont nécessaires au montage
de la matrice de raideur du systeme. Les premieres simulations concernent le cas ou la
densité des électrons et des ions est constante. On présente ensuite des résultats dans le
cas ou les densités ont un profil parabolique. Le cas ou le vecteur d’onde est une fonction
de la distance au centre du tokamak est également considéré.

Mots-Clés : Maxwell, Full-wave, électromagnétisme, formulation mixte, formulation aug-
mentée, élémets finis, Taylor-Hood, condition inf.-sup.
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Abstract

The object of this thesis is to study a numerical simulation method of a so-called < Full
wave > model of the propagation in a tokamak of an electromagnetic wave injected by a
set of antennas installed in the boundary of the containment chamber. A Lagrange finite
element approximation method is deployed.

In the first chapter, we introduced the physical model considered to describe the pro-
pagation of an electrostatic wave of a frequency close to hybrid resonance in a so-called
cold plasma, plasma confined by a magnetic field inside a tokamak. The propagation of
electromagnetic waves is modeled by Maxwell’s equations. This work contemplates an ap-
proximation of the time-harmonic solution. In the second chapter, we recall the mixed
and mixed variational formulations already studied in the past. These formulations allow
us to find solutions in (H*(€2))? and therefore a conformal finite element approximation
in this space. Chapter three is dedicated to the presentation of the discretization of the
model’s equations in three dimensions of space. In chapter four it is demonstrated the
well-posed character of the discrete system of equations when one considers a Taylor-Hood
type approximation Py — IP;. In this section we proved a result about the existence and the
uniqueness of the solution in the case of a polyhedral < torus ». Chapter 5 is dedicated to
numerical simulations. First are introduced the terms of the dielectric tensor K and its de-
rivatives, needed to mount the stiffness matrix of the system. The first simulations concern
the case where the density of electrons and ions is constant. Then results are presented in
the case where densities have a parabolic profile. It is also considered the case where the
wave vector is a function of the distance at the center of the tokamak.

Keywords : Maxwell, Full-wave, electromagnetic waves, mixed formulation, augmented
formulation, finite elements, Taylor-Hood, Inf.-sup. condition
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