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Introduction

La fusion nucléaire, en vue de produire de I'électricité, se présente aujour-
d’hui comme une option majeure dans les recherches sur les nouvelles sources
d’énergie. Reposant sur la fusion de deux noyaux légers, elle serait un candidat
de premier choix pour fournir de grandes quantités d’énergie avec trés peu de
combustible. Depuis les soixante derniéres années, de nombreux dispositifs visant
a produire des réactions de fusion ont vu le jour. Le plus prometteur d’entre eux
aujourd’hui est le tokamak, réacteur & confinement magnétique [78]|. Dans cette
machine, une des composantes du champ magnétique qui confine le milieu, gaz
totalement ionisé appelé plasma, nécessite qu’'un courant soit maintenu dans le
plasma. Aussi, afin d’obtenir des réactions de fusion nucléaire, il est nécessaire de
chauffer le plasma a haute température. Parmi les différentes méthodes connues
permettant a la fois la génération du courant et le chauffage, 'injection d’ondes
électromagnétiques depuis 'extérieur du plasma s’est révélée particuliérement ef-
ficace. A ce titre, ces ondes sont un élément primordial du concept de tokamak.
En outre, les ondes électromagnétiques, selon leur gamme de fréquence, peuvent
étre utilisées en technologie de tokamak dans des autres procédés par exemple,
pour stabiliser ou diagnostiquer le plasma, modifier ses propriétés, ou encore per-
mettre de controler le profil de densité de courant.

L’interaction des ondes électromagnétiques avec le plasma est un sujet intéressant
en physique des plasmas [43, 53, 76]. La théorie de la propagation des ondes dans
les plasmas magnétisés a été développée par T. H. Stix depuis la fin des années
1950 et son travail a été résumé dans [71, 72]. Des travaux supplémentaires sont
également disponibles, par exemple ceux de M. Brambilla [8] et D. G. Swanson
[74]. En plus les plasmas de fusion nucléaire, ce phénoméne couvre de nombreux
domaines tels que 'astrophysique, la physique spatiale etc. Les ondes électroma-
gnétiques sont souvent utilisées pour déterminer les caractéristiques du plasma.
Plusieurs phénomeénes surviennent lors des interactions des ondes et plasma, tels
que I'absorption, la réfraction, la réflexion, la diffusion, la conversion de mode
etc. [72, 73, 74]. Tous ces mécanismes dépendent du plasma et des paramétres
magnétiques, en particulier la densité et la collisionnalité du plasma, 'intensité
et la direction du champ magnétique, ainsi que la géométrie et les conditions
aux limites du domaine. Des efforts considérables ont été consacrés a la com-



préhension et a la modélisation des mécanismes qui régissent la propagation et
’absorption des ondes électromagnétiques dans un plasma |7, 9, 50]. Du point de
vue mathématique, les équations décrivant le couplage des ondes et plasma sont
fortement non linéaires, complexes et ardues a résoudre. Méme dans un cadre li-
néaires, elles sont généralement trés anisotropes et, dans de nombreux contextes
pratiques, également trés hétérogénes. L’éventail ahurissant de phénoménes et de
paramétres impliqués dans cette modélisation nécessite de dériver des modéles
simplifiés adaptés au phénoméne a I'étude, et a I'objectif théorique ou calcula-
toire de cette étude.

Il existe différents modéles de plasma magnétique [44]. Chacun d’eux comporte
une description de la dynamique des particules et une description de 1’évolu-
tion du champ électromagnétique. Dans notre travail, nous utiliserons un modéle
fluide pour décrire le mouvement des particules. Nous nous intéressons au cas du
plasma froid qui est obtenu en négligeant les effets du pression. Le champ électro-
magnétique est décrit par les équations de Maxwell. Le couplage entre ces deux
systémes d’équations décrit 'interaction entre ’onde et les particules et il est
appelé systeme d’Euler-Maxwell. L’interdépendance entre le champ électroma-
gnétique total présent dans le milieu et les particules de plasma est schématisée
sur la figure 1. Nous nous concentrerons dans ce sujet sur I'approximation li-
néaire. Une premiére étude de ce modéle linéaire en régime harmonique, axée sur
la propagation et I’absorption a été réalisée dans la thése de T. Hattori [46]. Le
régime harmonique correspond & une dépendance temporelle de la forme e~
ol w > 0 est une fréquence donnée de 'onde. Il s’agit de I’étude de I'équation

Y

rotrot £ — <%)2KE =0 dans Q CR3,
avec c est la vitesse de la lumiére et E I'amplitude du champ électrique harmo-
nique. La matrice K est le tenseur de réponse plasmatique. Il varie en espace et
dépend du champ magnétique statique imposé pour confiner le plasma. L’équation
ci-dessus est obtenue en combinant les équations de Maxwell avec la dynamique
des particules. Dans cette étude, I’absorption est due aux collisions entre parti-
cules, qui agissent comme des frottements. Diverses formulations variationnelles
possibles ont été discutées dans [18] pour établir le caractére bien posé du modéle.
Le cas le plus simple a été discuté dans la thése de E. Sébelin [68] et la référence
[69]. Cependant, & notre connaissance, ce modéle est mal posé en "absence d’ab-
sorption dans I'espace des fonctions de carré intégrable. Ce probléme a suscité un
intérét considérable. Dans [35], B. Després, L. M. Imbert-Gérard et R. Weder ont
proposé une analyse mathématique de ce modéle simplifié en dimension un, ou K
est le tenseur diélectrique, et ont construit une solution singuliére. Cette solution
est la somme d’une valeur principale et d’une masse de Dirac a l'origine et enfin
d’une fonction de carré intégrable. L’approche qu’ils ont utilisée suit le principe
d’absorption limite qui consiste a ajouter un paramétre de régularisation sur la
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diagonale du tenseur et le faire tendre vers zero dans la solution des équations
régularisées. Une conséquence essentielle de cette analyse est que le chauffage ne
s’annule pas lorsque ’absorption tend vers zéro : ceci correspond a une dissipa-
tion d’énergie non nulle. Par la suite, plusieurs formulations pour caractériser
cette solution ont été proposées par M. Campos Pinto et B. Després dans [29].
Elles fournissent un cadre pratique pour les approximations numériques. Les au-
teurs donnent une généralisation en dimension deux. Une autre caractérisation
des solutions limites, cette fois-ci a I'aide des formulations mixtes, a été décrite
par ces deux derniers auteurs en collaboration avec A. Nicolopoulos dans 'article
[30]. Pour plus de résultats sur ce sujet, le lecteur intéressé peut se référer a [36]
pour des résultats mathématiques, et a |31] pour une étude numérique. Néan-
moins, avec tous ces efforts, il reste a traiter le probléme d’unicité de la solution
et, de plus, il faut noter que cette solution trouvée ne correspond pas a la so-
lution physique que nous recherchons. C’est par ce biais que I’étude du systéme
Euler-Maxwell instationnaire a été abordée dans cette thése. L’objectif principal
consiste d’abord & étudier le caractére bien posé du modéle dans les cas avec
frottement et sans frottement, puis d’étudier la limite de ’énergie par rapport a
la variable temps lorsque le systéme est excité par une source harmonique. Cela
revient a utiliser la théorie de stabilité pour un probléme d’évolution.

Dans cette thése, nous considérons un modéle Euler—Maxwell linéarisé pour la
propagation et ’absorption des ondes électromagnétiques dans un plasma magné-
tisé. Nous nous placerons dans le cas d'un modéle instationnaire, ce qui constitue
la contrepartie temporelle des travaux [46, 18]. Comme le couplage entre les ondes
et le plasma se fait dans un espace confiné, cela conduit a travailler en domaine
borné de R3. De plus, ce domaine doit comporter le tore, c’est la géométrie de
la chambre d’un tokamak, comme un cas particulier pour garantir le cas phy-
sique. A la frontiére de celui-ci, des conditions doivent alors étre imposées pour
modéliser I'injection d’ondes dans le milieu. En fait, les ondes sont injectées par
des antennes situées sur la paroi de la chambre. Nous nous intéressons a divers
conditions aux limites. De fagon générale, les questions que nous nous posons sont
les suivantes. Le systéme d’Euler-Maxwell linéarisé est-il bien posé dans chaque
cas des conditions aux limites? Autrement dit, posséde-il une unique solution
dépendant continiiment de la donnée? Si oui, peut-on déterminer le comporte-
ment en temps long de la solution dans chaque cas? Si oui, peut-on déterminer le
taux de décroissance, exponentielle et polynomiale, de ’énergie 7 Si tel est le cas,
peut-on trouver le comportement de la solution dans le cas ou une condition aux
limites non absorbante est imposée sur la frontiére et si les sources sont choisies
harmoniques en temps ? Ces questions sont les grands axes de ce travail de thése.

L’étude de la stabilité du systéme Euler—Maxwell est liée a celle du systéme
de Maxwell avec les mémes conditions aux limites puisqu’elles dépendent seule-
ment du champ électromagnétique. Le caractére bien posé du systéme de Maxwell



couplé avec la condition aux limites de Silver-Miiller homogéne imposée sur une
partie de la frontiére et I’étude du comportement asymptotique en temps long
de la solution a été établie avec la thése de H. Barucq [11] en 1993. Par la suite,
on trouve le premier résultat sur la stabilité exponentielle de la solution dans
'article de V. Komornik [48]. Dans ce travail, le domaine d’étude est strictement
étoilé et la condition de Silver-Miiller homogéne est imposée sur toute la fron-
tiére. La preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs. C’est avec la thése
de K. Phung [62] que ce travail a été étendu & une classe plus large de domaines
et est résumé dans le papier [61], en utilisant une approche basée sur 1’analyse
microlocale de I'équation d’onde qui nécessite une condition de controle géomé-
trique sur la partie absorbante de la frontiére. Notons que dans tous ces travaux
sur la stabilisation frontiére, le champ électromagnétique est supposé a diver-
gence nulle ce qui facilite le travail et raméne le systéme & une équation d’onde.
De plus, K. Phung a étudié dans sa thése la stabilité exponentielle du systéme de
Maxwell avec loi d’Ohm, incluant une conductivité et situé dans un domaine de
frontiére parfaitement conductrice. Dans [40], M. Eller, J. E. Lagnese et S. Ni-
caise apportent leur contribution en montrant que la méthode des multiplicateurs
peut étre appliquée dans des domaines plus sophistiqués que ceux strictement en
forme d’étoile. D’autre part, la stabilité du modéle Euler—Maxwell a été étudiée
par divers auteurs dans des cas trés simplifiés [57, 58, 65]; ils n’incluaient pas
I’anisotropie et 'inohomogénéité, et ils considéraient généralement des topolo-
gies ou des conditions aux limites plus simples que dans notre cas, et de plus la
divergence de tous les variables est nulle dans les deux premiére références. La
méthode utilisée dans [58] est basée sur une approche dans le domaine fréquen-
tiel. Dans notre cas, nous allons essayer de garder notre modéle le plus général
possible, en ne supposant aucune homogénéité dans les propriétés du plasma, ni
dans le champ magnétique extérieur, ni aucune condition topologique ou géomé-
trique forte sur le domaine. Nous ne supposons pas que le champ électrique ou la
densité de courant sont a divergence nulle.

La méthode utilisée pour étudier la stabilité est celle du domaine fréquentiel
[3, 55, 47, 60, 23|. On va voir qu’il n’est plus possible d’appliquer les méthodes de
[61] et [48] & notre cas. Les outils mathématiques liés a cette méthode sont la théo-
rie des semi-groupes et les spectres d’opérateurs. Malheureusement, la résolvante
de 'opérateur d’évolution associé au modéle n’est pas compacte et 'absorption
interne agit seulement sur les variables fluides. Cela nous demande de mettre en
place de nombreux résultats techniques liés a I'inhomogénéité, 'anisotropie et la
topologie. L’absorption d’énergie est due aux collisions (amortissement interne),
et a la condition de Silver—Miiller homogéne, amortissement sur la frontiére. Nous
verrons que le modéle Euler-Maxwell instationnaire est bien posé méme sans col-
lisions. En revanche, le caractére bien posé dans le cas harmonique en temps
avec collision et condition non homogéne de Silver—Miiller repose sur I'absorp-
tion par les collisions. La solution obtenue est une limite de la solution du modéle



instationnaire. D’autre part, la décroissance exponentielle de 1’énergie dépend for-
tement de la forme globale du domaine et de la partie absorbante de la frontiére.

Plan de la thése
Cette thése comporte six chapitres qui s’organisent comme suit.

Chapitre 1 : ce premier chapitre est dédié a une description générale sur la
fusion thermonucléaire et le principe de fonctionnement d’un réacteur. Je pré-
sente aprés une dérivation rigoureuse du modéle.

Chapitre 2 : dans ce chapitre, jeffectue quelques rappels généraux des ou-
tils mathématiques nécessaires a la bonne compréhension des développements.
Je rappelle quelques propriétés des espaces fonctionnelles utiles dans la suite,
le probléme de type Helmholtz avec contraintes et les techniques permettant sa
résolution. Ensuite, j'introduis quelques concepts de base sur la théorie des semi-
groupes. Je finis par donner les différentes méthodes utilisées pour prouver la
stabilité du modéle.

Chapitre 3 : ce chapitre est consacré a la preuve de caractére bien posé du
modéle, avec trois types de conditions aux limites : une condition parfaitement
conductrice sur toute la frontiére, condition de Silver-Miiller homogéne ou non
sur une partie de celle-ci. Nous fournissons des conditions nécessaires et suffisantes
sur les parameétres physiques pour que ces problémes admettent une unique so-
lution forte en utilisant la théorie des semi-groupes. Je travaille dans un cadre
fonctionnel général puis je récupére les contraintes sur le champ électromagné-
tique.

Chapitre 4 : ce chapitre se concentre sur I'étude du comportement asympto-
tique en temps long de la solution du modéle dans deux cas : conducteur parfait
et Silver—Miiller homogéne. Avant tout, je prouve quelques résultats plus avancés
de 'analyse fonctionnelle, dont nous aurons besoin dans la suite. Puis, j'étudie
les propriétés spectrales de diverses matrices décrivant I'anisotropie et d’autres
propriétés du plasma, qui seront essentielles dans les preuves de stabilité. Je
montre que I’énergie décroit vers zéro sur I’orthogonal des solutions stationnaires
du probléme, sous certaines hypothéses physiquement raisonnables. Ces solutions
stationnaires sont liées aux propriétés de connexité ou de topologie du domaine
du travail et forment un ensemble de dimension finie si on travaille avec un espace
contenant les contraintes du champ magnétique. Je démontre aprés que la solu-
tion peut converger vers un état d’équilibre non nul dans un espace plus grand.
Ce état est caractérisé en fonction des données initiales : il correspond a la pro-
jection des données sur ’ensemble des solution stationnaires. Enfin, je donne une
conséquence sur le comportement de la solution en temps long dans le cas ou la
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condition de Silver—Miiller est imposée sur toute la frontiére.

Chapitre 5 : je détermine ici un taux de décroissance de I’énergie du modéle.
J’établis un résultat de stabilité polynomiale pour les deux types de conditions
aux limites. Je montre ensuite un résultat de décroissance exponentielle condi-
tionnel dans le cas de la condition de Silver-Miiller homogéne. Ce résultat dépend
de la géométrie du domaine. Cependant, la solution ne décroit pas exponentiel-
lement dans le cas du conducteur parfait. Par la suite, nous concluons avec un
résultat de convergence vers le régime harmonique lorsque les données de la condi-
tion de Silver-Miiller sont harmoniques en temps.

Chapitre 6 : nous donnons dans ce chapitre une extension des résultats ob-
tenus & un probléme d’interface vide-plasma. L’équation d’Euler est vérifiée dans
un sous domaine, ce qui correspond au fait que le bord du tokamak est pratique-
ment vide de plasma. D’un point de vue mathématique, cette modélisation est
légérement plus compliquée. Nous prouvons la bonne position du modéle et nous
étudions le comportement asymptotique de la solution.



Systéme couplé champs/particules

= Equations du
— F=g(E+wXxB) @ >

E

2 mécanique Y

Forces de collisions

>
4 | électromagnétisme | T
A
< ' Equations de 3\ 2 .j
Maxwell ‘

FIGURE 1: Interactions et couplage entre le champ électromagnétique et les par-
ticules dans le plasma.
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Chapitre 1

Contexte physique et modélisation

L’objectif de ce chapitre est de fournir les bases essentielles pour la compré-
hension physique du modéle étudié dans ce mémoire. Pour cela, on va présenter,
dans un premier temps, les principes de la fusion nucléaire et des généralités sur
le fonctionnement du réacteur tokamak. On donnera une description des étapes
du confinement magnétique et des méthodes du chauffage du plasma. Ensuite, on
étudie la propagation de I’onde électromagnétique dans le plasma et on présente
une dérivation rigoureuse du modéle et les conditions aux limites qui modélisent
I'injection d’ondes dans le milieu. Pour une discussion plus compléte des concepts
physiques relatifs a la fusion thermonucléaire par voie magnétique, les réacteurs
et I'interaction entre ondes et plasma, le lecteur pourra se reporter aux références
[1, 78, 27, 37, 50].

1.1 Reéactions de fusion nucléaires

La production d’énergie par la fusion nucléaire s’appuie sur le principe d’équi-

valence entre masse et énergie qu’a énoncé Einstein. Lorsqu’on fusionne deux
noyaux atomiques convenablement choisis, la masse des produits de la réaction
est inférieure a la somme des masses de ces noyaux réactifs; cette différence de
masse est libérée sous forme d’énergie [37].
Cette réaction exoénergétique se fait entre deux noyaux légers. Plusieurs réactions
de fusion sont envisageables [10]. La plus avantageuse en terme de section effi-
cace, de rendement et de disponibilité des combustibles est la réaction impliquant
le deutérium et le tritium (D-T). La fusion de ces deux isotopes de I'hydrogéne
produit un noyau d’hélium, appelé aussi particule «, et un neutron libérant tous
deux 17.59 MeV d’énergie portée sous forme cinétique.
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FIGURE 1.1: Réaction de fusion Deutérium-Tritium.

Le deutérium est largement présent sur Terre. On l'extrait du l'eau du mer
(33g/m?) a un coit relativement modeste |78]. Cependant, le tritium n’existe pas
a I’état naturel, et il a une demi-vie de 12,3 ans. Il sera produit en bombardant
du lithium par les neutrons issus des réactions de fusion dans des « couvertures
tritigénes » qui entourent la chambre de réaction. Le lithium est présent en abon-
dance dans la croiite terrestre et dans les océans. De trés faibles quantités de
deutérium et de tritium suffisent a alimenter la réaction de fusion, et la quantité
d’énergie produite par la réaction est d’environ quatre millions de fois supérieure
a celle que générent des réactions chimiques telles que la combustion du charbon,
du pétrole ou du gaz naturel. On voit donc 'importance de cette réaction.

1.2 Définition d’un plasma de fusion

La réalisation de la fusion nucléaire D-T (figure 1.1) s’exerce que lorsque il y
a une trés courte distance (de l'ordre de 107" m) entre les noyaux atomiques.
Le probléme est que les noyaux sont chargés positivement, ils ont donc tendance
a se repousser mutuellement. Dés lors, il est nécessaire de leur communiquer une
énergie suffisante afin de permettre leur rapprochement malgré leurs charges iden-
tiques. Cette énergie nécessaire ne peut étre atteinte que si le milieu est porté a
une température de 'ordre d’une centaine de millions de degrés, soit plus de 6
fois la température au cceur du soleil. La fusion ainsi obtenue est appelée fusion
thermonucléaire. Dans ces conditions, les électrons se sont détachés complétement
du noyau . Ce mélange constitue un gaz ionisé appelé plasma, quatriéme état de
la matiére, au sein duquel les réactions de fusion sont possibles. Le plasma consti-
tue la majorité de 'univers, on le retrouve par exemple dans les étoiles et le soleil.

Pour que la réaction de fusion soit rentable énergiquement, c¢’est-a-dire que I’éner-
gie libérée par les fusions soit supérieure a ’énergie fournie pour créer le plasma
et assurer le fonctionnement du réacteur, le plasma devra vérifier la condition
suivante [78]

nT7r > 3x10°m3keVs
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avec n la densité du plasma (nombre des particules par unité de volume), T' sa
température et 7x le temps de confinement c’est-a-dire le temps que met le plasma
a se vider de son contenu énergétique si on coupe brutalement les sources qui
Palimentent. La relation ci-dessus traduit le fait que pour produire de ’énergie
a partir des réactions de fusion, il est nécessaire de confiner efficacement un
plasma trés chaud et suffisamment dense pendant une durée 7z assez longue.
Cette relation est connue sous le nom critére de Lawson [51]. 11 s’agit donc de
créer un régime de confinement de I’énergie qui satisfasse ce critére.

1.3 Confinement magnétique

Pour maintenir le plasma & des températures élevées afin de produire suf-
fisamment d’énergie, il faut le confiner dans un volume limité. Un tel plasma
serait trés difficile & conserver dans une enceinte matérielle. En effet, devant de
telles températures la paroi s’éroderait, introduisant des particules lourdes au
sein du milieu ionisé, qui lui seraient trés rapidement fatales |34]. D’autre part,
méme si un matériau pouvait étre trouvé qui résiste aux énormes températures
et pressions, il resterait encore le probléme de refroidissement du plasma par la
paroi qui peut le faire disparaitre. C’est pour cela qu’il faut maintenir les parti-
cules du plasma & distance des objets matériels. Comme le plasma est constitué
de particules chargées, on peut controler leur comportement en le soumettant a
laction d’un champ magnétique. En fait, une particule chargée décrit une trajec-
toire en hélice autour d’une ligne de champ magnétique sous 'effet de la force de
Lorentz. La figure 1.2 illustre le mouvement des particules le long des lignes de
champ droites dans un cylindre. Pour éviter les pertes aux extrémités, il suffirait
de refermer les lignes du champ magnétique sur elles-mémes afin de piéger les
particules : on se trouve dans une structure de forme torique. C’est le principe
de confinement magnétique [1, 78|.

Ligne de champ Particule
magnétique

FIGURE 1.2: Particules chargées autour des lignes de champ.

Parmi les systémes de confinement magnétique possibles du plasma, la configu-
ration la plus performante est le tokamak.
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1.4 Réacteur : Tokamak

Le tokamak est une machine expérimentale concue pour démonter la faisabi-
lité scientifique et technique de 1’énergie de fusion [38]. Il a été inventé au début
des années 1950 par les physiciens Igor Tamm et Andrei Sakharov [75]. Le mot
tokamak vient du russe « toroidalnaia kamera s magnitnymi katouchkams » qui
signifie chambre toroidale & confinement magnétique. Comme son nom l'indique,
c’est un tore dans lequel circule un plasma de fusion. Il s’agit d’une installation
capable de produire les conditions nécessaires pour obtenir une énergie de fu-
sion. Actuellement de nombreux tokamaks existent dans le monde, citons TFTR,
JET, Tore Supra... Jusqu’a présent, ces machines sont destinées & la recherche
pour répondre aux questions qui se posent encore quant aux choix technologiques
et scientifiques a effectuer pour les futurs réacteurs, et pas encore a la production
d’électricité (c’est-a-dire la quantité d’énergie produite par les réactions de fusion
est inférieure & celle qu’on a di fournir pour entretenir le plasma). Les résultats
obtenus ont servi a I’élaboration du projet international ITER.

U
|

I TR

FIGURE 1.3: Schéma en coupe d’ITER.

ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) est le futur tokamak
international en cours de construction sur le site de Cadarache en France. Il est
le plus grand projet scientifique mondial actuel regroupant 35 pays. Aprés une
dizaines d’années d’études, I’entrée en opération et la production de son premier
plasma sont prévue pour 2025. Le but d’ITER est de démontrer la faisabilité de
la production d’énergie via la fusion thermonucléaire et d’atteindre le critére de
Lawson. Il devrait produire dix fois plus de puissance qu’il n’en aura fallu pour
chauffer le plasma.
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1.5 Champ magnétique dans un tokamak

Un tokamak est constitué principalement d’une chambre & vide, de bobines
toroidales, de bobines poloidales et d’une bobine centrale (figure 1.4). La chambre
a vide torique maintient les conditions de vide adéquates pour créer le plasma.
Les bobines toroidales créent un champ magnétique dans la direction du tore
(figure 1.5 : bobines en rouge et lignes de champ figurées en bleu). Comme vu
précédemment, les particules présentes dans le plasma sont contraintes a se dé-
placer le long des lignes de champ. Cependant, ce champ toroidal imposé ne sera
toutefois pas suffisant pour confiner les particules, soumises a un phénomeéne de
dérive verticale liée au gradient de champ et a la force centrifuge. Pour compenser
cette dérive, dirigée dans une direction opposée pour les ions et les électrons, une
solution consiste a ajouter un champ magnétique poloidal (figure 1.6, lignes figu-
rées en bleu) qui lui est perpendiculaire [1]. Ce dernier est induit par un courant
circulant dans le plasma (figure 1.6, ligne en jaune) généré par effet transforma-
teur a partir d’un circuit primaire, situé au centre du tore, dont le secondaire est
le plasma. Il est d’un ordre de grandeur dix fois plus faible que le champ toroi-
dal. L’addition de ces deux champs aboutit a la création d’'un champ hélicoidal
(figure 1.7, lignes figurées en bleu). Cette configuration magnétique hélicoidale,
méme si elle n’élimine pas toutes les fuites de particules, améliore tout de méme
significativement le confinement du plasma et donc ses performances. C’est le
principe de base du tokamak.

Bobine centrale
(Circuit primaire)

Champ magnétique poloidal
- Bobines poloidales

Champ étique hélicoidal résul Bobines toroidales

Courant plasma Champ magnétique toroidal

FIGURE 1.4: Structure d’un tokamak.

Nous notons dans tout ce mémoire le champ magnétique hélicoidal résultant
par B.,:. Les bobines poloidales du tokamak permettent d’assurer 1’équilibre du
plasma, sa position, sa forme et le controle du courant en créant un champ ma-
gnétique vertical.
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FIGURE 1.5: Lignes de champ toroi- FIGURE 1.6: Lignes de champ poloi-
dal. dal

FIGURE 1.7: Lignes de champ hélicoidal résultant.

Il existe une autre machine destinée a la production des réactions de fusion nu-
cléaires et basée sur le confinement magnétique : c’est le stellarator. Le champ
magnétique hélicoidal nécessaire au confinement du plasma est entiérement as-
suré par des bobines extérieures (étranges bobines tordues). La grande complexité
de la topologie des bobines et la difficulté technique de leur installation ont laissé
la majorité des chercheurs s’orienter vers les tokamaks, plus faciles & concevoir.

1.6 Chauffage du plasma et génération du courant

1.6.1 Chauffage du plasma

Comme nous l'avons expliqué dans la section 1.2, I'efficacité de la fusion est
directement liée a la température du plasma. Il est donc indispensable de la chauf-
fer suffisamment (plus de 100 millions de degrés). Il existe plusieurs méthodes de
chauffage employées dans les tokamaks. Premiérement, le courant toroidal néces-
saire au confinement du plasma permet également son chauffage par effet Joule.
Cependant, cette méthode reste efficace jusqu’a une température de 'ordre de
10 millions de degrés et elle décroit lorsque la température du plasma augmente.
En plus de ce régime de chauffage dit ohmique, il convient alors d’utiliser des
systémes de chauffage externes afin d’espérer atteindre les températures requises
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pour les réactions de fusion. Ces systémes de chauffages additionnels se classent
en deux grandes familles :

— L’injection de particules neutres : on injecte dans le plasma des par-
ticules neutres, généralement du deutérium, fortement accélérées (a treés
haute énergie). Ces particules, aprés ionisation dans le plasma, transférent
leur énergie par collision aux autres particules et la température du plasma
augmente.

— Les ondes électromagnétiques : on envoie au plasma une onde & une
fréquence choisie de maniére a étre en résonance avec une catégorie des par-
ticules du plasma afin de leur communiquer de I’énergie. Les ondes électro-
magnétiques se générent par des systémes différents suivant leur fréquence,
puis se propagent jusqu’au tokamak par des lignes de transmission (guides
d’onde) et enfin se couplent au plasma par I'intermédiaire des antennes qui
tapissent une partie de I’enceinte de confinement. Le choix de la fréquence
permet de définir I'espéce de particules (ions ou électrons) qui sera chauffée
et la région ou se fera 'absorption de ’onde et donc le chauffage.

Transmission (guide d'onde)

¥
Antenne |

Emetteur

FIGURE 1.8: L’envoi de 'onde électromagnétique.

En outre, il y a une autre méthode de chauffage interne pour un tokamak. Les
noyaux d’hélium (particules alpha), produits lors de la réaction de fusion D-T,
portent des charges électriques. Ils restent donc confinés par le champ magné-
tique et cédent leur énergie au plasma par collisions. Notons que ces particules
conservent environ 20% de I’énergie issue de la réaction de fusion. Le reste de cette
énergie est emporté hors du plasma par les neutrons, qui ne sont pas soumis aux
champs de confinement puisqu’ils n’ont pas de charge et il sera absorbé par la
premiére paroi, c’est le premier ¢lément matériel rencontré au-dela du plasma, et
transformé en chaleur afin de fournir de 'électricité. Comme indiqué dans §1.1,
les neutrons sont également utilisés pour produire du tritium.

En résumant tout ce qui a été indiqué deés le début de ce chapitre, nous pou-

vons citer les étapes de fonctionnement d’un tokamak. D’abord, on injecte dans
la chambre a vide le mélange combustible deutérium-tritium, a basse pression.
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Puis, on crée le champ magnétique toroidal. On ionise aprés le contenu de la
chambre pour obtenir le plasma. On crée le courant plasma afin de générer son
propre champ magnétique poloidal. Ensuite, il y aura la phase de chauffage ex-
terne qui consiste en l'injection des particules neutres et en 'excitation par des
ondes électromagnétiques. Finalement, & une température trés élevée, la réaction
de fusion se produit.

Parmi les méthodes de chauffage citées dans cette section, nous nous intéressons
a celle par onde électromagnétique. Nous étudions la propagation et ’absorption
de 'onde par le plasma ainsi que l'interaction entre les deux.

1.6.2 Génération du courant

Les systémes de chauffages additionnels indiqués ci-dessus permettent aussi
la génération du courant. En effet, nous avons vu précédemment que le champ
magnétique poloidal créé par le courant est important pour le confinement dans
un tokamak. La génération de ce champ est cependant limitée par le fait que
Peffet transformateur ne peut maintenir le courant dans le plasma que durant un
temps limité (quelques heures dans un réacteur), le circuit primaire n’a qu’une
capacité limitée. Ce procédé est fondamentalement non stationnaire et en mode
pulsé. Il est donc nécessaire de pouvoir générer le courant par des procédés per-
mettant permettant un régime continu. Ce domaine est trés activement exploré
par la machine Tore Supra. Pour passer de I'effet chauffage a I'effet génération de
courant en utilisant les ondes électromagnétiques, il s’agit d’ajouter un effet de
directionnalité sur le spectre de ces ondes. Ainsi, elles n’entreront en résonance
qu’avec des particules se déplacant dans une direction privilégiée. Pour plus d’ex-
plication, nous renvoyons le lecteur a [39].

1.7 Propagation et absorption de I’onde électro-
magnétique

L’onde électromagnétique se couple au plasma au travers des antennes, situées
sur les parois de I'enceinte de confinement (figure 1.9), puis elle est progressive-
ment absorbée au cours de sa propagation dans le plasma. Il existe deux grands
mécanismes permettant au plasma d’absorber 1'énergie de 'onde [39] : I'absorp-
tion de type cyclotronique et ’absorption de type Landau. Dans les deux cas,
I'interaction onde-particules est résonante, c’est-a-dire qu’elles vibrent a la méme
fréquence. Dans le cas absorption cyclotronique, il s’agit de coupler le plasma
avec une onde dont la fréquence est en résonance avec la fréquence de rotation
d’une espéce (ions ou électrons) autour des lignes du champ magnétique. Dans
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le cas d’absorption Landau, I'onde est en résonance avec une population de par-
ticules, de telle facon qu’elles aient quasiment la méme vitesse de propagation.
De 1a, 'amortissement de ’onde résulte principalement de deux mécanismes :
Ieffet collisionnel et ’amortissement sans collision (absorption Landau). Pour le
premier cas, il s’agit des collisions entre les particules du plasma, c’est-a-dire une
particule aprés avoir absorbé une partie d’énergie de I’onde transmet son énergie
a une autre particule par collision et donc elle contribue au chauffage. Nous nous
intéressons au cas du plasma collisionnel dans ce mémoire.

| 4

antenne de chauffage par E
| ordes électrornagnétioues
y [Tore Supra) i

FIGURE 1.9: Antenne de chauffage.

Le chauffage et la génération du courant par I'onde sont assurés par trois types
d’ondes de fréquences diverses [50]. Les ondes aux fréquences cyclotroniques io-
niques (FCI : 30 — 120 MHz) permettent de chauffer les ions. Les ondes aux fré-
quences cyclotroniques électroniques (FCE : 60 — 170 GHz) entrent en résonance
avec les électrons. On obtient ainsi un transfert de I’énergie électromagnétique
de 'onde vers I'énergie cinétique des ions ou des électrons, qui vont par la suite
chauffer I’ensemble du plasma par collision. Le troisiéme type de fréquence est
appelé fréquence hybride, intermédiaire entre FCE et FCI (LH : 2.5 — 8 GHz) ou
les ondes cédent de ’énergie aux électrons par effet Landau. L’onde hybride est
un candidat idéal pour la génération du courant.

Chaque type de chauffage posséde ses applications propres, et est capable de
fournir différents résultats suivant la maniére dont il est utilisé.

1.8 Modélisation

Le systéme physique que nous intéresse est le plasma, pénétré par un fort
champ magnétique externe statique B () qui rend le milieu anisotrope. Un
tel milieu peut étre décrit comme un ensemble de particules chargées (électrons
et diverses espéces d’ions) qui se déplacent dans le vide et créent des champs
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électromagnétiques qui, a leur tour, affectent leur mouvement. Les champs élec-
tromagnétiques sont donc régis par les équations habituelles de Maxwell dans le
vide :

oB
- 1.1
rot € ET (1.1)
J 0
? = =4+ — 1.2
¢’ rot B = + 50 (1.2)
dive = 2, (1.3)
€o
divB = 0. (1.4)

Ici € et B désignent les champs électrique et magnétique; o et J respectivement
la densité de charge électrique et la densité de courant; gy est la permittivité
électrique, et c la vitesse de la lumiére, dans le vide.

Le champ électromagnétique est la somme d’une partie statique et d’'une petite
perturbation provoquée par la pénétration d’une onde électromagnétique. Pour
simplifier la discussion, nous supposons que le plasma est en équilibre mécanique
et électrostatique en I'absence de I'onde. Ainsi, les champs électriques et magné-
tiques peuvent s’écrire :

Et,x)=cE(t,x), et B(t,x) = Bey(x)+eB(t, x),

ol € < 1 est le paramétre de perturbation. La charge totale et la densité de
courant sont celles dues a la perturbation

o(t,x) =ep(t,x), et J(t,x)=ed(t x). (1.5)
Les parties statiques de &£, ¢ et J sont nulles par ’hypothése d’équilibre.

De plus, nous supposons que le plasma est froid, c’est-a-dire que I'agitation ther-
mique des particules, et donc leur pression, est négligeable. On désignera les
espéces de particules (électrons et diverses espéces d’ions) d’indice s. On note
¢s la charge d’une particule et m, sa masse. L’équation de conservation de la
quantité de mouvement des particules de ’espéce s s’écrit :

ms%ers(us-V)us—qs(SJru3x8)+msusu3:0, (1.6)

ot U, désigne la vitesse du fluide et vy > 0 est la fréquence de collision qui ne
dépend que de la variable . Les densités de charge et de courant peuvent étre
exprimées en fonction des densités de particules ny(t, x) et des vitesses du fluide :

Q:ZQS:ZQSH& J:ZJS:ZQSHSL{S.
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Maintenant, en multipliant ’équation (1.6) par “ele nous obtenons
0T, 1 .
ot +Q_(‘7'S'V)‘75_:,L_(ng+jsXB)_'_VSJSIO (17)

Nous linéarisons maintenant 1’équation (1.7). A partir de la discussion ci-dessus,
nous pouvons supposer, pour chaque espace s,

os(t,®) = g n2(x) + eps(t,x), et T(t,x)=ed,(t,x),

ot n? est la densité de particules d’équilibre, supposée dépendre uniquement
de x. Dans la partie gauche de (1.7), les termes d’ordre 0 dans e disparaissent.
Pour exprimer les termes d’ordre 1, nous introduisons les fréquences plasma et
cyclotron pour 'espéce s, respectivement :

Whe 1= % . = M . (1 8)
ps - - mg; cs - My ) .

ils ne dépendent que de la variable d’espace x. Observons que la fréquence du
cyclotron est signée : elle a le méme signe que la charge ¢;. Enfin, en notant

b = | BeXt’ le vecteur unitaire aligné avec le champ magnétique externe, nous
ext
obtenons I’équation linéarisée :
oJ
8; —cowi B — Qe Iy xb+v, J, = 0. (1.9)

Le champ électromagnétique perturbatif (E, B) satisfait, & 'ordre 1 en ¢, les
équations de Maxwell usuelles dérivées de la forme (1.1)—(1.4), & savoir les équa-
tions d’évolution :

0B
tE = ———
ro T
J OFE
ZrotB = 5_0+E’ ol : J::;JS,

et les équations de divergence :

. P N
divE = —, ou: = s
v o’ u. p ES P

divB = 0.

En effet, comme les sources sont en dehors du plasma, B () est & rotationnel
nul et a divergence nulle.

Par souci de simplicité, nous supposons qu’il n’y a que deux espéces de parti-
cules dans le plasma : les électrons (s = 1) et un type d’ions (s = 2). Evidem-
ment, toute la discussion peut étre étendue & un nombre arbitraire d’espéces, a
condition qu’elles portent toutes une charge électrique (pas d’atomes neutres).
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Dans I'ensemble, le modéle qui fera I'objet de cette thése est le suivant. Soit
Q un domaine de R3, c’est-a-dire, un sous-ensemble borné, ouvert et connexe
de R3 de frontiére lipschitzienne I' := 0. L’équation d’évolution des variables
hydrodynamiques et électromagnétiques est :

oJ

_atl = gowzlE—l—_Qd J1 xb—wviJy, dans Q x Ryg; (1.10)

oJ

a—; = 50w§2E+962J2 Xb—VQJQ, dansQXR>0; (111)
E 1

aa—t = *rot B — - ES Js, dans 2 x R; (1.12)
B

é:a_t = —rotE, dans  x Ryy; (1.13)

avec les conditions initiales 4t =10 :
Jl(O) = Jl,O; J2(O) = J270; E(O) = Eo, B(O) = Bo, dans €. (114)

La frontiére I est divisée en deux parties ' = T, Ul p, avec [4NT'p = @. Sur ['p,
on impose une condition aux limites de conducteur parfait habituelle. Sur I'4, on
impose une condition de Silver—Miiller :

Exn = 0, surl'pxRyg, (1.15)
Exn+cBt = g, surl'y xRy, (1.16)

ou n désigne le vecteur normal unitaire extérieur de I', Bt est la composante
de B tangente a la frontiére I', et g est une donnée définie sur I'y x R-(. Sig = 0,
il s’agit d’une condition aux limites absorbante, ce qui signifie que ’énergie élec-
tromagnétique peut librement quitter le domaine via I'4. Si g # 0, il s’agit d’une
condition modélisant I'injection d’une onde ¢électromagnétique dans le plasma, et
["'4 représente une antenne (voir figure 1.10 pour une configuration possible).

= /“‘\\ I',= antenna
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R NANNANANNY | | .
RAANANNANNYY \ / ™~
AN NANNANANYS | \

FIGURE 1.10: Une coupe transversale d’un exemple d’'un domaine qui représente
le volume de plasma dans un tokamak.
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La solution du systéme (1.10)—(1.14) avec les conditions aux limites (1.15)—(1.16)
satisfait ’équation div B = 0 dans 2 pour tout ¢ > 0, ainsi que la condition aux
limites

B-n=0 sur'p x Ry,

dés lors qu’elles sont satisfaites a ¢t = 0. De méme, ’équation de divergence du
champ électrique est vérifiée pour tout ¢ > 0 si elle est vérifice & ¢ = 0 et que
I’équation de conservation de la charge

%—i—divJ:O

est vérifice. Ce dernier point est une conséquence immédiate des équations de
continuité pour les différentes espéces, a savoir

dps
ot

+divdJg = 0.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a trois cas différents : le premier lorsque
'y = @, c’est-a-dire que nous avons une condition de conducteur parfait sur toute
la frontiére; le deuxiéme cas ou I'p = @ et donc I'équation (1.16) est imposée
sur toute la frontiére ; et le cas ol les deux parties sont non vide. Ce dernier peut
encore se subdiviser, techniquement, selon que 0I'y N 0l'p = @ ou # .
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Chapitre 2

Notations et préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle un certain nombre de définitions, de résultats
et méthodes mathématiques mis en ceuvre dans ce mémoire. Dans la premiére
partie, on donne les définitions des espaces qui constituent le cadre dans lequel
les analyses sont faites. On introduit les espaces de Sobolev classiques et les
espaces spécifiques liés aux opérateurs du divergence et rotationnel. On rappelle
également les notions de trace et les espaces de frontiére. Dans la deuxiéme partie
de ce chapitre, on présente les propriétés de deux espaces statiques pour le champ
magnétique intervenant lors de I'é¢tude de la stabilité forte du modéle Euler—
Maxwell, le premier dans le cas du conducteur parfait et le deuxiéme dans le cas
de Silver—Miiller. Dans la troisiéme partie, on effectue un rappel sur le probléme
de type Helmholtz avec contraintes et les techniques permettant sa résolution.
Ce outil joue un roéle central dans le chapitre 4. Enfin, en quatriéme partie, on
introduit d’abord quelques concepts de base concernant les semi-groupes dont on
se sert au chapitre 3 pour établir le caractére bien posé du modéle. Ensuite, on
donne les différentes méthodes qui seront utilisées pour prouver la stabilité forte,
polynomiale et exponentielle dans les chapitres suivants. Pour plus de précisions
sur les définitions et résultats sur les espaces introduits, on renvoie le lecteur a
[33, 26, 45, 4, 24, 2, 41].

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous introduisons les espaces fonctionnels adaptés a I’étude
des équations de Maxwell. De fagon générale, les espaces fonctionnels des champs
vectoriels sont désignés par des lettres en caractére gras et les espaces de champs
scalaires sont désignés par des lettres en caractére normal.
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2.1.1 Espaces des champs scalaires et vectoriels

Soit € un domaine de R3, c’est-a-dire, un ensemble ouvert borné connexe de
frontiére OS2 := I lipschitzienne. La normale unitaire sortante a I' est notée n.
On commence par définir les espaces de distributions

>

(Q)={w:Q—=C : we C®) asupport compact dans 2}
D(Q) =D(Q)’,
D'(Q) = espace dual de D(Q).

De facon classique, on définit les espaces de Sobolev

L3(Q) = {w : Q0 — C mesurable : /QW dQ < —|—oo} :
L*(Q) = (L*(Q))°.

On note (- | -) les produits scalaires de L*(Q2) et L*(Q), et ||-|| les normes associées.
D’autre part, pour tout espace de Hilbert W autre que L%*(2) ou L%(Q), son
produit scalaire sera noté par (-, ),y et sa norme par || - ||,y. Le produit de dualité
entre YW et son espace dual W' s’écrit comme (-, ),y ; I'indice désigne 'espace
auquel la seconde variable appartient.

H'(Q) = {w € L2(Q) : gradw € LAQ)}, |- e = {I - |2 + || grad |2} ?
H'(Q) = (H'(2))",

HY(Q) = {w € H'(Q) : wp =0}, - iy = || grad |

H(Q) = (H)(Q).

Maintenant, on introduit les espaces usuels en électromagnétisme ainsi que leurs
normes. Débutons par les espaces associés a 'opérateur rotationnel :

Hi(rot; ) — {v € L2() : rotv € LX)}, |- llworey = {2 + [ rot 2}
Hy(rot; Q2) = adhérence de D(£2) dans H(rot; (),
H(rot 0;Q) = {v € L*(Q) : rot v = 0},

Hy(rot 0;Q2) = H(rot 0;2) N Hy(rot; 2).

Ensuite, on définit les espaces liés a la divergence :

H(div; ) = {0 € L3(@) : dive € L)}, |- ey = {11+ P+ [ div- [P}
Hy(div; Q) = adhérence de D(Q2) dans H(div; (),

H(div0; Q) = {v € L*(Q) : divw = 0},

Hy(div 0; Q) = H(div 0; Q) N Hy(div; ).
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2.1.2 Espaces de frontiére, traces et formules de Green

On présente ici quelques espaces définis sur la frontiére I' et les opérateurs
traces dont on se sert dans tout le mémoire. On introduit d’abord les espaces
de Sobolev sur la frontiére puis les espaces spécifiques qui interviennent dans
la construction des formules (intégrales) de Green pour I’électromagnétisme. On
sépare cette partie en deux. Dans un premier temps, on discute sur les espaces
définis sur toute la frontiére, et dans un second temps sur ceux définis sur une
partie.

Traces sur tout le bord

On définit les espaces de Sobolev de frontiére

L*(T) = {w : ' - C mesurable : / jw|* dT" < +oo} o ey,
r
L*(T) = (LA(T))*,
3(0) = {w e LAT) : v e HY(Q) t.q. vp = w},
HE (1) = (HE (1),
’%(F) = espace dual de H? (1),
%(F) = espace dual de Hi(l“).

T

EE

Ensuite, on introduit les applications traces qui sont continues :

trace normale o 7y, : H(div; Q) — H_%(F), avec  Y,(v) =v-nyr
trace tangentielle o 1 : H(rot; Q) — H_%(F), avec y71(v) =v X nr
()

composante tangentielle o wr : H(rot; ) — H:(T'), avec mr(v) =n x (v xXn)r
On a les caractérisations suivantes :

e Hy(rot; Q) = {v € H(rot; Q) : v x n|. = 0},
e Hy(div;Q) = {v € H(div;Q) : v-n. =0}

On définit 'espace des champs de vecteurs tangentiels de carré intégrable
L;()={vel*I) : v -nr =0}
On introduit maintenant quelques espaces de frontiére pour 1’électromagnétisme

e TT(T) := {p e H3(T") : v € H(rot;Q), ¢ = v x nyr},
e TC(I') := {A € H 2(I') : Jv € H(rot; ), A =vrr}.
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Les applications vyt et 7t sont surjectives de H(rot;(2) respectivement dans
TT(I') et TC(I'). Ces deux espaces ont été décrits dans [15], o ils sont res-

pectivement désignés par HH (dwp,F) TT(T) et H, 2(curlp,F) TC(T). Et
dans [16], on a le résultat de dualité suivant par rapport a 1’espace pivot L(T) :

(TT(T)) = TC(D).
De plus, on a la formule d’intégration par parties suivante :
V(v,w) € H(rot; Q)*, (v |rotw)— (rotv | w) = (v x n,wr)rcr). (2.1)
Si I'un des deux champs est dans H'(Q), la formule de Green & utiliser est

Y(v,w) € H(rot; Q) xH'(Q), (v |rotw)—(rotv | w) = <v><n,w)H%(F)

Traces sur une partie du bord

Soit I', un sous-ensemble ouvert de I' tel que sa frontiére est une sous-variété
lipschitzienne de I'. Soit I',, tel que I =T, UT,, avec ', N T, = @. (On utilisera
cette hypothése dans la section 2.2).

Notons que les définitions des espaces de frontiére précédentes restent valables si
on remplace I" par I'; ou T, : L(T,), HY(T,) etc.

On introduit les espaces

H2(T,) = {v € H2(T';) : Dextension de v par 0 a ' appartient a Hz (I')},
H- %(FT) = espace dual de ﬁ%(FT).

Lorsque la trace tangentielle ou normale est nulle sur une partie I'; ou I', du
bord, on introduit les sous-espaces de Hilbert de H(div;(2) et H(rot;(2) :

Hor, (div; Q) = {v € H(div; Q) : v-n) =0},

Hyr, (div0; ) = H(div 0; Q2) N Hy r, (div; ),

HOFT(rot;Q) ={v € H(rot;Q) : v x n,._ = 0},
r.(rot 0; Q) = H(rot 0; Q2) N Hy 1, (rot; Q).

7_

Les espaces TT(I';) et TC(I',) désignent respectivement les images des applica-
tions vt et mr définies sur H(rot; ), restreintes sur la partie I'; de la frontiére.
1

_1 _1
Dans [15], ils sont appelés H §(divr,,I';) et H 5o (curly, , I'7).
Comme précédemment, on définit les espaces de frontiére qui apparaissent dans
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les formules d’intégration par parties pour I’électromagnétisme, dans ce cas,

e TT(I,) = {p¢€ H_%(FT) : v € Hop, (rot; ), ¢ =v xny._}
= {¢ € TT(I';) : lextension de ¢ par 0 a I appartient & TT(I")};
e TC(I,) = {AeH3(I,) : Jv e Hyr (rot;Q), A=wvr }

= {AeTC(T,) : l'extension de X par 0 & I" appartient & TC(I")};

Les applications 7 et 7 sont surjectives de Hyr, (rot; Q) respectivement dans
TT(T',) et TC(T,). Ces deux espaces sont notés respectivement Hﬁ(div%f, I';)
et Hlé(rot%, I';) dans [15]. On a les résultats de dualité suivants par rapport a
I'espace de pivot LZ(T,) :
(TT(I)) = TC(T)
TT(,) = (TC(I.)).

On notera le produit de dualité entre ces espaces par ,o(-,)r, OU 4, (-, )z0. Cela
permet de donner la formule d’intégration par parties suivante :

V(v,w) € H(rot; Q) x Hyr, (rot; 2),
(v|rotw) — (rotv |w) =, (v X n,wr)w0. (2.3)

On présente maintenant quelques propriétés utiles de ces espaces et qui seront
utilisées de facon fondamentale dans ce mémoire.

Proposition 2.1.1. Supposons que 01, NOT", = &. Dans ce cas, si ', est lisse,

alors on a
TT(I',) N TC(T,) C L¥(T,).

Ce résultat a été prouvé en [13] et présenté dans la remarque 5.1.5 de [4]. Lorsque
I'intersection des deux parties du bord est non vide, ce qui est appelé probléme
intérieur tronqué dans |4, on a le résultat d’inclusion suivant.

Proposition 2.1.2. Supposons que OU', NI, # &. Dans ce cas, si ', est sans
sommets pathologiques, alors on a

TT(T,) N TC(T,) C L¥(T,).

La notion de sommet pathologique et la démonstration de ce résultat sont pré-
sentées dans [4, §5.1.2|.
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2.1.3 Reégularité en temps

Pour résoudre un probléme d’évolution, on utilise des espaces de fonctions
dépendant a la fois du temps t et de la variable d’espace x. Ainsi, pour une
fonction f dépendant de ¢ et z, on étudie = — f(to,x), pour ¢ty fixé. Cette
application sera notée f(¢o). Dans cette sous-section, on présente quelques espaces
qu’on va utiliser dans le chapitre suivant pour établir le caractére bien posé du

modéle et donner la régularité de la solution obtenue. Soit I un intervalle de R

et X un espace de Banach. On note 9%(-) (ou 25 (.)) la dérivée partielle k™ par

otk
rapport au temps. On introduit
LY(I; X) = {f : I — X mesurable : /Hf(t)”xdt < —I—oo},
I

1l = / T

On définit, pour m € N,
WL X)={feL;X) : VkeN, k<m, 9/ f e L'"(I; X)},
avec la norme associée || f|lwmir.x) = Dopeo |08 fllLi.x), et Uespace

C™(I; X) = {fonctions de classe C™ sur I, & valeurs dans X} .

2.2 Quelques espaces de noyaux des opérateurs
rotationnel et divergence

Introduisons les deux noyaux
o Z1(Q) = H(rot 0; Q) N Hy(div 0; ),
e Z(1;T';) = Hop, (rot0;Q) NHyr, (div0; Q).

Dans cette section, on rappelle quelques propriétés de ces espaces ainsi que des
décompositions orthogonales qui servent au chapitre 4 pour caractériser ’espace
des solutions stationnaires du modéle, plus précisément du champ magnétique,
pour les deux types de conditions aux limites.

On commence d’abord par préciser la géométrie du domaine.

Définition 2.2.1. On dit qu’un domaine Q de R3 est topologiquement trivial si
étant donné un champ de vecteur v assez régulier défini sur € tel que rotv = 0,
il existe une fonction continue p telle que v = grad p.

En particulier, un domaine simplement connexe est topologiquement trivial.
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Définition 2.2.2. Soit O un espace ouvert de R®. Sa frontiere 0O est pseudo-
lipschitzienne si, a chaque point x de 00, il existe un entier r(x) égal 4 1 ou 2 et
un réel strictement positif 0y tel que pour tout réel 0 €]0,0[, Uintersection de O
avec la boule de centre x et de rayon 0 posséde r(x) composante(s) conneze(s),
chacune a frontiere lipschitzienne.

FIGURE 2.1: Exemple de domaine topologiquement non trivial. Le domaine € est
constitué de I'intérieur du tore. La frontiére OS2 est la frontiére du tore. La surface
violette est une coupure ;, et Pensemble 2 = Q \ X1 est simplement connexe tel
que sa frontiere 9 est pseudo-lipschitzienne.

Dans tout ce mémoire, le domaine 2 peut étre topologiquement non trivial comme
lexemple de la figure 2.1. Dans ce cas, nous faisons ’hypothése suivante qui
permet d’étudier sa topologie.

Nous supposons qu’il existe J surfaces ouvertes connexes »;, j = 1, ..., J,
appelées « coupures », incluses dans €, telles que :

i) chaque surface ¥; est une variété bidimensionnelle lisse et orientable ;

ii) la frontiére de X; est contenue dans 0€2;

)
iii) lintersection ¥; N, est vide pour i # j;
)

iv) Tensemble ouvert Q := Q\ X, ou & = Uj=1 ¥;, est pseudo-lipschitzien et

topologiquement trivial.

Si le domaine € est topologiquement trivial, J = 0 et Q) = Q. L’opérateur d’ex-
tension de L2(Q2) dans L2(€) est noté =, tandis que []z, désigne le saut & travers
la surface 3;, 7 =1, ..., J. Nous notons encore par n le vecteur unitaire normal
sur chaque coupure ;. Etant orientable, chaque coupure est supposée avoir un
coté “plus” et un coté “moins”, donc nous définissons le saut de w et w-n a travers
>, par

[w]s, = w‘zj - w|E; et [w-n|g, =w- n\zj Tw-n_

J

Pour tout j, nous notons (-, -)s; le produit de dualité entre H%(Ej) et son dual
H2(%)).
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Espace Z1(Q2)
On commence par donner une caractérisation sur Zp(€2) prouvée dans [2].

Proposition 2.2.3. La dimension de l’espace vectoriel Z () est égale a J, le
nombre du coupures. De plus, une base de Zr(S2) est Uensemble des fonctions

(grad ¢;)1<j<J, ot chaque ¢; est l'unique solution dans H'(Q) du probléeme

—-Ag, =0 dans QQ,
Ong; = 0 sur 0f)
[gi]s, = cst,, 1<i<J (2.4)
[Ongjls, = 0, 1<i<J
(Ond;, V)s, = Oy, 1<i<J

Remarque 2.2.4. Si Q) est topologiquement trivial alors Zr(2) = {0}.

Avant de rappeler des décompositions de Helmholtz, nous définissons les espaces
suivants que nous allons utiliser :

H. (Q) = {veH Q) : /de:O};
)
Hy(div0; Q) = {ve€Hy(div0;Q) : (v-m, 1)y, =0, 1 <j < J}
Proposition 2.2.5. Soit Q un domaine de R®. On a les décompositions suivantes
orthogonales pour le produit scalaire (- | ) :

12(Q) = gradH! (Q) @ Hy(div0; )

1L
Ho(div0; Q) = Zp(Q) @ Hy (div0; Q) (2.5)
1
et H(rot0;Q) = gradH. () ® Zr(Q).

zZmuv

On a ausst .
L%(Q) = H(rot 0; Q) & Hy' (div 0; Q). (2.6)

La décomposition (2.5) est une conséquence de la proposition 2.2.3. Pour les
preuves de la premiére décomposition et la troisiéme nous renvoyons le lecteur

au [4, §3.7].

Espace Z({;T;)

Cet espace avec condition aux limites mélées a été étudié par Fernandes et
Gilardi dans [41]. On fait ici un rappel des résultats obtenus.
On suppose que I'; \ 03 admet un nombre fini de composantes connexes, notés
I'.;,i=1, ..., N, dont les fermetures F_” sont des sous-variétés lipschitziennes
compactes de I' d’intérieurs I'; ;.
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Afin de caractériser 'espace Z(€2; ;) nous avons besoin d’introduire quelques
espaces. D’abord, nous fixons un vecteur a, a := (a;)1<i<n

N
acRY tel que Z a; # 0. (2.7)
i=1

Ensuite, nous définissons 'espace

1 . L
HgonstFT,Z(aQ;a) ={pecH2(09) : Jc = (Ci)lgigN S RN, c-a=20,
pr,, =¢ pouri=1 ..., N;

3¢’ = (c))i<j<s € R : [pls, = ¢ pour j=1, ..., J}.

De plus, nous introduisons
Hor, fuxr. »(div0; Q) := {v € Hor, (div0;Q) :
(v- n,p>H%(FTUE) =0 VpeH2 ur 5(00a)} (2.8)

Le produit de dualité (v - n,p) = 0 dans (2.8) a un sens grace a la

H3 (I, US)
proposition suivante prouvée dans [41].

Proposition 2.2.6. Soit u € H™2(T'). Alors, wr, appartient a H-2(I,) si et
seulement si up, appartient a H’%(F,,). De plus, st l'une des conditions est sa-
tisfaite, nous avons

1

L’égalité (2.9) est évidente si I'; et I', sont la réunion des composantes connexes
de I'. Pour plus de détail sur (2.8), nous renvoyons le lecteur a la remarque 3.4
de [41].

Selon [41, proposition 5.1], la structure de 'espace Z(2;T;) est décrite comme

suit : pour tout v € Z(;T;) il existe un unique triplet (p, ¢, c’), avec p € H(Q)
et (c,c’) € RY x R’ tel que ¢ -a = 0, satisfaisant

gradp = v dans Q (2.10)
Ap = 0 dansQ (2.11)
pr,, = ¢, i=1, ..., N (2.12)
pls, = ¢, j=1...,J (2.13)
Onp = 0, surl, NN (2.14)

Onpls, = 0, j=1,... J (2.15)

Les conditions (2.11) et (2.15) viennent du fait que dive = 0 dans 2, tandis
que la condition (2.13) se déduit de I’équation rotv = 0 dans Q. Et enfin, de
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la condition aux limites v x n = 0 sur I';, nous déduisons (2.12) pour certains
c € RV. Le role de la contrainte ¢ - a = 0 ici est d’obtenir 1'unicité de p et c. En
effet, la différence (p, ¢, c’) de deux triplets admissibles résout (2.10)—(2.15) avec
v = 0. On en déduit que p est une constante C', d’ou c;» = 0 pour tout jet ¢; =C
pour tout i. En utilisant ¢ -a = 0 et la condition (2.7), on conclut que C' = 0,
c’est-a-dire, p =0 et ¢ = 0.

Cette caractérisation nous permet de déduire le résultat suivant.
Proposition 2.2.7. On a
dimZ(; ) < N+ J -1

Sous certaines conditions sur I';, I', et la position des coupes ¥;, Fernandes et
Gilardi ont déterminé la dimension de Z(Q;T';) ainsi ils ont donné une construc-
tion particuliérement aisée de l'espace Hor, fuxr, (div0; Q), comme le montre
le résultat suivant.

Proposition 2.2.8. Supposons que, pour toute composante connexe I'.; de I';,
Uensemble I'; ;\ 02 soit connexe. Supposons en outre que, pour tout j, une et une
seule des deux possibilités suivantes soit vérifiée

1. 93; Cc T, ou
2. 05;,NI; # 2.
Notons 1, ..., J' les valeurs de j pour lesquelles 0X; C T',. Alors,

dimZ(QT,) =N +J' — 1.
De plus, un champ vectorielv € Hyr, (div 0; Q) appartient ¢ Hor, auxr, = (div 0; )

si et seulement si
/ v-ndll=0 et /v-ndE:O
T, v,

J
pour touti=1, ..., Netj=1, ..., J.

Cette proposition suggére que les coupures ; pour j > J' ne jouent aucun role
dans la description de Z(%; ;) et Hor, fuxr, »(div0; Q). D’autre part, si 0%
divise I'; en composantes connexes de plus en plus nombreuses, la description de
ces deux espaces sera de plus en plus compliquée (voir remarque 5.9 de [41]).

Profitons de cette proposition en donnant un exemple (introduit dans [41]) signi-
ficatif : lorsque €2 est le volume d’un tore (cf. la figure 2.1).

EXEMPLES. Soit §2 le volume borné par un tore I". Une seule coupure ¥ peut
rendre {2 simplement connexe (voir la figure 2.1), donc topologiquement trivial,
et elle va étre paralléle a I’axe de symétrie. Alors, on prend J = 1. On traite deux
exemples suivant les choix de I'; et I',.
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1) Supposons que I'; et T', sont obtenus en coupant I" au moyen d’un plan ortho-
gonal & I'axe de symétrie, voir la figure 2.2. Dans ce cas, n’importe quelle position
de X coupe I'; et ', a la fois et la proposition 2.2.8 s’applique de maniére natu-
relle. Nous avons N =1 et J' =0, d’ou Z(;T;) = {0} et

HO,Fu;ﬂuX,FT,E (le O; Q) = HO,F,, (le O; Q)

FIGURE 2.2: Exemple des choix de I'; et I', dans le cas d’un tore. La frontiére du
tore est constituée des deux parties connexes : une en rouge et ’autre en bleue.
La surface violette est une coupure .. Selon les conditions de la proposition 2.2.8,
le choix de I'; et I',, est quelconque dans ce cas.

2) Supposons que I'; et T, sont obtenus en coupant I' au moyen d’un plan pas-
sant par I’axe de symétrie, voir 'exemple de la figure 2.3. Dans ce cas, la propo-
sition 2.2.8 s’applique si 0X C T',,.

FIGURE 2.3: Exemple des choix de I'; et I', dans le cas d’un tore. La surface
violette est une coupure Y. Selon les conditions de la proposition 2.2.8, la partie
du bord colorée en rouge représente I';, et la partie bleue représente I',,.
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Nous avons alors N =1 et J' = 1, par conséquent dim Z(£2;I";) = 1 et un champ
vectoriel v € Hyp, (div0; Q) appartient & Hor,.auxr, »(div 0; §2) si et seulement

si
/v~ndZ:0.
by

Décompositions orthogonales :

On présente ici des résultats de décompositions orthogonales dans L?(2), en
précisant le lien entre les deux espaces Z(§;1';) et Hor, fuxr, »(div0; Q). Ces
résultats sont introduits par le schéma (4.14) de [41] et les preuves sont données
dans la section 6.

Proposition 2.2.9. Soit Q un domaine. On a les décompositions suivantes or-
thogonales pour le produit scalaire de (- | -) :

L2(Q) = gradHl, () & Hyp, (div0; ),
Hor, (div0;Q) = Z(%T,) @ Horurs(div0:Q),  (2.16)
et Hyr (rot0;Q) = gradHL. (Q)® Z(%T,).
On a ausst
L2(Q) = Hoyr (rot 0; Q) & Hor, s, s (div 0; Q). (2.17)

La définition de Hor, .auxr. »(div0; ) semble dépendre a la fois de a et de X

puisque elle est basée sur I'espace HC%OIlst rT,z(aQé a). Au contraire, la proposition
précédente montre que ce n’est pas le cas. En effet, chaque choix de a et de X
correspond a 'une des maniéres possibles de décrire Ho r, .y 1, 5(div 0; Q) et ca-
ractériser chaque élément de Z(Q;T';) comme dans (2.10)-(2.15).

L'image de |'opérateur rotationel :

On donne ici une caractérisation de 'image de 'opérateur rot dans le cas ou on
travaille avec des conditions mélées. Cette caractérisation est basée sur le résultat
de compacité suivant qui est aussi prouvé dans [41].

Proposition 2.2.10. L’espace
{v € H(rot; Q) NH(div; Q) : v-ny € L*(T,), vxn, €L*T,)}, (2.18)
muni de la norme du graphe, s’injecte de fagon compacte dans L*(Q).

De cette injection on déduit [41] une inégalité en norme de L?((Q2).
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Proposition 2.2.11. [l existe une constante C' telle que
vl < C([Irotv|| +[[div e[| + [[v X L, + v - nlLer,)
pour tout v dans l'orthogonal de Z(€); T',) appartenant également a lespace (2.18).

On énonce maintenant le résultat principal qui fournit une relation entre I'image
de lopérateur rot et Uespace Hyr, aux.r, »(div0; Q).

Proposition 2.2.12. L’opérateur
rot : HO}FV (I‘Ot; Q) n HO,FT;ﬂux,F,,,E (le O; Q) — Hovpu;ﬂuxfﬁg(div O; Q) (219)

est un isomorphisme topologique si les espaces dans la formule (2.19) sont munis
des normes de H(rot; Q) et L*(Q), respectivement. De plus, nous avons

rot Hyr, (rot; ) = rot(Hyr, (rot; Q) N Ho . fuxr, »(div 0; ).
En particulier, rot Hyr, (rot; Q) est fermé dans L*(Q) et nous avons

rot HU,FV (I‘Ot; Q) = HO,FV;ﬂux,FT,Z(diV O, Q) (220)

Pour conclure, nous présentons un exemple simple de 'utilisation de cette pro-
position pour I’é¢tude d’un probléme magnétostatique avec des conditions aux
limites mélées. On cherche V' dans L2(2) tel que

rotV. = F dans ()
divV = 0 dans
(P) Vxn = 0 surl,
V.n = 0 surl;

avec F € L?(Q) donné. Nous allons donner une condition nécessaire et suffi-
sante sur F pour que le systéme (P) admette une solution. Supposons qu’il existe
V € L%(Q) une solution de (P). Alors, V' € Hyr, (rot; ) et Pégalité (2.20) im-
plique que F appartient & Hor,.aux . »(div 0; ). Inversement, supposons main-
tenant que F appartient a ce dernier espace et cherchons une solution. D’apres la
proposition 2.2.12, il existe un unique V- € Hyr, (rot; ) "Ho r_fux r, = (div 0; 2)
tel que
rotV =F dans (.

En particulier, V' vérifie les équations du systéme (P). Par conséquent, nous dé-
duisons qu’il existe au moins un V' € L?(2) solution de (P) si, et seulement si,
F € Hor,uxr, 5 (div0; Q).

De ce premier exemple, nous pouvons passer a résoudre le probléme (P) avec
divergence et trace normale non nulle, voir théoréme 8.4 de [41] pour la solution.
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Le cas ou la trace tangentielle est non homogéne est traité par Alonso & Valli
dans [6] et par Saranen dans les références [66] et [67]. Dans [6], I, et I'; sont sup-
posés sans frontiére commune, c¢’est-a-dire chacune est I'union des composantes
connexes de I', par contre dans [66] et [67] ', est égal & I" entier.

Pour plus d’application de la proposition 2.2.12 (et corollaire 7.10 de [41] dans
le cas non homogéne), ainsi que la résolution des problémes électromagnétiques,
nous renvoyons le lecteur & [5, 42]. Dans ces références, les hypothéses de la pro-
position 2.2.8 sont satisfaites, et donc on se trouve avec une caractérisation plus
simple de 'espace Hy 1, .fuxr, »(div 0; §2).

2.3 Problémes de type Helmholtz

Dans cette partie, on définit les problémes de type Helmholtz écrits sous forme
variationnelle et on rappelle quelques résultats utilisés pour prouver le caractére
bien posé de ces problémes dont on se servira dans le chapitre 4. On reprend les
résultats de [4, chapitre 4].

Soit H et V deux espaces de Hilbert, tel que V' est un sous-espace de H avec
injection iy_,3; continue. Soit a(.,.) une forme sesquilinéaire continue sur V x V.
Soit ¢(.,.) une autre forme sesquilinéaire continue sur H x V. Etant donné f € V'
(espace dual de V), le probléme de Helmholtz de type coercitif + compact & ré-
soudre est

{ Trouver w € V tel que (2.21)

Yo eV, a(w,v) + c(w,v) = (f,v)y.
Le probléme (2.21) est résolu a 'aide de I'alternative de Fredholm.

Théoréme 2.3.1. (Probléme de type Helmholtz) Supposons que la forme sesquili-
néaire a est coercive sur) et que l'injection canonique iy_y est compacte. Alors :
- soit, pour tout f € V', le probléme (2.21) a une, el une seule, solution w, qui
dépend continiment de [ ;

- soit, le probléme (2.21) a des solutions si, et seulement si, f vérifie un nombre
fini n. de conditions d’orthogonalité. Alors ’espace des solutions est affine, et la
dimension de ’espace vectoriel linéaire correspondant (le noyau) est égale a n..
De plus, la partie de la solution orthogonale au noyau dépend continiment des
donneées.

Remarque 2.3.2. [l existe un opérateur borné A deV dans V' tel que (Aw,v)y =
a(w,v) pour tout v dans V. On peut généraliser le théoréme 2.3.1 en remplagant
la condition a coercive sur V par A est un isomorphisme de V dans V',

On énonce maintenant le probléme de type Helmholtz avec contraintes. Introdui-
sons un autre espace de Hilbert, noté Q, g € Q' et b(.,.) une forme sesquilinéaire
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continue sur ¥V x Q. Le probléme de Helmholtz avec contraintes est formulé comme
suit :

Trouver (w,p) € V x Q tel que
Vo €V, a(w,v) + c(w,v) + b(v,p) = (f,v)y (2.22)
Vg e Q, b(w,q) = (g, q)v

En terme d’opérateur, on peut définir les opérateurs bornées B et B™, respecti-
vement de V dans Q' et de Q dans V' par :

V(v,q) €V xQ, (Bv,q)g=>b(v,q) = (B*qv)y.

Le caractére bien posé du probléme (2.22) est classiquement lié & une condition
de stabilité, appelée aussi condition inf-sup.

Définition 2.3.3. Soit b(.,.) une forme sesquilinéaire continue sur V x Q. On

dira qu’elle satisfait la condition inf-sup si

b
3¢, > 0, inf  sup b, )l > C. (2.23)
7€\{0} yeV\{o} [vlivlllle

On introduit
K={veV: :VgeQ, bv,q) =0} et K°={heV :Voek, (hv)y=0}.

Le sous espace K de V est le noyau de b(.,.), et K% est appelé son polaire. La
forme b(.,.) est continue, K est fermé dans V, donc on peut écrire ¥V = K @ KL,
Alors, on a le résultat [45] :

Lemme 2.3.4. Soit b(.,.) une forme sesquilinéaire continue surV x Q. Les trois
assertions suivantes sont équivalentes :

o il existe Cy, > 0 tel que b(.,.) satisfait (2.23);
o [lopérateur BT est bijectif de Q dans K°, et

Vge Q. |[Bqllv = Cyllalle;
o [opérateur B est bijectif de K+ dans Q', et

Yo e K+, |[Bullor > Collvlly.

Supposons que la forme b satisfait la condition inf-sup (2.23) pour un certain
Ch, > 0. Selon le lemme précédent, il existe un, et un seul, w, € K+ tel que
Bw, = g. Alors, on introduit f' € V' définie par :

Yo eV, (f v)y = {(fv)y—alw,v)—clw,,v). (2.24)
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A laide de cette définition, nous considérons un autre probléme de type Helmholtz
dans K. Soit le probléme

{ Trouver wy € K tel que (2.25)

Yoy € K, a(wo, vy) + c(wo, vy) = (f', vy)v. '

Les deux problémes de type Helmholtz (2.22) et (2.25) sont reliés, par un résultat
d’existence, de la maniére suivante :

Proposition 2.3.5. Supposons que la forme b satisfait la condition inf-sup (2.23)
pour un certain Cy, > 0. Soit w, € K+ caractérisé par Bw, = g.

1. 8"l eziste (w,p) une solution de (2.22), alors w — w, résout (2.25).
2. 8l existe wy une solution de (2.25), alors il existe p € Q tel que (wy + wy, p)
résout (2.22).

De la, on peut énoncer le résultat en ce qui concerne les problémes de type
Helmholtz avec contraintes.

Théoréme 2.3.6. (Probléme de Helmholtz avec contraintes) Supposons que la forme
sesquilinéaire a est coercive sur KC, que ['injection canonique ix_3 est compacte,
et enfin, que la forme b satisfait la condition inf-sup pour un certain C, > 0.
Alors, les problemes de Helmholtz (2.22) et (2.25) s’intégrent dans le cadre coer-
citif + compact.

Pour plus d’explication, d’aprés la proposition 2.3.5, le probléme (2.22) admet
une solution w, si et seulement si, le probléme (2.25) admet une solution wy. Et
de plus, si w existe, on a la relation w = wy +w,. Comme la composante w, € K+
existe et unique, alors, pour établir le caractére bien posé du probléme (2.22),
il suffit de le résoudre dans le noyau KC avec g = 0, ce qui est équivalant au
probléme (2.25) qu’on résout en utilisant la proposition 2.3.1. Donc, on revient
toujours au cadre coercitif + compact.

2.4 Théorie des semi-groupes et stabilité

L’étude effectuée dans cette thése est basée sur la théorie des semi-groupes et
I’analyse spectrale. Pour cela, on présente d’abord, dans cette section, quelques
définitions et résultats concernant la théorie des semi-groupes qui impliquent le
caractére bien posé d’un probléme abstrait de Cauchy . Ensuite, on rappelle des
résultats sur la stabilité forte, polynomiale et exponentielle qui serviront a prouver
les principaux résultats de ce mémoire dans les chapitres suivants. Pour plus de
détails, on renvoie le lecteur a [60, 25, 3, 55, 47, 60, 23, 21, 22, 54].
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2.4.1 Semi-groupes, existence et unicité de la solution

Dans toute cette sous-section, Y désigne un espace de Banach a priori com-
plexe de norme || ||y, et X est un espace de Hilbert a priori complexe de produit
scalaire (-, ) x et de norme associée | -|| x. On note L(Y') 'espace des applications
linéaires bornées de Y dans Y avec la norme opératorielle || - || (méme notation
pour la norme de £(X)).

Remarque 2.4.1. Les résultats de cette section s’appliquent aussi auzx espaces
réels.

On s’intéresse ici a la résolution du probléme d’évolution suivant

{3tU(t)+AU(t) = 0 pourt>0;

U0) _ . (2.26)

o —A le générateur infinitésimal d’un CY-semi-groupe (7'(f))s>o sur un espace
de Hilbert X et Uy € X est la donnée initiale. Tout d’abord, on commence par
introduire quelques définitions et théorémes de base.

Définition 2.4.2. Une famille d’opérateurs (T(t))i>0 de L(Y) est un semi-
groupe fortement continu sur Y ou un CY-semi-groupe si elle vérifie :

(1) T(0)=1,

(i) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s=0,

(111) 11_{% T(t)r = x.

Théoréme 2.4.3. Soit (T(t))>0 un C°-semi-groupe sur Y. Alors, il existe deuz
constantes w > 0 et M > 1 telles que

1T < Me™, t>0.

Si w = 0, le semi-groupe (71'(t));>0 est dit uniformément borné et si de plus M =1
on 'appelle semi-groupe de contraction.

Définition 2.4.4. Un opérateur non borné sur Y est un couple (A, D(A)), ou
D(A) est un sous-espace vectoriel de Y et A est une application linéaire de D(A)
dans Y. Le sous-espace D(A) est appelé le domaine de A.

Définition 2.4.5. Soit (T(t))i>0 un C%-semi-groupe sur Y. Le générateur in-
finitésimal du semi-groupe (T(t))i>o0 est Uopérateur non borné (A, D(A)) défini
par

t—0

D(A) = {x €Y. limw emste}

T(t)xr —
Ax:limy, Ve e Y.

t—0
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Théoréme 2.4.6. Si A est le générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe sur
Y, alors D(A) dense dans Y et A est fermé.

Définition 2.4.7. Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné sur Y est dit mo-
notone st

Az + Azlly 2 [lzfly, Vz € D(A), VA>0.

Dans ce cas, opérateur A = —A est dit dissipatif.

Proposition 2.4.8. Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné sur X est mo-
notone si et seulement si

R(Az,z)x 20, Ve D(A).
Remarque 2.4.9. Lorsque X est un espace réel, R(Azx,x)x = (Az,x)x.

Définition 2.4.10. Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné sur Y est dit
mazimal monotone si

(i) A est monotone.

(i) INg > 0 tel que l’image R(M\ox + Ax) = Y.
Dans ce cas, lopérateur A = —A est dit mazimal dissipatif.
Proposition 2.4.11. Un opérateur mazimal monotone (resp. dissipatif) sur un
espace de Hilbert est a domaine dense.
Définition 2.4.12. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur Y.

— L’ensemble résolvant de A est défini par

p(A) ={reC : (A — A)~" existe et est continu de Y dans D(A)} .

— Le spectre de A, noté o(A), est le complémentaire de ’ensemble résolvant
o(A) = C\ p(A).

Pour l'existence de la solution du probléme (2.26), on utilise le théoréme de
Lumer-Philips ou Hille-Yosida suivant [60] :

Théoréme 2.4.13 (Hille-Yosida). Un opérateur linéaire non borné (A, D(A))
sur Y est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (T(t))i>o
st et seulement si

(i) A est fermé et D(A) =Y.
(ii) L’ensemble résolvant p(A) de A contient R>q et pour tout X > 0

I = A~ <

> =
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Théoréme 2.4.14 (Lumer-Phillips). Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non
borné sur Y de domaine D(A) dense dans Y. A est le générateur infinitésimal
d’un C°-semi-groupe de contractions si et seulement si il est maximal dissipatif.

Corollaire 2.4.15. Un opérateur linéaire non borné A sur un espace de Hilbert X
est le générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe de contractions si et seulement
si il est mazimal dissipatif.

Par conséquent, I'existence et 1'unicité de la solution du probléme (2.26) sont la
conséquence du théoréme suivant :

Théoréme 2.4.16. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur X. Sup-
posons que —A est le générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe de contrac-
tions (T(t))i>0. Alors,

1. Pour tout Uy € X, le probléme (2.26) admet une unique solution faible
Ut) = T(t)Uy € C°(Rsp; X).
2. Pour tout Uy € D(A), le probléme (2.26) admet une unique solution forte
U(t) € C'(R>0; X) N C'(Rxo; D(A)).

Remarque 2.4.17. Pour la résolution d’un probléme non-homogéne, c’est-a-dire
le probleme (2.26) avec un second membre f non nul, il suffit de rajouter dans
le théoréme 2.4.16 Uhypothese de réqularité f € CO(Rso; X) N LY(Rso; D(A)) ou
WH(R.o; X) (voir proposition 4.1.6 de [25]). Dans ce cas, la solution est donnée
par la formule de Duhamel

U(t) = T(t)Uy —I—/O T(t—s)f(s)ds.

2.4.2 Stabilité des semi-groupes

Aprés avoir rappelé quelques résultats concernant le caractére bien posé du
systéme (2.26), nous abordons a discuter dans cette sous-section la stabilité en
temps long de la solution, c¢’est-a-dire sa limite au voisinage de l'infini par rapport
au temps et son taux de décroissance. Nous commencons d’abord par introduire la
définition de la stabilité forte, exponentielle et polynomiale d’un C°-semi-groupe.

Définition 2.4.18. Soit (T(t))>0 un C°-semi-groupe de contractions sur un es-
pace de Hilbert X de générateur A. On dit que le semi-groupe (T (t))i>o est

— Fortement stable si

lim || T(#)Uollx =0, VU, € X.

t—-+o0
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— FExponentiellement stable s’il existe deux constantes positives C' et ~y telles
que
| T()Uo|lx < Ce ™|Usllx, Vt>0, VUye€ X.

— Polynomialement stable s’il existe deux constantes positives C' et « telles
que
[TVl x <Ct|[Uollx, VE=0, VU€X.

Ensuite, pour démonter la stabilité forte d’un CY-semi-groupe, nous appliquons
le théoréme suivant dit & Arendt-Batty et Lyubich—Vu [3, 55].

Théoréme 2.4.19 (Arendt-Batty / Lyubich-Vu). Soient X un espace de Ba-
nach réflexif et (T(t))>0 un C°-semi-groupe borné sur X de générateur A. Alors
(T(t))e>0 est fortement stable si

1. Aucune valeur propre de A ne se trouve sur l’axe imaginaire.

2. iIR={if: B € R} No(A) est dénombrable.

Remarque 2.4.20. Si la résolvante (I — A)~! de lopérateur A est compacte,
alors o(A) est égal o son spectre ponctuel qui est, par définition, formé par ses
valeurs propres. Par conséquent, le théoréme 2.4.19 se réduit ¢ o(A) NiR = &.

Maintenant, lorsque le C%-semi-groupe est fortement stable, nous cherchons les
conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles il est exponentiellement stable.
En fait, les résultats de la stabilité exponentielle sont obtenus en utilisant diffé-
rentes méthodes telles que la méthode des multiplicateurs, une approche dans
le domaine fréquentiel, 'analyse microlocale etc. Dans cette thése, nous utilise-
rons seulement la méthode fréquentielle qui a été introduite par Huang [47] et
Priiss [60] :

Théoréme 2.4.21 (Priiss / Huang). Un CY-semi-groupe (T(t))i>0 de contrac-
tions sur un espace de Hilbert X de générateur A est exponentiellement stable si

et seulement si,
e iR C p(A), (2.27)

et
o sup|(iBl—A)7" < +oo. (2.28)
BER

Nous allons voir que le C%-semi-groupe associé a notre systéme Euler—Maxwell
avec condition aux limites du conducteur parfait n’est pas exponentiellement
stable. Nous cherchons donc un autre type de taux de décroissance comme la
stabilité polynomiale. Nous commencons au chapitre 5 par étudier la stabilité
polynomiale dans les deux cas. En général, les résultats de stabilité polynomiale
sont également obtenus en utilisant différentes méthodes telles que la méthode de
multiplicateurs, une approche dans le domaine fréquentiel, I'analyse de Fourier,
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I’analyse microlocale ou une combinaison de ces méthodes etc. Nous allons utiliser
dans ce mémoire la méthode fréquentielle proposée par Borichev et Tomilov dans
[23, théoréme 2.4].

Théoréme 2.4.22 (Borichev-Tomilov). Un C°-semi-groupe (T (t));>o de contrac-
tions sur un espace de Hilbert X de générateur A satisfait

IT(OUollx < Ct7#|Uollpay, V¢ >1, YU, € D(A)
ainst que
IT()Usllx < Ct M [Usllpeary, VE>1, VU, € D(A)

pour une certaine constante C' > 0 et pour un entier positif { si

e iRC p(A),
et 1
e limsup @m(iﬂ]l — A < +o0. (2.29)
18|00
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Chapitre 3

Caracteére bien posé du modéle

Dans ce chapitre, nous établissons le caractére bien posé du modéle Euler—
Maxwell en utilisant la théorie des semi-groupes §2.4.1. Nous étudions I'existence,
I'unicité et la régularité de la solution avec différentes conditions aux limites a
savoir la condition du conducteur parfait et la condition de Silver—Miiller. Avant
tout, nous réintroduisons le modéle et étudions quelques propriétés liées a 1’ani-
sotropie et a I'inhomogénéité du plasma.

3.1 Mise en place du probléme

Considérons Q un domaine de R3, i.e., un ouvert borné connexe a frontiére
0€) := T lipschitzienne. Rappelons que physiquement €2 représente le volume de
plasma dans le tokamak. Notons R =]0, +00|[. Considérons le systéme suivant :

0J

W = 50W§1E+961J1Xb—V1J1, danstR>0; (31)
02 _ 2B+ 0 Q x Ruy;

W = £ U.Jp2 + {Zco J2 X b— V9 J2 , dans X IR0, (32)
oFE 1

5 = ¢ rot B — = ;Js, dans Q x R.; (3.3)
0B

5 = rot F , dans 2 x Ro; (3.4)

avec les conditions initiales 4 ¢t =10 :
Jl(O) = J170; JQ(O) = J270; E(O) = Eo; B(O) = Bo, dans Q (35)

Rappelons que w,s, {2, Vs sont des fonctions réelles scalaires qui dépendent de
x. De plus, b est un champ de vecteur unitaire dépendant de x.

Nous faisons 'hypothése que la frontiére I est divisée en deux parties I' = ' 4UT p,
avec 'y NT'p = @. Sur la partie physique I'p, il y a une condition aux limites
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(métallique) du conducteur parfait usuelle. Sur I'4, qui peut étre vide, il y a une
condition aux limites de Silver—Miiller non homogéne.

Exn = 0, surl'p xRy, (3.6)
Exn+cBt = g, surl'yxRy,

ou m désigne le vecteur normal unitaire extérieur a I'y B+ est la composante
tangentielle de B tangente a la frontiére I', et g est une donnée définie sur I'4 x
R>0.

Remarque 3.1.1. Pour anticiper sur les chapitres suivants, on considére que les
champs E, B, J; et Jy peuvent étre & valeur dans C3, bien que physiquement
ils soient évidemment dans R3. Par conséquent, tous les espaces fonctionnels que
nous introduirons dans la suite de ce mémoire sont complexes.

Nous souhaitons déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur vy, wps
et (2., s = 1,2, pour assurer que les problémes (3.1)—(3.7) avec I'y = @ ou non
possédent chacun une unique solution forte au sens de la théorie des semi-groupes.
Nous résolvons ces problémes dans un cadre fonctionnel minimal. Notre statégie
va consister a travailler dans I'espace Hy r,, (rot; Q) pour le champ électrique, dans
'espace H(rot;2) pour le champ magnétique (avec la condition aux limites de
Silver—Miiller) et dans L?(£2) a poids pour les densités de courant. Les paramétres
physiques v, et w,s pour chaque espéce sont positives par définition (1.8), tandis
que {2.s dépend du signe de la charge ¢,. Dans tout le mémoire, nous prenons
I’hypothése suivante :

Hypothése 1. Nous supposons qu’il existe des nombres réels strictement positifs
v, (2% et w* tels que, pour presque tout x € ) et pour chaque espéce s (ions et
électrons), on a :

0 <ws(x) < v,
|2.6(x)| < 027, .
0 < wps(x) <w™ (3.10)

Pour s € {1, 2} et & € Q fixés, I'application v — Q2.5(x) b(x) X v+v4(x) v définie
de C? vers lui-méme est linéaire. Donc, il existe une matrice M (z) € M3(R) telle
que :

Q.5(x) b(x) x v + vy(x) v = My(x)v, VYo c C? (3.11)

Nous désignons par || - [|r¢ la norme matricielle sur 'espace M3(R) induite par la
norme euclidienne de R3. Rappelons quelques résultats classiques sur la matrice
M obtenus et présentés dans le mémoire [52].
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Proposition 3.1.2. Il existe A > 0 tel que || A\Ms(x)||m < 1, pour tout s € {1, 2}
et © € Q2. Alors, la matrice 1+ MM est inversible pour tout s € {1, 2} et x € Q,
ot I est la matrice identité, et son inverse est uniformément borné sur 2.

Ce résultat nous permet d’introduire la

Définition 3.1.3. Soit A donné par la proposition 3.1.2. Soit Dy : Q@ — M3(R)
la matrice

Dy(z) =Y wi (@) [+ AM,(z))"", pour =€ Q. (3.12)

Par convention, les sommes sur la variable s portent sur toutes les espéces de
particules, c’est-a-dire de s = 1 a 2 dans notre modéle.

Proposition 3.1.4. La matrice Dy(x) est positive pour tout x dans §2. De plus,
il existe £ > 0 tel que

sup [[Dx(z) s < €.
xe)

Preuve. Soit x € ). Pour montrer la positivité de D,, il suffit de prouver que la
matrice (I 4+ AM(x))™! est positive pour s € {1, 2}. Etant donné v € C3, nous
avons

I+ AM(xz))v-v = v -v+ AN (x)v - v

) , (39)
= |v|* + Avs(x)|v|® > 0.

Alors, T+ MM, () est positive. Ensuite, prenons w € R?, il existe n € R? tel que
w = (I 4+ AM,(x))n. Par conséquent, il s’ensuit que

I+ AM,(z)) 'w-w = n-(I+AM,(z))n > 0.

Alors, la matrice (I + AM(x))~! est positive. La bornitude uniforme de D) est
une conséquence facile de 'hypothése 1 et la proposition 3.1.2. [ ]

Pour établir le caractére bien posé du modéle, nous réécrivons le systéme
(3.1)=(3.5) comme équation d’évolution du premier ordre

{ 8tU+AU - 0,

U0) - (3.13)

ou le vecteur U est



et A est un opérateur linéaire formellement donné par 'expression

0 MQ —&0 wfﬂ 0

A= = 0 —c*rot (3.14)
0 0 rot 0

Les conditions aux limites (3.6)—(3.7) seront incluses dans le domaine de 'opé-
rateur selon les cas. L'existence et 'unicité de la solution du probléme (3.13)
découle du théoréme classique 2.4.16, comme nous le verrons plus tard.

Nous introduisons les espaces L? pondérés associés a chaque index d’espéce s :

2

Wps

L%S)(Q) = {'w : 2 — C mesurable, t.q. /
Q

dQ) < +oo,}

ie.,w € L?S)(Q) si, et seulement si, w/w,s € L*(Q2), muni de sa norme canonique :

w

lwlis) = llwllee

2@ =

Wps
Au vu de la borne (3.10), on en déduit immédiatement le résultat suivant :
Lemme 3.1.5. Pour chaque s :

1. L’espace LY, () s’injecte contindment dans L*(Q2).

2. Pour tout w € L*(Q), on a w) w € L7 (Q).

Ensuite, nous introduisons ’espace d’énergie

X = L{})(2) x Ly () x L2(Q) x L*(),

et nous le munissons du produit scalaire défini pour tout U = (U, U,, U3, Uy) "
et V = (Vl, V27 V3, ‘/4)T par

(U7 V)X = i (US

w
€o s DS

Vs

ps

) +e0(Us | V3) + e (Uy | V), (3.15)

et de la norme associée || - ||x.

3.2 Cas du conducteur parfait

Intéressons-nous tout d’abord au cas ou ['4 est vide. Nous supposons que le
domaine €2 est entouré par un conducteur parfait, ce qui signifie :

E(t)xn=0, surl, V>0 (3.16)
B(t)-n=0, surl, Vi>D0. (3.17)

Notons
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(*B1) : probléme formé d’équations (3.1)—(3.5) avec condition aux limites (3.16).

Maintenant, nous définissons I'opérateur linéaire non borné A; : D(A;) C X - X
par

D(Ay) := L{)(Q) x L,y () x Ho(rot; ) x H(rot; Q),

Le fait que R(A;) C X découle de la proposition 3.1.2 et du lemme 3.1.5. L’équa-
tion d’évolution abstraite (3.13) s’écrit :

U (t) + AU (t) =0, pourt >0, U)=U,. (3.19)
Proposition 3.2.1. L’opérateur A, est mazximal monotone.

Preuve. Tout d’abord, nous vérifions que A; est monotone. Etant donné U =
(U,,U,,Us, U4)T € D(A,), on trouve, par la définition de A,

(AU, U)x = % > (MSUS Z) =) (Us|U,)+ > (U, | Us)

w
ps s

s

—eo(c® rot Uy | Us) + goc? (rot Us | Uy).

Par le lemme 3.1.5, U, € L*(Q) pour s = 1, 2 aussi. En prenant la partie réelle
de ce produit scalaire, on obtient :

1 MU, | U,
RAU,U)x = = > R (

Wps

Wps

>—€002 R[(rotU, | Us) — (rot U3 | Uy)].

(3.20)
Mais, pour tout s = 1, 2, on a, selon la définition de M,

M
%( U, Us> _ 3%<VSU8 Us)%((}wbxm Us)
Wps Wps Wps Wps Wps | Wps
_ (’/SUS Us>. (3.21)
Wps | Wps

Ainsi, en injectant (3.21) dans (3.20) et en utilisant la formule de Green (2.1), la
condition aux limites Uz x i = 0 sur I et la condition (3.8), on obtient

R(AU,U)x = 1 Z <”s Us US) > 0. (3.22)

€0 Wps | Wps

S

D’ou la monotonie de A;.
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Passons maintenant au caractére maximal. Nous procédons par analyse et syn-
thése. Soit A > 0 donné par la proposition 3.1.2. Etant donné F' = (Fy, Fs, F3, F4)T €
X quelconque, nous recherchons U = (U;,U,, Us, U4)T € D(Ay) tel que

I+ MA)U =F,

Plus explicitement, cette équation s’écrit :

U1 + )\MlUl — )\50(.0;1 U3 = Fl, (323)
U2 + )\M2U2 - )\€0w§2 U3 = F2, (324)
A A
U3+—U1+—U2—)\CQFOtU4 = Fg, ( 25)
€o o
(3.26)

U4+>\ I'OtU3 = F4.

En supposant qu’une solution de U de (3.23)-(3.26) existe, nous pouvons éliminer
les équations (3.23), (3.24) et (3.26) respectivement :

Uy = I+ M) ' (Fy+ Aeow?, Us), (3.27)
U2 = (]I -+ )\Mg)il(Fz -+ )\60 w12)2 U3>, (328)
U4 = F4 — A rot U3. (329)

En insérant ces trois expressions dans (3.25), on obtient, en fonction de Us,

Us;+ N2 rotrot Us+ A2 Dy, Us = F3+ )\’ rot F4—i Z (I+AM,) ' F,. (3.30)
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En multipliant cette identité par une fonction-test v € Hy(rot; (2) et en appli-
quant la formule de Green (2.1), on trouve la formulation variationnelle suivante :

Trouver Us € Hy(rot; Q) tel que

a(Us,v) = L(v), Yv € Hy(rot;Q) (3.31)

ot les formes a et L sont définies sur H(rot; 2) par :

a(w,v) = (w]|wv)+ I\ (rotw |rotv) + A (Dyw | v), (3.32)
L(v) = (F3|v)+ A (Fy|rotv) — %Z (I+AM,)'F, | v).(3.33)

S

Le probléme (3.31) est bien posé. En effet, grace a la proposition 3.1.4, la forme
sesquilinéaire a est continue et coercive sur Hg(rot;(2). La forme L est anti-
linéaire, et par les propositions 3.1.2, 3.1.4 et le lemme 3.1.5, elle est évidemment
continue sur Hy(rot; 2). Donc, nous concluons par le théoréme de Lax—Milgram
I'existence d’une unique solution Uz € Hy(rot; ) a la formulation (3.31).
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Maintenant, revenons au probléme (3.23)—(3.26). Nous définissons U; et Uz
par (3.27) et (3.28). Encore, par la proposition 3.1.2 et le lemme 3.1.5, ils ap-
partiennent respectivement a L)) (€2) et L, (€2). Aussi, nous définissons Uy par
(3.29) ; il appartient a L?(2). Ensuite, si nous prenons v € D(2) comme fonction-
test dans la formulation (3.31) et utilisons la formule de Green (2.1), nous ob-
tenons I’équation (3.30). Alors, par définition de Uy, nous pouvons écrire cette
équation comme

A
Us — A’ rot Uy + N’D\Us = F3 — = ) (I+ AM,)"'F.. (3.34)

€0
Cette équation, d’une part, implique que rot Uy € L*(Q), et d’autre part est
équivalente a (3.25) (il suffit juste de remplacer D, par son expression). Par
conséquent, le quadruple (U, Usz,Us, U,) appartient a D(A;) et il résout les
équations (3.23)—(3.26). La preuve est terminée. n

Enoncons maintenant le résulat principal de cette section lorsque les coefficients
physiques vs, 2.5 et wys satisfont respectivement les conditions (3.8), (3.9) et
(3.10).

Théoréme 3.2.2. Lopérateur —A, génére un CO-semi-groupe de contraction
(T1(t))es0 sur Uespace d’énergie X. Ainsi, pour tout Uy € X, il existe une so-
lution unique U € C°(Rs¢; X), donnée par U(t) = Ti(t) Uy, qui résout le pro-
bleme (B1).

De plus, si Uy € D(Ay), alors

U € C'(Rx0; X) N C(Rxq; D(Ay)).
En outre, nous avons ||U (t)||x < [|[Uollx et |0U(t)||x < |[|[AUy||x-

Preuve. La proposition précédente implique que I'opérateur —A; est maximal
dissipatif. Par conséquent, nous pouvons appliquer le corollaire 2.4.15 et le théo-
réme 2.4.16 pour obtenir le résultat. [ |

3.3 Cas de la condition de Silver—Miiller

Maintenant, nous supposons que I'4 est non vide. Les sous-ensembles I'4 et I'p
sont des sous-variétés compactes lipschitziennes de I'. Ici, nous ne supposons pas
nécessairement que 0I'yNI'p = & (i.e., nous considérons a la fois des problémes
extérieurs et intérieurs tronqués dans la terminologie de [4]) mais nous supposons
que I'4 n’est pas trop irréguliére. Une condition suffisante est de supposer que
"4 soit lisse, ou polyédrique sans ce qu’on appelle des sommets pathologiques [4,
p. 204| (voir propositions 2.1.1 et 2.1.2). Cette exigence n’est pas trés stricte ; elle
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peut toujours étre satisfaite dans le cas absorbant, ot I'4 apparait comme une
frontiére artificielle, dont 'emplacement exact et la forme sont dans une certaine
mesure arbitraires. Une condition aux limites de Silver—Miiller est imposée sur
'antenne T'4, (3.7), et une condition aux limites du conducteur parfait sur le
reste de la frontiére I'p, (3.6). Notre objectif est de résoudre le probléme (3.13)
avec ces conditions aux limites. Tout d’abord, nous allons commencer par le cas
homogeéne (ou absorbant), g = 0, et ensuite nous passons au cas général g # 0.

Notons :

(Bs) : probléme formé d’équations (3.1)—(3.5) avec conditions aux limites
(3.6) — (3.7).

(B2)hom : probléeme (Ps) avec g = 0.

3.3.1 Condition aux limites homogéne (absorbante)
Définissons 'opérateur linéaire non borné A, : D(A;) C X — X comme
D(As) := L () x Ly (Q) x H,
ou

H= {(Vg, V4) € HO,FP(I'Ot; Q) X H(I‘Ot; Q) . V3 X n + CV4T =0 sur FA},

et
Par conséquent, I’équation d’évolution abstraite (3.13) s’écrit :
oU(t) +AU(t) =0, pourt >0, U(0)=U,. (3.36)

Pour montrer que le probléme ci-dessus est bien posé, nous introduisons 1’espace
de Hilbert suivant

V= {v € Hyr,(rot;Q) : vt € L*(T'a)} (3.37)
que nous munirons du produit scalaire
(w,v)y := (w | v) + (rotw | rotv) + (wt | v7)r,. (3.38)
Ci-dessus, (- | -)r, désigne le produit scalaire dans L*(T4).
Nous procédons de la méme facon qu’au §3.2 pour prouver le caractére bien posé
du probléme (3.36) c’est-a-dire en montrant que A, est maximal monotone. Dans
les preuves, ci-dessous, nous nous concentrons principalement sur les différences
avec la sous-section 3.2. Ces différences portent uniquement sur les conditions aux

limites : il s’agit de rajouter un terme du bord dans les formules d’intégration
par parties.
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Proposition 3.3.1. L’opérateur Ay est mazimal monotone.

Preuve. Commencons par prouver la monotonie de A,. Choisissons un élément
U = (U,,U,,Us, U4)T dans D(A,). L’inégalité (3.20) est toujours vérifiée ; elle ne
repose que sur 'expression de A dans 2, pas sur les conditions aux limites. Comme
Us € Hyr,(rot; 2), nous obtenons par la formule d’intégration par parties (2.3) :

%[(I’Ot U4 ’ U3) — (I‘Ot U3 ‘ U4)] = %(7%<U3 XN, U4T>7I'A)'

Maintenant, nous utilisons la condition aux limites de Silver—Miiller Uz x n +
cUyt = 0 sur I'4. Nous remarquons que Us X nn et Uyt appartiennent tous deux
a TT(C4) NTC(T4) C L?(T'4) comme dit dans §2. Alors, il suit que

R(y (Us x n,Ust)r,) = —¢ |Ust I, (3-39)

Nous concluons donc de (3.20) que

R(ALU,U)x = l Z (1/5 U,

€0 Wps

U,

ps

> + 8003 ||U4T||¥_,2(I‘A) > 0, (340)

s

ce qui donne la monotonie de 'opérateur As.

Maintenant, nous montrons la maximalité de A,. Encore une fois, nous utili-
sons le méme \ > 0 donné par la proposition 3.1.2. Etant donné n’importe quel
(Fy, F2,F3,F4)T € X, nous cherchons U = (U;,U,, Us, U4)T € D(Ay) tel que

([+ M) U = (3.41)

ce qui est équivalent au systéme (3.23)—(3.26) (plus les conditions aux limites). En
suivant le méme argument que dans la proposition 3.2.1, nous pouvons éliminer
Ui, U et Uy, et ils sont donnés respectivement par (3.27), (3.28) et (3.29), tandis
que Uz vérifie I'équation :

A
Us+\c*rotrot Us+ A’ DyUs = Fy+ Ac*rot Fy— = > (I+AM,) ' F,. (3.42)
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Ainsi, en multipliant (3.42) par une fonction-test v € V, en appliquant la formule
de Green (2.3), et en utilisant la condition aux limites de Silver-Miiller et 1'ex-
pression (3.29), on arrive a la formulation variationnelle :

Trouver Us € V tel que

a(Us,v) = L(v), YveV (3.43)
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avec la forme sesquilinéaire a définie par :
a(w,v) == a(w,v) + Ac(wT | v7)p, , (3.44)
et les formes a et L données respectivement par (3.32) et (3.33).

Comme la forme a est coercive sur H(rot; Q2) (proposition 3.2.1), la forme a est
coercive sur V. Alors, par le théoréme de Lax—Milgram, le probléme (3.43) admet
une unique solution Uz € V. Définissons Uy, U, et Uy respectivement par (3.27),
(3.28) et (3.29), ils appartiennent respectivement a L?,,(Q2), L?, () et L?(Q2). En
prenant une fonction-test v € D(2) dans (3.43), nous trouvons 1’équation (3.42)
qui est équivalente a (3.25). Donc, U = (Uy, Us,Us, Uy) satisfait formellement
I'équation (3.41), et afin de prouver qu’il appartient & D(Ay) il ne reste plus qu’a
vérifier la condition aux limites de Silver-Miiller homogéne sur I'y. A cette fin,
en utilisant la formule d’intégration par parties (2.3) dans (3.43) et la définition
de Uy, il découle de 'identité (3.42) que :

Ac(Us | vr)p, — A, (Us x n,vT)0 =0, Vve. (3.45)
Soient w € Hz(I'4) et @ € H2(T') son extension par 0 & toute la frontiére. Par la
surjectivité de Papplication trace, il existe v € H' () tel que @ = V|, ; clairement,
v € V. Puis, en appliquant les formules d’intégration par parties (2.3), (2.2) a Uy
et v, on obtient que

a(Us X n,vﬂ,r% = (Uy X n,v) - (3.46)
En rappelant que v),. = v+ (n-v)n, il s'ensuit que (Ust | v1)p, = (UsT | v)p, -
En utilisant (3.46) et 'identité précédente, Eq. (3.45) devient :

(U3T | ’U)FA — C<U4 X n’v>ﬁ%(r,4) =

0. (3.47)

Comme v, = w et w est arbitraire dans ﬁ%(FA), on conclut de (3.47) que
Uzt —cUy xn =0 dans ﬁ_%(FA) ce qui est équivalent & Us x n+ cUyt =0
dans H™2(I'4), et donc aussi dans L2(I'4) car Ust est dans L2(I'4) (plus un
argument de densité). Cela achéve la démonstration. |

Cette proposition nous permet de déduire le caractére bien posé du probléme (2)nom
sous I'hypothése 1 :

Théoréme 3.3.2. L’opérateur —A, génére un C°-semi-groupe de contractions
(To(t))i>0 sur Uespace d’énergie X. Ainsi, pour tout Uy € X, il existe une
unique solution U € C%(Rso;X), donnée par U(t) = To(t)Uy, qui résout le
probléme (PB2)hom.-
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De plus, si Uy € D(Ay), alors
U € C'(Rx0; X) N C'(Rxq; D(Ay)).
En outre, nous avons ||U (t)||x < ||[Uollx et ||0:U (t)||x < [[A2Uo||x.
Preuve. Entiérement semblable au théoréme 3.2.2. ]

Remarque 3.3.3. L utilit¢ des hypotheses sur I'a est d’assurer l'inclusion dans
L2(T'4) de l’espace TT(T'4) N TC(T4) pour pouvoir obtenir ’égalité (3.39) qui
donne la monotonie de l'opérateur As. Bien entendu, nous pouvons prouver ce
résultat autrement, sans ces hypotheses, en changeant le domaine : il suffit de
remplacer dans la définition de D(As) lespace H par I'ensemble suivant

{(V3,Vy4) € Hyr,(rot; Q) x H(rot; Q) : Vi xn € L*(T4), V4 € L3(T'y)

satisfaisant Vzxm+cVyr =0 sur Ta}.

En fait, c’est la définition habituelle du domaine dans l’étude des équations du
Mazwell avec condition auzx limites de Silver—Miiller homogéne (voir par exemple
[58]). En revanche, dans ce mémoire nous nous intéressons aussi au cas mon
homogéne (caractere bien posé §3.3.2, convergence vers le régime harmonique
§5.3). Comme ce cas est lié au cas homogéne, avec le nouveau domaine la don-
née g devrait appartenir a ’ﬁ(FA) N L%T4) + TC(T4) N L%T4) au lieu de
ﬁ‘(FA) + TC(T'4). Donc, cela restreint les valeurs possibles de g. Pour cela,
nous choisissons d’étudier le cas le plus général sur g en imposant des conditions
sur I 4.

3.3.2 Condition aux limites générale (non homogéne)

Ici, nous supposons que g # 0 dans (3.7). Nous allons résoudre le probléme
d’évolution en utilisant un relévement de la donnée aux limites g. A cette fin,
nous introduisons I'application :

Za - Hor,(rot; Q) x H(rot: Q) — TT(I'4) + TC(T4)
(v,w) — y71(v)+ crr(w).

Il est clair que Z4 est linéaire et continue, et en raison de la surjectivité de
et 1 (voir la définition de TT et TC), Z,4 est aussi surjective. Donc, nous en dé-

duisons que Z4 est bijective de (ker Z4)* vers ﬁ(FA) +TC(I'4) et nous notons
son inverse par R 4. D’aprés le théoréme de Banach—Schauder, R4 est continue.
Nous supposons la régularité suivante sur la donnée aux limites g :

g € W2 (Roq; TT(T4) + TC(T4)). (3.48)
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D’aprés le paragraphe précédent, pour tout ¢ > 0 il existe (g5(t), g4(t)) € Hor,(rot; ) x
H(rot; Q) tel que

(95(1),94(1)) = Ralg(t)], ie, gs(t) xn+cgyr(t) =g(t) sur Ta, (349

et les fonctions (g5, g,) ont la régularité suivante :
(93,94) € W' (Roo; Horp (rot; Q) x H(rot; Q). (3.50)

Comme dit plus haut, a ’aide du couple (g3, g,), nous reformulons le probléme
(*B2) pour satisfaire la condition aux limites de Silver—Miiller homogéne et nous
utilisons le théoréme 3.3.2 pour conclure. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 3.3.4. Supposons que les données initiales satisfassent :

J170 S L?l)(Q), J2,0 € L%2)<Q)v
E, € Hyr,(rot;Q2), By € H(rot;2), (3.51)
Eyxn+cByr =g(0) surla,

et g est de régularité (3.48), qui donne un sens & la valeur initiale g(0). Alors,
il existe une et une seule solution U = (J1,Jo, E, B)T au probleme (Bs), telle
que ses composantes aient la réqularité suivante :

(J1,J2) € C'Rsp; L (Q) x Ly, (Q)),

E < CI(RZO;LQ(Q))ﬂCO(RZU;HO’FP(I'Ot;Q)),
B € C'(Rsp;L*(2)) N C’(Rso; H(rot; Q).

Preuve. Définissons (g5, g9,) par (3.49), et introduisons l'inconnue auxiliaire
U = (J3,J5,E*, B :

JI:Jl, J;:Jg, E*:E—gg, B*:B—g4.

Si une solution (J1,Js, E, B)" comme ci-dessus existe alors, par construction,
le champ U*(t) appartient & D(As) pour tout ¢ > 0. De plus, il est régi par les
équations d’évolution

U +AU* = F, t>0, (3.52)
Uu-<0) = U;, (3.53)
avec des données
€0 %2;1 gs J1o
2
oWy g3 . Jop
F = p U; = ’
~0igs + c’rot g, 0 Eq — g5(0)
—0,g, —rot g; B, — 94(0)
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Grace a (3.50) et le lemme 3.1.5, on voit que F € WhH(R.¢;X); et, évidem-
ment, U5 € D(Ay). Donc, le probléme (3.52)-(3.53) admet une unique solu-
tion forte (voir |25, proposition 4.1.6] ou remarque 2.4.17), avec régularité U* €
CH(Rx0; X)NC(Rxp; D(Ay)), qui dépend continiiment des données F' et U. Par
conséquent, nous obtenons l'existence de

U = (']17']2>E7B)T = (JT,J;,E*+Q3,B*—|—Q4>T

solution de (3.13) avec condition aux limites (3.6)-(3.7), et dépendant contind-
ment des données g et U,. Pour obtenir 'unicité, on remarque que la différence
de deux solutions résout le probléme homogéne (3.36) avec une donnée initiale
nulle. Donc, elle est nulle, ce qui donne 'unicité. [ ]

3.4 A propos des équations de contrainte

Suivant le schéma habituel en électromagnétisme, les contraintes sur les champs :
équations de divergence

divE = £ dans Q x Roy, (3.54)
€0
divB = 0, dans Q x Ry, (3.55)

condition aux limites magnétique
B-n = 0, surl'p xRy, (3.56)

sont préservées par le semi-groupe d’évolution, a condition qu’elles soient vérifiées
at =0 et que les sources (p,J) := > (ps, Js) satisfassent I’équation de conser-
vation de charge 0;p+div J = 0. En fait, une fois que I'existence et 'unicité de la
solution au modéle couplé sont obtenues, les variables électromagnétiques (E, B)
apparaissent naturellement comme la solution des équations de Maxwell avec des
données (p, J).

Le théoréme suivant est valable pour les conditions de Silver—Miiller homogéne
et non homogéne et dans le cas du conducteur parfait : on procéde de la méme
facon en remplacant I'p par I'. Rappelons que, pour les notations, les espaces
Hj r(rot; Q) et Hy r(div; 2) sont égaux respectivement a Hy(rot; 2) et Hy(div; Q).

Théoréme 3.4.1. Supposons que

0
divEOZM, et divBy=0 dans€Q, Bg-m=0 surlp,
€0

et que [’équation de conservation de charge

Op(t
—g(t) +divJ(t) =0 est vérifiée dans Q pour p.p. t > 0.
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Alors, pour toutt > 0, le champ électrtique E satisfait (3.54) et le champ magé-
tique B satisfait (3.55) et (3.56).

Preuve. Soit ¢ > 0. Tout d’abord, nous étudions la divergence du champ ma-
gnétique. Appliquons la divergence a ’équation de Faraday (3.4), nous obtenons

OB(t)
ot

et par [4, théoréme 2.3.13|, I'identité précédente devient 0, div B(t) = 0. Comme,
par hypothése, B est de divergence nulle a t = 0, on conclut que div B(t) = 0,
pour tout t > 0.

div(

) =0,

Maintenant, nous retrouvons la divergence du champ électrique. Comme pré-
cédemment, nous appliquons cette fois la divergence a ’équation d’Ampére (3.3)
et utilisons encore |4, théoréme 2.3.13|, ainsi nous trouvons, par hypothése, que

g .. 1 ..
aleE(t) = —gleJ(t)
1 0p(t)
= o (3.57)

Mais, a t = 0, nous avons div Eq = %p(O), donc par (3.57) nous déduisons ’équa-
tion de divergence de E pour tout t > 0.

Il nous reste la condition aux limites magnétique. Etant donné ¢t > 0, d’aprés les
théorémes 3.3.2 et 3.3.4, on a E(t) € Hyr,(rot; ). Par conséquent, en raison du
théoréme 7 de [26], on a rot E € H(div;Q2) et rot E(t) - njr, = 0 dans H2(T'p)
(voir [41] ou la preuve du théoréme 4.3 de [52]). Rappelons que les résultats
concernant le caractére bien posé du modele indiquent que B € C'(Rxq; L?()).
En utilisant le fait que div B = 0, on obtient B € C!(Rxq; H(div;2)). Comme
Papplication trace normale 7, est continue de H(div; Q) dans H~2 (I'p), on déduit
de [4, proposition 2.3.5] que

B -npr, € C'(Rso; H 2 (I'p)). (3.58)
Maintenant, appliquons-nous [4, théoréme 2.3.13| & v, et B, on trouve
0 0B(t)
&(B ) ner) = ot nrp (3.59)

dans D' (R.o: H2(I'p)). Ensuite, en prenant la trace normale des deux I'équation
de Faraday (3.4) et en utilisant les équations (3.58) et (3.59), on prouve que

0

—(B(t)-n =0.

~(B(0) ir,)
Par hypothése, la trace normale de B & t = 0 est nulle, donc nous concluons que
B(t) -nyr, =0 et cela est vrai pour tout ¢t > 0. m
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Remarque 3.4.2. Définissons les espaces fonctionnels suivant
X = L) (Q) x L, (Q) x L*(Q) x Hy(div 0; ),
Xy = L%l)(Q) X L?z)(ﬂ) x L2(Q) x Hyr,(div0; Q)
et Y := L%l)(Q) X L%Q)(Q) x Hor,(rot;2) x H(rot; ().
Alors, pour € = 1,2, l'image R(Ay) de Ay est incluse dans X,. Il suffit d’utiliser
Uimplication si v € Hor, (rot; Q) alors rot v € Hor,(div0; Q). De plus, d’apres

le théoreme 3.4.1, nous concluons que [’espace X, est stable par le semi-groupe
(Ty(t))>0 et nous obtenons les résultats de régularité suivants :

e Pour tout Uy € D(Ay) N Xy, il existe un unique
U < Cl<R20, Xl) N CO<R20, D<A1> N Xl)

solution du systéme d’équations (3.1)—~(3.5) et (3.55) avec les conditions auz li-
mites (3.16)-(3.17).
e Pour tout Uy € D(Ay) N Xy, il existe un unique

U € C'(Rxo; X2) N C*(Rxo; D(Ag) N Xy)

solution du systeme d’équations (3.1)—(3.5) et (3.55) avec les conditions auz li-
mites homogénes (3.6)—(3.56).
e Pour tout Uy € Xy satisfaisant (3.51), il existe un unique

U € C'(Rx0; X2) N C'(Rx0; Y N Xy)

solution du systéme d’équations (3.1)—(3.5) et (3.55) avec les conditions auz li-
mites (3.6)—(3.56).

Aussi, si on prend seulement Uy € Xy, le probleme admet une solution faible
U e COGRZO; Xg)

3.5 Caractére bien posé du modéle avec condition
de Silver—Miiller sur tout le bord

Nous rappelons que 1'étude du modéle avec condition de Silver—Miiller a été
faite avec I'p quelconque. Ici nous supposons que I'p est vide, alors dans ce cas,
'y =T =020 etilya seulement la condition de Silver—Miiller :

Exn+cBr=g, surl. (3.60)

Nous définissons les problémes suivants :

(*Bs3) : probléme formé d’équations (3.1)—(3.5) avec condition aux limites (3.60).

(mS)hom : prObléme (;433) avec g = 0.
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Le probléme (*B3) est bien posé sous ’hypothése 1. La preuve est une conséquence
immeédiate du travail fait dans §3.3. En fait nous pouvons étendre les résultats
obtenus dans §3.3, ou la condition de Silver-Miiller est imposée sur une partie
du bord, au cas ou I'p = @. Soulignons que nous n’avons pas utilisé le fait que
I'p # @ dans les démonstrations. Les deux cas sont différenciés par leurs espaces.
Dans ce cas, nous supposons que

g € W' (Roo; TT(T) + TC(T)),

et que I' soit lisse et donc nous pouvons appliquer la proposition 2.1.1. Aprés
le caractére bien posé du modéle, nous pouvons récupérer aussi les contraintes
comme dans §3.4. Pour le champ magnétique, il n’y a pas de contrainte sur la
trace normale.
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Chapitre 4

Etude asymptotique

Introduction

Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés au caractére bien posé du
modéle Euler-Maxwell dans le cas du conducteur parfait, (J31), puis avec une
condition aux limites de Silver—Miiler, (B5). Nous avons montré Iexistence d’une
unique solution forte dans chaque cas dans un cadre fonctionnel minimal sous
I’hypothése 1. Ensuite, nous avons récupéré les contraintes sur le champ électro-
magnétique. Dans ce chapitre, nous souhaitons étudier le comportement asymp-
totique de la solution en temps long dans chaque cas. Bien sir, nous traitons
toujours le cas inhomogéne et anisotrope. Pour cela, nous définissons 1’énergie
de notre modéle, qui est proportionnelle a la norme au carré de la solution sur
Iespace X,

o Gl

2
+eo [E@)|° + c*eq HB(t)H2> :

Avec la définition (1.8) de la fréquence plasma, le terme donné par les variables J g
2

o ng [U|? a Dordre

s’'interpréte comme 'énergie cinétique des particules :
ps
dominant dans le paramétre de perturbation e (voir §1.8) ; tandis que la partie en

(E, B) est I’énergie électromagnétique de I'onde. Le choix de la norme de 'espace
X fait du modéle Euler—-Maxwell un probléme dissipatif. En effet, étant donné
U, satisfaisant la condition (3.51), alors £(t) appartient & C*(R>0; X) et on a

%5(15) = /ﬂ {Z adt)- LY 0 BW) . E® + 0B -6002§(t)} Q.

2
€0 wps
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En remplacant chaque dérivée par son expression dans (3.1)-(3.4) et en utilisant
les conditions aux limites (3.6)-(3.7) et la formule de Green (2.1), on trouve que :

O

Ici, I'4 est quelconque : elle peut étre vide ou non. L’équation ci-dessus montre
que I’énergie est décroissante (au sens large) si I'y = @ ou g = 0. D’autre part, si
'y = @ et vy =0, la dérivée s’annule et £(t) = £(0) pour tout ¢t > 0, donc I'éner-
gie est conservée. Cela justifie qu’on ait besoin, dans tous les cas, d’'une hypothése
supplémentaire sur les parameétres physiques pour garantir la convergence de la
solution vers 0 lorsque t tend vers I'infini. Donc, nous étudierons la décroissance
de I’énergie dans les deux cas suivants : conducteur parfait (I'y = &) et condition
de Silver-Miiller homogéne (I'y # @ et g = 0).

— 6062/1“ (c|B+(t)]* —g(t) - B(t))dl. (4.1)

Comme nous I'avons indiqué dans le chapitre 1, I’onde électromagnétique va trans-
mettre son énergie au plasma et le chauffer. En prenant J, = 0, pour s = 1,2,
et aussi g = 0, nous déduisons de ’équation (4.1) la décroissance de 1’énergie du
systéme de Maxwell avec conditions mélées (3.3)-(3.7). L’étude du comportement
en temps long de cette énergie a été fait par H. Barucq dans sa thése [11]. Elle a
montré avec B. Hanouzet [12, 13|, en supposant que la frontiére 992 du domaine
est réguliére et que dl'4 N Ol'p = &, que E(t) — 0 quand ¢ — oo sur l'orthogo-
nal des solutions stationnaires du systéme lorsque les données initiales satisfont
div Eqg = div By = 0 dans Q et By -n = 0 sur I'p. La démonstration repose sur
une méthode proposée dans [32] pour équation des ondes et utilise les proprié-
tés du semi-groupe associé au probléme. Ici, les équations de contraintes sur le
champ électromagnétique jouent un role important dans I’é¢tude de la stabilité,
en particulier 'ensemble des solutions stationnaires est de dimension finie et par
conséquent on peut caractériser la limite de I’énergie par la projection des données
initiales sur cet ensemble comme dans [12, 13]. Ainsi, le domaine de I'opérateur
associé a ce probléme est constitué des éléments de H(rot; 2) N H(div 0; §2) vé-
rifiant les conditions aux limites. La condition de régularité sur la frontiére, le
fait que l'intersection du bord de I'p et I'4 est vide et que E X n et Bt appar-
tiennent tous deux & TT(I'4) N TC(I'4) grace a la condition de Silver-Miiller
homogéne permettent de conclure que le domaine de 'opérateur coincide avec
I'espace formé des éléments de H'(2) a divergence nulle satisfaisant les mémes
conditions aux limites (voir théoréme 2 et corollaire 2.2 de [11] pour la démons-
tration). (Nous renvoyons le lecteur intéressé par d’autres résultats d’injection
continue dans H'(Q) a [45].) Notons que ce nouvel espace facilite le travail, en
particulier on peut utiliser 'injection compacte de H'(Q2) dans L?(Q2) etc. Plu-
sieurs auteurs ont travaillé sur Pespace H(Q2), citons [61], [48] et [59]. Une autre
méthode classique pour I’étude asymptotique du systéme de Maxwell présentée
dans le chapitre 4 de [11], sous les mémes propriétés sur ) et sa frontiére T,
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consiste a calculer la limite en temps long de 'un des deux champs, comme so-
lution du systéme d’ordre deux résultant de I’élimination de I’autre champ. Pour
retrouver la méme limite stationnaire que celle issue de la premiére méthode il
suffit de supposer que les données initiales vérifient les relations de compatibilité
entre les systéme d’ordre un et deux.

Pour notre systéme couplé, nous nous intéressons au cas ot la divergence du
champ électrique et la densité de courant sont non nulles. Bien entendu, méme
si la divergence est nulle, on ne peut pas ramener le systéme a une équation
d’onde avec second membre nul. En particulier, nous ne pouvons pas utiliser les
techniques de [12, 13|. Pour notre approche, nous allons utiliser un critére général
d’Arendt—Batty et Lyubich—Vu, théoréme 2.4.19, basé sur la théorie spectrale. La
résolvante de 'opérateur Ay, pour ¢ = 1, 2, est non-compacte, nous devons analy-
ser le spectre complet sur 'axe imaginaire. Une des étapes consiste a montrer que
lopérateur A1+ A, pour A € iR\ {0}, est surjectif. Nous verrons que le théoréme
de Lax-Milgram ne s’applique pas dans ce cas. L’alternative sera donc d’utiliser
le probléme de type Helmholtz avec contraintes qu’on a présenté dans §2.3. Afin
d’appliquer le théoréme 2.3.6, on a besoin de prouver un résultat d’injection com-
pacte dans L?(9). Il s’agit de I'injection de I'espace X (€2;B) qui est constitué
des champs w appartenant a L?(Q) tels que rot w € L?(Q), divBw € L*(Q) et
w x n. € L*(T), ot B est une fonction matricielle complexe non hermitienne
vérifiant quelques hypothéses. Nous allons démontrer ce résultat dans le cas ol
I est non connexe (y compris le cas connexe). Evidemment, nous nous servirons
de cette injection dans les deux cas : conducteur parfait et condition de Silver—
Miiller. Notons que cette injection est une prolongation des travaux de [77, 4, 46].

Présentons maintenant le plan de ce chapitre. Nous commengons par introduire
les notations et la géométrie dans la section 4.1. Nous considérons le cadre géomé-
trique général, y compris les domaines non topologiquement triviaux ou les do-
maines avec une frontiére non connexe. Dans la section suivante, nous prouvons
quelques résultats d’analyse fonctionnelle comme une décomposition de Hodge
puis le résultat d’injection compacte de Xy r(2;B) dans L*(Q) dans le cas d’un
milieu non homogéne. Puis, dans la section 4.3, nous étudions quelques propriétés
spectrales de certaines matrices, liées aux matrices M; et My définies dans le cha-
pitre 3, et décrivant ’anisotropie et d’autres propriétés du plasma. Ces propriétés
constituent un ingrédient clé pour étudier la stabilité du modéle. Ensuite, dans
la section 4.4, en utilisant le critére d’Arendt—Batty et Lyubich—Vu, nous mon-
trons la stabilité forte de note systéme (3.1)-(3.7) (avec g = 0) sans conditions
géométriques supplémentaires sur le domaine, sous des conditions nécessaires et
suffisantes sur les parameétres physiques v, et w,. Nous débutons par le cas du
conducteur parfait dans la sous-section 4.4.1. Enfin, dans la section 4.5, nous
prouvons a ’aide de ces résultats la stabilité forte de notre modéle dans le cas ou
I'p est vide.
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4.1 Géométrie et notations

Considérons Q un domaine de R3, c’est-a-dire, un ouvert borné connexe de
frontiére 02 = I lipschitzienne. Nous ferons I’hypothése que le domaine ) peut
étre topologiquement non trivial (voir la définition 2.2.1), et la frontiére I' peut
étre connexe, ou non. Nous introduisons maintenant quelques notations associées
a cette géométrie; nous utilisons encore les notations de |2, 4, 41].

Lorsque I' est non connexe, nous notons par I'y, 0 < k < K, les composants
connexes de T, Ty étant la frontiére de la composante non bornée de R? \ Q. Et
lorsque elle est connexe, 'y = I'. Introduisons un sous-espace de H'({2) :

Hjo () :=={qge H(Q) : qr, =0, gqr, = Cr, 1 <k < K}.

Ci-dessus, (Y} est une constante, et pour ¢ # k, Cy et C}, peuvent étre différentes.
Cet espace peut étre doté de la norme || - |1 () = [|grad || (voir [4, proposi-
tion 2.1.66]), autrement dit, il vérifie 'inégalité de Poincaré.

Lorsque le domaine € est topologiquement non trivial, nous gardons les notations
des coupures introduites dans §2.2 : il existe des surfaces ouvertes 3;, 1 < j < J,
telles que 'ensemble O := Q \ U‘j]:1 ¥;, est pseudo-lipschitzien (voir la défini-
tion 2.2.2) et topologiquement trivial. Nous notons m le vecteur unitaire normal
a 09 fixé sur chaque ¥, 1 <j < J.Lesaut a travers ¥; est désigné par ||y

J’

FIGURE 4.1: Exemple de domaine topologiquement non trivial avec une frontiére
non connexe. Le domaine (2 est constitué de I'intérieur du tore moins les cylindres
verts. La frontiére 02 est 'union des frontiéres du tore et des cylindres qui sont
tous disjoints. La surface violette est une coupure >, et ’ensemble 0=0 \ Xy
est simplement connexe.

Lorsque 'y # &, nous supposons que I'4 \ U;.Izl ¥; admet un nombre fini de
composantes connexes, noté I'y;, ¢ = 1, ..., N, dont les fermetures sont des
sous-variétés compactes lipschitzienne de I'.
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4.2 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Nous démontrons d’abord une décomposition de Hodge et une caractérisation
d’un noyau dans le cas non homogéne en travaillant avec une matrice quelconque
satisfaisant des conditions de bornitude et d’ellipticité. Dans un second temps,
nous nous servirons de ces résultats pour prouver un résultat de compacité en
donnant une inégalité en norme.

4.2.1 Décompositions de Hodge et espaces liés a la topolo-
gie

Soit B : Q@ — M;3(C) une fonction matricielle. Nous faisons I’hypothése
suivante :

dn, (>0, n(v'v)>|[v'B(x)v| > ((v'v), YvcC? VrecQ, (4.2)

oll v* est le transposé conjugué du vecteur v et v*v = |v|*

Définissons 'espace de Hilbert
H(divB; Q) := {v € L*(Q) : divBv € L*(Q)}.

Cet espace est muni de la norme canonique v — (||v||2 + || divBv||?)2. Le sous-
espace H(divB0; Q) := {v € L*(Q) : divBv = 0} est évidemment un sous-espace
fermé de H(divB; Q) et de L?(Q). Si v € H(divB; ), la trace normale Bv - n
est un élément bien défini dans H™z (I') et la formule d’intégration par parties est
valable

¥(v,q) € H(divB; Q) x H(Q), (Bv | gradg) + (divBv | ¢) = (Bv-n,q) 3 .
1.3)
Si ¢ € H{(Q), la formule ci-dessus peut étre étendue & v € L*(Q). Donc, divBo €
H~1(Q2) et on obtient

(Bv | grad ¢) + (div Bv, ¢)u1 () = 0. (4.4)

Dans ce paragraphe, nous introduisons quelques autres espaces et notations asso-
ciés & une matrice B satisfaisant (4.2), et nous prouvons quelques résultats utiles.
Nous commencons par un résultat sur des problémes elliptiques, dont la preuve
est simple.

Lemme 4.2.1. Pour tout f € H Y(Q), le probleme elliptique :

Trouver q € HY(Q) tel que :

—Apq = —div(Bgradq) = f (4:5)

67



admet une solution unique. De plus, il existe une constante C > 0 telle que

gl @) < C I flla-1@)- (4.6)

Preuve. Soit f un élément de H™(2). Grace a la formule d’intégration par partie
(4.4), nous avons la formulation variationnelle de (4.5) :

a(q,¢) == (Bgradq | grad ) = (f, ©)mi), Ve € Ho(Q). (4.7)

La forme a est bilinéaire, et selon l'inégalité (4.2) elle vérifie
la(e,0)l = Cllelli@: Ve € Hy(Q),

donc, a est coercive dans H}(Q) et de plus elle est continue sur cet espace selon
(4.2). Par conséquent, la formulation (4.7) est bien posée par le théoréme de
Lax-Milgram. ]

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer un résultat de décomposition de
Helmholtz des champs de vecteurs L?(Q). Cette décomposition est en gradient et
en partie B-solénoide.

Lemme 4.2.2. Pour tout v € L?(Q), il existe une unique paire (q,v7) € H) () x
L2(Q) satisfaisant les conditions

v =gradq+v’, div(Bv")=0. (4.8)
De plus, il existe C' > 0 constante indépendante de v telle que

lgradg| < Clvl, [v"[| < Clv]. (4.9)

Preuve. Soit v € L?(Q2). Comme B est borné et Papplication div est continue de
L*(Q?) dans H (), nous avons divBv € H'(Q) et ||divBv|y-1q) < Ci ||v].
Selon le lemme 4.2.1, il existe un, et un seul, ¢ € H(£2) qui résout le problem (4.5)

avec donnée f = —divBw et satisfait || grad ¢|| < C'|| divBv||g-1(q). Finalement,
soit vT = v — grad ¢q. Par construction, nous avons v’ € L%(Q) et divBwv! = 0.
Les estimations de (4.9) sont facilement vérifiées. n

Nous caractérisons maintenant ’espace suivant :
Zn(Q;B) ;== Hy(rot 0; 2) N H(div BO; §2).

Nous le munissons de la norme v — |lv||. La preuve du résultat suivant est
inspirée de [2].
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Proposition 4.2.3. La dimension de l’espace vectoriel Zin(S);B) est égale o K,
le nombre de composants connezes de la frontiere OS2, moins un. De plus, une
base de Zn(§2;B) est l'ensemble des fonctions (grad qx)i<k<k, 0 chaque g est
l'unique solution dans HY(Q) du probleme

ABQk — diVBgI‘ad qr = O, dans Q’
G, =0 et qyr, =Ci, 1<i<K,

B (4.10)
(Bgrad g - n, 1>H%(FO) =-1 |
(Bgrad g - n, 1>H%(Fi) =0, 1 <i < K.
Preuve. Pour 1 < k < K, le probléme :
Trouver q € H},((2) tel que :
(4.11)

/ Bgrad g, - gradqdQ) = qr,, Vg€ HéQ<Q)7
Q

admet, grace aux hypothéses sur B et en vertu du théoréme de Lax—Milgram,
une unique solution. Donc, en utilisant (4.11) avec g € D(f2), nous obtenons

(divB grad qx, ¢)p) = — / Bgrad g, - grad ¢dS2 = 0.
Q

Il s’ensuit que divBgrad g, = 0 dans Q, et grad ¢, € H(divB;(2). Ensuite, en
prenant un entier 1 <+ < K, en choisissant ¢ dans Hj,(Q) tel que gr, = dy; pour
tout k et en appliquant la formule de Green (4.3), la formulation (4.11) donne

K
Z qr,, (Bgrad g, - n, 1)H%(F )= / grad g, - grad dQ = Jy;.
m=1 " Q

Cela conduit a

(Bgrad ¢ - n, 1)H )= Okis (4.12)

1
2(T;

et cela est vérifié pour tout k. D’autre part, puisque divBgrad g, = 0 et le fait
que

K
0= (divBgradg; | 1) = Z(IB% grad g, - n, 1)H%(Fm),
m=0

nous déduisons de (4.12) que (Bgrad g - n71>H%(P)
0

fait (4.10). Inversement, il est facile de prouver que chaque solution (4.10) ré-
sout (4.11). Donc, Eq. (4.10) admet une unique solution.

= —1. Alors, ¢, satis-
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De ce qui précéde, les fonctions grad g, pour 1 < k < K, appartiennent a
Zx(€;B). De plus, 'équation (4.12) montre que ces fonctions sont linéairement
indépendantes ; il reste a voir qu’elles engendrent Zy (€2; B). Prenons une fonction
quelconque w dans Zy(€2;B) et considérons la function

Clairement, v appartient a Zy(£2; B) et vérifie (Bv - n, 1>H%(r-) =0, pour 1 <i<

K. Alors, selon le théoréme 3.4 de [45, chapitre 1] il existe un potentiel-vecteur
¥ € HY(Q) tel que Bv =rot ) in Q. On a, selon la formule de Green (2.1) :

/v-%dQ:/v-rot@dQ:/rotv-EdQ—i—(vxn,¢> 1 =0
Q Q 0 H2(D)

Donc, v = 0. La démonstration est achevée. |

Remarque 4.2.4. On peut vérifier facilement que Zy(2;B) = grad[Qn(€2; B)],
ot Qn(Q;B) est 'ensemble des éléments q € Hyo(Q) tels que Agq = 0 dans Q.
En effet, la deuxieme inclusion est évidente et, pour la premiere inclusion ol suffit
d’utiliser le théoreme 3.3.9 de [4] qui indique que tout élément v de Hy(rot 0; )
s’écrit de fagon unique sous la forme v = grad q avec q appartient & Hjo (). Une
base de Qn(2;B) est 'ensemble (q)1<k<k tel que Qryr; = Ok pour i =1,.., K.

L’espace Zy(€2; B) étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes.
Nous pouvons utiliser n’importe quelle norme pour mesurer des éléments de cet
espace ; par exemple

v ol ou v [(Boen, Ty e,

avec 1 < p < oo. Comme Zy(2;B) = grad Qn(€2;B), on peut aussi utiliser
v = gradq — |(qr,)i1<k<klp, avec 1 < p < oo. Par la suite, nous noterons
| - |zy (@) la norme choisie.

4.2.2 Un résultat de compacité

Introduisons 'espace fonctionnel
Xnr(2B) := {w € H(rot; Q) : divBw € L*(Q) et wr|, € L*(T)};

évidemment, wT|. peut étre remplacé par w x m, dans la définition ci-dessus.
Nous le munissons de sa norme canonique

lwlx, @z = lwll* + [ rot wl|* + || div Bw|® + [|wr L2 r)- (4.13)
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Ci-dessous, nous prouvons quelques propriétés utiles de 'espace Xy r(€2;B) : il
s’'injecte de fagon compacte dans L?(2), ce qui donne une inégalité en norme L2
pour les éléments de X r(€2;B), et enfin déduire une nouvelle norme équivalente
a (4.13). Ces résultats généralisent ceux de [46, théoréme 3.22| (pour la condition
aux limites w x m = 0 et I' connexe) et [4, théoréme 8.1.3] (ot B est supposée
réelle et symétrique, et w x n = 0 sur I'p avec OI'y N Il'p = ), tous deux fon-
dés sur le travail de pionnier [77]. Cependant, les deux caractéristiques négatives
simultanées (non-hermitisme de B et non-connexité de I') appellent une démons-
tration minutieuse. Cette injection constitue un résultat un peu plus général que
celui dont nous avons besoin pour notre étude, & savoir 'injection compacte des
sous-espaces de Xy (£2;B) définis par divBw = 0 et w x n = 0 sur ' ou I'p
dans L?(Q).

Injection compacte de Xy r(Q2;B) dans L?(Q)
Définissons
Zy(92) := Hy(rot 0; Q) N H(div0; Q) = Zxn (2 1).

Comme la matrice identité I satisfait évidemment la condition (4.2), Zy(2) est
de dimension K et une base est donnée par (4.10). Ensuite, nous introduisons le
sous-espace (fermé) de H(div 0; ) :

H'(div0; Q) := {v € H(div0;Q) : (v-n, Dby =0 1<k <K}
k

Comme conséquence immédiate de la proposition 4.2.3, nous avons :

Proposition 4.2.5. La décomposition orthogonale suivante de ’espace H(div 0; )
est satisfaite :

H(div0: Q) = Zx(Q) & H (div 0; ).

Rappelons un théoréme classique de |2, 4] que nous utiliserons par la suite.

Théoréme 4.2.6. Etant donné v € L2(Q), on a

dive =0 dans €0, Jw € H!, (Q),
k:0>0§i§K < v=rotw, divw =0 dans Q.

Maintenant, nous pouvons prouver le résultat de compacité suivant.

Théoréme 4.2.7. L’injection de Xnr(Q;B) dans L?(Q) est compacte.
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Preuve. Soit (v,,)nen une suite bornée de Xy (€2;B). D’aprés le lemme 4.2.2,
il existe deux suites (¢, )nen €t (v1),en d’éléments, respectivement, de H}(Q) et
L2(92), telles que v,, = grad g, + v. pour tout n. Notre but, a 'aide de cette
décomposition, est de prouver quune sous-suite de (v,,),, converge fortement dans
L?(2). Cela se fait en deux étapes.

ETAPE 1. Selon (4.9), la suite (g, ), satisfait, pour tout n : || grad g,|| < C||v,|,
avec C' indépendant de v,,. Alors, (g,), est bornée dans H} (), et puisque H}(€2)
s’injecte de fagon compacte dans L?((2), il existe une sous-suite, encore notée par
(Gn)n, qui converge fortement dans L?(£2). Maintenant, montrons que la sous-
suite (grad q,), converge dans L%(Q2). Notons v, := v, — v,, et grad ¢,,, :=
grad ¢,—grad ¢,,. Par construction, la suite (g, ), vérifie div Bv,, = divB grad ¢,
pour tout n € N. Cela conduit & I'inégalité

|(div(B grad gum) | gum)| = [(div(Bvawm) | gum)|
|| i (B ) [ {1 g

<
< qup HUTLHXN,F(Q§B) HQnm” < ' HQan
n

D’autre part, de (4.2) et la formule d’intégration par parties (4.3), nous dédui-
sons :

|(div(B grad ¢um) | ¢um)| = |(Bgrad ¢, | grad ¢um, )]
> ¢ H grad qﬂmHQ-

En combinant ce qui précéde, nous concluons :

C/
| grad g, — grad g,,[|* < < Il
Alors, (grad g,), est une suite de Cauchy dans L*(), et donc elle converge dans
cet, espace.

ETAPE 2. Rappelons que la suite (v!), vérifie divBv? = 0, rot v = rot v, et
vl Xnr = v, xnr. Par la proposition 4.2.5, il existe une suite (y,,), d’éléments de
H'(div 0; Q) et une suite (2,), sur Zy(Q) telles que Bv! = z, +y,, pour tout n.
La suite (2,), est bornée dans I'espace vectoriel de dimension finie Zy(€2), alors
il existe une sous-suite, encore notée par (z,),, qui converge dans toute norme,
e.g., celle de L?(Q2). Ensuite, d’aprés le théoréme 4.2.6, il existe une suite (w,),
d’éléments de H'(Q) telle que y,, = rot w,, pour tout n, et elle vérifie :

[wnllr @) < €y,

pour un certain & > 0. Comme (y,,), est bornée dans L?(), il résulte que
(w,,), est bornée dans H'(Q). Comme 'application trace est continue de H'(Q)
dans H2 (I'), il s’ensuit que (wpr), est bornée dans H: (I'). Done, par le théoréme
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d’injection compacte de Sobolev, on peut extraire une sous-suite, encore notée
par (wy),, qui converge dans L*(Q) et telle que (wy ), converge dans L*(I).
Notons vl = vl —vl w,, = w,—w,, et z,, := 2, — z,,. Selon la condition
(4.2), B est inversible, et nous trouvons
}(IB%_l(znm + rot wy,,) | Zpm + rot wnm)| = ’( v, | IB%'vnm)}
2
> (vamll*

Ensuite, par la formule d’intégration par parties (2.1), nous obtenons

! (Bfl(znm + rot wy,y,) | Zpm + rot wnm) ’

= | v, | Zym + rot 'wnm)‘

(vn,
_ ‘(vnm | an) (rot'v | 'wnm) + (Uzm X n | ('wnm)T)m(r)‘
(vn,

‘ Vom ‘ znm) (I‘Ot Vnm | wnm) + (vnm XN | (wnm)T)LQ(F))

IA

2sup [[onlxy r @) ([ Znm | + [[wWnmll + [ wWnmllzzm))-
< O (lznmll + llwnm || + l1wnmllr2m))-

En combinant ce qui précéde, nous trouvons

!
lon, = villEzi) < = (1Zaml + lwam | + [wamlL2m))-

S
Alors, (vl),, est une suite de Cauchy dans L%(Q), et donc elle converge dans cet
espace. Finalement, la sous-suite (v,,),, définit par v, := grad ¢, + v1, converge
dans L?(Q). ]
Normes équivalentes sur Xy (£2;B)

En conséquence du théoréme 4.2.7, nous déduisons l'inégalité suivante en
norme L?(Q). On note Pz, s la projection orthogonale dans L*(2) sur l'es-
pace Zx();B).

Proposition 4.2.8. [l existe une constante C' > 0 telle que

V'U € XNI(Q;B),
o]l < C{l[rotv|| + || divBo|| + [|vr|[Lr) + [Pzy@r)vlzy@s)- (4.14)

Preuve. On démontre par 'absurde. Si (4.14) n’est pas vraie, alors il existe une
suite (v,,), € Xyr(£2;B) telle que, pour tout n :

[vall = 1, (4.15)

rot v, iv B, UnT||L2(D) Zn (B)VUn|Zy (B) <
[ rot v,|| + || div Bo, || + ||vnr[lLew) + |7 | <
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Cela implique que (v,) est bornée dans Xy r(2;B), donc elle admet une sous-
suite, encore notée (v,,), qui converge faiblement vers un certain v € Xy (2; B).
Nous déduisons, en particulier, que les suites (rotwv,), et (divwv,), convergent
faiblement vers rot v et div v respectivement, et

v, — vt dans L*(I).

En combinant cela avec (4.16), on obtient les convergences fortes et les valeurs
des limites correspondantes de

rotv, — rotv =0 dans L*(),
divBv, — divBv =0 dans L*(Q),
v, — vt =0 dans L*(T).
Donc, v € Zy(92;B). D’autre part, Pz p)vn — Pzy@mpv; la convergence est

en fait forte car 'espace est de dimension finie. Mais I’équation (4.16) implique
que Pz, opv =0, Le, v € Zy(;B)* aussi. En d’autres termes, v = 0.

Puis par le théoréme 4.2.7 d’injection compacte, (v,,) converge fortement dans L?((2),
et la limite est nécessairement égale a v. Avec (4.15), cela implique ||v||r2) = 1.
Ceci est une contradiction et la démonstration est compléte. [ ]

Corollaire 4.2.9. La semi-norme

N[

|U|XN,F(Q;IB) = (H rot 'UH2 + ” diVIB%’UH2 + ||'UT||%2(F) + |PZN(Q;B)'U|ZN(Q;]B)>

est une norme dans Xy r(Q;B), équivalente a la norme canonique.

4.3 Propriétés spectrales de certaines matrices utiles

Comme au paragraphe 3.1, nous allons étudier quelques propriétés de certaines
matrices. Nous notons encore || - || o 1a norme de M3(C) subordonnée a la norme
euclidienne. Dans I’étude de la stabilité du notre systéme, en plus de I’hypothése 1,
NouS SUpPposons :

Hypothése 2. Pour chaque espéce s, les fonctions réelles v, et wy,s sont bornées
inférieurement par une constante strictement positive sur €1, i.e., il existe v, > 0
et wy, > 0 telles que :

Wps(T) > wy, vs(x) >1e, Vsed{l, 2}, Vxel pp. (4.17)

Débutons par un résultat général sur les matrices qui sera utile dans cette section.
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Lemme 4.3.1. Soient a, b et f trois fonctions complexes qui dépendent de la
variable x. Alors la matrice

a b 0
b a O (4.18)
0 0 f

est normale, i.e., elle commute avec sa transposée conjuguée, et ses valeurs propres
sont Ay =a+1ib, Ao =a —ib et A3 = f.

Dans cette section, nous nous plagons dans le repére de Stix introduit dans [72]
et défini par :

Définition 4.3.2. On appelle repére de Stiz, un repére orthonormé (ey, e, es)
tel que le vecteur ez est paralléle au champ magnétique statique B ..

Dans le reste de ce mémoire, nous prenons es(x) = b(x), pour tout x € €.

Proposition 4.3.3. Soient s € {1, 2} et a € R. Alors, la matrice ial+ My est
inversible pour tout € ). De plus, son inverse est uniformément borné sur €.

Preuve. Tout d’abord, nous déterminons la matrice M. Soient v € C? et
(a1, g, a3) € R? ses coordonnées dans le repére de Stix. D’aprés la définition
de M, nous obtenons

Mev = (aqvs — @Qes)er + (aovs + a1 )es + asvses.

Alors, I’expression de M s’écrit :

ve —{2. O
M, = | 2. v 0
0 0 Vs
Nous en déduisons que
io+v, —82, 0
ial -+ Ms = \ch iTe} + s 0
0 0 o+ vy

Le déterminant de cette matrice est :
det(ial + M) = (i +vy) [(iv + v5)* + 22]
= (la+wv,) [(22,+ 12 — o®) + 2iay,] :=d,.
Par ’hypothése 2, pour a € R fixé il suit que |ds(x)| > d, > 0 presque partout

sur ). Ainsi, la matrice ial + M est inversible, et la formule d’inversion usuelle
donne :

1 (i +v6)?  Quslic + vy) 0
(ial +M,)™ ! = 7 —Qu(la+vs)  (ia+ v,)? 0
s 0 0 (o + vs)* + 22
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Remarquons que cette matrice a la méme forme que celle donnée par (4.18), donc
d’aprés le lemme 4.3.1 elle est normale. En utilisant [28, théoréme 1.4-2], nous
déduisons que la norme || - || de (ial+ M) ™! est égale a son rayon spectral. Par
conséquent, pour prouver que (ial + M,)~! est uniformément borné, il suffit de
borner son rayon spectral sur €. Ses valeurs propres sont :

(i + )2 + 102, (1 + v)
Ya,1 = d

(i + vg)? — 12 (i + vy)
Ya2 = d

(i + vg)? + 22
Ya,3 = d .

D’apreés ’hypothése 1 et ce qui précéde, ces valeurs propres sont bornées sur 2. m

De I'hypothése 1 et de la proposition 4.3.3 il s’ensuit que :

Proposition 4.3.4. Considérons o € R. Soit D,, : Q@ — M3(C) la matrice

Dy (x) = Zwﬁs(m)(iaﬂ + M,(x))™t,  pour = €. (4.19)

Alors, D, est uniformément bornée sur ().

Soit a € R. Nous introduisons maintenant une autre matrice qui jouera un
role important dans les preuves de stabilité. Définissons

P Q 0
B, :=ial + D, =[-Q P 0 (4.20)
0 0 R

ot les fonctions P, ) et R sont données par

w2 () (ia + vy(x))

Ple) = ot ) G Pt 2 (42
o W;%s(w)908<w>

Q(x) = Z ot @) 2@ (4.22)

R(x) = ia + Z% (4.23)

Selon le lemme 4.3.1, la matrice B, est normale, c’est-a-dire B, B} = B’ B, ou B},
est sa transposée conjuguée, et ses valeurs propres sont

Aa1 =P +1iQ, Aa2=P —iQ, Aaz=R.

76



Selon la proposition 4.3.4, nous déduisons que B, est uniformément bornée sur
Q, i.e., il existe une constante 7, > 0 dépendant de « telle que

sup [|Ba ()| m < 70
e

Nous allons prouver a présent certains résultats concernant cette matrice.

Proposition 4.3.5. Soit a € R. Alors, les parties réelles de (Aaj)j=1, 2, 3 sont
uniformément bornées inférieurement sur ). Nous définissons alors (, comme
étant

(o '= min inf RN, (x)) > 0. (4.24)

j=1, 2, 3 z€Q

Preuve. D’aprés (4.21)—(4.23), on obtient l'expression des parties réelles des
valeurs propres de B, :

Ra(@) = R(P+iQ)(x)]
B w;1273<m>VS(w) z a)? + 12 (x
= L @@ 7 (e) - P T aae) (Pe®) T ) @),
Rs(@) = RIP@) - Q@)

Gréce a 'hypothése 2 et a (3.10), on en déduit que ces parties réelles sont stric-
tement positives. Le reste de la démonstration découle des hypothéses 1 et 2.
[ ]

A partir de cette proposition, nous pouvons énoncer un encadrement fondamental.
Lemme 4.3.6. Sous les hypotheses 1 et 2, et pour tout o € R, on a :

Na(V*v) > [*By(z)v] > R By (x)v] > (W(viv), Yo € C’, Vz Q. (4.25)

Preuve. Rappelons que la matrice B, est normale, donc elle est diagonalisable
dans une base orthonormée de C3. Il existe une matrice unitaire U constante et
une matrice diagonale P(x), pour x € €, telles que B, (x) = UP(x)U*.

D’ou, pour tout v € C3, nous avons

v'B,(x)v = v*UP(x)U"v = (U'v) 'P(x) (U v).
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En notant v; la jéme composante du vecteur U*v, nous pouvons conclure que

R{v"Ba( Z/\aj )[v;°] ZSR x))|v;?

Puisque U* est unitaire, on trouve |[U*v| = ||’U|| Par conséquent, en utilisant
(4.24) nous obtenons bien le résultat

RvB,(x)v] > (,(vv).
n

Remarque 4.3.7. D’apres le lemme 4.5.6, nous pouvons appliquer tous les ré-
sultats de la sous-section 4.2.1 a la matrice B, pour a € R.

4.4 Stabilité forte

Dans cette sous-section, nous étudions la stabilité forte du systéme d’Euler—
Maxwell (3.1)—(3.5) avec les conditions aux limites homogénes (3.6)-(3.7) dans le
sens ou son énergie converge vers zéro lorsque ¢ tend vers 'infini pour toutes les
données initiales dans un sous espace fermé, & déterminer, de I'espace d’énergie.
Nous commencons par le cas du conducteur parfait puis nous passons au cas de
la condition de Silver—Miiller homogéne. Pour £ = 1, 2, le domaine D(A;) ne s’in-
jecte pas de fagon compacte dans X ; donc, la résolvante de A, est non compacte,
comme indiqué dans I'introduction de ce chapitre. Donc, cela empéche 'utilisa-
tion de nombreux résultats théoriques sur les opérateurs et méthodes basées sur
la compacité des trajectoires comme le principe de l'invariance de Lasalle |70] et
la décomposition spectrale de Benchimol [14]. Par conséquent, nous utiliserons
un critére plus général di a Arendt-Batty et Lyubich-Vu [3, 55], sans besoin
d’aucune condition géométrique supplémentaire sur le domaine (2.

Nous supposons dans cette section que, outre ’hypothése 1, I'hypothése 2 est sa-
tisfaite. Notons que, en conséquence de ces deux hypothéses, les espaces L?S)(Q)
sont égaux & L?(), et les normes || - || et || - || sont équivalentes. De méme, la
norme || - ||x est équivalente & la norme canonique de L?()*.

Dans le cas ot ['4 est non vide, nous gardons les hypothéses sur I'p et I'4 in-
troduites dans la section 3.3. Autrement dit, nous travaillons dans le cas général
et I'intersection entre leurs frontiéres peut étre vide ou non sauf que I'4 est soit
lisse, soit polyédrique sans sommets pathologiques.

4.4.1 Cas du conducteur parfait

Pour prouver la stabilité forte du modéle dans le cas du conducteur parfait,
(B1), nous démontrons que Popérateur —A; n’admet pas de valeurs propres ima-
ginaires pures et que o(—A1) NiR est au plus dénombrable.
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Débutons par étudier les valeurs propres sur I'axe imaginaire.

Proposition 4.4.1. Pour tout « € R\ {0}, lopérateur iall+ A, est injectif, i.e.,
ker(ial + A;) = {0}.

De plus, 0 est une valeur propre de Ay et [’ensemble correspondant de vecteurs
propres est :

ker Ay = {(0,0,0,V) : V € H(rot 0;Q)}.

Preuve. Soient a € R et U = (Uy,Us, U3, Uy) " € D(A,) tels que
(ial + AU = 0. (4.26)

Ceci est équivalent au systéme

iUy + MUy — gqwiy Us = 0, (4.27)

iUy + MUy — eqwy, Us = 0, (4.28)
1 1

iaUs +—U, + —Us; —*rotU; = 0, (4.29)
o o

iaUy +rotUs = 0. (4.30)

En prenant la partie réelle du produit scalaire de (4.26) avec U dans X, on
obtient :
Ria |Ull%) = R (44U, U)x = 0.

Par la monotonie de Ay, voir (3.22), on prouve que :

S US US
<” ) =0, s=1, 2. (4.31)
EoWps | Wps
En utilisant 'hypothése 2, on trouve bien
S US US *
(” ) > oe, s=1, 2 (4.32)
80(*‘)}75 Wps €0

Ainsi, de (4.31) et (4.32), nous déduisons
Uy =0 and U, =0 dans . (4.33)
Ceci, avec 'équation (4.27), implique que

Us; =0 dans Q. (4.34)
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Maintenant si a # 0, Uy = 0 découle de (4.34) et (4.30). Et si @« = 0, on
conclut des équations (4.29), (4.33) et (4.34) que rot Uy = 0. La démonstration
est terminée. |

Observons que ker A; constitue 'espace des solutions stationnaires du probléme
(3.1)-(3.5) avec condition aux limites du conducteur parfait électrique (3.6) sur
tout le bord. Comme H(rot0;2) est de dimension infinie, alors il en est de
méme pour ker A;. En utilisant la remarque 3.4.2, nous pouvons parler de la
restriction de A, sur l'espace X;. Définissons alors 'opérateur non borné A;x, :
D(A;)NX; — X;. Dans ce cas, 'ensemble des solutions stationnaires du probléme
formé par les équations (3.1)—(3.5) et (3.55), avec les conditions aux limites (3.6)
et (3.56), est égal a
ker(A1|X1) = {0}3 X ZT(Q),

ol le noyau

Z7(Q) := H(rot 0; Q) N Ho(div 0; §2).
Rappelons que dans §2.2, nous avons donné une caractérisation de 'espace Zr(£2).
Il est de dimension finie, égale a J, le nombre de coupures (si 2 est topologique-
ment trivial alors Zp(€2) = {0}), et une base de cet espace est donnée par la
proposition 2.2.3 qu’on va utiliser par la suite. Les noyaux de 'opérateur A; dans
X et dans X; possédent le méme espace orthogonal d’aprés les décompositions
orthogonales (2.5) et (2.6) sous le produit scalaire de L*(2).

Proposition 4.4.2. Pour tout a« € R\ {0}, lopérateur ial + A, est surjectif,
1.€.,

Preuve. Prenons a € R\ {0} et F = (Fy, Fy, F3, F4)" € X quelconques. Nous
cherchons U = (Uy,U,,Us, Uy, )" € D(A;), qui résout

(ial4+ A;)U = F. (4.35)
De maniére équivalente, d’aprés (3.14), nous considérons le systéme suivant
ioUy + MUy — ey Us = Fy, (4.36)
iUz + MpU, — egwi, Us = F, (4.37)
iaUs + 1 U, + 1 U, —?rotU, = F;, (4.38)
€o €o
)

iO./U4+I'OtU3 = F4. (439

En utilisant (4.36), (4.37) et (4.39), nous gardons Us comme inconnue principale
et éliminons les autres :

Uy = (iod+ M) ' (Fy +gow’ Us), (4.40)
Uy, = (ial+My) '(Fy +eowi, Us), (4.41)
U, = (ia) ' (Fy—rotUs). (4.42)
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En insérant ces expressions dans (4.38), nous obtenons une équation en Ug :

2 2
i Ug + C— rotrot Uz +D,Us = F3+ C— rot Fy — 1 Z(ia]l—i—Ms)*lFS. (4.43)
i i €0 £
Si l'on écrit la formulation variationnelle de cette équation (compte tenu de la
condition au limite E-n = 0 sur '), nous ne pouvons pas appliquer le théoréme de
Lax—Milgram comme dans la proposition 3.2.1 : 'opérateur du premier membre
(méme multiplié par une constante convenable) n’est pas positif. Nous allons donc
résoudre ce probléme avec une version adaptée de I'alternative de Fredholm pour
les problémes contraints, comme dans [4, §4.5.1] ou §2.3. La prise en compte
des contraintes est nécessaire pour donner des propriétés de compacité (par le
théoréme 4.2.7), qui ne sont pas fournies par la définition de notre opérateur
d’évolution.

Ainsi, nous introduisons la formulation mixte suivante pour (4.43) :

Trouver (Us,p) € Hy(rot; Q) x Hj,(Q) tel que

ao(Us,v) + ¢o(Us,v) + bo(v,p) = Ly(v), Vv e Hy(rot;Q), (4.44)
ba(Us,q) = (G |gradg), (4.45)

ou les formes sesquilinéaires a,, ¢, et b, sont définies par :

ao(w,v) = (i) 'c*(rotw | rotv), (4.46)
Co(w,v) = (Byw|v), ou B,=ial+D,, (4.47)
bo(v,q) = (B,v|gradq). (4.48)

La forme anti-linéaire L, est donnée par :

Lo(v) = (F3 | v) + 1% (Fy | rotv) — %Z ((ol + M,)'F, | v),  (4.49)

et G est un élément de L?(2) qui sera choisi plus tard.

Pour montrer que la formulation variationnelle (4.44)—(4.45) est bien posé, nous
vérifions d’abord que les hypothéses du théoréme 2.3.6 sur des problémes de type
Helmholtz avec contraintes sont remplies, et nous concluons par ’alternative de
Fredholm.

1) Continuité: il est clair que les formes sesquilinéaires a,, b, et c,, et la forme
anti-linéaire L,, sont continues.

11) Coercivité sur le noyau: le noyau de b, est défini par

K = {v € Hy(rot; Q) : b,(v,q) =0, Vg€ Hin(Q)}
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qui, selon les formules de Green (4.4) and (4.3), peut s’écrire

K = {veHy(rot; Q) NH(divB,0;Q) : (Bov-n,1) 1 =0, VI<k<K}

H2 ()
= {v € Hy(rot; Q) N H(divB,0;Q) : Pz, p.)v = 0}.

D’aprés le corollaire 4.2.9 appliqué au sous-espace fermé K de Xy r(2;B,), la
forme sesquilinéaire a,, est coercive sur K x K.

111) Condition inf-sup: soit ¢ € Hj,(2) et posons v = grad ¢ € Hy(rot0; Q2),
donc v vérifie ||v||larota) = (|| + || rot v[|?)z = ||v|. D’autre part, d’apres le
lemme 4.3.6, nous avons

bo(v,q)] = |(Bov |gradq)|=|(Bav |v)|
> vl = Gllvll || grad g (4.50)
En combinant ce qui précéde, il s’ensuit que
‘60(07Q)’
————— > (,|lgradq| = (. 1) 4.51
H'UHH(rot;Q) —C ||g QH C ||Q||Haﬂ(ﬂ) ( )

Par conséquent, il existe C, = (, > 0 tel que

b (v,
Vg € Hyo (), sup (v, 9l

> Cy |lq||m .
vEHy(rot;) HUHH(rot;Q) | HH@Q(Q)

Donc, les hypothéses du théoréme 2.3.6 sont satisfaites : nous pouvons appliquer
I'alternative de Fredholm (théoréme 2.3.1). Ainsi, nous montrons que la formula-
tion variationnelle (4.44) est injective sur le noyau K, ¢’est-a-dire sa solution est
unique. Soit Z3 une solution de

Vo e K, an(Z3,v)+co(Z3,v) =0. (4.52)

Puisque Z3 appartient a K, on a Z3 € H(rot; Q) avec divB,Z3 = 0 dans Q et
Z3 x np = 0. Ensuite, considérons y € D(2). Introduisons le champ scalaire
© € Hjo () qui résout la formulation variationnelle : pour tout ¢ € H}o(9),
(B, grad ¢ | grady) = (B,y | grad ¢). Par construction, v := y — grad ¢ ap-
partient & K avec rotv = roty, donc on peut l'utiliser comme fonction-test
dans (4.52). D’autre part, nous avons

((ia)"'*rotrot Z3 + B, Z3,y) = (ia) 'c®(rot Z3 |roty)+ (B.Zs | y)
= (ia)"'c¢® (rot Z5 | rotv) + (B,Z3 | v + grad ¢)
= (ia)"'¢*(rot Z; | rot v) + (B, Z3 | v) = 0.

La derniére ligne est obtenue par intégration par parties, en utilisant que div(B,Z3) =
0 dans Q et (B,Z3 - n,l)H%(F y = 0, pour tout 1 < k& < K. Rappelons que

k
B, = ial + D, ; comme y est quelconque, il s’ensuit que :

iaZ3+ (ia) 'Protrot Z3 + D,Z3 =0, dans D'(Q). (4.53)
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Soient maintenant Z, Z, et Z, définis par

(ol +M,)Z, = eowi,Z3, s=1, 2; (4.54)
Z, = —(ia)'rot Zs. (4.55)

Clairement, ces champs appartiennent a L%s)(Q) = L?(Q). En remplagant la ma-
trice D, par son expression dans (4.53) et en utilisant les définitions ci-dessus,
nous obtenons { 1
iaZy+ —Z,+ —Zy—c*rot Z, =0, (4.56)
o €o
ce qui implique que rot Z, € L*(Q). Les équations (4.54)-(4.56) sont équiva-
lentes a (ial + A))Z = 0, avec Z = (Z1,Z,Z3,Z4)" € D(A). Par consé-
quent, selon la proposition 4.4.1, on trouve Z = 0, et alors Z3 = 0 dans €.
Ainsi, la formulation (4.52) est injective. Finalement, selon le théoréme 2.3.6
et la proposition 2.3.5, le probléme (4.44)—(4.45) admet une unique solution
(Us, p) € Hy(rot; Q) x H}, ().

Pour montrer I'équivalence entre (4.44) et la formulation forte (4.43), nous devons
vérifier que le multiplicateur de Lagrange p est nul. En prenant v = gradp €
Hy(rot; Q2) comme une fonction-test dans (4.44), nous obtenons
1
(BoUs | grad p)+(Bo gradp | gradp) = (Fs | gradp)—— > ((iel + M.)"'F, | gradp).
0
(4.57)

Le premier terme ci-dessus est le premier membre de ’équation de contrainte (4.45).
Alinsi, en choisissant

. 1 : —1 2
G :=F; — p Z:(laﬂ +M,)"'F, e L3(Q), (4.58)

nous obtenons, selon (4.57) et (4.45),
(B, grad p | grad p) = 0.

Grace au lemme 4.3.6, nous déduisons que grad p = 0 dans 2. Comme p appar-
tient & Hj(Q2), nous trouvons p = 0.

Revenons au probléme (4.35). Nous définissons Uy € L?))(Q), Uz € L, (Q)
respectivement par (4.40) et (4.41). Définissons de plus Uy € L*(Q) par (4.42).
En prenant v € D(2) comme une fonction-test dans (4.44), en remplacant B,
par son expression et en utilisant la formule de Green (2.1), nous obtenons I’équa-

tion (4.43), et par la définition (4.42) de Uy nous trouvons

1
iaUs — ®rot Uy + DoUs = Fs — — Y (ial+M,)'F, dans D'(Q). (4.59)

EQS
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Ceci implique que rot Uy € L?(Q). Pour finir la démonstration, il reste a vérifier
que 1’équation (4.38) est satisfaite : pour cela, il suffit de remplacer en (4.59) la
matrice D, par sa définition et d’utiliser les deux équations (4.40) et (4.41). m

Introduisons un sous-espace fermé de X :

X, = L2(Q) x L3(Q) x L*(Q) x H(div 0; Q). (4.60)
Bien siir, il est un espace de Hilbert pour le produit scalaire induit.
Proposition 4.4.3. L’image R(A,) de A, est incluse dans X;.

Preuve. Considérons U = (Uy,Us, Us,Uy)" un élément de D(A;). Alors, par
la définition (3.18) de Ay, AU appartient a X, si, et seulement si, rot Uz ap-
partient & Hy (div0; Q). Mais Us € Hy(rot; (), et ¢’est bien connu (voir, e.g., [4,
remarque 3.5.2|) que v € Hy(rot; Q) implique rot v € Hy (div0; Q). ]

L’analyse spectrale de 'opérateur A; montre qu’aucune stabilisation ne peut avoir
lieu dans tout 'espace X : une donnée initiale U, € ker A; engendre une solu-
tion constante dans le temps. Les résultats ci-dessus nous amenent & introduire
I'opérateur non borné A; : D(A;) — X; défini par

D(A;) = D(A)NX; et AU =AU, YU € D(A,). (4.61)

Les propriétés spectrales de .&1 se déduisent facilement des propositions 4.4.1
et 4.4.2. On a le résultat suivant.

Proposition 4.4.4. Pour tout o € R, l'opérateur ial + &1 est injectif. Pour
a € R\ {0}, il est surjectif.

Preuve. L'injectivité pour o # 0 découle directement de la proposition 4.4.1.
Pour a = 0, AU = 0 signifie U € X; et AJU = 0, donc U; = Uy = Uz = 0,
U, € H(rot 0; Q) et Uy € HY (div 0; Q). Selon (2.6), cela implique Uy = 0.

En tenant compte de la proposition 4.4.2, la propriété de surjectivité signifie que,
si F' € X4, 'unique solution U de iaU + A; U = F appartient & X;. Ceci, a
son tour, est une conséquence évidente de la proposition 4.4.3. [ ]

Nous remarquons que X; est un espace invariant pour le probléme (3.19), voir
lemme 4.4.7, c¢’est-a-dire que la solution U appartient a X; dés que Uy est dans
X;. Nous introduisons alors le semi-groupe (7' (t));>o défini par

Ty(t) == Th\pi,y(t), pourt>0.

Nous avons le résultat principal suivant sur la stabilité forte du modéle.
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Théoréme 4.4.5. Le semi-groupe de contractions (Tl (t))i>0 de générateur —,&1
est fortement stable sur l’espace d’énergie X1, i.e.,

Jim | Ti(t)Uollg, =0, VYU, € X,. (4.62)

Preuve. D’aprés la proposition 4.4.4, nous concluons que

o(—A))NiR=2 ou {0},

qui est dénombrable dans les deux cas, et que 0 n’est pas une valeur propre.
D’autre part, A; est monotone dans X;, alors —A; est dissipatif dans X;. Le
reste de la preuve découle du théoréme 2.4.19. [ ]

Remarque 4.4.6. Comme nous le verrons dans le chapitre 5, 0 n’appartient pas
a O'(-Al).

Du théoréme 4.4.5, nous déduisons la convergence de la solution vers un état
stationnaire non nul en général, qui dépend de la donnée initiale, dans ’espace
X;. Nous notons par P la projection orthogonale dans L*(2) sur Z1(Q).

Lemme 4.4.7. Soit Uy € X; et U la solution du problem (3.19). Alors on a

P(B(t)) = Pi(Bo), Vt>0. (4.63)

Preuve. Soit U = (J1,J3, E,B)" solution de (). De I’équation de Fara-
day (3.4), on a pour tout v dans Zz () :

0B

—(t)-v+rotE(t) - vdQ2=0, Vt>O0.
o Ot

Comme par définition de l'espace Zr(€2), rot v = 0 dans 2, et comme on a aussi
E(t) x n = 0 sur I', on obtient par intégration de partie rot E(t)-v = 0 dans (2.
Par conséquent, on déduit

/B(t)-ﬁdQ:/BO-EdQ, vt > 0,
Q Q

ce qui est équivalent a I’équation (4.63). [ ]

Le lemme 4.4.7 montre que la projection de la solution U sur ker(A;x,) ne
dépend pas du temps. Alors nous concluons. . .
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Corollaire 4.4.8. La solution du problem (3.19) satisfait

lim Tl(t) Ug - Z fj (0, O, 07g;;&/qj)"l' = 0, \V/U() S Xl,
t——4o00 15<0 X,
ot § = (Bo-mn,1)s,, pourj =1, ..., J, et (gradq;)i<j<; est une base de

Uespace Zp () donnée par la proposition 2.2.3.

Preuve. Soit U, € X;. En utilisant la décomposition orthogonale (2.5) et le
lemme 4.4.7, nous concluons que la solution U du systéme (3.1)—(3.5) et (3.55),
avec conditions aux limites (3.6) et (3.56), peut s’écrire comme :

U(t)=U(t) + (0,0,0, P,By),
et U(t) € X, est la solution du problem
8,5[7(15) + Alﬁ(t) =0, pourt >0, (7(0) = U,,

ot la condition initiale Uy = U, — (0, 0,0, P,By) appartient a X;. Ensuite, il
existe .JJ constantes &, ..., &; telles que P,By = Zlgjgj §jgrad g;. Par consé-
quent, élément By — P, By appartient & H (div 0; ), qui donne :

(Bo-m,1)s, = Z€j<grad g m,1)s, =&.
J

Enfin, d’apres le théoreme 4.4.5, U satisfait tliin Hﬁ(t)HXl =0, d’ou le résultat.
—400
]

4.4.2 Cas de la condition de Silver—Miiller homogéne

Pour prouver la stabilité forte du modéle dans le cas de la condition de Silver—
Miiller homogeéne, (B2)nom, nous démontrons que 'opérateur —A, n’admet pas
de valeurs propres imaginaires pures et que o(—A;y) NiR contient seulement un
ensemble dénombrable d’éléments. Nous présentons dans les preuves seulement
les différences par rapport au cas du conducteur parfait.

Commencons par le résultat suivant sur les valeurs propres imaginaires.
Proposition 4.4.9. Pour tout o € R\ {0}, lopérateur iall+ Ay est injectif, i.e.,
ker(ial 4+ Ay) = {0}.

De plus, 0 est une valeur propre de Ay et ’ensemble de ses vecteurs propres est

ker(Ay) = {(0,0,0,V) : V. € Hyr,(rot0;Q)}.
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Preuve. Soient a € R et U = (Uy,Us, U3, Uy)" € D(Ay) tels que
(il + Ay) U =0, (4.64)

ce qui est équivalent, dans €, au systéme (4.27)—(4.30). En prenant le produit
scalaire de (4.64) avec U, on obtient :

R(ia|U|%) = R (AU | U)x = 0.

En utilisant la monotonie de Ay, voir (3.40), on prouve que

v, U, | Uy 2
=0, s=1,2, e |U =0.
<€prs wps) ’ ” 4THL2(FA)
Pour le reste de la preuve, on suit les mémes arguments que dans la proposi-
tion 4.4.1. [

La proposition ci-dessus indique que ker A, coincide avec I’ensemble des solutions
stationnaires du probléme (3.1)—(3.5) avec condition aux limites (3.6) et (3.7)
(avec g = 0). Similairement & Popérateur A;, si nous définissons 'opérateur
Agx, : D(A2)N Xy — Xy comme la restriction de Ay sur Xy, alors nous obtenons

ker(Asix,) = {0}° x Z(;T4),

L’espace Z(€2;'4) est caractérisé dans §2.2. 1l est de dimension fini et selon la
proposition 2.2.7 on a dimZ(€;T4) < N + J — 1. Pour déterminer la dimension
exacte de cet espace, il suffit de rajouter les hypothéses de la proposition 2.2.8,
c’est-a-dire 'ensemble I'4 ; \ OX est connexe pour tout ¢ =1, ..., N et le bord
0%; est soit inclus dans I'p, soit intersecte I'4 pour tout j =1 ..., J. On obtient
alors dAimZ(;T'y) = N+ J —1 avec J' est le nombre des coupures 3; telles que
0X; C I'p.

Selon les décompositions orthogonales (2.16) et (2.17), on constate que 'ortho-
gonal de I'espace ker Ay est le méme que celui de ker(Agx,), et sur cet espace,
nous allons étudier la convergence forte.

Proposition 4.4.10. Pour tout o € R\ {0}, l'opérateur ial + Ay est surjectif,
i.€.

Preuve. Nous suivons la démonstration de la proposition 4.4.2. Soient a € R\{0}
et (Fy, Fy, F3,F;)" € X; nous cherchons U = (Uy,U,, Us,Uy)" € D(A,) qui
résout :

Fy
F,
F3 ’
Fy

(0l + Ay U = (4.65)
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ce qui est équivalent au systéme (4.36)-(4.39), avec différentes conditions aux
limites. Encore une fois, nous éliminons Uy, U, et Uy par (4.40), (4.41) et (4.42)
respectivement, tandis que Us vérifie I'équation (4.43) dans Q. Etant donné la
condition aux limites de Silver—Miiller, la formulation mixte de (4.43) s’écrit, en
rappelant U'espace V défini en (3.37) :

Trouver (Us,p) € V x H}(Q) tel que

a(Us, V) + co(Us, v) + bo(v,p) = Luo(v), YveV, (4.66)
ba(Us,q) = (G |gradq), Vg€ Hyo(Q), (4.67)

ou la forme sesquilinéaire a,, est définie comme :
ao(w,v) := ao(w,v) + ¢ (wT [ v7)p,, (4.68)

la forme a, étant définie dans (4.46); d’autre part, b,, o, L, sont comme
dans (4.47)-(4.49). G est un élément de L?(Q) qui sera choisi plus tard.

La vérification des hypothéses du théoréme 2.3.6 se déroule comme dans la pro-
position 4.4.2.

2) Continuité: évidente.

14) Coercivité sur le moyau: le noyau de b,(.,.) est défini par

K={veV : by(v,q) =0, VqecHp(Q)} (4.69)
qui, d’aprés les formules de Green (4.4) et (4.3), peut s’écrire comme :
K = {veVNnH(ivB,0;Q?) : (Byv-n, 1>H%(F y = 0, V1<k <K}
k

= {U evn H(leBaO, Q) : PZN(Q;B)U = O}

Selon le corollaire 4.2.9, la forme sesquilinéaire a, est coercive sur K x K. En
effet, en prenant v € K, nous trouvons

|aa(v,v)] = )(ia)_lcQHrothz+c||vr||%2(FA)

N

= ((al* e rot vl|*)? + (cllvr e,
Mais, nous avons l'inégalité

1

(24922 > —|z+y|, ¥(zy) €R

Sl

2

Par conséquent,
Ga(o.v)] > — (lal ¢ rotv)2 + ¢ llorExr,)

>

Sl

min{la| =, ¢} (|| rot vl® + o1 ) = C ok, ) -
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111) Condition inf-sup: prenons ¢ € Hpo(Q) quelconque et notons v =
grad q. Alors, nous avons rotv = 0 € L?(Q) et vt = 0 € L*T), donc v € V et
vérifie ||v]]y = ||v]|. La conclusion découle des inégalités (4.50) et (4.51).

Comme dans le cas du conducteur parfait, nous pouvons appliquer I'alternative
de Fredholm. Ainsi, nous montrons que la formulation variationnelle (4.66) est
injective sur le noyau K. Soit Z3 une solution de la formulation variationnelle

Yv € K, 5a(Z3,v) + Ca(Zg,’U> =0. (470)

Puisque Z3 appartient & K, on a Z3 € H(rot;Q2) avec divB,Z3 = 0 dans
Qet Z3 x np, = 0. Comme dans la proposition 4.4.2, on obtient l'existence
de Z,, Z, € L*Q) et Z, € H(rot; Q) tels que (ial + A)Z = 0, avec Z =
(Z\,Zy,Z3,Z,)". Pour appliquer la proposition 4.4.9, il faut vérifier que Z €
D(Ay), i.e., la condition de Silver-Miiller est satisfaite. Pour v € K, en utilisant
la formule d’intégration par parties (2.3) dans (4.70) et 'équation (4.53), nous
obtenons

(Zst | v1)r, —cyu(Zs X n,v7)0 =0, Vv eEK. (4.71)

Maintenant, considérons y € V. Soit ¢ I'unique élément de H},(2) tel que

(Bograd ¢ | grad¢) = (Boy | grad¢), Vi € Hpo(€).

La fonction ¢ est bien définie grace au lemme 4.3.6. Observons ensuite que v :=
y —grad ¢ constitue un élément de K avec v+ = y+ sur I'4. En l'utilisant comme
fonction test dans (4.71), nous trouvons

(Zs7 [ Y1)r, —Cra(Zaxn,yr)q =0, Vyel.

L’équation ci-dessus est la méme que (3.45), donc nous obtenons la condition
aux limites de Silver—Miiller comme dans la preuve de la proposition 3.3.1. Par
conséquent, Z appartient & D(A,), et de la proposition 4.4.9 nous déduisons que
Z =0, donc Z3 = 0, et par conséquent la formulation (4.70) est injective.

Nous déduisons par le théoréme 2.3.6 et la proposition 2.3.5 que le probléme (4.66)—
(4.67) admet une unique solution (Us,p) € V x Hj(€2). En choisissant G' comme
dans (4.58), nous obtenons une fois de plus p = 0. Donc, Us satisfait (4.43), ou
de maniére équivalente

c? 1

— rot(rotUs — Fy) + B, Us = F3 — — Y (ial + M) ' F, 4.72
. rot(rot Us 4) + 3 3 o ;(10[ + M) ( )
au sens des distributions. Définissons Uy, Us, Uy respectivement par (4.40),
(4.41), et (4.42), ces champs appartiennent clairement a L*(2). En combinant

(4.72) et (4.42) avec la définition de B,, on voit que Uy € H(rot; ). Ainsi, le
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quadruplet (Uy, Uz, Us,Uy) vérifie le systéme (4.36)—(4.39). Pour que ce qua-
druple appartienne & D(A,), il faut vérifier que la condition de Silver-Miiller ho-
mogéne sur I'4 est satisfaite. A cette fin, nous utilisons la formule de Green (2.3)
dans (4.66), et trouvons que

¢(Ust | v7)p, — 5, (Us x m,v7) 0 =0, Vv eV (4.73)

En suivant le méme argument que dans la preuve de la proposition 3.3.1, nous
concluons que Eq. (4.73) implique que Ust — cUy x i = 0 dans H’%(FA), ce
qui est équivalent a Us x 1+ ¢ Uyt = 0 dans H™2(I'4) et donc dans L2(I'y) car
Us+ appartient a L?(T'4). Ceci achéve la preuve. n

Introduisons encore un autre sous-espace fermé de X :

X, = L2(Q) x L*(Q) x L*(Q) x Horpauer, 5 (div0; Q). (4.74)
C’est un espace de Hilbert lorsqu’il est doté du produit scalaire de X.
Proposition 4.4.11. L’image de R(A3) of Ay est incluse dans Xo.

Preuve. Soit U = (Uy,U,, U3, Uy) " un élément de D(A,). Alors, par la défini-
tion (3.35) de Ay, on a AU appartient a X, si, et seulement si, rot Uy appartient
a lespace Horp.auxr, »(div0; ©2). Rappelons que Us appartient a Hyr,, (rot; 2),
nous pouvons donc conclure par la proposition 2.2.12, exactement I’équation (2.20).
n

Les résultats de I’analyse spectrale de 'opérateur Ay nous aménent & introduire
lopérateur non borné (D(Az), Ay) sur X, défini par

D(Ay) = D(A) N Xy et AU = AU, YU € D(A,). (4.75)
Etudions les propriétés spectrales de 1&2.

Proposition 4.4.12. Pour tout a € R, lopérateur ial + 1&2 est injectif. Pour
a € R\ {0}, il est surjectif.

Preuve. Semblable & la proposition 4.4.4, en utilisant les propositions 4.4.9,
4.4.10, 4.4.11, et la décomposition orthogonale (2.17). ]

Observons que }22 est un espace invariant pour le probléme (3.36), voir le lemme 4.4.14,
c’est-a-dire la solution U appartient & Xy dés que U est dans Xy. Nous définis-
sons alors le semi-groupe (7%(t))¢>o défini par

T5(t) == Topx,(t), pour ¢ = 0.

Enoncons maintenant le résultat principal sur la stabilité forte du modéle.
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Théoréme 4.4.13. Le semi-groupe de contractions (Ts(t))iso de générateur —A,
est fortement stable sur ’espace d’énergie Xy au sens ot

lim || To()Uollx =0, YU, € Xo.
t—+o0

Preuve. Il suffit de reprendre la preuve du théoréme 4.4.5. [ ]

De méme que dans §4.4.1, nous déduirons la convergence de la solution vers un
élément de Xy en fonction de la donnée initiale du champs magnétique. Nous
notons par P la projection orthogonale dans L?(Q2) sur Z(Q;T4).

Lemme 4.4.14. Soient U, € Xy et U la solution du probléme (3.36). Alors on
a

En combinant ce résultat avec le théoréme 4.4.13, nous concluons le résultat
suivant.

Corollaire 4.4.15. La solution du probléeme (3.36) satisfait

lim || T,(H)Uy — (0,0,0, P,By) " ||x, =0, YU, € Xo.

t—+o0

4.5 Stabilité forte du modéle avec condition de
Silver—Miiller sur tout le bord

Rappelons que dans §3.5, nous avons défini le probléme (Ps3) qui est formé
par le systéme des équations (3.1)—(3.5) avec la condition aux limites de Silver—
Miiller imposée sur tout le bord et nous avons parlé du caractére bien posé de ce
probléme. Pour le cas homogéne, (P3)nom, la décroissance d’énergie est donnée
par 1’équation (4.1) avec I'y = I' et g = 0. De la méme facon que dans §3.5,
nous pouvons conclure la stabilité forte du (Bs3)nom, sous les hypothéses 1 et 2,
en étendant les résultats de §4.4.2 au cas I'p vide. Comme nous ’avons indiqué
dans la section 3.5, nous n’avons pas utilisé le fait que I'p est non vide dans les
preuves des propositions 4.4.9 et 4.4.10. Les différences portant uniquement sur
les conditions aux limites, et donc les espaces. Les hypothéses du théoréme 2.3.6
restent satisfaites dans la preuve de la proposition 4.4.10. En effet, les résultats de
compacité du théoréme 4.2.7 ainsi que I'équivalence des normes du corollaire 4.2.9
sont traités dans le cas ou la trace tangentielle est définie sur tout le bord, et pas
sur une partie, et est dans L?(T).
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Nous allons donner ici les modifications nécessaires pour les espaces. L’ensemble
des solutions stationnaires du probléme (Ps3)nom dans espace d’énergie X, qui
est égal au noyau du 'opérateur non borné associé a ce probléme, est

{(0,0,0,V) : V € Hy(rot 0;Q2) }

qui correspond a l’ensemble des vecteurs propres de la valeur propre 0. Dans le
méme esprit qu’au §4.4.2, comme cet espace est de dimension infinie, nous allons
passer a un sous espace de l’espace d’énergie. Il s’agit de rajouter la contrainte
sur le champ magnétique, div B = 0 dans €, qui laisse le systéme stable a condi-
tion que la donnée initiale B la satisfasse. Dans ce cas ’ensemble des solutions
stationnaires est

{0}° x Zn(9).

Nous rappelons que 'espace Zy(£2) a été introduit dans les sous-sections 4.2.2
et 4.2.1 avec la matrice B égale a 'identité. 1l est de dimension K, le nombre
de composantes connexes du bord moins un. En particulier, si 02 est connexe,
Zx(Q2) = {0}. Nous réécrivons la décomposition orthogonale introduite dans la
proposition 4.2.5, et une autre dans 'espace L?(Q) :

1

H(div0; Q) = Zn(Q) ® H'(div0; Q), (4.76)
1

L%(Q) = Hy(rot0;Q) @ H (div0; ). (4.77)

Pour la preuve de la décomposition (4.77), nous pouvons utiliser I'inclusion de
I'espace Hy(rot 0; Q) dans grad Hj,,(Q2), qui est fournie par le théoréme 3.3.9 de
[4], et la formule de Green. Comme indiqué ci-dessus, Zy(§2) est 'ensemble des
solutions stationnaires pour le champ magnétique. Donc, pour ¢ > 0, la projection
orthogonale pour le produit scalaire de L?(Q) de B(t) sur cet espace est égale a
celle de Bj. D’autre part, définissons le sous-espace fermé de 'espace X :

X, = L2(Q) x L*(Q) x L2(Q) x H (div 0; Q).

C’est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire de X. D’apres
ce qui précéde, on conclut que X3 est invariant pour le probléme (33). Pour
Uy € )Nig fixé, la solution du (P3)nom converge fortement vers 0. Comme dans le
corollaire 4.4.15, la solution peut converger vers une constante en temps lorsque
la donnée initiale est dans un espace plus grand que X3 : on prend B, dans
H(div0; Q) au lieu de H"(div0; ) et on utilise la décomposition (4.76). Si on
travaille avec la base (grad qx)1<x<x de Zy(§2) définie dans la proposition 4.2.3,
on conclut facilement que la projection orthogonale de By dans Zy(£2) vaut

Z (By - mn, l)r, grad g.

1<k<K
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Chapitre 5

Résultats de stabilisation

Introduction

Nous poursuivons 1’étude sur la stabilisation du modele Euler-Maxwell avec
les deux types de conditions aux limites. Jusqu’a présent, nous travaillions dans
le cas ol les coefficients v, pour s = 1, 2, qui sont responsables de la perte interne
d’énergie, sont définies sur tout le domaine 2. Dans le chapitre 4, en utilisant la
théorie spectrale, nous avons obtenu des résultats de stabilité forte de ce modéle
sans conditions géométriques sur le domaine. Nous avons prouvé que I'énergie
décroit vers 0 dans les espaces X, s = 1,2, dans chaque cas, et vers un état
stationnaire dans les espaces X, s = 1,2, dépendant de la donnée initiale. Dans
ce chapitre, nous souhaitons étudier la question de la détermination des taux de
décroissance de I’énergie. Plus précisément, nous nous intéresserons a la décrois-
sance polynomiale et exponentielle de I’énergie des problémes (1) et (P2)nom-

Dans le cas ol les paramétres physiques vy et w,s sont constants et 2., est nulle,
on parle de cas homogéne et isotrope, ce modéle a été étudié dans [57, 58, 65].
Le cas du conducteur parfait a été étudié dans [57, 58|, et il a été montré dans
[57, théoréme 4.12| qu’il est polynomialement stable, & savoir que son énergie
décroit comme ¢~! pour une donnée initiale suffisamment réguliére. Dans [58],
S. Nicaise s’est intéressé au cas de la condition de Silver—Miiller. Cette condition
est imposée sur toute la frontiére tandis que I’équation de dérivée de la variable
Js est définie sur un sous-espace de 2. I a obtenu une décroissance polyno-
miale de I'énergie de type t~2 et un résultat de stabilité exponentielle en utilisant
la décroissance exponentielle du systéme de Maxwell couplé avec la condition
aux limites de Silver-Miiller. Dans ces références, les auteurs ont supposé que
div E = divJ, = 0 et travaillé avec des conditions plus simples sur le domaine :
le domaine est simplement connexe et & frontiére connexe. Au contraire, dans
ce chapitre, nous gardons notre modéle le plus général possible comme dans le
chapitre 4 en étudiant le cas non-homogéne et anisotrope avec les champs E et
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J s sont & divergence non nulle et le domaine €2 posséde un cadre topologique et
géométrique général (n’oublions pas que les hypothéses introduites dans §3.3 sur
"4 restent toujours imposées).

La question sur la décroissance exponentielle de la solution du systéme de Max-
well (3.3)-(3.4) sans second membre avec la condition aux limites absorbante de
Silver—Miiller a été mise en place par plusieurs auteurs [48, 49, 40, 63|. Elle a été
prouvé sous certaines conditions géométriques sur le domaine. Présentons brieé-
vement ces travaux. Le premier résultat, suite a I’étude asymptotique faite par
H. Barucq et B. Hanouzet [11, 12|, a été obtenu par V. Komornik [48] qui a
supposé que () est strictement étoilé par rapport a l'origine. Dans ce papier, la
condition aux limites de Silver-Miiller est imposée sur tout le bord I" de classe C!.
Tl a montré que 1'énergie £(t) < £(0) el P avec B une constante positive calculée
(cf. théoréme 1.1 de [48] pour lexpression) qui est optimale lorsque € est une
boule ouverte centrée a l'origine, et elle vaut 2R ou R est le rayon de la boule.
La preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs. Ensuite, son résultat a
été étendu par K. Phung [61, 63] & une classe plus large de domaines par ana-
lyse microlocale en suivant la méthode développée par C. Bardos, G. Lebeau et
J. Rauch dans [19, 20] sur I’équation des ondes, qui impose que le champs élec-
tromagnétique soit & divergence nulle, et en utilisant des résultats de propagation
des singularités de ce champ établis dans [56, 79]. Ici, une hypothése suffisante
est que la frontiére du domaine € soit de classe C*. La condition aux limites de
Silver-Miiller est imposée sur I'4 avec OI'y N OI'p = @, comme dans [12]. Enfin,
M. Eller et al. [40] ont aussi prouvé la décroissance exponentielle de I’énergie par
la méthode des multiplicateurs dans une classe plus générale de domaines com-
prenant le cas d’un ouvert strictement étoilé (voir Exemples 3.7 et 3.8 de [40]).
Dans les deux travaux [48] et [40], le champ électromagnétique est a divergence
nulle. Pour étre plus clair, cette condition est importante dans leur démonstration
car elle leur permet de déterminer une identité en fonction de I'énergie qui est
I’outil principal pour prouver la décroissance exponentielle. Par conséquent, nous
ne pouvons pas appliquer cette méthode a notre modéle. D’autre part, H. Barucq
et M. Fontes [17] ont étudié un systéme couplé construit a partir du systéme de
Maxwell posé dans un milieu anisotrope tel que le champ électromagnétique est a
divergence non nulle. Ils ont montré, sous certains hypothéses sur les données ini-
tiales, et en supposant que le domaine est strictement étoilé de frontiére connexe,
que 'énergie (la fonctionnelle) d’ordre deux et un décroit exponentiellement en
utilisant une identité déduite de celle de [48]. Notons que d’un point de vue phy-
sique, comme nous l’avons déja mentionné au début de ce mémoire, la chambre de
tokamak est torique, et le volume du tore n’est pas étoilé. Donc, le cas d’un ouvert
étoilé est loin de notre cas. De méme, notre systéme ne peut pas étre transformé
en équation d’onde, ni pour le champ électrique ni pour le champ magnétique.
Pour cette raison, notre probléme (3.1)-(3.4) n’entre pas dans le cadre de [61, 63].
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Pour faire face a ces difficultés, nous appliquerons une approche dans le domaine
fréquentiel, en utilisant un théoréme de Priiss et Huang [60, 47|, basé sur la bor-
nitude de la résolvante de 'opérateur d’évolution sur I’axe imaginaire. Dans notre
approche, nous montrerons la décroissance exponentielle dans le cas de Silver—
Miiller en nous servant de la décroissance exponentielle du systéme de Maxwell
complet. Autrement dit, nous obtiendrons un résultat conditionnel & 'aide du
systéme de Maxwell dans le cas ol le champ électromagnétique est a divergence
nulle. Mathématiquement, nous pouvons utiliser les résultats de [48, 40, 63]. En
revanche, du point de vue physique, le travail fait par K. Phung [61, 63| est le
plus proche de notre cas. De méme, pour étudier la stabilité polynomiale, nous
utiliserons une approche dans le domaine fréquentiel basée sur la croissance de
la résolvante sur ’axe imaginaire. Par contre, dans ce cas, nous n’aurons besoin
d’aucun résultat supplémentaire. Rappelons qu’une bonne partie du travail sur
le spectre de 'opérateur a été faite dans le chapitre précédent.

Aprés avoir étudié le comportement asymptotique et le taux de décroissance
de la solution dans le cas de la condition de Silver—Miiller homogéne, la question
naturelle qui vient ensuite s’énonce ainsi : peut-on déterminer le comportement
en temps long de la solution générale de () a Paide de ces résultats ? Et sous
quelles conditions sur les données g et U, 7 Le régime harmonique en temps nous
donne la réponse. Il s’agit d’exciter le systéme par une source harmonique, et
dans ce cas la solution obtenue est une limite de la solution générale du modele
instationnaire. Nous verrons que le caractére bien posé repose sur ’absorption,
autrement dit elle dépend des résultats obtenus dans le cas de Silver—Miiller ho-
mogeéne.

Ce chapitre s’organise de la fagon suivante. Dans la section 5.1, nous cherchons
grace a une approche en domaine fréquentiel un taux de décroissance polynomial
pour notre systéme. En effet, sans aucune condition géométrique sur le domaine,
nous établissons une décroissance polynomiale de ’énergie, dans le cas du conduc-
teur parfait et le cas de la condition de Silver—Miiller, de type % Ensuite, dans la
section 5.2, nous donnons des résultats de stabilité exponentielle. Nous montrons
dans la sous-section 5.2.1 que notre systéme n’est pas exponentiellement stable
dans le cas du conducteur parfait, plus précisément nous montrons qu’un nombre
infini de valeurs propres se rapprochent de I'axe imaginaire. Puis, en 5.2.2, nous
démontrons dans le cas de la condition de Silver—Miiller la stabilité exponentielle
de notre modéle en utilisant celle du systéme de Maxwell complet avec les mémes
conditions aux limites. Enfin, dans le dernier paragraphe, en tant qu’application,
nous établissons avec un résultat de convergence vers le régime harmonique dans
le cas non homogéne sous des conditions sur les données de la frontiére.
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5.1 Stabilité polynomiale

Cette section est consacrée a l’étude de la stabilité polynomiale du systéme
(3.1)-(3.5) avec les différents conditions aux limites. Pour cela, nous utiliserons
une approche dans le domaine fréquentiel, & savoir que nous appliquerons le théo-
réme 2.4 de [23] (voir également [21, 22, 54]).

Considérons Q un domaine de R3. Dans tout ce chapitre, nous gardons les hypo-
théses géométriques et les notations de la section 4.1 du chapitre 4. Bien évide-
ment, les hypothéses 1 et 2 sont toujours satisfaites ici puisque ce travail est une
continuation de celle du chapitre précédent.

5.1.1 Cas du conducteur parfait

Selon le théoréme 2.4.22 de Borichev—Tomilov, le C%-semi-groupe (T1(t))i>o
est polynomialement stable de 'ordre de t_%, pour un certain ¢ > 0, sous des
hypothéses sur la donnée initiale si

iR C p(—A1)

et
: L. ~ -
hmsupﬁm(lﬂﬂ—iﬁ&l) " < +o0,

8|00

ou p(—:‘kl) est ensemble résolvant de —A;. Dans le chapitre 4, précisément §4.4.1,
nous avons vu que axe iR \ {0} est inclus dans p(—A;) sous les hypothéses 1
et 2. Par conséquent, il ne reste plus qu’a prouver que 0 € p(—,&l). Puis, nous
allons prouver la deuxiéme condition pour ¢ = 2.

Proposition 5.1.1. L’élément 0 appartient a p(—&l).

Preuve. D’aprés la proposition 4.4.4, nous savons que 0 n’est pas une valeur
propre, donc pour prouver que 0 € p(—A;), nous devons vérifier que A; est
surjectif et a un inverse borné. Les deux propriétés découlent du fait que la
résolvante de —A; est uniformément bornée au voisinage de 0, ce que nous allons
maintenant prouver par 'absurde.

Supposons que la condition ci-dessus soit fausse, alors il existe une suite (5, )nen
dans R\ {0} avec 5, — 0 quand n — 400, et une suite de champs vectoriels

(U )nen = ((U’f, 5, Uy, UZ)T)n dans D(&l), avec
|Unllx =1, Vn, (5.1)
telles que

|8+ A)U,llx — 0 quand n — 400, (5.2)
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qui est équivalent a

i8, U + MUY — gqwly Uy — 0 dans L*(9), (5.3)

i3, Uy + MaUy — eqwip Uy — 0 dans L*(Q), (5.4)
iBpeoUs + U+ UY — gocrot U} — 0 dans L*(Q), (5.5)
ieoc?B, U} +eoc’rot Uy — 0 dans L*(9). (5.6)

Puisque, selon (3.22) et (5.1),
(%
s 5prs

nous obtenons de (5.2)

U

Wps

) = R((Bul + AU, U)x < |8l + A1) Unllx,  (5.7)

2 Un U7L
(V_S _5> — 0, quand n — 400, s=1, 2 (5.8)
EoWps Wps
qui conduit avec (4.32) a
Uy = 0, quand n — +o0, s=1, 2. (5.9)

La matrice M est bornée sur €, et il suit de (5.9) et (5.3) que
U? — 0 dans L*(Q), quand n — 400 (5.10)
et nous déduisons de 'équation (5.5) que
rot U} — 0 dans L*(Q), quand n — +oo. (5.11)

Cela montre que (rot U}), est bornée dans L?(Q). En tenant compte de (5.1),
le suite (UY),, est bornée sur H(rot; 2), et plus précisément dans le sous-espace
fermé 7,(Q) := H(rot; Q) N H(div0; Q) auquel appartiennent tous ses termes
étant donné la définition de D(A;), voir (4.61) et (4.60). Mais J1 () est également
un sous-espace fermé de H(rot; 2) N Hy(div; €2), qui s’injecte de fagon compacte
dans L*(Q) [4, théoréme 3.5.4]; on peut donc extraire une sous-suite, encore
notée (Uy,)n, qui converge fortement dans L2(€2) vers un certain U, € J;(9).
En conséquence, (rot U}), converge au sens des distributions vers rot Uy ; ceci
combiné avec (5.11) implique que

rotU, =0 dans L*(Q).
Alors, U, € H(rot0;9). Avec U, € J1(Q2), cela signifie que U, appartient a
Z7(Q) = H(rot 0;Q) N Hy(div 0; Q) et & son orthogonal H3 (div 0; Q) (cf. (2.5)),
d’ou U, = 0.
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D’autre part, (5.1), (5.9) et (5.10) impliquent que

1= lim |U,|% = lim eoc®|U%|? = g0 E|| U4,
n—-+00 n—-+00

en particulier, Uy # 0, d’ou la contradiction. La résolvante est donc uniformément
bornée au voisinage de 0 :

3C >0, VBel[-1,1]\{0}, [GBI+A)7Y<C. (5.12)

La surjectivité de —A; et le bornitude de son inverse découlent alors d’un argu-
ment standard. Choisissons F' € X; quelconque. Selon la proposition 4.4.4, pour
tout k € N\ {0} il existe un unique U}, € D(A,) tel que (ik~' +A)U, = —F, et

|Ukllx < C|F|x.

Etant bornée, la suite (Uy), admet une sous-suite (encore notée (Uj)x) qui

converge faiblement vers U € Xy, car ce dernier est un sous-espace fermé de X,
qui satisfait toujours ||U||x < C||F||x. De plus, — AU, — —AU au sens de
distributions. Mais, d’autre part

~AU,=F +ik'U, - F dans X.

Par conséquent, —AU = F, ie., U € D(z&l). Comme F' est arbitraire, cela
prouve que —A; est surjective, donc bijective, entre D(A;) et Xy, et son inverse
est borné :

=A)T 1< et I—A) gy p@, < C+ 1.

La surjectivité de —A, peut étre obtenue par un argument direct. Nous avons
donné la preuve ci-dessus car elle fournit un modéle pour celle dans le cas de la
condition de Silver—Miiller. Nous donnons a présent la preuve directe. D’abord,
débutons en rappelant quelques résultats bien connus (cf. |2, théoréme 3.17, théo-
réme 3.12|, [4, chapitre 3|) dont nous aurons besoin dans la preuve.

Théoréme 5.1.2. Etant donné v € L2(Q), on a

dive = 0 dans 2, Jlw € Hy(rot; ),
v-n=0 surl, YN v=rotw, divw =0 dans (),
<’U"I’L,1>2j207 1§]§J, <wn’1>H%(Fk):0’ 0<:i<K.

Théoréme 5.1.3. Etant donné v € L*(Q), on a
dive = 0 dans €, Jlw € Hy(div; ),

L =0 0<i<k & |v=rotw, divw=0 dans,
HZ(Fk) <w . n’ 1>2j — O’ 1 S j S J
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Proposition 5.1.4. L’opérateur A, est surjectif sur Xy, i.e., R(Al) =X, .

Preuve. Prenons F = (F, Fy, F3, F,)" € X, quelconque et cherchons U =
(U17 U, Us;, l]4)T S D(Al), qui vérifie

AU =F, (5.13)

ou de facon équivalente

M1U1 — &p w;lUg = Fl, (514)
M2U2 — &0 w]%QUg = FQ, (515)
1 1
—U1+—U2—02r0tU4 = F3, (516)
€0 €o
rot Ug = F4. (517)

En supposant qu’une solution U de (5.14)-(5.17) existe, nous pouvons éliminer
les équations (5.14), (5.15) et (5.16) respectivement

U = M (Fi+ew,Us), (5.18)
U2 = M51<F2+€OW§2 Ug), (519)
2
1 B , 1
rot U4 = 02_50 ;Ms (Fs + €9 wps Ug) — g F3. (520)

Notons que cette fois, nous avons éliminé rot U, en fonction de Uz car Uy
n’apparait pas dans le systéme. Tout d’abord, nous commencons par prouver
Iexistence Uj qui est régi par

Trouver Uj € L*(Q) tel que

rotU; = F, dans () (5.21)
div(ByU3) = divg dans H1(Q) '
Us;xn =0 sur I'.

avec g un élément de L2(2) qui sera choisi plus tard.

Alors, introduisons la formulation variationnelle mixte du probléme (5.21) :
Trouver (U3, p) € Ho(rot; Q) x Hyo(Q) tel que :
ap(Us,v) +bo(v,p) = Lo(v), Vv € Hy(rot;(2), (5.22)
bo(Us,a) = (glgradq), Vg€ Hy(Q), (5.23)
ou les formes sesquilinéaires ag et by sont définies par :
ap(w,v) := (rotw |rotv),

bo(v,q) = (Bov |gradq).
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La forme anti-linéaire L( est donnée par :
Ly(v) :== (F4 | rotv). (5.24)

Pour établir que la formulation variationnelle (5.22)-(5.23) est bien posée, nous
devons vérifier que les hypothéses du théoréme 4.2.19 de [4], de Babuska et Brezzi,
sont satisfaites.

1) Continuité: il est clair que les formes sesquilinéaires ag et by et la forme
anti-linéaire Ly sont continues.

11) Coercivité sur le moyau: le noyau de by(.,.) est défini par
K = {v € Hy(rot; Q) : bo(v,q) =0, Vg€ Hp(Q)}
qui, selon les formules de Green (4.4) and (4.3), peut s’écrire

K = {v e Hy(rot;Q?) NH(divB,0; Q) : (Bov-n, l)H;(F )= 0, V1 <k <K}
2 (Lg

= {’U S H()(I'Ot; Q) N H(leBoo, Q) : PZN(Q;BO)U = O}

Selon le corollaire 4.2.9 appliqué au sous-espace fermé K de Xy r(£2; By), la forme
sesquilinéaire aq est coercive sur K x K.

147) Condition inf-sup: soit ¢ € Hj,(Q) et posons v = grad ¢ € Hy(rot 0; ),
donc v vérifie ||v|lgrot:0) = [|[v]|L2(q). D’autre part, selon le lemme 4.3.6, nous
avons

bo(v,q)| = | (Bov | gradq)| = | (Bov | v)|
> Gllvll* = Gollvll || grad g.

En combinant ce qui précéde, il s’ensuit que

[bo(v, 9)

> Goll grad ql| = Collqlluy, @)
ol 2 Gl gradall = Gl o

En conclusion, il existe Cp, = (5 > 0 tel que

b
Vg € Hya(9), sup Lbo(v,9)]

> Gy lallmy,, o)
veHp (rot;Q) HUHH(rot;Q) Hoal®

Par conséquent, le probléme mixte (5.22)-(5.23) est bien posé.

Pour montrer 1’équivalence entre (5.22) et (5.21), il faut d’abord vérifier que le
multiplicateur de Lagrange p s’annule dans (5.22). En utilisant v = gradp €
Hy(rot; Q2) comme fonction-test dans (5.22), nous obtenons

[ gradp||i2(m =0, soit p=0 dans Q.

Ensuite, prouvons que rot Uz = F, dans €. Par hypothése, on a F, € H (div0; 2)
donc d’apreés le théoréme 5.1.2; il existe w € Hy(rot; 2) tel que rot w = F; dans
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Q2. En utilisant v := U3 — w comme fonction-test dans (5.22), nous trouvons que
[rot Us — Ful|f2q) = 0, cest-a-dire rot U = F4 dans €.

Revenons maintenant au probléme (5.14)-(5.17). Définissons U, et U, respec-
tivement par (5.18) et (5.19). Il est clair qu’ils appartiennent L%(Q). Il reste a
prouver l'existence de Uy qui vérifie (5.20). Pour cela, définissons

2
‘ 1 1 9 1
R:% SE_IMS (Fs+50wpsU3)_§F3-

R appartient a L2(2). Rappelons que By = >27_, wr Mt et d’aprés (5.23), nous
avons

2
(Z wﬁsMs_lUg | grad q) = (g | gradq). (5.25)
s=1

Donc, en choisissant
2
g=F;— — ) M;'F, c L*(Q),
= 2 ()

nous obtenons, selon (5.25), divR = 0 dans Q. Ensuite, pour k£ € {1,..., K}
fixé, définissons ¢ € Hj,(2) tel que ¢, = 1 et g, = 0 pour i # k. Donc, nous
obtenons par intégration par partie :

(5.25

R-n, 1)1 . =R-nq R | gradq) 290,

30 by =

Par conséquent, R vérifie les hypothéses du théoréme 5.1.3. Il existe donc un, et un
seul, vecteur potentiel Uy € Hy(div 0;Q2) tel que rot Uy = Ret (Uy-n, 1), =0
pour tout 1 < 7 < J, autrement dit

31U, € H(rot; Q) NH (div0;2) tel que rotU, =R dans Q.

Enfin, nous avons l'existence d’un unique U € D(A;) N f(l qui résout AU = F'.
La démonstration est achevée. [ ]

Proposition 5.1.5. La résolvante de l'opérateur —A, satisfait la condition (2.29)
avec { = 2.

Preuve. Nous raisonnons a nouveau par I’absurde, i.e., nous supposons que (2.29)
est fausse pour tout ¢ € N\ {0}; la valeur de ¢ sera précisée plus tard. Alors,
il existe une suite (5,)neny de R avec |5, — +oo as n — +o00, et une suite
(U"nen = (U, U3, U5,U})7)  d’éléments de D(A,), telles que

IU"|x =1, Vn, (5.26)
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et
BB+ A U"|[x — 0 quand n — +oo, (5.27)

qui est équivalent &

By (1B, U} + MUY — gqw Us) — 0 dans L*(Q),  (5.28)

B (1B, Uy + MaUl — gqwi, Uy) — 0 dans L*(Q),  (5.29)

B (iBuco Uy + U + UL — gocrot UY) — 0 dans L%(Q),  (5.30)
B (ieoc®B U + coc®rot UG) — 0 dans L2(Q).  (5.31)

Comme, selon (3.22) et (5.26),

¢ vs Uy
iy (22
nous déduisons de (5.27) que
v, Uy

Ie <—

CL:()Wps

ce qui implique, par les hypothéses 1 et 2,

g—> = 1B R((BI+A) U, U")x < |5 18,0+ A1) U,

ps

S>—>0 quand n — +oo, s=1, 2,
W

ps

£
B2U™ -0 dans L*(Q), quand n — 400, s=1, 2. (5.32)

(Par souci de simplicité, on peut supposer ¢ pair, de sorte que ﬁé est défini sans
ambiguité; sinon, on peut choisir une détermination principale pour la racine
carrée d’un nombre réel négatif. Cela n’a que peu d’importance, car toutes les
limites que nous considérons sont nulles.)

e
En multipliant (5.28) par f, 2 1, on obtient :
I e e
B2 U7+ B2 MU — eqw? 82 U — 0 dans LA(Q),
avec (5.32), cela donne
L
B! Uy — 0, dans L*(Q) quand n — +o0. (5.33)
_i_

De méme, en multipliant (5.30) par 3, ? ? on trouve :

: 5_1 n 5_2 n £—2 n 2 52 n 2

182 eoUy+ 53 "Ul+ 57 Uy —eocf " rotU) — 0 dans L*(9),

en prenant en compte (5.32) et (5.33), nous arrivons a :

L

B ? rot U? -0 dans L?(Q), quand n — +oo. (5.34)
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L
Maintenant, multiplions (5.31) par 3, 2 2.

I £
iegc?B3 " U’ + eoc? 7 ? rot U? — 0 dans L*(Q),

puis nous effectuons le produit scalaire (a droite) de cette équation avec U} et
trouvons

e L
iegc?B3 " US| + eoc® B3 2 (rotU% |UY) — 0, quand n — 4o00.  (5.35)
D’autre part, en utilisant la formule de Green (2.1) et la condition U} x n =0

sur I', nous obtenons :

2

£ n n n £*2 n n £72 n
B (rot U | UY) = (U | 83" rot UY) < ||US| 183" rot UYL, (5.36)

En supposant ¢ > 2, nous déduisons de (5.33) que :
|UZ|l = 0, quand n — +oo. (5.37)
Ainsi, des équations (5.36), (5.37) et (5.34), nous déduisons

£
pE? (rotU% |UY) — 0, quand n — +o0. (5.38)
Utilisant (5.35), cette derniére propriété implique

B2 U = 0, quand 1 — +o0 (5.39)
si £ > 2. Dans ce cas, I'exposant g — 1> 0, et on obtient a fortiori: :
U] — 0, quand n — +oo. (5.40)
Comme (5.32) implique, pour tout ¢ > 0, que
U] — 0, quand n — +oo, s=1, 2 (5.41)
en prenant en compte (5.37) et (5.40) et en utilisant 1’équivalence des normes,
nous obtenons ||[U"||x — 0 quand n — 400, qui contredit (5.26). n
Grace aux résultats ci-dessus, nous obtenons le théoréme important de cette
section.

Théoréme 5.1.6. Le semi-groupe de contraction (T1(t))i>0, de générateur —Aq,
est polynomialement stable sur Xy, i.e., il existe une constante C' > 0 telle que

vi>1, | Ti0)Uollg, < Ct 2| Uollpz,y: V0o € D(Ay). (5.42)

De plus, sous les hypotheéses du théoreme 3.4.1 sur By, il existe une constante
M > 0 telle que la solution du probléme (3.19) satisfait

vt > L, || Tl(t)UO - Z fj (O’ 0707grad Qj)T||X1 < Mt—%”UOHD(Al)le’
1<j<J
(5.43)
pour tout Uy € D(A;) N Xy, ot & = (By-n, 1)y, pourj=1, ..., J.

Preuve. L’équation (5.43) est une conséquence de (5.42) et du corollaire 4.4.8. m
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5.1.2 Cas de la condition de Silver—Miiller

Selon le théoréme 2.4.22 de Borichev—Tomilov, le C%-semi-groupe (T5(t))i>0
est polynomialement stable de 'ordre de t_%, pour un certain ¢ > 0, sous des
hypothéses sur la donnée initiale si

iR C p(—As)

et
1 ~
lim sup ﬁ”' (BT + Ay) 7Y < +oo,

|8]—00

avec p(—fgg) est 1’ensemble résolvant de l'opérateur —1&2. Dans le chapitre 4,
précisément §4.4.2, nous avons vu que axe iR \ {0} est inclus p(—A,) sous les
hypotheses 1 et 2. Par conséquent, il ne reste plus dans la premiére condition
qu’a prouver que 0 € p(—A,). Puis, nous allons prouver la deuxiéme condition
pour ¢ = 2.

Proposition 5.1.7. L’élément 0 appartient a p(—,&g).

Preuve. Nous utilisons les mémes arguments que dans la preuve de la proposi-
tion 5.1.1, et nous prouvons que la résolvante de —A, est uniformement bornée
au voisinage de 0 par I’absurde.

Supposons que ce n’est pas le cas, alors il existe une suite (f3,)neny d’éléments
de R\ {0} avec B, — 0 quand n — +o0, et une suite de champs vectoriels

(Un)nGN = (( Tllv gv 37 UZ)T)n sur D(A2)7 avec

WU.llx =1, Vn, (5.44)

telles que
|81+ A2) U, llx — 0 quand n — +oo, (5.45)

ce qui est & nouveau équivalent au systéme (5.3)—(5.6), avec d’autres conditions
aux limites.

Par la monotonie de Ay (Eq. (3.40)) et (5.44) :

v U, | UY . '
Z ( ‘ o ) +€oc3 ||U4T||i2(FA) = %((1ﬁn]l—|—A2) UmUn)X

EoWps DS

nous obtenons de (5.45)
SULY | UY
(V—S —3> — 0, quand n — 400 Vs=1, 2 (5.46)
EoWps

Wps
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et
1U |32,y = 0, quand n — +o0. (5.47)

Comme on I'a déja dit, la condition U} + € L*(T'4) découle de la condition aux
limites de Silver—Miiller, en I’absence de sommets pathologiques.

En raisonnant comme dans la proposition 5.1.1, nous déduisons que

U5y = 0, quand n — +o00, s=1, 2, 3; (5.48)

rot U} — 0 dans L*(Q), quand n — +oo. (5.49)

Dong, (rot UY),, est bornée dans L?(f2). En tenant compte de (5.44) et (5.47),
la suite (U}), est bornée dans W = {w € H(rot; Q) : w x n. € L(T4)}, et
plus précisément dans le sous-espace fermé 75(Q2) := W N Ho rp s, 5(div0; Q)
auquel appartiennent tous ses termes étant donné la définition de D(z&g), voir
(4.75) et (4.74). D’autre part, J2({2) apparait également comme un sous-espace

fermé de
{w € H(rot; Q) NH(div; Q) s w - my, € L*(Tp) ot w x ny,, € Lf(rA)} (5.50)

qui s’injecte de facon compacte dans L?(Q2) d’aprés la proposition 2.2.10. Par
conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite, encore notée (U} ),,, qui converge
fortement dans L?(Q), et faiblement dans J5(f2), vers un certain U, € J2(Q). En
combinant la convergence faible dans J5(Q2) avec (5.49) et (5.47), nous trouvons

rotU; — rotUy; =0 dans L*(),

Uy —Usr =0 dans L7 (T4), quand n — +oo.

Alors, Uy € Hor, (rot 0;Q2). Avec Uy € J2(Q2), cela signifie que U, appartient
a la fois a Z(;T°4) = Hop,(rot 0;Q) N Hyr,(div0;2) et & son orthogonal
HO,Fp;ﬂux,FA,E(diV O7 Q) (Cf (216)), d’ou U4 =0.

D’autre part, (5.44) and (5.48) impliquent que

1= lim |U,|% = lim eoc®|U%||? = g0 A|| U4,
n—-+oo n—-+oo

en particulier, U, # 0, et la conclusion ci-dessus est contredite. La preuve est
terminée. n

Proposition 5.1.8. La résolvante de ['opérateur —A, satisfait la condition (2.29)
avec { = 2.
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Preuve. Nous suivons le schéma de la preuve de la proposition 5.1.5, en insistant
uniquement sur les différences. Supposons que (2.29) est fausse, avec £ € N\ {0}
a préciser plus tard, alors il existe une suite (,)nen sur R avec |5,| — oo quand
n — +00, et une suite (U"),en = ((UT, U3, U5, UY) ") sur D(A,), telle que :

[U"x =1, Vn, (5.51)

et
B l(18 I+ A2) U"|lx — 0 quand n — +o0; (5.52)

encore une fois, cette derniére condition est équivalente au systéme (5.28)—(5.31),
avec des conditions aux limites différentes.

En utilisant la monotonie de A, (équation (3.40)) et (5.51) :

‘ v, U, | U,
18] Z (60%5 | ~

n

ps

>+6oc Bl U [E2yy = 18, R((B.I+ A2) U™ U")x

< 1B 18I + Ag) U™ x,

nous déduisons de (5.52) que :

¢
B2 U™ — 0, dans L*(Q) quand n — 400, s=1, 2, (5.53)
et
Bt ||UZTHi2(FA) — 0, quand n — +oo0. (5.54)
En raisonnant comme dans la proposition 5.1.5, nous concluons :
L
BE'UZ =0 dans L*(Q), quand n — +oo, (5.55)
L
B2 7% rot U} — 0, dans L*(Q) quand n — +oo0, (5.56)

ce qui donne (5.35) encore. Ensuite, en utilisant la formule de Green (2.3) et la
condition aux limites de Silver—Miiller, nous trouvons :

— £_ £_
Y (rotUL | UY) = B2 (Us|rotUy) — B 0 (Us x n, Ui+ )n,
= (Up] i rotUY) + i U e, (5:57)

Mais, d’autre part , d’aprés (5.54)

4
B

_9 n _t_o n
Bi U Ry = Bt (B IOy ) =0 quand 0 — +oo,
pour tout ¢ > 0. De plus, 'équation (5.56) implique que le premier terme du
second membre de (5.57) converge vers 0 si £ > 2. En conséquence,

s —2

4
pa " (rotUjy | UY) — 0, quand n — +00 (5.58)
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pour ¢ > 2, ce qui avec (5.35) implique (5.40). Finalement, cela implique que
|U"||x — 0, contredisant I’hypothése (5.51). n

Les résultats ci-dessus nous permettent de conclure avec le résultat important de
cette sous-section.

Théoréme 5.1.9. Le semi-groupe de contraction (Ty(t))i>o0, de générateur —A,,
est polynomialement stable sur Xo, i.e., il existe une constante C' > 0 telle que

vt 1 BTz, < C8 Tl YO0 € DA, (5.59)

De plus, sous les hypothéses du théoréme 3.4.1 sur By, il existe une constante
M > 0 telle que la solution du probléeme (3.36) satisfait

V> 1, || To(Uo—(0,0,0, PaBo) ||lx, < Mt72|Uslp(agynx,, YUo € D(As)NXo.
(5.60)

Remarque 5.1.10. Tout ce que nous venons de faire dans ce paragraphe fonc-
tionne également lorsque T'p = &. La seule modification porte sur l’espace (5.50) :
en prenant I'p vide, cet espace est égal 4 Xy r(2;1), et comme la matrice iden-
tité 1 satisfait la condition (4.2), nous pouvons appliquer le résultat d’injection
compacte du théoreme 4.2.7. Rappelons que dans §4.5, nous avons indiqué que
les résultats de §4.4.2 sont ausst satisfaits dans le cas ou I'p est vide. Donc, tout
cela nous permet de conclure sur la stabilité polynomiale du probléme (Bs)nom -
pour toute donnée initiale dans L%l)(Q) X L%Q)(Q) X Hr ot

Hr = {(V3,Vy) € H(rot; Q) x H(rot; Q) : Vi xn+cVyr =0 sur T},

Iénergie de la solution du probléme (P3)nom décroit polynomialement en 1/t sous
les hypothéses 1 et 2. N’oublions pas que lespace Hor,.auxr,»(div0;8) sera
remplacé par H' (div 0; Q) dans ce cas.

5.2 Résultats de stabilité exponentielle

Dans cette section, nous étudions la stabilité exponentielle du systéme (3.1)-
(3.5) avec les différentes conditions aux limites, en utilisant une approche dans le
domaine fréquentiel, a savoir le théoréme de Priiss et Huang [60, 47].

5.2.1 Stabilité non exponentielle dans le cas du conducteur
parfait

Dans cette sous-section, notre objectif est de montrer que le modéle Euler—
Maxwell avec une condition aux limites de conducteur parfait partout (I'y = &)
n’est jamais exponentiellement stable : il n’existe pas de version améliorée du
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théoréme 5.1.6. Dans ce cas, 'opérateur de Maxwell a un nombre infini de valeurs
propres sur l’axe imaginaire : I'opérateur d’évolution associé ne peut pas étre
exponentiellement stable.

Théoréme 5.2.1. Le semi-groupe de contractions (T, (t))i>0, de générateur —Aq,

n’est pas exponentiellement stable sur ['espace d’énergie X;.

Preuve. Considérons le probléme des valeurs propres avec condition aux limites
du conducteur parfait :

¢ rotrot B, = \; Ey, dans Q,
divEp =0 dans €, (5.61)
E,xn=0 sur I'.

Il est bien connu (voir, par exemple, [4, §8.2.1]) qu’il admet une suite croissante
de valeurs propres tendant vers I'infini. Supposons que les vecteurs propres cor-

respondants sont normalisés par ||[Eg|| = 1, et introduisons la suite (Uk)kGN

sur D(A;) comme suit :

Uk = (i/\k]l—i_Ms)ilng;SEky S:l7 2,

Ui = E,
1
U; = —— rotE,.
! N
Grace a §4.3, il est facile de montrer que A\, — +oo implique [|(i\g I4+M;) " Ham —
0. Par conséquent, ||[U*|| — 0 quand k& — +oo, et :

~ T
(NI + AU = (o, 0,1 (U + U’;),o) 50 dans L2(Q), quand k — +oo.

D’autre part, en prenant E; comme une fonction test dans (5.61), on trouve
|IU*|| = 1/c. Dans Vensemble, 0 < U, < ||[U"| < U* < +o0, pour U,, U*
indépendants de k. Cela montre que ’équivalent de (2.28) ou (5.63) ne peut pas
avoir lien pour —1&1. [ ]

5.2.2 Stabilité exponentielle conditionnelle dans le cas de
la condition Silver—Miiller

Dans cette sous-section, nous souhaitons étudier la stabilité exponentielle du
modele Euler-Maxwell dans le cas de la condition de Silver—Miiller. D’aprés §5.1.2,
on a vu que l'axe imaginaire est inclus dans p(—Ajy). Selon le théoréme 2.4.21
de Priiss et Huang, il reste a monter que la résolvante est bornée au voisinage
de l’infini. Nous allons prouver ce résultat conditionnellement, c’est-a-dire, si
la résolvante de 'opérateur de Maxwell est bornée alors la résolvante de notre
modéle I'est aussi. Dans ce cas, on parle de la stabilité exponentielle du systéme
de Maxwell a divergence nulle et avec condition aux limites de Silver—Miiller.
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Proposition 5.2.2. Supposons que le systeme Mazwell a divergence nulle et sans
source avec condition auz limites de Silver—Miiller, ou mélée :

OE =c?rot B, 0,B=—rotE, dansQ x Ry,
divE =0, divB =0, dans xRy,
Exn=0, B-n=0, surlpxRy,
Exn+cBt =0, surl'y xRy

(5.62)

soit exponentiellement stable. Alors, la résolvante de 'opérateur —:&2 satisfait :

sup || (i + As) 7Y < oo. (5.63)
BER

Preuve. Encore une fois, nous raisonnons par I'absurde. Supposons qu’il existe
une suite (8,), sur R, avec |f,| — +00 quand n — 400, et une suite de champs
U™, = (UL, U3,U3,U7)")  dans D(A,), satisfaisant (5.44) et (5.45), cette
derniére étant équivalente au systéme (5.3)—(5.6). En suivant le méme raisonne-
ment que dans la proposition 5.1.7, on obtient

|UZ[l — 0, quand n — +o0, s=1, 2; (5.64)
||UZT||%2(FA) — 0, quand n — +o0. (5.65)

Afin d’utiliser la stabilité exponentielle de (5.62), nous devons corriger U} car il
ne satisfait pas divU% = 0 dans Q. Considérons ¢, € Hj(€2) I'unique solution de

(grad ¢, | grady) = (U3 | grad+), Vi € Hy(9). (5.66)
Maintenant, définissons
ﬁg =Uj; —grady,, dans (.
Alors, Ijg appartient & Hor, (rot; (2) et satisfait
divUs =0 dans €. (5.67)
Introduisons

L, :=iB,e0 U3 + Z U" — ¢y’ rot U7,

le premier membre de (5.5); par hypothése ||L,|| — 0. En choisissant ¢ = ¢,
dans (5.66) et en utilisant la formule de Green (2.1), nous trouvons

1
de,||> = L, — U; *rot U}) - grad i, dQ
lgradial® = o [ (B = 3SUT et rotUy) - grad

=T
= L, — U?) - gradp, d2

iﬂné‘o

IN

¢ n
B—(IILnII + > 1ULD) [l grad ..
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Alors, de (5.5) et (5.64) nous déduisons que
| Bngrad ¢, || — 0, quand n — +oc0. (5.68)

Introduisons maintenant

A

L, = L,-) Ul—iB.ogrady,,

Q, = B, Uy +eocrot Uy
Par (5.6), (5.64) et (5.68), on obtient :
L, Q, -0 eL*Q), quand n — +oo. (5.69)

Pour résumer, le couple (ﬁg, U}) satisfait la condition aux limites du conducteur
parfait sur ['p, la condition aux limites de Silver—Miiller sur I'4, et le probléme
de Maxwell harmonique a divergence nulle dans ) :

. AN A
{ iB,e0U; — goc*rot Ul = L,

_ - (5.70)
ieoc?B, U} + eoc*rot Uy = Q

n-

Par hypothése, le systéme (5.62) est exponentiellement stable; ainsi, selon le
théoréme 2.4.21, sa résolvante est uniformément bornée sur ’axe imaginaire. En
d’autres termes, il existe une constante positive C, indépendante de n, telle que
la solution (Uj, U?) de (5.70) satisfait

1051+ 15l < € (Il +11Qu11)
De (5.69), on déduit que
|U;|| + |U?| =0, quand n — oo,
et finalement par (5.68) on obtient
1T + IU%]l =0, quand n — +oo,
qui avec (5.64) donne la contradiction désirée de (5.1). m

En utilisant & nouveau le théoréme 2.4.21, nous obtenons une version améliorée
conditionnelle du théoréme 5.1.9 de décroissance.

Théoréme 5.2.3. Supposons que le systeme Mazwell & divergence nulle (5.62) est
exponentiellement stable. Alors, le semi-groupe de contractions (Ty(t))i>o0, de gé-

nérateur —A,, est exponentiellement stable sur Xo, i.e., il existe deuxr constantes
C,v > 0 telles que

vt>0, |Tt)Uolg, <Ce|Ullx,. YU, € Xo. (5.71)

De plus, sous les hypothéses du théoreme 3.4.1 sur By, il existe une constante
M > 0 telle que la solution du probléeme (3.36) satisfait

Vvt >0, ||Ta(t)Uqy—(0,0,0,P,B)" ||x, < Me | Uglx,, YU, € Xo.
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Remarque 5.2.4. Des exemples de conditions suffisantes pour la stabilité expo-
nentielle du systéeme de Mazwell avec Silver—Miiller pur ou des conditions aux
limites mélées sont donnés dans les articles fondateurs [48, 63/, et discutés dans
l'introduction de ce chapitre.

Remarque 5.2.5. Soulignons que dans la preuve de la proposition 5.2.2, nous
n‘avons pas utilisé la condition (5.65). Cependant, sans hypothéses supplémen-
taires, il ne parait pas possible d’obtenir, en utilisant les équations (5.5)-(5.6),
(5.64) et (5.65), une contradiction sur le champ électromagnétique, c’est-a-dire
montrer que sa NOTMe CONVETGe VETS ZETo.

Remarque 5.2.6. Comme dans la remarque 5.1.10, indiquons que ’étude faite
dans la preuve ci-dessus est également valide en prenant I'p = &. Alors nous
pouvons étendre les résultats du théoréeme 5.2.3 a ce cas et nous déduisons la dé-
croissance exponentielle de ’énergie des solutions du probleme (P3)nom sous les
hypothéses 1 et 2 a condition que le systeme de Mazwell sans divergence avec la
condition auzx limites de Silver—Miiller tmposée sur toute la frontiére soit expo-
nentiellement stable.

5.3 Convergence vers le régime harmonique

Une solution harmonique en temps du modéle (3.1)—(3.7) est une solution
particuliere telle que U (¢, &) = R [U(x) e !]. Une telle solution ne peut exister
que si deux conditions sont remplies :

i) le forcage est harmoniques en temps : g(t, z) = R [g(x) e ]

ii) il y a correspondance de données initiales : Uy(x) = R [U(x)].

Bien sir, la condition générale (3.51) doit également étre vérifiée.

La version harmonique de (3.1)—(3.4), i.e., avec 0; — —iw, a été étudiée dans [18].
Sous les hypothéses 1 et 2, son caractére bien posé a été établi avec des condi-
tions aux limites légérement différentes, mais 'adaptation au cas de la condition
de Silver—Miiller n’est pas difficile. En effet, la solution du probléme harmonique,
complétée par des conditions aux limites formellement semblables a (3.6)—(3.7),
peut étre exprimée avec les outils présentés dans ce mémoire. Les variables har-
moniques seront notées par des lettres grasses droites : J,, E, B, etc.

Soit g € ﬁ(FA) + TC(I'4). Comme dans §3.3.2, définissons :
(g3,84) € Hor,(rot; Q) x H(rot; Q) t.q. gsxmn+cgyr =gsur [y,
T:Jla J;:J27 E*:E_g37 B*:B_g4'
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La variable U* € D(A;) est solution de

50%%1 83
2
s * * EOWpQ g3
iwU +A2U = iwgg +02 rot g s (572)
iwgy —rotgs

ce qui est une équation bien posée d’aprés la proposition 4.4.10. Alors, U := U*+
(0,0,g3,84) " est la solution du probléme harmonique. Evidemment, la différence
de deux solutions appartient a D(As) et satisfait —iwU + AU = 0, donc la
solution est nulle selon la proposition 4.4.9.

Définition 5.3.1. Pour tout g € ﬁ(FA)+TC(FA), on note H[g] := U, ["unique
solution du probléme harmonique construite par la procédure ci-dessus.

Par unicité, tout relévement (g3, g4) de la donnée g peut étre utilisé. Par exemple,
il est possible de prendre g € Hor, fuxr, »(div 0; Q). Commengons par (g3, g9) =
Ralg]. On définit ¢ € Hjp, (Q) := {w € H(Q) : w). = 0} la solution de

(grad ¢ | grad ) = (g} | grad+)), Vi € H(l)IA(Q),

et gl := g} — grad . En utilisant (4.3), nous trouvons g} € Hyr,(div0; Q) et
git = g7 sur T'4. Alors on pose :

gs=g), gi=g —Pegi;

rappelons que P, est la projection orthogonale sur Z(€2;T"4). Selon (2.16), g4 €
Horpfuxr, =(div0;Q), et g4t = git = g7 sur T4, e, g3 X n+ cgy = 8.

Proposition 5.3.2. L’image de l'application H est incluse dans Xg.

Preuve. Soit g € TT(I4) + TC(T'4). Prenons gy € Hyr,ur,s(div0; Q)
comme ci-dessus. Comme g3 € Hyr, (rot; Q) par définition, son rotationnel ap-
partient & Hor,.uxr, »(div0; Q). Par conséquent, le second membre de (5.72)
appartient en fait a ig. Selon la proposition 4.4.12 la solution appartient aussi a
cet espace, et donc U = U* + (0,0, g3, g4) " aussi. [ |

Par unicité de la solution du modele temporel () , U“(t,z) = R [H|[g](x) e 7]
est la solution de ce systéme, avec la donnée g(t, z) = R [g(x) e '] et la condi-
tion initiale «bien choisiey U (x) = R [H[g](x)]. Ainsi, les conditions nécessaires
énoncées au début de cette section sont en fait suffisantes.

En revanche, si le forcage est toujours harmonique en temps, mais que la condi-
tion initiale est arbitraire, la solution de (32) n’a pas une forme harmonique en
temps. Cependant, si la condition initiale satisfait & la fois la condition de com-
patibilité et les exigences physiques pour un champ magnétique, alors la solution
converge vers une fonction harmonique en temps aussi vite que la solution du
systéme homogéne converge vers 0.
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Théoréme 5.3.3. Soit U = (J,J5, E,B)" la solution de (Va) avec la don-
née harmonique en temps g(t,z) = R [g(x)e '], ou g € ﬁ(FA) + TC(T4),
et la donnée initiale Uy = (J]_70,J2707E0,BO)T € iz, en particulier By €
Hor, guer,x(div0;Q), satisfaisant

E, € Hyr,(rot;Q2), By € H(rot; ),
Eyxn+cByr =g(0) sur 'y

Il existe une constante K(g,Uy) telle que :
[U(#) = U*(t)][x < K(g,Uo) 6(1), (5.73)

avec U“(t,x) = R [H[g|(x) e 7], et la fonction décroissante ¢(-) peut étre prise
dans tous les cas comme ¢(t) = t72 pour t > 1, et comme ¢(t) = et si le
systeme Mazwell sans divergence (5.62) est exponentiellement stable.

Preuve. La différence U — U* est solution de (3.1)—(3.7) avec condition aux li-
mites homogéne de Silver—Miiller. De plus, la donnée initiale Uy — RH [g] satisfait
la méme condition aux limites ; par construction, elle appartient a )NCQ selon la pro-
position 5.3.2; tandis que ses troisiéme et quatriéme composantes appartiennent
a Hyr,(rot; Q) x H(rot; Q). Au total, Uy — RH|[g| € D(A2) : on peut appliquer
Iestimation (5.59), et méme (5.71) sous les hypothéses du théoréme 5.2.3. n
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Chapitre 6

Stabilité du modéle dans le cas d’un
probléme d’interface vide-plasma

Introduction

Nous étudions dans ce chapitre un probléme d’interface vide-plasma. Comme
expliqué dans le chapitre 1, le plasma doit étre éloigné de la paroi matérielle du
tokamak en le confinant par un champ magnétique externe. Mais cela n’empéche
pas d’avoir des fuites de particules, en fait le confinement minimise ces fuites. Dans
I'espace confiné, la densité du plasma est trés élevée ; en revanche la densité dans
I’espace entre la paroi et le champ de confinement est trés faible. Par conséquent,
les paramétres physiques w,s et v; y sont extrémement petits. Dans ce cas, les
estimations obtenues dans les deux derniers chapitres et qui reposent sur des
minorations (hypothése 2) explosent lorsque ces paramétres tendent vers zéro.
Etudier la stabilisation du modéle sans cette hypothése au voisinage du bord du
tokamak parait extrémement difficile. Nous avons donc tenté une autre approche.
Nous supposons que les paramétres physiques sont nuls dans un voisinage du
bord. D’autre part, les antennes sont situées dans cette région, voir figure 1.9
par exemple, ce qui implique que les ondes électromagnétiques ne pénétrent pas
directement dans le plasma. Le couplage entre les ondes et le plasma se fait dans
Iespace confiné et les paramétres physiques liés au plasma seront définis dans
cette région.

Introduisons le probléme. Soit € un domaine de R3 de frontiére lipschitzienne
I' :== 09, et soit (2, un sous ensemble non vide de €2 de frontiére T lipschitzienne
et connexe telle que 2, C Q. Notons 2, = Q\ ©, qui est de frontiére T U Y (voir
le figure 6.1 pour une configuration possible).
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FA= antenna

FIGURE 6.1: Exemple d’une configuration d’un probléme d’interface vide-plasma
lorsque le domaine représente le volume de plasma dans un tokamak.

Nous considérons le systéme suivant :

oJ

a_tl = EOUJ;lE—l-ch J1 Xb—l/1 le dans QPXR>0; (61)
02 _ B0 0, x Rug;

W = £y wp2 + {2c9 J2 xb— 12) J2 R dans p X IR>0] (62)
oE 1 ~

e ¢ rot B — = ES g, dans Q x Ry; (6.3)
0B

5 = rot F dans Q x R; (6.4)

avec les conditions initiales 4t =10 :
J1<0) = Jl,O; JQ(O) = J270; E(O) = EO; B(O) = Bo, dans €. (65)

Ci-dessus, jg = 1g,J est le prolongement de J,; par 0 sur €2,, 1, est la fonction
caractéristique de €2,. Sur le bord I', nous imposons les conditions aux limites
suivantes :

E xn = 0, surl'p xRy, (6.6)
Exn+cBt = 0, surl'y xR.,. '
Les équations de contrainte qu’on peut retrouver si la solution existe sont :

t

divE = &, dans Q, x R-g, (6.7)
€0

divE =0, dans €, x Ry, (6.8)

div B = 0, dans Q x Ry, (6.9)

B -n=0, sur I'p X Ryo. (6.10)

a condition qu’elles soient satisfaites & ¢ = 0. Une étude de ce modéle dans un cas
simplifié a été faite dans [58| : le modéle est homogéne et isotrope, la condition
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aux limites de Silver—Miiller est valable sur toute la frontiére, celle-ci est connexe
et le domaine est simplement connexe. Comme dans les chapitres précédents,
nous nous intéressons au cas anisotrope et inhomogéne. Nous étudions le carac-
tére bien posé du modéle puis le comportement asymptotique en temps long de
la solution. Nous verrons que les résultats de ce chapitre sont des conséquences
du ceux obtenus lorsque 'équation d’Euler est vérifiée sur tout le domaine.

Le systéme (6.1)-(6.5) avec les conditions aux limites (6.6) se réécrit dans le cadre
d’équation d’évolution (3.13) telle que, cette fois-ci, 'opérateur linéaire associé
est donné par

re 0 Mg —50(4}12)2 0
A= o 1:—(’)“ 0 —?rot |’ (6.11)
0 0 rot 0

ou 'opérateur P, associe & v défini sur 2, son prolongement v par 0 sur €2,.

Comme dans le chapitre 3, nous supposons ici que 'hypothése 1 est satisfaite
sur €),. Dans ce cas, les propositions 3.1.2, 3.1.4 et le lemme 3.1.5 restent vrais
dans €2,. Introduisons 1'espace d’énergie

X, = Ly (@) x Ly () x L3(Q) x L*(Q),

muni du produit scalaire défini pour tout U = (U, U,, U3, Uy)" et V =
(V17 V27 V37 V4)T par

1 U, |V,
(U7 V)X = <

Wps

P €0 - Wps

> + €9 (Ug | Vg) + 0280 (U4 ’ V4), (612)
Qp

et la norme associée || - [|x,. Le premier terme du second membre est le produit
scalaire dans I'espace L%S)(Qp).

6.1 Caractére bien posé du modéle
Définissons 'opérateur linéaire non borné A, : D(A,) C X, — X, par
D(A,) := L%l)(Qp) X L(22)(Qp) X H,

et
AU =AU, YU € D(A,). (6.13)

Par conséquent, le probléme d’évolution s’écrit :

U (t)+AU(t) =0, pourt >0, U(0)=U,. (6.14)
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Nous conservons dans ce chapitre les hypothéses introduites sur les parties de
la frontiére I'y et I'p dans les chapitres précédents, plus précisément dans le
chapitre 3.

Théoréme 6.1.1. L'opérateur —A, génére un C°-semi-groupe de contractions
(T,(t))es0 sur Uespace d’énergie X,. Ainsi, pour tout Uy € X, il existe une
unique solution U € C°(Rs¢;X,), donnée par U(t) = T,(t)U,, qui résout le
systeme d’équations (6.1)-(6.5) avec les conditions aux limites (6.6).

De plus, si Uy € D(A,), alors
U € C'(Rs0; X,,) N CO(Rsg; D(A,)).
En outre, nous avons [|U(t)|x, < [[Uol|x, et [|0:U(t)|x, < [[AUo]x,-

Preuve. C’est exactement la méme démonstration que celle de la proposition 3.3.1.
Il s’agit de multiplier le terme \2D\Us par lo, et de remplacer F'; par F'y pour
s = 1,2 dans Péquation (3.42). u

Nous pouvons maintenant récupérer les contraintes du modéle.

Théoréme 6.1.2. Supposons que

div Eqg = 2O Jans Q, et divE;=0 dansS,,

€0

(6.15)
divBy=0 dans$, By-mn=0 surlp,

et que ’équation de conservation de charge

t
—a?)(t ) +divJ(t) =0 est vérifiée dans 2, pour p.p. t > 0.

Alors, pour tout t > 0, le champ électrique satisfait (6.7)-(6.8), et le champ
magnétique satisfait (6.9) et (6.10).

Remarque 6.1.3. Nous définissons l’espace
Xpe = Ly (2,) X Ly (€,) x S,(Q) x Hor,(div0; Q)

avec S,(Q) = {V e L*(Q) : Vo, € H(div0;Q,)}. Alors, Uimage R(A,) de A,
est incluse dans X, . et, d’aprés le théoreme 6.1.2, nous trouvons que l'espace
X,.c est stable par le semi-groupe (T,(t))i0, €., pour tout Uy € D(A,) N X, .,
il existe une unique solution

U € C'(Rx0; X,c) N CO(Rso; D(A,) N X,,.)

au systéme d’équations (6.1)-(6.5) et (6.8)-(6.9) avec les conditions aux limites (6.6)
et (6.10).
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De plus, si on prend seulement Uy € X, ., le probléme admet une solution faible
U c CO(RZO; Xp,c)-

Remarque 6.1.4. De ce travail, nous pouvons conclure le caractere bien posé
du modeéle dans le cas de Silver—Miiller non homogéne. Le théoréme 3.8.4 reste
valable en prenant Jso € L%S)(Qp) pour s = 1,2. De méme, avec cette derniére
condition, le modéle (6.1)-(6.5) est bien posé dans le cas du conducteur parfait et
les équations de contrainte sont données par le théoreme 6.1.2.

6.2 Stabilité forte

L’énergie associée a (6.14) avec Uy € D(A,) satisfait d’aprés (4.1)

2
— e’ Usr|i2r,) <0,
Qp

feo-L |20

donc, I'énergie est décroissante. Nous utilisons encore le théoréeme 2.4.19 d’Arendt—

Batty et Lyubich—Vu, basé sur la théorie spectrale, pour déterminer la limite de

la solution en temps long. Il est clair que la résolvante de 'opérateur A, est non

compacte.

Dans cette section, nous supposons de plus que I'hypotheése 2 est vérifiée dans €2,,.

Par conséquent, les espaces L?s)(Qp) et L?(,) sont égaux, et leurs normes sont

équivalentes. De plus, nous prenons les hypothéses géométriques et les notations

de la section 4.1 sur les coupures et la frontiére.

Proposition 6.2.1. Pour tout a € R\ {0}, Uopérateur ial + A, est injectif, i.e.,
ker(ial + A,) = {0}.

De plus, 0 est une valeur propre de A, et l’ensemble de ses vecteurs propres est

ker(A,) = {0} x {0} x K,(Q) x Hyr, (rot 0; Q),

avec
K,(Q) :={V e L*Q): Viq, =0, Vo, € Hy(rot 0;,)}.

Preuve. Soient « € Ret U = (U,,U,, U3, Uy)" € D(A,) tels que
(ial+A,)U =0, (6.16)

119



ce qui est équivalent a

iTe} U1 + MlUl — 80&)[2)1 U3 = (0 dans Qp7 (617)
iaUqy + MU, — gowfﬁ U; = 0 dans ), (6.18)
1 ~ 1 ~
iaUs+—U;+—Uy—c*rotUy; = 0 dans (), (6.19)
€0 €0
iaUy+rotU; = 0 dans Q. (6.20)

Prenant le produit scalaire de (6.16) avec U dans X, on trouve :
R(ia|U%,) =R (AU [ U)y, = 0.

Par la monotonie de A, voir (3.40), on obtient

Vs Us
€0Wps

ce qui implique avec 'hypothése 2 que

U,
> =0, s=1,2, et \|U4T||i2(rA) =0,
QP

Wps

U;=0 dansQ, s=1,2. (6.21)
Cela, avec I’équation (6.17) ou (6.18), nous donne
U;=0 dans Q,. (6.22)
Si a # 0, de 'équation (6.20) et (6.22), on déduit que
U,=0 dans Q,. (6.23)
D’aprés (6.19) et (6.21), on a Uz = (i)' Prot U, dans Q, ce qui avec (6.20)

donne :
—a?U,+ ProtrotU, =0 dans €,

soit compte tenu de la condition divU, = 0,
—*U, — AU, =0 dans Q.

De (6.23) et du théoréme de Holmgren, on déduit que U, = 0 dans €2 et donc
d’aprés (6.19) on obtient Uz = 0 dans ).

Maintenant si o = 0, nous concluons de (6.19), (6.20) et (6.21) que rotU; =

rotU, = 0 dans Q. Et avec les conditions aux limites (6.6), nous obtenons
U; xn =0 sur ' et de la condition (6.22) nous déduisons que Uz x n = 0 sur
T. |
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Dans la proposition précédente, ker(A,) représente 'ensemble des solutions sta-
tionnaires du probléme (6.1)-(6.5) avec les conditions aux limites (6.6). Cet espace
est de dimension infinie. Rappelons qu’il est indiqué dans la remarque 6.1.3 que
R(A,) C X, ., donc cela nous permet de définir la restriction de A, sur X, .
et de définir Vopérateur non borné A,y D(A,)NX,. — X,.. Dans ce cas,
I'ensemble des solutions stationnaires dans 'espace X, . est égal a

ker(y e, ) = {0} X Ky (©) N8,(0) x Z( L),

avec K () N'S,(Q) == {V € L*(Q) : Vg, = 0, Vio, € Zn()}. Notons
Iky1 = Y. Une base de Zy(€2,) est 'ensemble des fonctions (grad qi)i<k<x+1
ot g, € H(Q,) est I'unique solution du probléme

Agr, =0, dans £,
Qer, =0 et qgp, =cst;, 1 <1< K+1,

H%(Fo):_1
):5ki, 1<:<K+1.

(grad gy, - m, 1) (6:24)

Si nous voulons de plus caractériser 'espace K, (€2) NS, (£2), nous étendons, pour
k=1,.., K +1, la fonction ¢; a 2, par

cstgy1 dans €,

— 6.25
oK Qk dans €,. ( )

Par conséquent, 'ensemble (grad ¢y )i1<x<x+1 forme une base de K, (2) N'S,(€2).
L’orthogonal de Zy(£2,) dans I'espace Hy(div 0;€2,), pour le produit scalaire (- |
-), est

H'"(div0;Q,) == {V € H(div0;Q,) : (V - m, 1) =0, 1<k<K+1}

3(rw)
Alors, lorthogonal de K, (€2) N'S,(£2) est égal a

N, () := [K,(2) NS, ()" ={V € L*(Q) : Vo, € H""(div 0;Q,)}.
Proposition 6.2.2. Pour tout a € R\ {0}, l'opérateur ial+ A, est surjectif, i.e.

R(ial 4 A,) = X,

Preuve. Nous prenons a € R\ {0} et F = (F, Fy, F3, Fy)" € X, quelconques,
et nous cherchons U = (U1,U,, U3, Uy, )" € D(A,), qui résout

(ial+A,)U = F. (6.26)

121



De maniére équivalente, d’aprés (6.11), nous considérons le systéme suivant

iU, + MU, —eqwiy Us = F; dans Q, (6.27)
ia U2 + MQUQ — 800&22 U3 = F2 dans Qp, (628)
1 ~ 1 ~
iaU3+—U1+—U2—02rotU4 = F3 dans Q, (629)
o €o
i U4 + rot U5 = F4 dans . (630)

En utilisant (6.27), (6.28) et (6.30), nous gardons la variable U3 comme inconnue
principale et éliminons les autres :

U, = (ial+M,;) " (F,+¢ wgl U;) dans (), (6.31)
U, = (ial+M,) ' (Fo4eow,Us) dans Q,, (6.32)
U, = (ia)(F;—rotUs) dans €. (6.33)

En insérant ces expressions dans (6.29), nous obtenons une équation en Usj :

2 2
1
ia U+ rotrot Us+lo,DaUs = Fyt— rot Fy—— P, ((ial + M,)'F,) .
i i €0 4

(6.34)
Afin de construire une formulation variationnelle & I'aide de cette équation nous
avons besoin de définir une nouvelle matrice. Soit B,, : 2 — M3(C) une fonction
matricielle définie par
% iol + D, dans €,

“ il dans €,,.
En utilisant la condition aux limites de Silver—Miiller et les formules d’intégration
par parties, la formulation mixte de (6.34) s’écrit :

Trouver (U3, p) € V x Ho(Q) tel que

0a(Us,0) + Ca(Us, v) + ba(v,p) = Lay(v), Yo eV, (6.35)

bo(Us,q) = (G|gradq), Vg€ Hjy(Q), (6.36)

ot les formes sesquilinéaires a,, ¢, €t b, sont respectivement définies sur V x V,
L2(Q2) x Vet V x H)(Q) comme :

Go(w,v) = (ia)'¢® (rotw | rotv) + ¢ (w | VT)p, (6.37)
Ca(w,v) = (I?O/w | v), (6.38)
bo(v,q) = (B,v|gradq). (6.39)

La forme anti-linéaire L, sur V est donnée par :

Lo(v) = (F5 | v) + i% (Fy | rotv) — %Z (P, ((lal +M,)~'Fy) | v), (6.40)
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et G est un élément de L?(Q2) qui sera choisi plus tard.

Nous remarquons que les formes ci-dessus sont presque les mémes que dans la
preuve de la proposition 4.4.10. Nous avons juste remplacé la matrice B, par B,
dans (4.47), (4.48) et F, par F, dans (4.49). Donc, pour appliquer le théoréme
de Helmholtz 2.3.6 au probléme (6.37)-(6.39), la matrice B, doit satisfaire les
mémes hypothéses sur la matrice B,, i.e., la condition (4.25). Nous cherchons
donc 7,, Ea deux réels strictement positifs tels que

a0 V) > [[v*Bo()v|| > Cu(v'v), Yo e C?, Va e Q. (6.41)

Pour avoir (6.41), nous allons montrer dans un premier temps qu’il existe un
demi-plan fermé, ne contenant pas I'origine, mais contenant les valeurs propres
(Aa,j)1<j<3 de B, quel que soit le point . Nous étudions deux cas :

1) Dans €, : on a B, (x) = B(x), et d’aprés (4.25) les valeurs propres (Xa,j)lggg
se trouvent dans le demi-plan fermé limité par la droite d’équation A : R(z) =
(o, voir figure 6.2. De plus, ﬁ%a étant bornée par 7,, ses valeurs propres sont
bornées par 7,. En particulier, leur partie imaginaire en valeur absolue I’est aussi.
Définissons  tel que Kk = 1, si 17, > |a| et & = 1, + |a| si non. Evidemment, la
valeur absolue de la partie imaginaire est bornée par .

2) Dans €, : on a By(z) = ial(x), donc ses valeurs propres sont Xa,j = i pour
tout j.

FIGURE 6.2: Demi-plan et valeurs propres de la matrice IE%Q.
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Pour conclure, toutes les valeurs propres de IE%a sont dans le demi-plan fermé
limité par la droite A, qui passe par les points 2; = i et 2 = (o — i, voir la
figure 6.2. Dans ce cas, la matrice e_ieaIB%gv a ses valeurs propres dans le demi-plan
constitué des éléments z tels que R(z) > (,. Notons que cette derniére matrice est
normale car tout multiple d’une matrice normales est normale. Alors, on obtient

/ﬁau-de' —
Q

> %/eiea@av~ﬁd9
Q

/e—wa@av -EdQ'
Q

> /Zav -odQ) = ga”’UHQ‘
Q

Pour la bornitude de B,, il suffit de prendre Na = Na + a. L’équation (6.41) est
ainsi établie.

Le reste de la démonstration découle de celle de la proposition 4.4.10 : il faut juste
remplacer le vecteur B,v par B,v := iallv + 1g D,v. La preuve est achevée. m

Introduisons un sous-espace fermé de X, :

X, = L2(Q,) x L2(2,) x N,(Q) x Horp.fur, x(div0; Q). (6.42)

C’est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire de X.
Proposition 6.2.3. L’image R(A,) de A, est incluse dans )N(pvc.

Preuve. Soit U = (U,U,,U3,U,)" un élément de D(A,). Alors, d’aprés la dé-
finition (6.13) de A,, A,U appartient & }N(p’c si, et seulement si, rot U4 appartient
a N,(2) et rot U; appartient & Ho r,.auxr, »(div0; Q). La derniére condition est
prouvée dans la proposition 4.4.11 (pour la quatriéme composante, on est dans
le méme cadre qu’au §4.4.2), et pour la premiére condition il suffit d’utiliser la
remarque 3.4.2 de [4]. u

Les résultats de ’analyse spectrale de I'opérateur A, nous ameénent & introduire
I'opérateur non-borné (D(A,), A,) sur X, . défini par

D(A,) = D(A)NX,, et AU=AU, YUEeDA,). (6.43)
Nous déduisons les propriétés spectrales de Ap.

Proposition 6.2.4. Pour tout o € R, lopérateur ial + ,&p est surjectif. Pour
a € R\ {0}, il est injectif.
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L’espace Xp,c est invariant pour le probléme (6.14) : la solution U appartient a
X, dés que Uy est dans cet espace (voir lemme 6.2.6). Nous introduisons alors

le semi-groupe (71),(t));>0 défini par
T,(t) = Tp‘D(&p)(t), pour t > 0.

Donnons maintenant le résultat important de cette section.

Théoréme 6.2.5. Le semi-groupe de contractions (T,(t))i>0 de générateur —A,
est fortement stable dans lespace d’énergie X, ., i.e.,

lim ||7,(HUollg,. =0, VU, € X, (6.44)

t—-+o00

Notons P, la projection orthogonale dans L*(Q) sur I'espace K,(©2)NS,(Q2). Rap-
pelons que P, est la projection orthogonale sur Z(£2;1"4). Nous avons le résultat
suivant :

Lemme 6.2.6. Soit Uy € X, et U la solution du probléeme (6.14). Alors, nous
avons

PI’(E(t)) = Pp(EO)7 Vit >0,
Py (B(t)) = Py(By), vVt > 0.

Preuve. Il suffit de multiplier I'équation (6.3) par un élément du noyau K, (€2)N
S,(€2) et (6.4) par un élément de Z(€2;T'4) et d’intégrer par partie sur €. n

Nous obtenons la convergence de la solution vers un état stationnaire non nul.

Corollaire 6.2.7. La solution du probleme (6.14) satisfait

lim || 7,(H)Uo — (0,0, P,Eg, BBy)||x,. =0, YU, € X,

t——+o00

Remarque 6.2.8. Suite a la remarque 6.1.4, et en travaillant de la méme ma-
niére, on montre que la solution du systéeme (6.1)-(6.5) avec la condition auz
limites du conducteur parfait est fortement stable dans l’espace

X, 1 = L2(Q,) x L(,) x N,(Q) x HJ(div 0; Q).

En fait, Uensemble des solutions stationnaires pour le champ électrique est le
méme dans les deur cas.

Nous finissons avec le comportement en temps long de la solution du modéle
dans le cas d’une excitation harmonique (cas particulier de la condition de Silver—
Miiller non homogeéne).
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Théoréme 6.2.9. Soit U = (J1,J5, E,B)" la solution du modéle (6.1)-(6.5)
avec condition auz limites (3.6)-(3.7), telle que la donnée de Silver—Miller est

harmonique en temps g(t,x) = R [g(x) e '], ou g € ﬁ(FA) + TC(T4), et la

donnée initiale Uy = (J 10, J20, Eo, By)" € X,., en particulier Eq € N,(Q) el
By € Hyor,fuxr, s(div0; Q), satisfaisant

Ey € Hyr,(rot;2), By € H(rot; ),
Eyxn+cByr =g(0) surl'y.

Alors, nous avons :

lim U (t) - U* ()], = 0.

t—+o00

avec U%(t, ) = R [H[g](x) e '] est la solution du modéle avec la méme donnée
g et la condition initiale Uy (x) = R [H|g](x)].
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Résumé : Dans cette thése, nous considérons un modéle Euler-Maxwell linéarisé de propagation et
d'absorption des ondes électromagnétiques dans un plasma magnétique. Deux types de conditions aux
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un état stationnaire non nul dans un espace d'énergie plus grand. Cet état stationnaire est li¢ aux
propriétés de topologie du domaine, et s'exprime en fonction des données initiales. Dans un second
temps, j'étudie la décroissance de 1'énergie en utilisant la méthode du domaine fréquentiel. J'établis une
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conditionnel de décroissance exponentielle dans le cas Silver-Miiller homogene. Dans le cas du
conducteur parfait, nous montrons que le systéeme Euler-Maxwell n'est pas exponentiellement stable.
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minimales. Ces résultats semblent fortement li€s aux propriétés spectrales de diverses matrices décrivant
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Abstract: In this thesis, we consider a linearized Euler-Maxwell model for the propagation and
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reasonable assumptions. I conclude that it converges to a non-zero stationary state in a larger energy
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method. I establish a polynomial decay for both boundary conditions. I also prove a conditional
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show that the Euler-Maxwell system is not exponentially stable. We conclude by a result of convergence
towards the time-harmonic regime in the presence of a harmonic forcing. Among the main difficulties
encountered, the resolvent of the evolution operator is not compact and the internal absorption acts only
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results to the case of a vacuum-plasma interface problem.

Keywords: Maxwell equations, plasma, hydrodynamic models, stabilization, absorbing boundary
condition, evolution semi-groups, strong stability, exponential stability, polynomial stability, frequency
domain method.




	Dynamique et stabilisation d'un plasma magnétique froid
	Table des matières
	Introduction
	Chapitre 1. Contexte physique et modélisation
	1.1 Réactions de fusion nucléaires
	1.2 Définition d'un plasma de fusion
	1.3 Confinement magnétique
	1.4 Réacteur : Tokamak
	1.5 Champ magnétique dans un tokamak
	1.6 Chauffage du plasma et génération du courant
	1.7 Propagation et absorption de l'onde électromagnétique
	1.8 Modélisation

	Chapitre 2. Notations et préliminaires
	2.1 Espaces fonctionnels
	2.2 Quelques espaces de noyaux des opérateurs rotationnel et divergence
	2.3 Problèmes de type Helmholtz
	2.4 Théorie des semi-groupes et stabilité

	Chapitre 3. Caractère bien posé du modèle
	3.1 Mise en place du problème
	3.2 Cas du conducteur parfait
	3.3 Cas de la condition de Silver�Müller
	3.4 À propos des équations de contrainte
	3.5 Caractère bien posé du modèle avec condition de Silver-Müller sur tout le bord

	Chapitre 4. Étude asymptotique
	4.1 Géométrie et notations
	4.2 Quelques résultats d'analyse fonctionnelle
	4.3 Propriétés spectrales de certaines matrices utiles
	4.4 Stabilité forte
	4.5 Stabilité forte du modèle avec condition de Silver-Müller sur tout le bord

	Chapitre 5. Résultats de stabilisation
	5.1 Stabilité polynomiale
	5.2 Résultats de stabilité exponentielle
	5.3 Convergence vers le régime harmonique

	Chapitre 6. Stabilité du modèle dans le cas d'un problème d'interface vide-plasma
	6.1 Caractère bien posé du modèle
	6.2 Stabilité forte

	Bibliographie



