
HAL Id: tel-04015676
https://hal.univ-lorraine.fr/tel-04015676

Submitted on 6 Mar 2023

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Etude numérique du point critique de systèmes
quantiques de spin désordonnés en dimensions élevées

Valentin Anfray

To cite this version:
Valentin Anfray. Etude numérique du point critique de systèmes quantiques de spin désordonnés en di-
mensions élevées. Physique [physics]. Université de Lorraine, 2022. Français. �NNT : 2022LORR0127�.
�tel-04015676�

https://hal.univ-lorraine.fr/tel-04015676
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Laboratoire de Physique et Chimie Théoriques
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Résumé

Nous avons étudié numériquement plusieurs modèles de spins quantiques désordonnés en
dimensions D > 1 par le groupe de renormalisation en désordre fort (SDRG). Pour cela, nous
avons implémenté un algorithme permettant de considérer des systèmes contenant de l’ordre
d’un million de spins indépendamment de la dimension du réseau. Nous avons montré que les
propriétés critiques du modèle de Potts quantique désordonné à q = 2, 3, 5, 10, 20 et 50 états en
dimensions D = 2 et D = 3 sont gouvernées par un point fixe de désordre infini. Nous avons
estimé les exposants critiques de la longueur de corrélation ν, de l’aimantation df et du gap
d’énergie ψ. En exploitant les effets de taille finie et en prenant en compte les corrections, nous
avons mis en évidence que les propriétés critiques du modèle de Potts sont indépendantes du
nombre d’états q. Nous avons également étudié le modèle d’horloge quantique désordonné à
q = 2, 3, 5, 8 et 10 états en dimensions D = 2 et D = 3. L’importance du désordre initial a
été mis en évidence pour pouvoir atteindre un point critique de désordre infini. Bien que les
incertitudes sur ψ soient grandes, nos estimations des exposants ν et ψ sont compatibles pour
tout q avec ceux du modèle d’Ising quantique désordonné. Les estimations de l’exposant df sont
incompatibles dans les barres d’erreur mais néanmoins très proches. Enfin, nous avons étudié
le point tricritique du modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné en dimensions D = 2 et
D = 3. Nous avons montré que l’exposant de la longueur de corrélation dans une des directions
instables n’appartient pas à la classe d’universalité du modèle d’Ising quantique désordonné.

Mots-clés: systèmes quantique de spins, point critique de désordre infini, dimension élevée,
groupe de renormalisation en désordre fort, universalité, transition de phase du second ordre,
point tricritique, modèle de Potts, modèle d’horloge, modèle d’Ashkin-Teller



Abstract

Several random quantum spin models have been numerically studied in dimension D > 1

by Strong Disorder Renormalisation Group (SDRG). We have implemented an efficient al-
gorithm to be able to consider a system with up to few million spins independently of its
spatial dimension. Critical properties of the 2D and 3D random quantum Potts model with
q = 2, 3, 5, 10, 20 and 50 states are shown to be governed by an infinite disorder fixed point.
We have computed the correlation-length exponent ν, the magnetization exponent df and the
energy gap exponent ψ. Using finite-size scaling and taking into account finite-size corrections,
critical properties of the Potts model are shown to be q-independent. Random quantum Clock
models with q = 2, 3, 5, 8 and 10 states have been also studied in 2D and 3D. A minimum
amount of initial disorder strength is required to flow to an infinite disorder fixed point. De-
spite large error bars on ψ exponent, our estimates for the critical exponents ν and ψ for all q are
compatible with those of the random transverse-field Ising model. Our estimates for the critical
exponent df are incompatible within error bar but very close. Lastly, the tricritical point of the
random quantum Ashkin-Teller model has been studied in dimension two and three. We have
shown that the correlation-length exponent associated with one of the two unstable directions
does not belong to the university class of the random transverse-field Ising model.

Keywords: quantum spin systems, infinite disorder fixed point, high-dimensional, Strong Dis-
order Renormalization Group, universality, second order phase transition, tricritical point, Potts
model, Clock model, Ashkin-Teller model



Introduction

L’existence et l’importance des transitions de phase sont perceptibles dans nos vies de
tous les jours et ce depuis l’aube des temps. Il suffit pour cela de constater que le ciel peut
larmoyer sans besoin d’être modélisé par une bassine percée contenant une quantité infinie
d’eau sous forme liquide. Néanmoins, ces transitions aisément observables sont presque toutes
du premier ordre, signifiant qu’elles présentent une discontinuité de l’une des dérivées premières
de l’énergie libre impliquant entre autres une coexistence des phases. Les premières observations
scientifiques de transitions de phases du second ordre remontent à 1822 par Charles Cagniard de
La Tour [1] sur un mélange eau-alcool porté à haute température et à haute pression. Thomas
Andrews dans les années 1860 confirme la possibilité qu’un corps puisse passer de l’état liquide
à gazeux de manière continue et observe le phénomène d’opalescence critique, i.e. l’apparition
spontanée d’une couleur nacrée au point critique du dioxyde de carbone [2]. Aux transitions du
second ordre sont associées des phénomènes critiques où la portée des corrélations diverge et où
les grandeurs thermodynamiques présentent des singularités en loi de puissance caractérisées
par des exposants dits critiques définissant une classe d’universalité. Cette notion d’universalité
réfère à un comportement similaire au point critique de systèmes bien que microscopiquement
distincts. Elle met en exergue l’importance d’un nombre restreint de paramètres. En 1937,
Landau [3] formule une théorie phénoménologique des transitions de phases du second ordre
permettant de rendre compte de l’universalité de systèmes partageant les mêmes symétries et
ayant un même nombre de composantes du paramètre d’ordre. Néanmoins, parce qu’elle néglige
les fluctuations, cette théorie est mise en défaut pour des transitions dans des systèmes aux
dimensions physiquement accessibles comme le modèle d’Ising en dimensions D = 2 résolu
exactement par Onsager [4]. Tirant pleinement parti de l’invariance d’échelle, le groupe de
renormalisation est formalisé dans le cadre de la mécanique statistique par Wilson dans les
années 1970 [5, 6] permettant le calcul des exposants critiques en deçà de la dimension critique
supérieure et offrant une compréhension à l’émergence de classes d’universalité.

Un système réel n’étant jamais parfaitement homogène, de nombreuses recherches, néces-
sitant l’élaboration de nouvelles techniques analytiques et numériques, ont été menées pour
étudier l’influence du désordre [7-12]. De nouveaux phénomènes ont ainsi été découverts comme
l’absence de diffusion des ondes dans un milieu désordonné, prenant le nom de localisation d’An-
derson [13]. L’introduction de désordre peut également changer radicalement le comportement
critique du modèle pur en conduisant à de nouvelles classes d’universalité [14] ou en modifiant
l’ordre de la transition de phase [15]. En 1995, Fisher détermine analytiquement les exposants
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2 Introduction

critiques et les fonctions d’échelle de la chaîne d’Ising désordonnée en champ transverse [16]
en utilisant la méthode du groupe de renormalisation en désordre fort (SDRG). La SDRG a
été ensuite appliquée à bien d’autres modèles de spins pour en obtenir les propriétés critiques
comme celui de Potts [17], d’horloge [17] ou encore d’Ashkin-Teller [18, 19]. Pour des raisons de
topologie, ces résultats analytiques se limitent au cas unidimensionnel. L’exploration du point
critique de ces modèles à de plus hautes dimensions nécessite l’usage de simulations numériques
et constitue l’objectif de cette thèse.

Pour le mener à bien, nous rappellerons dans le chapitre 1 quelques généralités sur les
transitions de phases classiques et quantiques puis nous présenterons la méthode SDRG et nous
l’appliquerons à la chaîne d’Ising désordonnée en champ transverse. Nous détaillerons dans le
chapitre 2 l’algorithme introduit par [20] pour appliquer la SDRG à de larges systèmes de spins
en dimensions D > 1. Les chapitres 3 et 4 seront dédiés à l’étude du point critique des modèles
de Potts et d’horloge quantiques désordonnés pour différents nombre d’états q en dimensions
deux et trois. Les exposants critiques de la longueur de corrélation ν, de l’aimantation df et
du gap d’énergie ψ seront estimés en exploitant le comportement d’effet de taille finie. La
classe d’universalité de ces modèles sera discutée en fonction du nombre d’états q. Enfin, le
chapitre 5 sera consacré aux propriétés du point tricritique du modèle d’Ashkin-Teller quantique
désordonné à deux couleurs en dimensions deux et trois.



Chapitre 1

Généralités sur les transitions de phase

1.1 Transition de phase classique

Une transition de phase correspond à un brusque changement des propriétés thermodyna-
miques d’un système lors d’une variation d’un paramètre de contrôle tel que la température ou
encore la pression. Elle se caractérise par une singularité de l’énergie libre F = U − TS avec
U l’énergie interne du système, S l’entropie et T la température. Deux types de transitions de
phases doivent être distinguées. Celles dites du premier ordre (appellation donnée par Ehrenfest
[21]) présentent une discontinuité dans au moins une des dérivées premières de F . Elles sont
caractérisées par une coexistence de phase et la présence d’une chaleur latente. Un exemple est
la transition liquide/solide de l’eau. Les autres transitions sont continues (du second ordre ou
d’ordre supérieur, suivant la classification d’Ehrenfest). Les dérivées premières de l’énergie libre,
comme l’entropie S = −∂F

∂T
ou l’aimantation M = − ∂F

∂H
avec H le champ magnétique externe,

sont en effet continues. Il n’y a ni coexistence de phase, ni chaleur latente. Proche du point
critique terminant la ligne de transition liquide-vapeur, des régions d’une taille macroscopique
fluctuent de manière cohérente oscillant entre gaz et liquide. Il en résulte une diffusion de la
lumière qui se traduit par l’apparition spontanée, pour le dioxyde de carbone, d’une couleur
nacrée : c’est le phénomène d’opalescence critique dont la découverte est attribuée à Thomas
Andrew [2]. Cet exemple introduit une grandeur fondamentale dans la description d’une tran-
sition de phase continue : la longueur de corrélation ξ. Dans la suite, il ne sera plus question
que des transitions de phase continues.

1.1.1 Phénomènes critiques

La fonction de corrélation G permet de quantifier à quel point les fluctuations de deux
quantités s(x) et s(x’), distantes l’une de l’autre de |x − x’|, sont reliées entre elles. Loin du
point critique, les corrélations connectées décroissent exponentiellement

Gc(x-x’) = 〈s(x)s(x’)〉 − 〈s(x)〉〈s(x’)〉 ∼ e−|x-x’|/ξ

|x-x’|D−2+η
, lorsque |x-x’| → +∞ (1.1)

3
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qui permet de définir la longueur de corrélation ξ.

Le modèle d’Ising [22] est le modèle paradigmatique pour l’étude du comportement critique.
Le système est constitué de N spins Si pouvant prendre uniquement les valeurs +1 ou −1.
L’énergie HC d’une configuration C = {S1, ..., SN} est donnée par

HC = −J
∑
〈ij〉

SiSj (1.2)

où la somme s’étend sur les paires de voisins les plus proches et J > 0 dans le cas ferroma-
gnétique. À température nulle, le système est dans la configuration minimisant l’énergie. Tous
les spins sont dans le même état +1 ou −1. Le système est dans une phase ordonnée dite
ferromagnétique. À l’inverse, lorsque la température est infinie, toutes les configurations sont
équiprobables et l’état d’un spin est indépendant de celui de ses voisins. Le système est dans
une phase désordonnée appelée paramagnétique. Le paramètre d’ordre permet de faire la dis-
tinction entre ces deux phases. Il est nul dans l’une et non nul dans l’autre et permet de ce fait
de repérer la position de la transition de phase. Pour le modèle d’Ising, le paramètre d’ordre
est l’aimantation moyenne

m =
1

N

∣∣∣∣∣
N∑
i

〈Si〉
∣∣∣∣∣ (1.3)

avec

〈Si〉 =

∑
C Sie

−HC/kbT

Z
(1.4)

où la somme s’étend sur toutes les configurations possibles et Z =
∑
C e
−HC/kbT est la fonction

de partition. L’énergie d’une configuration (1.2) étant invariante par renversement de tous les
spins, l’aimantation moyenne m est nécessairement nulle et ce quelle que soit la température.
L’apparition d’une phase ferromagnétique résulte d’une brisure spontanée de la symétrie. Pour
le modèle d’Ising, elle peut être due à un champ magnétique externe résiduel, correspondant à
une contribution −H∑N

i Si à l’énergie (1.2), brisant la symétrie. La phase ferromagnétique est
alors caractérisée par une aimantation spontanée non nulle. On note Tc la température critique
à laquelle la transition survient.

A l’approche du point critique, la longueur de corrélation diverge comme

ξ ∼ |t|−ν (1.5)

où t = (T − Tc)/Tc est une variable adimensionnée mesurant l’écart au point critique et ν
est l’exposant critique de la longueur de corrélation. La divergence de ξ conduit à une inva-
riance sous une transformation d’échelle. La longueur de corrélation s’étendant sur l’intégralité
du système, les détails microscopiques n’influent pas sur le comportement au point critique.
Ainsi, plusieurs modèles, bien que différents microscopiquement, peuvent se comporter d’une
manière semblable au point critique. On dit d’eux qu’ils appartiennent à la même classe d’uni-
versalité. Comme la longueur de corrélation, les grandeurs thermodynamiques présentent un
comportement en loi de puissance, avec parfois une partie régulière. L’ensemble des exposants
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Observable Exposant Loi de puissance Conditions
Chaleur spécifique α C ∼ |t|−α t→ 0, h = 0

Aimantation β m ∼ (−t)β t→ 0−, h = 0
Aimantation δ m ∼ |h|1/δ t = 0, h→ 0

Susceptibilité magnétique γ χ ∼ |t|−γ t→ 0, h = 0
Longueur de corrélation ν ξ ∼ |t|−ν t→ 0, h = 0
Longueur de corrélation νh ξ ∼ |h|−νh t = 0, h→ 0

Fonction de corrélation spin-spin η G(x) ∼ |x|−D+2−η t = 0, h = 0

Table 1.1 – Définitions des exposants critiques lors d’une transition ferromagnétique-
paramagnétique. t = (T − Tc)/Tc représente l’écart au point critique avec Tc la température
critique. h = H/T est le champ magnétique externe et D la dimensionnalité du système.

critiques caractérise une classe d’universalité. Ainsi, deux modèles appartiennent à la même
classe d’universalité s’ils partagent les mêmes exposants. La classe d’universalité d’un système
ne dépend que d’un nombre restreint de paramètres : la symétrie de l’hamiltonien, le fait que
les interactions soient à courte portée ou non, la dimension et le nombre de composantes du
paramètre d’ordre.

Pour la transition ferromagnétique-paramagnétique du modèle d’Ising, la définition de ces
exposants est explicitée dans la table 1.1. La divergence de ξ conduit à la disparition de l’expo-
nentielle dans l’expression (1.1) des corrélations. Il ne reste plus qu’une décroissance algébrique.
Par le théorème fluctuation-dissipation, cette dernière conduit à la divergence de la susceptibi-
lité.

1.1.2 Homogénéité et hypothèse d’échelle

Les exposants critiques présentés dans la table 1.1 ne sont pas indépendants. Il existe des
lois d’échelle (table 1.2) les liant et permettant de réduire le nombre d’exposants indépendants à
deux. L’hypothèse d’homogénéité de la partie singulière de la densité d’énergie libre fsing permet
de démontrer ces relations. Cette hypothèse a été formulée pour la première fois par Widom
[23] et a été exploitée par la suite [24-27] pour aboutir aux lois d’échelle. Pour la transition
ferromagnétique-paramagnétique du modèle d’Ising, fsing dépend de deux champs d’échelle t et
h. L’hypothèse d’homogénéité de l’énergie libre implique que sous une dilatation x→ x′ = x/b

de facteur d’échelle b, la partie singulière de la densité d’énergie libre se transforme comme

fsing(t, h) = b−dfsing(b
ytt, byhh) (1.6)

avec yh = 1/νh et yt = 1/ν. Toutes les grandeurs thermodynamiques s’écrivant comme des
dérivées de f , elles peuvent également s’exprimer comme une fonction homogène de t et h. En
dérivant deux fois l’énergie libre par rapport à t, on obtient par exemple la chaleur spécifique

C(t, h) = b−d
∂2f(bytt, byhh)

∂t2
= b−d+2ytC(bytt, byhh). (1.7)
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α = 2− νD Josephson
α + 2β + γ = 2 Rushbrooke
γ = β(δ − 1) Widom
γ = (2− η)ν Fisher

Table 1.2 – Lois d’échelle. La relation de Josephson dépend explicitement de D et n’est valable
que lorsque D ≤ Dc la dimension critique supérieure.

En posant b = t−1/yt et h = 0, on a

C(t, h) = t−(−d+2yt)/ytC(1, 0) ∼ tdν−2. (1.8)

Par comparaison avec le comportement de la chaleur spécifique de la table 1.1, on obtient la
relation de Josephson liant les exposants α et ν. En procédant de la même manière pour les
observables données dans la table 1.1, on obtient les lois d’échelle présentées dans la table 1.2.

Le comportement en loi de puissance n’est valable qu’au voisinage du point critique. Il est
parfois nécessaire de tenir compte de corrections d’échelle de la forme

C(t, 0) ∼ t−α
(
1 + at−ω + ...

)
, (1.9)

avec ω > 0.

1.1.3 Groupe de Renormalisation

Dans l’approximation du champ moyen [3, 28, 29], on obtient pour le modèle d’Ising les
exposants suivants :

α = 0, β = 1/2, γ = 1, δ = 3, ν = 1/2, η = 0 (1.10)

en contradiction avec la solution exacte d’Onsager du modèle bidimensionnel [4]. Ce n’est qu’au
delà de la dimension critique supérieureDc que le comportement critique est correctement décrit
par l’approximation de champ moyen. Pour le modèle d’Ising, la dimension critique supérieure
est Dc = 4.

Afin de décrire le comportement au point critique en deçà de la dimension critique supé-
rieure, Kadanoff [24] a introduit une procédure itérative consistant à former successivement des
blocs de spins en moyennant les fluctuations aux petites échelles. Après chaque itération, la
longueur de corrélation est divisée par un facteur b. Outre les points fixes où ξ = 0, il existe
un point fixe ξ = +∞ traduisant l’invariance par dilatation au point critique. Wilson [5, 6]
formalisa cette procédure.

Soit un hamiltonien H formé des opérateurs {O} = (O1, O2, ...), correspondant aux in-
teractions possibles entre degrés de libertés {φα(x)} et d’un jeu de constantes de couplage
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{K} = (K1, K2, ...) :

H =
+∞∑
α=1

KαOα. (1.11)

Pour le modèle d’Ising, on a O1 =
∑
〈ij〉 SiSj et O2 =

∑
i Si avec les couplages {K} = (−J,−H).

Le groupe de renormalisation (RG) consiste à

1. Réduire le nombre de degrés de liberté du système en en décimant certains.

2. Dilater le réseau d’un facteur b pour préserver la densité des degrés de liberté.

Un nouvel hamiltonien H′ est construit en prenant la trace partielle Tr′ sur les degrés de liberté
décimés : [30]

exp(−βH′) = Tr′ exp(−βH) (1.12)

ce qui permet d’assurer l’invariance de la fonction de partition. L’hamiltonien H′ possède les
mêmes symétries mais de nouvelles constantes de couplage {K ′} = (K ′1, K

′
2, ...) dites renorma-

lisées à la suite de la transformation Rb :

{K ′} = Rb({K}). (1.13)

Les itérations successives de cette relation de récursion définissent une trajectoire dans l’espace
de couplages appelée flot de renormalisation. Suffisamment proche d’un point fixe {K∗} =

Rb({K∗}), on peut linéariser la transformation Rb :

δK ′α =
∑
β

Tαβ(b)δKβ +O
(
(Kβ)2

)
. (1.14)

Le comportement critique est donné par les valeurs propres λi

λi(b) = byi . (1.15)

yi est appelé dimension d’échelle du champ d’échelle ti correspondant à la composante du
vecteur propre ei associée :

δKα =
∑
i

tiei. (1.16)

Sous la transformation Rb, on retrouve le comportement :

t′i = byiti. (1.17)

Trois situations peuvent se produire

1. yi > 0, ti augmente lors de la renormalisation. Le champ d’échelle ti est dit pertinent.

2. yi < 0, le flot se rapproche du point fixe. Le champ d’échelle ti est non pertinent.

3. yi = 0, l’approximation linéaire n’est pas suffisante pour statuer sur la pertinence. Le
champ d’échelle ti est marginal.
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On peut classer les points fixes selon le nombre de directions pertinentes [30]. Un point critique
correspond à un point fixe possédant deux directions pertinentes. Au delà de deux, il est appelé
multi-critique. Pour le modèle d’Ising, on a deux champs d’échelle pertinents : la température
réduite t = (T − Tc)/Tc et le champ magnétique h.

La notion d’universalité se comprend d’une façon nouvelle à la lumière du groupe de re-
normalisation. Tous les points se trouvant sur une même surface critique, paramétrée par les
champs d’échelle non pertinents, appartiennent à la même classe d’universalité.

1.1.4 Effets de taille finie

Numériquement, il n’est pas possible de considérer un système dans la limite thermodyna-
mique. Le nombre de degrés de liberté étant fini, la densité d’énergie libre ne peut pas présenter
de singularité. Les grandeurs thermodynamiques divergentes au point critique dans la limite
thermodynamique (susceptibilité, chaleur spécifique, ...) restent finies et, pour un système de
taille L, la position Tc(L) de leur maximum tend vers le point critique comme

|Tc − Tc(L)| ∼ L−1/ν . (1.18)

Dans la suite, Tc(L) est qualifiée de point pseudo-critique. Les effets de taille finie sont obser-
vables lorsque ξ ≥ L. On peut en tenir compte en ajoutant le nouveau champ d’échelle pertinent
1/L dans la loi de transformation de la densité d’énergie libre :

f(t, h, 1/L) = b−df(bytt, byhh, b/L). (1.19)

Il en découle, par exemple, le comportement d’échelle de la chaleur spécifique :

C = ξα/νC0(L/ξ) (1.20)

avec C0 une fonction adimensionnée telle que C0(x) est constante si x � 1 et C0(x) ∼ xα/ν

lorsque x → 0. Les comportements d’échelle des autres grandeurs thermodynamiques sont
obtenus de manière analogue.

1.2 Transition de phase quantique

Alors que les transitions de phase sont généralement provoquées par le développement des
fluctuations thermiques, certaines transitions se produisent à température nulle. Elles sont
provoquées par le développement de fluctuations quantiques sous la variation d’un paramètre
extérieur θ. Ces fluctuations induisent le passage d’un état fondamental à un autre de symé-
trie différente. Comme dans le cas classique, il existe plusieurs classes de transitions de phase
quantique et nous ne discuterons, comme précédemment, que des transitions continues.

Avec l’avènement de techniques expérimentales permettant de se placer à très basses tem-
pératures, de nombreuses réalisations de transitions de phase quantiques ont pu être observées
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par exemple, entre un superfluide et un isolant de Mott dans un gaz d’atomes froids [31], entre
une phase ordonnée antiferromagnétiquement et une phase paramagnétique dans TlCuCl3[32],
entre un état de Hall quantique, un état métallique et un état isolant dans des gaz d’électrons
bidimensionnels [33-37], entre un comportement de liquide de Fermi, de non liquide de Fermi
et antiferromagnétique dans des alliages de fermions lourds [38-40].

1.2.1 Comportement critique à la transition quantique

Au voisinage du point critique θc, le gap ∆ entre l’état fondamental et le premier état excité
s’annule suivant la loi [41]

∆ ∼ |θ − θc|νz (1.21)

avec ν l’exposant de la longueur de corrélation et z l’exposant dynamique. Comme pour une
transition de phase classique du second ordre, la longueur de corrélation diverge comme

ξ ∼ |θ − θc|−ν . (1.22)

Ces deux équations permettent de lier longueur et énergie caractéristique

∆ ∼ ξ−z. (1.23)

En temps imaginaire, longueur de corrélation spatiale et longueur d’autocorrélation ξτ ∼ 1/∆

dans la direction temporelle sont liées par

ξτ ∼ ξz. (1.24)

Lorsque z 6= 1, les corrélations décroissent différemment dans les directions spatiales et tempo-
relle : le système est anisotrope.

A température finie, deux scénarios sont possibles. Dans certains cas, les fluctuations ther-
miques détruisent la phase ordonnée et il n’y a plus de transition pour toute température T>0.
Dans le cas des modèles de spins qui nous intéressent (Ising, Potts, horloge), les deux échelles
d’énergie du problème, le gap ∆ et l’énergie thermique kBT entrent en compétition. Lorsque
∆ > kBT , le système est dans le régime quantique dominé par les fluctuations quantiques.
Lorsque kBT > ∆, les fluctuations thermiques dominent et le système peut être décrit de
manière classique. Comme on l’a vu dans la première partie, l’ordre ferromagnétique peut sur-
vivre jusqu’à une température critique Tc. Une ligne de transition joint alors le point critique
quantique à température nulle au point critique classique à température finie.

1.2.2 Modèle d’Ising quantique

Il existe un lien entre les transitions de phase quantiques à D dimensions et les transi-
tions classiques à D + 1 dimensions. La fonction de partition d’un système quantique est
ZQ = Tr

{
e−βHQ

}
. L’hamiltonien est généralement formé de termes ne commutant pas, i.e.
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[H0
Q, H

1
Q] 6= 0, impliquant que e−βHQ 6= e−βH

0
Qe−βH

1
Q . La décomposition de Trotter-Suzuki [42,

43] permet néanmoins de séparer les exponentielles : e−βH
0
Q−βH

1
Q = limn→+∞

(
e−

β
n
H0
Qe−

β
n
H1
Q

)n
.

En posant β
n

= δτ et en insérant des relations de fermeture
∑
{στn}

|{στn}〉 〈{στn}| entre chaque

élément e−
β
n
H0
Qe−

β
n
H1
Q , la fonction de partition s’interprète comme la somme sur tous les che-

mins possibles en temps imaginaire δτ = iδt. Classiquement, chaque élément de matrice〈
{στn+1}

∣∣ e− βnH0
Qe−

β
n
H1
Q |{στn}〉 s’apparente à une matrice de transfert d’une configuration {στn}

de dimension D à une autre configuration {στn+1}. Ainsi, la dimension spatiale supplémentaire
du système classique correspond au temps imaginaire du système quantique. La température β
du modèle quantique est donc liée à la taille Lτ du modèle classique dans la direction temporelle
par Lτ = β/δτ .

Dans la limite anisotrope extrême, l’équivalent quantique unidimensionnel du modèle d’Ising
bidimensionnel est [44]

HQ = −J
∑
i

σzi σ
z
i+1 − h

∑
i

σxi (1.25)

avec σx,zi les matrices de Pauli qui s’écrivent dans la base propre de σz

σx =

(
0 1

1 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (1.26)

On note |↑〉i et |↓〉i les deux vecteurs propres de σz, de valeurs propres +1 et −1. Lorsque
h = 0, l’état fondamental |0〉 de l’hamiltonien (1.25) est deux fois dégénéré et correspond aux
deux états ferromagnétiques, i.e. |0〉 =

⊗
i |↑〉i et |0〉 =

⊗
i |↓〉i. On définit l’aimantation totale

comme
m =

1

N

∑
i

〈0|σzi |0〉 . (1.27)

Un champ transverse h 6= 0 tend à détruire l’ordre ferromagnétique. L’effet de σxi est, en
effet, de renverser l’orientation du spin : σxi |↑〉i = |↓〉i. Lorsque J = 0, chaque spin se trouve
dans la superposition d’états |→〉i = (|↑〉i + |↓〉i)/

√
2. L’état fondamental est |0〉 =

⊗
i |→〉i.

L’aimantation associée est donc nulle. Entre ces deux limites se produit une transition de phase
à θc = J/h = 1. Lorsque θ < 1, le système est dans la phase paramagnétique. Lorsque θ > 1, il
se trouve dans la phase ferromagnétique.

Fixons par convention l’énergie de l’état fondamental E0 = 0. Lorsque h = 0, la première
excitation correspond à un mur de domaine obtenu par le renversement de tous les spins à
partir d’un site i sur l’état fondamental |0〉 = |↑ ... ↑〉. Par exemple, |1〉 = |↑ ... ↑i↓i+1 ... ↓〉,
d’énergie 2J , est créé par l’action de l’opérateur τ zi = Πj>iσ

x
i . La présence du mur de domaine

sur le site i est repérée par l’opérateur τxi = σzi σ
z
i+1. Les excitations suivantes correspondent à n

murs de domaine d’énergie totale En = 2nJ . Lorsque J = 0, la première excitation correspond
à un retournement de l’un des spins. Par exemple |1〉 = |→ ...→←→ ...→〉, d’énergie E1 = h,
est créée par l’action de l’opérateur σzi sur l’état fondamental |0〉 = |→ ...→〉. La position
du site retourné est repérée par l’opérateur σxi . Les excitations suivantes correspondent au
retournement de n spins. On peut réécrire l’hamiltonien d’Ising en fonction de ces nouveaux
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opérateurs τx et τ z

H ′Q = −
∑
i

(Jτxi + hτ zi−1τ
i
z) (1.28)

L’hamiltonien conserve la même forme que l’hamiltonien original (1.25) après l’échange J ↔ h.
Il en découle que si la transition est unique alors elle se produit lorsque J = h.

La diagonalisation de l’hamiltonien (1.25) peut être effectuée en procédant tout d’abord
à une transformation de Jordan-Wigner [45] qui permet de l’exprimer en terme d’opérateurs
fermioniques

H = −
∑
i

[
J(c†ici+1 + c†i+1ci + c†ic

†
i+1 + ci+1ci) + h(1− 2c†ici)

]
. (1.29)

On obtient un gaz de fermions sans interaction mais dont le nombre n’est pas conservé à cause
des termes c†ic

†
i+1 + ci+1ci. Il est néanmoins possible de diagonaliser cet hamiltonien en passant

tout d’abord dans l’espace des moments k via une transformation de Fourier

H =
∑
k

(
2 [h− J cos k] c†kck + iJ sin k[c†−kc

†
k + c−kck]− h

)
(1.30)

puis en appliquant une transformation de Bogoliubov [46] qui permet de l’écrire avec un nouveau
jeu d’opérateurs fermioniques γk = ukck − ivkc†−k dont le nombre est cette fois conservé [41]

H =
∑
k

εk(γ
†
kγk − 1/2) (1.31)

où εk = 2J
√

(cos k − θ)2 + sin2 k est l’énergie à une particule avec θ = J/h. Comme εk ≥ 0,
l’état fondamental |0〉 est obtenu lorsqu’il n’y a aucun fermion γ. Les états à n particules sont
de la forme γ†k1 ...γ

†
kn
|0〉. Le gap d’énergie entre l’état fondamental et le premier état excité est

∆ = 2J |1 − θ|. Comme attendu, le gap s’annule pour θ = 1, i.e. à la transition de phase.
En calculant également les corrélations et l’aimantation, on montre que les exposants critiques
ν = 1 et β = 1/8 sont ceux du modèle d’Ising 2D classique et que l’exposant dynamique est
z = 1 [47].

Malgré la simplicité de ce modèle, il permet de rendre compte qualitativement du compor-
tement de certains matériaux et de manière exacte des grandeurs universelles au point critique.
Dans le composé LiHoF4, le spin de l’ion magnétique Ho3+ se trouve dans deux états, aligné
parallèlement ou anti-parallèlement à un axe cristallin. Chaque ion Ho3+ interagit avec ses voi-
sins via des interactions magnétiques dipolaires. À T = 0K, en l’absence de champ externe,
ces interactions tendent à aligner les spins de tous les ions Ho3+ dans la même direction, don-
nant ainsi un état ferromagnétique. Un champ magnétique Hp appliqué perpendiculairement
à cet axe permet d’augmenter la probabilité de transition d’un état à l’autre pouvant ainsi
détruire cet ordre ferromagnétique. Le LiHoF4 peut être assimilé à un hamiltonien d’Ising en
champ transverse ne se limitant pas aux interactions entres proches voisins [48]. Le diagramme
de phase de LiHoF4 en fonction de la température T et du champ transverse appliqué a été
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déterminé dans [49]. Notons dès à présent que du désordre peut être introduit en remplaçant
aléatoirement les ions magnétiques Ho3+ par des ions non magnétiques Y3+ donnant le maté-
riau LiHoxY1−xF4. En variant la concentration x, différents régimes de verres de spins peuvent
être obtenus [50-54]. Une autre réalisation du modèle d’Ising en champ transverse a été observé
dans les composés quasi-unidimensionnels de CoNb2O6 [55]. Les ions Co2+ font office de spins
d’Ising. Leurs spins peuvent s’orienter parallèlement ou anti-parallèlement par rapport à un axe
cristallin sous l’effet des interactions spin-orbite. À T = 0K, en l’absence de champ appliqué,
l’état fondamental est magnétiquement ordonné. Un champ magnétique appliqué dans une di-
rection perpendiculaire détruit l’ordre ferromagnétique. De la même manière que pour LiHoF4,
CoNb2O6 permet d’explorer l’effet de la température à proximité d’une transition de phase
quantique. Il existe de nombreux autres exemples dont une liste non exhaustive est donnée
dans la référence [56].

1.3 Transitions de phase dans les systèmes désordonnés

Un échantillon macroscopique n’est jamais pur. Il subsiste des inhomogénéités prenant, par
exemple, la forme d’impuretés, de lacunes, ou autres défauts cristallins. Pour un modèle de spins
sur réseau, le désordre prendra la forme d’une dilution de sites ou de liaisons ou de couplages
aléatoires.

1.3.1 Les différents types de désordre

Dans un système réel, les impuretés et les défauts peuvent évoluer au cours du temps. On
parle de désordre recuit lorsque la densité d’impuretés a le temps de fluctuer au cours du temps,
i.e. lorsque le temps caractéristique des fluctuations est inférieur à celui de l’expérience. Du point
de vue de la physique statistique, on doit traiter les impuretés comme des degrés de liberté du
système et les inclure dans la sommation lors du calcul de la fonction de partition. On parle
de désordre gelé lorsque les impuretés peuvent être considérées comme statiques i.e. lorsque
le temps caractéristique est plus grand que le temps de l’expérience. Pour un système fini, on
devra alors moyenner les quantités thermodynamiques sur toutes les réalisations possibles du
désordre. On a donc deux moyennes à réaliser successivement, d’abord une moyenne sur les
fluctuations thermiques ou quantiques puis une moyenne sur le désordre. Dans la suite, on ne
considérera que le cas du désordre gelé et on notera X la moyenne sur le désordre de X.

Pour la chaîne d’Ising en champ transverse (1.25), le désordre peut être introduit en

1. Considérant comme aléatoires les couplages entre deux spins et/ou les champs transverses
associés à chaque spin, c’est-à-dire en posant

Hd
Q = −

∑
i

Jiσ
z
i σ

z
i+1 −

∑
i

hiσ
x
i . (1.32)

Si les couplages Ji, hi sont tous positifs alors le désordre ne change pas les propriétés
des phases ferromagnétique et paramagnétique. Le désordre ne brise pas la symétrie Z2,
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i.e. l’hamiltonien commute toujours avec P = Πiσ
x
i . Ce désordre est qualifié de masse

aléatoire car il joue sur le terme de masse de l’action de Ginzburg-Landau [57].

2. En ajoutant un champ magnétique aléatoire couplé à chaque spin i :
∑

iBiσ
z
i . Un tel

désordre brise localement la symétrie Z2.

Lorsque les couplages ou le champ aléatoire prennent des valeurs négatives, le désordre introduit
de la frustration. Le diagramme de phase peut être modifié avec l’apparition de phases de verre
de spins [7, 11]. Dans cette thèse, on se limitera au cas de couplages aléatoires positifs.

Pour un système fini, plusieurs types de distribution de couplages aléatoires peuvent être
considérés. Un désordre est dit canonique [58, 59] (également appelé grand-canonique [60-63])
lorsque le paramètre de contrôle θ n’est fixé qu’en moyenne. Pour la chaîne d’Ising en champ
transverse désordonnée, on a θ = lnh− ln J [64]. Pour un système de taille L, les fluctuations√

Var[θ] décroissent comme 1/
√
L. Un désordre microcanonique (également appelé canonique)

correspond à un paramètre de contrôle fixé pour chaque échantillon de désordre. Pour la chaîne
d’Ising en champ transverse, on impose donc la contrainte [58, 59, 65]

L−1∑
i=0

(lnhi − ln Ji) = θ. (1.33)

pour chaque échantillon et plus seulement en moyenne. Dans la limite thermodynamique, il a
été montré que ces deux types de désordre sont équivalents et conduisent, asymptotiquement, à
des variances réduites RX = X2−X2

X
2 des grandeurs thermodynamiques X identiques [63]. Pour

des systèmes de tailles finies, il en va autrement. À cause des fluctuations entre échantillons,
le désordre canonique conduit à des corrections aux comportements critiques [60, 62]. C’est
pourquoi, il a été proposé de considérer l’écart au point pseudo-critique de chaque échantillon
plutôt que par rapport au point critique afin de réduire le bruit sur les moyennes des observables
[60]. En se plaçant à la température T (χmax) du maximum de la susceptibilité magnétique χ
avant de moyenner les grandeurs thermodynamiques, Bernadet et al. ont ainsi obtenu un bruit
sensiblement réduit conduisant à une meilleure estimation des exposants critiques ν et γ du
modèle d’Ising classique désordonné bidimensionnel [62]. Pour des observables de surface, des
exposants différents pour les deux types de désordre ont été rapportés. Au point critique,
l’aimantation de surface de la chaîne d’Ising en champ transverse conduit à un comportement
d’échelle des valeurs moyenne et typique identiques et donc νav = νtyp = 1 pour un désordre
microcanonique. Pour un désordre canonique, on a en revanche νav = 2 et νtyp = 1 [58, 59,
65]. Pour les corrélations entre les spins en bout de chaîne, la différence de comportement pour
les deux types de désordre est encore plus prononcée. Les corrélations décroissent en loi de
puissance pour le désordre canonique et exponentiellement pour le désordre microcanonique
[58, 65]. Pour des observables de volume, le même exposant est obtenu pour les deux types de
désordre [58] conformément aux prédictions théoriques [66].

Dans cette thèse, il sera question exclusivement d’un désordre canonique gelé.
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1.3.2 Influence du désordre à la transition de phase

Harris a étudié l’effet de l’introduction d’un désordre gelé couplé à la densité d’énergie sur
la stabilité du point critique pur [14]. Il a montré que le point fixe du système pur est stable si

Dν > 2 (1.34)

où D est la dimension du système et ν l’exposant critique du système pur. En utilisant la loi
d’échelle de Josephson, l’équation (1.34) équivaut à α < 0. Si α = 0, le désordre est marginal et
il n’est pas possible de conclure. Enfin, si α > 0, le désordre est pertinent et le comportement
critique du système désordonné diffère de celui du système pur. Chayes et al. [67] ont montré
que le nouvel exposant ν du système désordonné satisfait Dν ≥ 2 au point fixe désordonné.

Le critère de Harris s’applique aussi bien pour des transitions de phase classiques que quan-
tiques. Il n’est cependant valable que lorsque les corrélations du désordre décroissent plus ra-
pidement que |x − x′|−D [68]. Dans le cas de corrélations de la forme |x − x′|−a, Weinrib et
Halperin ont montré que le point fixe pur est stable si ν > 2/a avec a < D [68].

De manière générale, le désordre adoucit les transitions du premier ordre et réduit leur
chaleur latente. Aizenman et Wehr ont rigoureusement prouvé qu’un désordre infinitésimal,
couplé aussi bien à la densité d’énergie qu’au paramètre d’ordre, transforme une transition du
premier ordre en une transition du second ordre en dimensions D ≤ 2 dans le cas classique [15]
et dans le cas quantique [69, 70]. Pour un système de symétrie continue ce résultat est valide
pour D ≤ 4. En dimensions supérieures, il pourra exister un point tricritique où se rejoignent
une ligne de transition du premier ordre en désordre faible et une ligne du second ordre en
désordre fort [71].

1.3.3 Comportement d’échelle du point pseudo-critique

Pour un système de taille finie L, l’écart entre le point pseudo-critique θc(L) et le point
critique θc décroît comme L−1/ν (1.18). L’introduction de désordre conduit à des points pseudo-
critiques θic(L) différents d’une configuration i de désordre à l’autre. La moyenne θ̄c(L) = θic(L)

des points pseudo-critiques se rapproche du point critique θc comme dans le système pur [60-62,
72, 73]

|θ̄c(L)− θc| ∼ L−1/νs (1.35)

mais avec un exposant νs associé au modèle désordonné. L’écart-type des points pseudo-critiques
δθc(L) ≡

√
Var(θic(L)) se comporte comme [61, 74]

δθc(L) ∼ L−1/νw . (1.36)

La variance réduite d’un observable X

RX(L) =
Var [X(L)]

X(L)
2 . (1.37)
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permet de rendre compte de la pertinence du désordre. En effet, lorsque le désordre est non
pertinent, l’écart-type des points pseudo-critiques (1.36) est donné par le théorème de la limite
centrale et donc νw = 2/D [14]. Le critère de Harris, νs > 2/D, implique que Rθc(L) s’annule
comme Lα/ν de sorte que, dans la limite L → +∞, la variable θc(L) est auto-moyennante. En
revanche, au point critique désordonné, on a νw = νs [61, 74]. Il en découle que RX(L) tend
vers une valeur finie dans la limite L → +∞ indiquant que les variables ne sont pas auto-
moyennantes. Une conséquence est l’apparition possible de deux exposants de la longueur de
corrélation : ν associé au comportement de la moyenne des corrélations et ν̃ aux corrélations
typiques. Pour la chaîne d’Ising désordonnée en champ transverse, ces exposants sont distincts
ν = 2 et ν̃ = 1 [16]. Le comportement critique des grandeurs moyennes est alors déterminé par
les évènements rares. C’est une des raisons pour laquelle il est essentiel, même pour de larges
tailles L, de moyenner sur un grand nombre d’échantillons.

1.3.4 Phase de Griffiths

Alors que les systèmes purs présentent des singularités uniquement au point critique, les
systèmes désordonnés peuvent présenter des singularités dans une région étendue du diagramme
de phase entourant le point critique. On parle de phase de Griffiths [75].

Ces singularités de Griffiths sont dues à l’existence de régions macroscopiques présentant
des couplages plus faibles (ou plus forts) que la moyenne. Dans le cas du modèle d’Ising désor-
donné, on peut montrer que, dans la phase paramagnétique, la probabilité d’une région de
taille caractéristique ` avec des couplages Jij plus grands que les champs transverses hi est de
la forme [57]

p(`) ∼ exp
(
−a`d

)
. (1.38)

En négligeant les champs transverses, l’état fondamental d’une telle région est donc |↑ ... ↑〉
ou |↓ ... ↓〉. Le terme

∑
i hiσ

x
i de l’hamiltonien ne peut retourner cet amas qu’à l’ordre `d en

perturbation car seul (
∑

i hiσ
x
i )n |↑ ... ↑〉 fait apparaître un terme

⊗
i σ

x
i |↑ ... ↑〉 = |↓ ... ↓〉. Le

gap d’énergie se comporte donc comme

ε(`) ∼ exp
(
−b`D

)
. (1.39)

Il en découle la densité d’état

ρ(ε) =

∫
d`p(`)δ(ε− exp

(
−b`D

)
) ∼ εD/z−1 (1.40)

où l’exposant dynamique z est relié aux constantes a et b. La phase de Griffiths paramagnétique
est donc sans gap.

Dans la phase de Griffiths ordonnée, une analyse similaire [57] conduit à une densité d’état
également sans gap mais de la forme

ρ(ε) ∼ exp

(
−c
(

ln
ε0
ε

)1−1/D
)

(1.41)
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avec ε0 une échelle d’énergie microscopique et c une constante variant continûment à travers
la phase de Griffiths ferromagnétique. Ainsi, l’effet des régions rares dans la phase de Griffiths
ordonnée est souvent moindre que dans la phase de Griffiths désordonnée.

De la densité d’état des régions rares peuvent être obtenues différentes observables thermo-
dynamiques des phases de Griffiths quantiques [57]. Par exemple, dans la phase désordonnée
du modèle d’Ising quantique désordonné en champ transverse, les singularités de Griffiths do-
minent le comportement de la chaleur spécifique à basse température, C(T ) ∼ TD/z, et de la
susceptibilité χ(T ) ∼ TD/z−1 [16, 76-78].

Dans cette section, il n’a été mentionné que les phases de Griffiths quantiques. L’effet de
régions rares sur des systèmes classiques existe également. Il conduit à une dynamique anor-
malement lente dans des modèles ferromagnétiques dilués [79, 80] et des modèles de verres de
spins [81]. Griffiths a montré que l’aimantation du modèle d’Ising classique dilué n’est pas une
fonction analytique du champ appliqué H lorsque H = 0 en deçà de la température critique
du modèle pur [75]. Néanmoins, cette singularité est faible et expérimentalement difficilement
observable [82-84]. Une région rare dans un modèle quantique est équivalent à une région infi-
niment corrélée dans une dimension supplémentaire dans un modèle classique. McCoy et Wu
ont prédit dans un modèle d’Ising bidimensionnel classique dont le désordre est infiniment cor-
rélé dans une direction, une divergence logarithmique de la chaleur spécifique au point critique
[85-87], comme dans le système pur, en adéquation avec des observations expérimentales [88,
89].

1.4 Groupe de renormalisation en désordre fort

En présence de désordre, la méthode des répliques [11] permet d’appliquer les techniques
de renormalisation au modèle φ4 [90] et d’estimer les exposants critiques sous forme de série
en ε = 4 − D [30]. Lorsque le désordre est infiniment corrélé dans une direction, le point fixe
désordonné disparaît et le flot de renormalisation entraîne le système vers l’infini [41, 91]. De
manière étonnante, une technique de renormalisation dans l’espace réel, initialement introduite
par Ma, Dasgupta et Hu [92, 93] pour étudier la chaîne d’Heisenberg quantique désordonnée
antiferromagnétique, donne des résultats exacts pour la chaîne d’Ising désordonnée en champ
transverse [16, 94] et la chaîne d’Heisenberg antiferromagnetique [95]. Fisher a pu déterminer
analytiquement les exposants critiques et les fonctions d’échelle associées. Le principe de cette
procédure tire pleinement parti du fait que le désordre lève les dégénérescences présentes dans
le système pur. Il est dorénavant possible d’éliminer successivement les degrés de liberté de plus
haute énergie et d’étudier les propriétés à basse énergie, notamment celles de l’état fondamental.
Pour cela, la procédure consiste à repérer le plus grand couplage du système Ω, à déterminer
l’état fondamental du plus petit hamiltonien local comprenant ce couplage, à traiter le reste de
l’hamiltonien du système en perturbation et à éliminer les états propres de hautes énergies de
l’hamiltonien local. Cette renormalisation s’effectue à une échelle d’énergie Ω et reste locale (elle
n’implique que les couplages voisins). L’hamiltonien est itérativement modifié et caractérisé par
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les distributions des couplages restants. La procédure s’arrête une fois que l’échelle d’énergie
voulue est atteinte.

Cette méthode est nommée groupe de renormalisation en désordre fort (SDRG). Dans toute
cette partie, on l’applique à la chaîne d’Ising désordonnée en champ transverse (1.32) où les
couplages {hi} et {Ji} sont tous positifs.

1.4.1 Règles de renormalisation

Les règles de renormalisation permettent de déterminer comment doivent être modifiés les
couplages après une procédure de renormalisation. Le couplage le plus grand du système est
noté

Ω ≡ max(hi, Ji). (1.42)

Lors de la décimation de Ω, deux cas distincts peuvent se produire.
— Si le plus grand couplage est un champ transverse Ω = hi, le terme dominant dans

l’hamiltonien (1.32) est H′i = −hiσxi . La plus petite valeur propre de H′i est −hi associée
au vecteur propre |→i〉. Elle est séparée du premier état excité par un gap d’énergie 2hi.
On décime le site i en projetant l’hamiltonien de la chaîne sur l’état fondamental |→i〉 de
H′i. Les opérateurs couplant le site i au reste du système, iciHI = −Ji−1σ

z
i−1σ

z
i−Jiσzi σzi+1,

induisent au second ordre en perturbation, un hamiltonien effectif H̃

H̃ = −J̃ σ̃zi−1σ̃
z
i+1, avec J̃ ≈ Ji−1Ji

hi
+O

(
J3
i Ji+1

hi
+
JiJ

3
i+1

hi
+
J2
i J

2
i+1

hi

)
. (1.43)

correspondant à une interaction effective J̃ entre les spins voisins σ̃zi−1 et σ̃zi+1.
— Si le plus grand couplage est une liaison Ω = Ji, le terme dominant de l’hamiltonien

est H′ = −Jiσzi σzi+1. La plus petite valeur propre de H′, doublement dégénérée, est −Ji.
Les vecteurs propres associés sont |↑i↑i+1〉 et |↓i↓i+1〉. Les deux spins d’Ising i et i + 1

se trouvent alors dans le même état et se comportent comme un macro-spin d’Ising à
deux états. L’état fondamental est séparé des états excités par un gap d’énergie 2Ji. Les
champs transverses hi et hi+1 lèvent la dégénérescence entre les états |↑i↑i+1〉 et |↓i↓i+1〉.
La création d’un macro-spin conduit à l’hamiltonien effectif

H̃ = −h̃σ̃xi , avec h̃ ≈ hihi+1

Ji,i+1

+O
(
h3
ihi+1

Ji
+
hih

3
i+1

Ji
+
h2
ih

2
i+1

Ji

)
(1.44)

où l’opérateur σ̃x = σxi σ
x
i+1 est un nouvel opérateur qui retourne de manière cohérente

les spins i et i+1. h̃ est un champ transverse effectif couplé au macro-spin. Ce dernier est
également couplé aux spins voisins par −Ji−1,iσ

z
i−1σ̃

z
i − Ji,i+2σ̃

z
i σ

z
i+2. Le moment effectif

µ̃ du macro-spin est la somme
µ̃ = µi + µi+1. (1.45)

des moments magnétiques µi et µi+1 des spins qui ont fusionné.
Dans les deux cas, un degré de liberté a été éliminé et le nouveau couplage J̃ ou h̃ est
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plus faible que Ω. L’échelle maximale d’énergie Ω diminue donc nécessairement après chaque
itération. Les propriétés de l’état fondamental sont obtenues dans la limite Ω → 0. A l’issue
d’une décimation, la structure de l’hamiltonien est préservée. Aucun terme n’y est ajouté et la
valeur des nouveaux couplages ne dépend que des termes éliminés. Ainsi, aucune corrélation
entre les couplages {hi, Jij} restants n’est ajoutée par une décimation. La symétrie entre les
règles de décimation obtenues reflètent la dualité entre h et J de l’hamiltonien.

1.4.2 Équations de flot

Fisher a extrait le comportement critique des équations d’évolution des distributions de
probabilité des couplages aléatoires au cours de la renormalisation. Pour le modèle d’Ising, on
doit considérer les distributions des couplages P (J) et R(h). Plutôt que de suivre leur évolution
en fonction du nombre d’itérations de renormalisation, on suit P (J,Ω) et R(h,Ω) en fonction
de Ω, correspondant à la valeur du prochain couplage décimé. La dualité entre J et h permet
de limiter l’analyse à l’une des deux distributions.

L’étude du flot de renormalisation consiste à étudier la variation des distributions P (J,Ω) et
R(h,Ω) lorsque l’échelle d’énergie Ω diminue de dΩ après la décimation des couplages compris
entre Ω − dΩ et Ω. On introduit Nb(J,Ω) le nombre total de couplages de valeur J , Ns(h,Ω)

le nombre de champs transverses d’amplitude h et N(Ω) le nombre total de couplages J ou h
à l’échelle Ω. La distribution P (J,Ω− dΩ) est donnée par le rapport

P (J,Ω− dΩ) =
Nb(J,Ω− dΩ)

N(Ω− dΩ)
. (1.46)

Le nombre total de couplages diminue à chaque décimation :

N(Ω− dΩ) = N(Ω)− dΩ(Ns(Ω,Ω) +Nb(Ω,Ω)). (1.47)

Chaque décimation d’un champ transverse h = Ω conduit à la création d’un couplage effectif
J̃ = J1J2/Ω et à la suppression des couplages J1 et J2. Le nombre de couplages J évolue alors
suivant

Nb(J,Ω− dΩ) = Nb(J,Ω) + dΩNs(Ω,Ω)

∫ Ω

0

dJ1

∫ Ω

0

dJ2P (J1,Ω)P (J2,Ω)

×
[
δ

(
J − J1J2

Ω

)
− δ(J − J1)− δ(J − J2)

]
(1.48)

pour tout J < Ω − dΩ où dΩNs(Ω,Ω) est le nombre de champs transverses h ∈ [Ω − dΩ; Ω]

décimés. En développant l’intégrale, on obtient

Nb(J,Ω− dΩ) = Nb(J,Ω)− 2P (J,Ω)Ns(Ω,Ω)dΩ

+ dΩNs(Ω,Ω)

∫ Ω

0

dJ1

∫ Ω

0

dJ2P (J1,Ω)P (J2,Ω)δ

(
J − J1J2

Ω

)
. (1.49)
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La variation de la probabilité dP (J,Ω)/dΩ est donnée par le rapport (1.46) de (1.49) par (1.47).
Au premier ordre en dΩ, il vient

∂P (J,Ω)

∂Ω
= P (J,Ω)[R(Ω,Ω)−P (Ω,Ω)]−R(Ω,Ω)

∫ Ω

0

dJ1

∫ Ω

0

dJ2P (J1,Ω)P (J2,Ω)δ

(
J − J1J2

Ω

)
(1.50)

et par dualité

∂R(h,Ω)

∂Ω
= R(h,Ω)[P (Ω,Ω)−R(Ω,Ω)]−P (Ω,Ω)

∫ Ω

0

dh1

∫ Ω

0

dh2R(h1,Ω)R(h2,Ω)δ

(
h− h1h2

Ω

)
.

(1.51)

Étant donné la structure multiplicative des équations de récursion, il est pratique d’intro-
duire le logarithme de l’échelle d’énergie Γ et des couplages ζ et β

Γ = ln(Ω0/Ω), ζ = ln(Ω/J), β = ln(Ω/h) (1.52)

où Ω0 correspond à la valeur initiale de l’énergie. Les équations d’évolution de P et R s’écrivent
en fonction de ces nouvelles variables [16]

∂P (ζ,Γ)

∂Γ
=
∂P (ζ,Γ)

∂ζ
+ P (ζ,Γ)[P (0,Γ)−R(0,Γ)] +R(0,Γ)

∫ ∞
0

dζ1P (ζ1,Γ)P (ζ − ζ1,Γ),

∂R(β,Γ)

∂Γ
=
∂R(β,Γ)

∂β
+R(β,Γ)[R(0,Γ)− P (0,Γ)] + P (0,Γ)

∫ ∞
0

dβ1R(β1,Γ)R(β − β1,Γ).

(1.53)

1.4.3 Distributions au point fixe et exposants critiques

Fisher a analysé les solutions de ce jeu d’équations au point critique et en dehors du point
critique. Un ansatz est la forme exponentielle

P (ζ,Γ) = P (0,Γ) exp(−ζP (0,Γ)), R(β,Γ) = R(0,Γ) exp(−βR(0,Γ)). (1.54)

En injectant (1.54) dans (1.53) on montre que ces distributions sont effectivement solutions si
elles satisfont les équations différentielles couplées

∂P (0,Γ)

∂Γ
= −R(0,Γ)P (0,Γ),

∂R(0,Γ)

∂Γ
= −R(0,Γ)P (0,Γ).

(1.55)

Au point critique, l’autodualité impose P (0,Γ) = R(0,Γ). Les équations différentielles couplées
se réduisent à une seule

∂P (0,Γ)

∂Γ
= −P (0,Γ)2 (1.56)
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dont la solution est P (0,Γ) = 1/(Γ−Γ0) avec Γ0 une constante d’intégration. Les distributions
au point fixe sont alors

P (ζ,Γ) =
1

Γ
e−ζ/Γ, R(β,Γ) =

1

Γ
e−β/Γ. (1.57)

Dans la limite de basse énergie, c’est-à-dire lorsque Γ → ∞, ces distributions deviennent
infiniment larges et le désordre infiniment fort. L’utilisation de la perturbation au second ordre
pour obtenir les règles de décimation est alors justifiée. La probabilité que le couplage voisin
de Ω soit de l’ordre de αΩ avec α ∈ [0, 1] est donnée par

Pr(α) =

∫ − lnα

0

P (ζ,Γ)dζ ∼ lnα

Γ
. (1.58)

Lorsque Γ→ +∞, la probabilité de trouver un couplage proche de Ω est donc infiniment faible.
La perturbation du second ordre est asymptotiquement exacte.

Puisque chaque itération de renormalisation s’accompagne de la décimation d’un amas, la
densité d’amas évolue comme

dnΓ

dΓ
= −[P (0,Γ) +R(0,Γ)]nΓ. (1.59)

Au point critique (P (0,Γ) = R(0,Γ) = 1/Γ), la solution est

nΓ ∼
1

Γ2
. (1.60)

La longueur typique d’une liaison ou d’un amas est l̄ ∼ 1/nΓ. On obtient la relation entre une
échelle d’énergie Ω et une échelle de longueur l̄ :

l̄ ∼ Γ2 ∼ ln2

(
Ω0

Ω

)
. (1.61)

En réécrivant cette équation avec les notations l̄ ∼ ξ et ξτ ∼ 1/Ω , on a

ln ξτ ∼ ξ1/2. (1.62)

En comparant avec (1.24), il apparaît que l’exposant dynamique z est formellement infini au
point fixe. Le retournement d’un amas est alors exponentiellement lent au point critique. Un
tel comportement est appelé dynamique activée et est caractérisé par le nouvel exposant ψ

ln(Ω0/Ω) ∼ ξψ. (1.63)

Pour la chaîne d’Ising désordonné en champ transverse, cet exposant vaut ψ = 1/2.

En étudiant l’évolution de la probabilité P (h, µ,Ω) qu’un amas de moment magnétique µ
soit couplé à un champ transverse h à l’énergie Ω, on montre que [16]

µ̄ ∼ [ln(Ω0/Ω)]φ , (1.64)



1.5. Modèle d’Ising désordonné en champ transverse en dimensions D > 1 21

avec φ = 1+
√

5
2

le nombre d’or.
Insistons sur le fait qu’une des spécificités de ce point critique de désordre infini est que les

distributions des quantités physiques, comme l’énergie ou le paramètre d’ordre (aimantation
pour le modèle d’Ising), sont infiniment larges ce qui implique une différence marquée entre
valeurs typique et moyenne. Pour la chaîne d’Ising désordonnée en champ transverse, Fisher a
montré que les corrélations spin-spin typiques Ctyp(x) = ln〈σzjσzj+x〉 décroissent dans la phase
désordonnée comme Ctyp(x) ∼ x/ξtyp avec ξtyp ∼ |θ − θc|−νtyp où νtyp = 1. Les corrélations
moyennes Cmoy(x) = 〈σzjσzj+x〉 décroissent exponentiellement dans la phase désordonnée comme
Cmoy(x) ∼ e−x/ξ avec ξ ∼ |θ−θc|−ν où ν = 2 [16]. Cela met en exergue l’importance des régions
rares ; les moyennes des quantités physiques sont dominées par des évènements rares.

Les exposants critiques de la chaîne d’Ising désordonné en champ transverse sont finalement
[16]

ν = 2, νtyp = 1, ψ = 1/2, β = 2− φ =
3−
√

5

2
. (1.65)

Fisher a également déterminé les fonctions d’échelle de l’aimantation et de la susceptibilité
magnétique en fonction de la température ou du champ magnétique appliqué [16].

1.5 Modèle d’Ising désordonné en champ transverse en di-

mensions D > 1

Dans la section précédente, on a décrit le comportement critique de la chaîne d’Ising en
champ transverse. Il n’est cependant pas possible de faire de même pour l’étudier analytique-
ment par SDRG en dimensions D > 1. Les premiers résultats numériques du comportement
critique du modèle d’Ising bidimensionnel désordonné en champ transverse en dimensionsD > 1

ont été obtenus par simulations Monte-Carlo dans le cas bidimensionnel [96, 97]. Comme dans
le cas unidimensionnel, il est décrit, en présence de désordre, par un point fixe de désordre infini
[96, 97]. Les distributions de probabilité du cumulant de Binder sont de plus en plus étalées à
mesure que la taille L du système augmente, signe que l’exposant dynamique z est infini. Le
logarithme de la longueur de corrélation dans la direction transverse varie en fonction de la
taille du système avec un exposant ψ ' 0.42 dans [96] et ψ ' 0.5 dans [97]. La moyenne des
corrélations spin-spin décroît en loi de puissance avec l’exposant η ∼ 1.95.

Quelques années plus tard, des simulations numériques basées sur une implémentation des
règles de décimation décrites précédemment ont été réalisées sur le modèle bidimensionnel [98].
L’étude du flot de renormalisation des couplages hi, Jij indique l’existence d’un point fixe de
désordre infini en accord avec les simulations Monte-Carlo. Des tailles de systèmes jusqu’à L =

290 ont été considérées contre seulement L = 42 et Lτ = 2048 pour les simulations Monte-Carlo.
Plusieurs exposants critiques ont été estimés : ψ = 0.42± 0.06, df = 1.0± 0.1, η = 2.0± 0.2 et
φ = 2.5±0.4. Dans cette implémentation des règles de la SDRG, seules les liaisons effectives plus
grandes qu’une valeur seuil donnée étaient prises en compte. Dans une autre implémentation de
ces règles, où toutes les liaisons effectives étaient prises en compte limitant la taille maximale
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1D 2D 3D 4D
νw 2 1.24(2) 0.97(5) 0.825(40)
νs 2 2.50(6) 0.987(17) 0.74(4)

df
7−
√

5
4

1.018(16) 1.161(15) 1.28(12)
ψ 0.5 0.48(2) 0.46(2) 0.46(2)

Table 1.3 – Exposants critiques du modèle d’Ising désordonné en champ transverse en di-
mensions D = 1, 2, 3, 4. νs(νw) est l’exposant de la longueur de corrélation obtenu à partir de
la moyenne (écart-type) des points pseudo-critiques. Les données proviennent de [16] (1D) et
[104] (D > 1).

à L = 128, des exposants critiques similaires sont obtenus [99]. Des études, également basées
sur une procédure de SDRG, ont permis de montrer que l’entropie d’intrication du modèle
bidimensionnel suit une loi d’aire modifiée avec une contribution atypique en l log log l [100]. Une
conclusion différente avec une simple correction logarithmique est avancée [101] puis confirmée
par des simulations numériques en dimensions allant jusqu’à 4 [102].

L’implémentation décrite dans le chapitre qui suit a été proposée par Kovács et Iglói et
appliquée au modèle d’Ising désordonné en champ transverse. Elle a permis l’étude du com-
portement critique non seulement en dimensions D = 2 mais également en dimensions D = 3

et D = 4 en considérant dans chaque cas des systèmes contenant jusqu’à plusieurs millions de
spins [103, 104]. Nous reportons les détails algorithmiques au prochain chapitre et résumons
ici les résultats obtenus par Kovács et Iglói. Le point critique a été estimé à partir des points
pseudo-critiques de chaque échantillon calculés en recourant à la méthode du doublement (défi-
nie dans le chapitre suivant). Au point critique, les distributions du gap d’énergie et du moment
magnétique ont été déterminées. Elles montrent que le modèle d’Ising désordonné en champ
transverse est gouverné par un point fixe de désordre infini en dimensions D = 2, 3, 4 indé-
pendamment du désordre initial. Les exposants critiques estimés par la méthode du quotient
[105-107], afin de prendre en compte les corrections d’échelle, dépendent de la dimension D. Ils
sont résumés dans la table 1.3.

Le modèle d’Ising désordonné en champ transverse en dimensions D > 1 a également été
étudié analytiquement [108]. Malgré le fait que le calcul repose sur un développement perturbatif
valable pour Jij � hi, la présence d’un point de désordre infini a pu être mise en évidence. En
dimensions D > 3, le point fixe de désordre infini n’est atteint qu’avec un désordre suffisamment
fort.



Chapitre 2

Étude du comportement critique par
SDRG en dimensions D > 1

Dans le chapitre 1, la méthode de renormalisation SDRG a été présentée dans le cas unidi-
mensionnel. Il est facile de voir que les règles de décimation ne sont pas modifiées en dimensions
supérieures. Toutefois, la décimation d’un champ transverse ou d’une liaison ne laisse plus in-
variant la topologie du réseau. En particulier, la décimation d’un champ transverse sur un site
donné induit un couplage effectif entre toutes les paires de ses sites voisins. Il n’est plus possible
de suivre analytiquement l’évolution des distributions P (J,Ω), R(h,Ω) car les décimations in-
duisent des corrélations entre les couplages. La détermination des distributions à basse énergie,
lorsque Ω→ 0, et donc des propriétés critiques, devient alors irréalisable. L’alternative consiste
à avoir recours à une implémentation numérique. Un algorithme naïf, qui créerait systéma-
tiquement tous les couplages effectifs après une décimation, serait vite limité par la quantité
de mémoire nécessaire. Dans la première partie de ce chapitre, on présentera un algorithme
optimisé basé sur une structure en graphe. On développera plusieurs optimisations conduisant
à une complexité en O(N lnN + E) où N est le nombre de spins total et E le nombre de liai-
sons du réseau. Une optimisation majeure consistera à remarquer qu’il n’est pas nécessaire de
systématiquement décimer le couplage le plus grand à chaque itération, mais seulement n’im-
porte quel couplage suffisamment grand par rapport aux couplages voisins. Dans une seconde
partie, on discutera la méthode employée pour étudier le comportement critique. On détermi-
nera tout d’abord la position du point pseudo-critique en utilisant la méthode du doublement
pour chaque échantillon de désordre. On déterminera ensuite les exposants critiques à partir
du comportement d’échelle de plusieurs observables (paramètre d’ordre et gap d’énergie).

2.1 Implémentation numérique de la SDRG en dimensions

D > 1

Dans cette première section, on décrit l’algorithme SDRG utilisé en dimensions D > 1.
Dans un premier temps, on explicite la généralisation des règles de décimation, précédemment
obtenues dans le cas unidimensionnel, à plus hautes dimensions. Deux règles, équivalentes au

23
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Figure 2.1 – Illustration de la procédure de décimation sur un réseau carré. Les spins sont
représentés par des ronds noirs et les couplages par des traits rouges. La couleur verte indique
le couplage qui est décimé. Sur la figure de gauche, le spin central possède le champ transverse
le plus grand. Lorsqu’il est décimé (figure du milieu), des liaisons sont créées entre tous ses
voisins. La topologie n’est plus celle d’un réseau carré. Après la décimation d’une liaison (figure
de droite) un amas I constitué des deux spins k et j, reliés initialement par la liaison décimée,
est formé. Si un spin était relié à k par J1 et à j par J2 avant la décimation, la valeur du
couplage entre celui-ci et I est donnée par la règle du maximum Jf = max(J1, J2) ou par la
règle de l’addition Jf = J1 + J2.

point critique de désordre infini, sont discutées. Le choix de l’une d’elles est la clef de voûte de
l’implémentation numérique présentée. En guise d’illustration, le modèle d’Ising désordonné en
champ transverse est utilisé tout au long du chapitre. L’hamiltonien unidimensionnel (1.32),
présenté au chapitre précédent, se généralise aisément pour n’importe quelle dimension et n’im-
porte quelle géométrie comme

HIsing = −
∑
〈ij〉

Jijσ
z
i σ

z
j −

∑
i

hiσ
x
i (2.1)

où
∑
〈ij〉 désigne la somme sur les paires de voisins les plus proches. Ensuite, on détaille l’implé-

mentation numérique de la SDRG introduite par Kovács et Iglói pour étudier le modèle d’Ising
désordonné en champ transverse en dimensions 2 ≤ D ≤ 4 [103, 104]. Elle consiste à associer
à l’hamiltonien sur réseau un graphe dans lequel chaque nœud correspond initialement à un
site et chaque arête à un couplage J . Enfin, on présente plusieurs optimisations nécessaires et
permettant de diminuer le temps de calcul.

2.1.1 Généralisation des règles de décimation en dimensions D > 1

En dimensions D > 1, les règles de décimation s’obtiennent de manière analogue au cas
unidimensionnel. Elles se formulent de la manière suivante :

— si le couplage le plus grand est la liaison Jij = Ω, l’amas I formé par les spins i et j est
couplé à un champ transverse effectif h̃ = hihi

Jij
. Il est relié aux voisins de i et de j par les

couplages JIk = Jik + Jjk. Cette décimation est illustrée par la figure 2.1 (à droite).
— si le couplage le plus grand est un champ transverse hi = Ω, des liaisons effectives

J̃kl = JkiJil/hi sont créées entre tous les voisins k, l du site i. Cette décimation est
illustrée par la figure 2.1 (au milieu).

Une particularité de la SDRG à hautes dimensions est de créer des couplages effectifs entre
deux sites qui étaient déjà potentiellement couplés. En effet, supposons que le site i soit voisin
des sites k et l et qu’il existe une liaison Jkl entre les sites k et l. Si hi = Ω, alors la décimation
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Figure 2.2 – Décimation du champ transverse i. Dans le cas 1, toutes les liaisons possibles
sont générées. Dans le cas 2, seules les liaisons utiles sont générées sous réserve de certaines
conditions (voir texte).

du spin va créer une liaison effective J ′kl entre les sites k et l. Il y a désormais deux couplages
Jkl et J ′kl. Le couplage effectif est la somme des deux, c’est-à-dire J̃kl = Jkl + J ′kl (règle de
l’addition). Toutefois, au point critique de désordre infini, on peut remplacer la somme par
un maximum sans affecter le comportement critique, c’est-à-dire J̃kl = max(Jkl, J

′
kl) (règle du

maximum). L’utilisation de la règle du maximum est justifiée au point de désordre infini par
le fait que les couplages ont des amplitudes très différentes (leur distribution est extrêmement
large) garantissant que J̃kl = Jkl + J ′kl ' max(Jkl, J

′
kl). Cette méthode est communément

employée pour traiter des systèmes en dimensions D > 1 [98, 103, 109]. Il en va de même
lorsque Jij = Ω. Si un spin k est initialement voisin de i et j, la décimation de la liaison Jij

conduit à la formation d’un amas I. Le couplage entre le spin k et l’amas I est JIk = Jik + Jjk.
On le remplacera par JIk = max(Jik, Jjk).

Numériquement, la règle du maximum est extrêmement avantageuse en cela qu’elle permet
l’utilisation de nombreuses simplifications tout en garantissant des résultats identiques au point
de désordre infini. Elle sera la pierre angulaire du fonctionnement de l’implémentation présentée
par la suite. Plus spécifiquement, prendre le maximum permet de ne pas garder la mémoire
de toutes les liaisons mais seulement de celles qui ont une chance d’être décimées par la suite.
Prenons l’exemple donné par la figure 2.2. Supposons qu’on décime dans un premier temps le
champ transverse hi. En principe, des couplages effectifs J ′kl sont induits entre tous les voisins
k, l du site i. Supposons que le plus grand couplage est à présent hj. Sa décimation va conduire
à de nouveaux couplages effectifs J ′′kl entre tous les voisins de j. Or certains voisins de j sont
aussi des voisins de i. On va donc créer des couplages effectifs J ′kl puis J ′′kl. Par application de
la règle du maximum, il est inutile de créer J ′kl si J ′kl < J ′′kl i.e. si

JkiJil
hi

<
JkiJijJjl
hihj

. (2.2)

On peut estimer la complexité de l’algorithme naïf qui créerait tous les couplages effectifs
comme O(N3) avec N le nombre de sites dans le réseau. Cette estimation correspond au cas
où presque chaque spin est relié à tous les autres, ce qui survient rapidement dans la phase
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paramagnétique dans laquelle les champs transverses sont décimés en premier, donnant ∼ N2

liaisons dans le système. Or la SDRG requiert de décimer N champs transverses et la décimation
de chaque champ transverse génère ∼ N2 couplages, ce qui donne la complexité en O(N3). En
considérant uniquement les liaisons qui seront utiles, il est possible d’aboutir à un algorithme
ayant une complexité en O(N lnN +E) où N est le nombre de sites et E le nombre de liaisons
[104]. C’est cet algorithme qui est présenté dans la section suivante.

2.1.2 Formulation des règles de décimation sur un graphe

Kovács et Iglói ont proposé un algorithme basé sur la règle du maximum et ne créant que
les couplages effectifs nécessaires. Ils l’ont appliqué au modèle d’Ising désordonné en champ
transverse [20, 104]. L’implémentation repose sur le passage de l’hamiltonien sur réseau à un
graphe et sur l’équivalence entre règle du maximum et chemin le plus court entre deux nœuds
de ce graphe. L’utilisation d’un graphe permet l’emploi d’algorithmes très performants comme
celui de Dijkstra [110] accélérant significativement les calculs.

2.1.2.1 Description du graphe

Soit G = (V,E) un graphe non orienté où V est l’ensemble des nœuds, |V | le nombre de
nœuds initiaux et E un ensemble d’arêtes eij reliant deux nœuds (i, j) ∈ V 2. À chaque nœud i
du graphe est associé le poids

ri = − lnhi. (2.3)

On introduit le booléen li, attaché au nœud i, qui prend la valeur 1 si le nœud i a été décimé
(dans ce cas le nœud i est dit inactif) et 0 autrement (dans ce cas le nœud i est dit actif). On
note V 0 l’ensemble des nœuds actifs et V 1 l’ensemble des nœuds inactifs et donc V = V 1 ∪ V 0.
Chaque arête eij porte initialement un poids

dij = dji = − ln Jij. (2.4)

L’astuce de cette nouvelle implémentation est de ne jamais créer de nouvelles arêtes. Lors de
la décimation d’un spin, on se contente d’inactiver le nœud correspondant. Les couplages effectifs
seront recalculés à chaque fois que nécessaire. Les arêtes ne posséderont plus d’interprétation
physique lorsqu’elles relient un nœud actif et un nœud inactif. On introduit la distance entre
deux nœuds actifs i et j comme

δij = min
Cij∈Aij

|Cij |−1∑
p=1

dupup+1 − lup
rup − lnκ

2
, up ∈ Cij

 (2.5)

avec Cij = {i, k1, ..., kn, j} une suite ordonnée de nœuds telle que eik1 , ..., eknj ∈ E et (k1, ..., kn) ∈
V 1 i.e. les nœuds sont inactifs et donc lk1 = ... = lkn = 1. |Cij| est le nombre de nœuds dans Cij.
L’ordre est primordial car il est relié aux arêtes utilisées. up prend successivement les valeurs
i, k1, ..., kn, j. Aij est l’ensemble constitué de tous les chemins possibles reliant les nœuds i et j
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Cij. δij est, par définition, la distance la plus petite reliant les nœuds actifs i et j ne passant que
par des nœuds inactifs. On a introduit le paramètre κ pour généraliser les règles de décimations
du modèle d’Ising (κ = 1) à d’autres modèles. Pour les modèles de Potts et d’horloge, on aura
κ 6= 1.

2.1.2.2 Règles de décimation appliquées au graphe

Le graphe G deux quantités : les poids ri associés à chaque nœud actif et les distances δij
entre toutes les paires de nœuds actifs (i, j). On appelle minimum global Ω = mini∈V 0(ri, δi)

avec δi la distance reliant le nœud i à son plus proche voisin actif i.e. δi = minj∈V 0(δij). La
recherche du minimum global ne nécessite pas la connaissance de toutes les distances δij, mais
uniquement de celles susceptibles d’être décimées, les δi. Les règles de SDRG transposées au
graphe G s’écrivent :

— si ri est le minimum global ou, de manière équivalente, si hi est le plus grand couplage,
le nœud i est inactivé i.e. li prend la valeur 1. Les poids dij de toutes les arêtes eij reliant
le nœud i à un nœud voisin j sont actualisés comme

dij ← d′ij = dij −
ri − lnκ

2
(2.6)

De manière équivalente, on peut écrire

dij = − ln Jij − li
ri − lnκ

2
− lj

rj − lnκ

2
. (2.7)

On retrouve (2.4) si les nœuds sont actifs et (2.6) lorsqu’ils ont été inactivés.
— si δij est le minimum global ou, de manière équivalente, si Jij est le plus grand couplage,

les deux nœuds i et j fusionnent pour ne donner qu’un seul nœud I. Le poids du nœud
I est actualisé suivant

rI ← r̃I = ri + rj − δij + lnκ. (2.8)

Pour chaque nœud k connecté initialement aux nœuds i et j, le poids dki de l’arête entre
le nœud k et le nœud I est remplacé par d′kI = min(dkj, dki).

Ces transformations du graphe G sont strictement équivalentes à celles de la SDRG :

— si le nœud i est inactivé. La distance entre deux nœuds actifs k et l voisins de i est

δ
{i}
kl = d′ik + d′il

= dik + dil + lnκ− ri

= − ln
JikJil
κhi

= − ln Jeff

où Jeff est bien le couplage effectif après décimation du champ transverse hi. Notons
que δij est la plus petite distance entre les deux nœuds actifs k et l. On a ici introduit
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Figure 2.3 – Comparaison entre la formulation sur un graphe (haut) et l’implémentation naïve
sur réseau avec création de tous les couplages effectifs (bas). Sur le graphe (réseau), un cercle
indique un nœud actif (spin) et une croix un nœud inactif. Le cercle de couleur vert indique
le noeud/spin qui va être décimé. Un exemple de liaison du réseau J et son équivalent dans le
graphe, la distance δ, est indiqué en bleu. Les +2,+6 sont les différences entre le nombre de
liaisons du réseau (en bas) et le nombre d’arêtes du graphe (en haut). À 2D, en procédant aux
décimations successives de deux spins voisins, un algorithme naïf crée 6 liaisons supplémentaires.

δ
{i}
kl comme distance du plus petit chemin entre les deux nœuds actifs k, l passant par le
nœud inactif i, qui n’est pas forcément le chemin le plus court. La figure 2.3 illustre une
décimation d’un champ transverse et d’un couplage. Les courbes bleues retranscrivent
visuellement la correspondance entre la distance δ passant par des nœuds inactifs (croix)
et une liaison J du réseau.

— si les nœuds i et j fusionnent (Ω = δij). Le poids du nœud issu de la fusion est

r̃I = ri + rj − δij + lnκ

= − ln
hihj
κJij

= − lnheff .

Le champ transverse heff correspond bien à celui obtenu après décimation d’une liaison
Jij par SDRG. Le choix du minimum d′kI = min(dki, dkj) si le nœud k est connecté à i
et à j correspond à l’application de la règle de maximum.

Les quantités ri et dij sont stockées en mémoire et donc immédiatement accessibles. Ce n’est
pas possible pour les δij qu’il faudra donc recalculer à chaque fois que nécessaire. Étant donné
qu’elles correspondent au chemin le plus court entre deux nœuds actifs, il est possible d’utiliser
l’algorithme de Dijkstra [110] pour les calculer efficacement. Le pseudo-code pour calculer δi est
donné dans l’algorithme 1. En sortie, on obtient j le plus proche voisin actif de i et la distance
associée δij = δij. Par définition, cette distance correspond à δi = δij.

La complexité en temps de l’algorithme de Dijkstra est O((|V |+ |E|) ln |V |), qui peut être
amélioré encore, en utilisant une structure de données en tas de Fibonacci [111], en O(|E| +
|V | ln |V |). Dans l’algorithme 1, la complexité dépend du nombre de nœuds inactifs visités et du
nombre d’arêtes associées à chacun de ces nœuds et non du nombre total de nœuds et d’arêtes
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Algorithm 1 Recherche de δi
1: Inputs:

G = (V,E) avec un poids dij pour chaque eij ∈ E
V = V 0 ∪ V 1 avec k ∈ V 0 si actif, k ∈ V 1 si inactif
i ∈ V 0 nœud de départ

2: Initialize:
δii = 0
δik = +∞, ∀k 6= i ∈ V
δik = dik, ∀k voisin de i
D = {i} ensemble des nœuds visités
j = mink/∈D(δik) nœud le plus proche de i non visité

3: while j ∈ V 1 do
4: δik ← min(δik, δ

i
j + djk), ∀k voisin de j

5: D ← D ∪ {j}
6: j = mink/∈D(δik)
7: end while
8: return j, δij

du graphe. Néanmoins, il y a une contrainte forte sur l’emploi de cet algorithme : toutes les
arêtes doivent avoir un poids dij strictement positif. Dans la procédure présentée précédemment,
aucune précaution n’a été prise pour que les poids dij soient tous positifs.

2.1.3 Optimisations de l’algorithme

Dans cette section, on s’assure qu’initialement et après toute décimation, aucune distance
négative ne sera présente dans le graphe.

2.1.3.1 Suppression des nœuds inactifs sous certaines conditions

Pour garantir qu’un poids dij soit positif, il suffit de vérifier que les trois valeurs prises par
dij, lorsque li = lj = 0, li 6= lj et li = lj = 1, ne changent pas de signe. On a les situations
suivantes :

— initialement tous les nœuds sont actifs (li = lj = 0) donc dij = − ln Jij. Pour que dij ≥ 0

il faut que toutes les couplages Jij de l’hamiltonien soient inférieurs ou égaux à 1. Cette
contrainte garantit que le poids de chaque arête est positif sans pour autant affecter
la physique du problème. En effet, on peut toujours multiplier l’hamiltonien par une
constante, choisie de manière à ce que Jij ≤ 1, sans changer l’état fondamental.

— lorsqu’un seul des deux noeuds, disons le nœud i, est inactivé (li = 1, lj = 0), le poids
dij est actualisé en dij = − ln Jij − ri−lnκ

2
. Pour que cette distance reste positive il faut

que
lnκ− ri

2
≥ ln Jij ⇐⇒ κhi ≥ J2

ij

Or, pour que le nœud i soit inactivé, il a fallu nécessairement que ri ait été plus petit
que toutes les distances δij voisines, i.e. ri < δij = dij et donc hi > Jij. Cette condition
est vraie avant que i ne soit inactivé. De plus, puisque Jij ≤ 1 alors J2

ij ≤ Jij < hi. Dans
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Figure 2.4 – A gauche, si le nœud j (cercle vert) est inactivé, alors tous les nœuds inactifs i
(croix rouges) se trouvant dans un cercle de rayon rj−lnκ

2
autour de j posséderont un poids dij

négatif et devront être retirés du graphe. Après cette opération, il n’y a plus de nœuds inactifs
à l’intérieur du cercle (ni de nœud actif si κ ≥ 1). Les nouvelles distances dkj, dlj sont positives.
À droite, illustration de l’importance de l’ordre selon lequel les nœuds inactifs i1, i2 doivent être
enlevés du graphe à la suite de l’inactivation du nœud j. Dans le cas a(b), i1(i2) est enlevé le
premier. Ce choix influe sur la valeur finale de la liaison dlj. Il faut nécessairement que le nœud
inactif voisin de j ayant la distance la plus petite soit enlevé en premier pour éviter une erreur
en actualisant les distances du graphe.

la suite, on se limite au cas κ ≥ 1 de sorte que κhi ≥ J2
ij. Le poids dij est alors toujours

positif. Le cas κ < 1 sera considéré dans le chapitre 4 sur le modèle d’horloge.
— lorsque les deux nœuds sont inactivés (li = lj = 1), le poids dij, à la suite de l’inactivation

de rj, est actualisé comme dij = d′ij − rj−lnκ

2
avec d′ij = − ln Jij − ri−lnκ

2
. On a dij ≥ 0 et

donc d′ij ≥ (rj − lnκ)/2. Or, la condition pour que rj soit le minimum global n’implique
pas d′ij mais les δjk avec k ∈ V 0 un nœud actif. Le poids dij peut donc être négatif.
La figure 2.4 à gauche montre un cas où le poids de l’arête entre j et le nœud i1 (croix
rouge) sera négatif après inactivation de j. Le poids de l’arête entre les nœud j et i2 sera
quant à lui positif (croix noire).

Si le poids dij entre deux nœuds inactifs devient négatif à la suite de l’inactivation de j, alors
le nœud i peut être retiré du graphe. Cela signifie que tous les poids dik avec k 6= j, rattachés au
nœud i, sont dorénavant rattachés au nœud j et leurs valeurs deviennent djk = min(djk, dij+dik).
Cette suppression de nœud est possible car tout chemin le plus court δ passant par le nœud
inactif i passe nécessairement par le nouveau nœud inactif j. Il n’est donc plus utile de conserver
le nœud inactif i. À noter que cette étape ne crée aucune nouvelle arête. Elle ne fait que déplacer
les arêtes d’un nœud à un autre en changeant leur poids. La preuve peut se résumer de la manière
suivante. Soient deux nœuds actifs k et l voisins de i (la notion de voisin est ici prise au sens de
nœud actif tel qu’il existe un chemin constitué uniquement de nœuds inactifs menant à i), on
a δ{i}kl = dki + dil. Comme j est également inactif, on peut calculer δ{ij}kl = dki + dij + dji + dil.
Or dij < 0 donc δ{ij}kl < δ

{i}
kl . On en déduit que tout plus court chemin passant par i passe

nécessairement par j. Le nœud inactif i est devenu superflu. Cette procédure s’effectue tant
qu’il reste une distance négative entre j et tout autre nœud inactif. L’ordre de suppression de
ces nœuds inactifs a une importance. Il faut nécessairement que cette suppression soit effectuée
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par ordre croissant de la distance dji (i.e. de la plus grande en valeur absolue à la plus petite).
Ce faisant, toutes les distances sont adéquatement actualisées. La figure 2.4 à droite illustre sur
un exemple l’importance de l’ordre de suppression des nœuds inactifs voisins.

À partir du moment où le poids d’une arête entre deux nœuds inactifs est négatif alors il
est toujours possible de l’éliminer du graphe en enlevant des nœuds inactifs. La suppression
potentielle de nœuds inactifs garantit qu’à toute étape de décimation les poids des arêtes restent
positifs lorsque κ ≥ 1. Pour κ < 1, il peut exister des arêtes dont le poids est négatif, i.e. dij < 0,
entre un nœud actif et un nœud inactif qui ne peuvent pas être supprimées.

2.1.3.2 Choix de l’ordre de décimation, minima globaux et locaux

A chaque itération, il existe nécessairement un minimum global Ω permettant de détermi-
ner s’il convient d’inactiver un nœud (Ω = ri) ou de fusionner deux nœuds (Ω = δij). Pour
déterminer ce minimum global, on peut utiliser l’algorithme de Dijkstra en partant de chaque
nœud actif i pour calculer la distance la plus courte avec le plus proche voisin δi, en déduire
les Ωi = min(ri, δi) et enfin obtenir Ω = mini∈V 0(Ωi). Cette stratégie implique de recalculer
systématiquement des Ωi qui étaient déjà connus et qui n’avaient pas été modifiés lors d’une
décimation. Il est donc plus efficace de ne s’intéresser qu’aux Ωi ayant été affectés par une
décimation. On verra par la suite qu’il existe une seconde stratégie consistant à ne plus tenir
compte systématiquement du minimum global Ω en s’autorisant à décimer des minima locaux.

Calcul systématique du minimum global A chaque étape, on doit décimer le minimum
global Ω = mini∈V 0(ri, δi). Initialement, il faut calculer chaque Ωi = min(ri, δi) pour tous les
nœuds i ∈ V 0 = V du graphe. Pour déterminer efficacement le minimum global pour les
itérations suivantes, on peut utiliser un arbre binaire de recherche [112] classant les nœuds i
par valeur croissante de Ωi. La taille de l’arbre est égale à ni où ni ≤ Ni avec Ni le nombre
de nœuds actifs à l’étape de décimation i. Les opérations d’insertion, de suppression et de
recherche, notamment pour celle du plus petit Ωi, sur l’arbre nécessitent un temps O(ln(Ni))

voire O(Ni) si l’arbre est déséquilibré. Après chaque itération, on mettra l’arbre à jour. Deux
cas doivent être distingués :

— si Ω = δij, la formation d’un amas ne modifie pas les distances δkl entre les paires (k, l)

des nœuds actifs du graphe. Il suffit de supprimer Ωi et Ωj de l’arbre et de déterminer
ΩI où I est le nouveau nœud formé.

— si Ω = ri, l’inactivation d’un nœud modifie les arêtes voisines et donc potentiellement
certaines des distances δkl entre les paires (k, l) des nœuds actifs du graphe. Plusieurs
cas peuvent survenir pour un voisin actif j de i :
— si Ωj = δij, il faut supprimer Ωj de l’arbre et calculer le nouveau minimum Ωj pour

l’y insérer.
— si Ωj 6= δij et si l’inactivation de i modifie une arête générant une distance δ{i}jk < Ωj

avec δ{i}jk la distance la plus courte entre j et un voisin actif k passant par i. Il faut
supprimer Ωj de l’arbre et insérer Ωj = δjk dans celui-ci.
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La gestion efficace de ces différents cas va dépendre du modèle étudié.

Passage à la décimation d’un minimum local Comme on l’a vu précédemment, la déci-
mation du minimum global nécessite d’actualiser à chaque itération un arbre binaire. Dans le
pire des cas, il faut modifier l’intégralité de l’arbre. Pour gagner en temps de calcul, il faudrait
relâcher la contrainte sur la décimation systématique du minimum global afin de s’autoriser à
décimer d’autres couplages. On les appelle minima locaux. On voudrait que les minima locaux
satisfassent les propriétés suivantes :

1. un minimum local ne peut plus être modifié et reste un minimum local jusqu’à ce qu’il
soit décimé.

2. l’ordre de décimation de deux minima locaux n’a pas d’importance.

Si c’est le cas, alors la décimation des minima locaux est équivalente à la décimation des minima
globaux. En effet, le premier point impose que le minimum global se trouve nécessairement
parmi les minima locaux. Le second point fait en sorte que l’on peut, à chaque itération, faire
le choix de décimer ce minimum global.

Il est à noter que :
— la notion de minimum local n’est compatible qu’avec la règle du maximum. La règle de

l’addition ne permet pas une décimation dans n’importe quel ordre.
— si les couplages effectifs créés peuvent être plus grands que ceux ayant été décimés, il

est possible qu’il n’existe, à chaque itération, qu’un seul minimum local : le minimum
global. Or, si à chaque itération il n’y a qu’un seul minimum local, le coût moyen pour
le trouver sera plus grand que celui de rechercher systématiquement le minimum global
et d’actualiser un arbre binaire.

Pour le modèle d’Ising désordonné en champ transverse et pour le modèle de Potts, on dit
que

— un nœud est un minimum local si ri < δik ∀k voisins actifs de i.
— une distance δij est un minimum local si δij < ri, rj et si δij < max(δ Cji , δC

i
j) avec δ Cji (δCij) la

distance entre i(resp. j) et le voisin actif le plus proche hormis j(resp. i).
Dans la suite, on omet lnκ qui est nécessairement positif pour les modèles d’Ising et de Potts. Le
choix lnκ = 0 correspond au cas où les couplages effectifs sont les plus grands. Cette définition
satisfait les deux critères mentionnés précédemment.

1. Montrons que les règles de décimations d’un nœud ou d’une liaison préservent les autres
minima locaux. Lorsque ri est un minimum local, alors on a les situations suivantes :

(a) si rj, un autre minimum local voisin de i, est décimé, alors les distances modifiées
par l’inactivation de j et impliquant i sont les δ{j}ik avec k un nœud actif voisin. Les
distances δ′ik sont actualisées comme δ′ik = min(δ

{j}
ik , δik). Or, δ{j}ik = δij + δjk − rj

d’après l’équation (2.5) et rj < δjk, δij par définition d’un minimum local. Comme i
est également un minimum local, on a ri < δij, δik. Il en découle que δ{j}ik > ri + δjk−
rj > ri et donc que ri < δ′ik. Ainsi, ri reste un minimum local.
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(b) si une distance δjk est un minimum local avec i voisin de j ou de k, la fusion des
nœuds j et k pour former l’amas c induit la nouvelle distance δci = min(δij, δik).
Comme ri < δij, δik par définition d’un minimum local, il vient ri < δic et donc ri
reste un minimum local.

Lorsque δij est un minimum local, on a les situations suivantes :

(a) si le nœud k voisin de i et ou j est inactivé (rk est un minimum local), les distances
entre tous les nœuds voisins l et m de k sont actualisées comme δ′lm = min(δlm, δ

{k}
lm )

avec δ{k}lm = δlk + δkm − rk > δlk, δkm par définition d’un minimum local. Ainsi,
δ′lm ≥ min(δlm, δlk, δkm) de sorte que les distances modifiées ne peuvent être plus
petites que celles déjà présentes. δij reste un minimum local.

(b) si une distance δlk est un minimum local avec l, k 6= i, j et l voisin de i et j (raison-
nement similaire si k est voisin de i et j), la fusion des nœuds l et k pour former
l’amas c induit la nouvelle distance δic = min(δil, δik). Si δij est un minimum local
avec δij < δ Cji alors δij < δic. Sinon, si δij > δil, δik alors on a toujours δij > δic. Dans
tous les cas, δij reste un minimum local.

(c) si une distance δjk est un minimum local avec k 6= i et forme l’amas c constitué des
nœuds j et k, le poids associé à c est rc = rj + rk − δjk + lnκ > rj + rk − δjk > rj

car κ ≥ 1 et δjk < rk. Donc δij = δic reste plus petit que les poids des nœuds i, c.
La formation de l’amas c peut également modifier la distance δij. Si δki existe alors
δic = min(δij, δik). Or, par hypothèse, δij et δjk sont des minima locaux. Il en découle
que max(δij, δjk) < δik. Ainsi, δic = min(δij, δik) = δij, et donc la valeur δij = δic n’est
pas modifiée et reste un minimum local.

2. Montrons qu’il est possible d’inverser l’ordre de la décimation de deux minima locaux. Si
les deux minima locaux sont suffisamment éloignés l’un de l’autre alors ils n’agiront pas
sur les mêmes arêtes et noeuds. Ils peuvent donc être décimés dans un ordre arbitraire.
Il reste plus qu’à considérer tous les cas pour lesquels les deux décimations affectent les
mêmes nœuds et arêtes, procéder aux décimations dans un ordre puis dans l’autre pour
enfin conclure. À chaque fois, les deux cas sont équivalents grâce à l’utilisation de la
règle du maximum (minimum) et de l’impossibilité de générer des couplages plus grands
que ceux décimés.

Nous avons vérifié cette équivalence numériquement en comparant les résultats obtenus à la
suite d’une décimation systématique du minimum global et en procédant à la décimation de
minima locaux.

Étant donné que l’ordre de décimation des minima locaux peut être différent de celui des mi-
nima globaux, le dernier amas décimé n’est pas nécessairement le même. Comme les procédures
sont équivalentes, l’état obtenu est identique et c’est l’amas i ayant le champ transverse hi le
plus faible (le poids ri le plus grand) qui est équivalent au dernier amas obtenu par décimation
du minimum global.



34 Chapitre 2. Étude du comportement critique par SDRG en dimensions D > 1

Figure 2.5 – Représentation schématique de la méthode du doublement. Les courbes indiquent
l’utilisation de conditions aux limites périodiques. À droite, les deux copies de l’échantillon α
sont raccordées de manière à ce que l’environnement de n’importe quel spin dans la réplique
soit exactement le même que le spin équivalent dans l’échantillon de gauche.

2.2 Estimation des exposants critiques

On détaille dans cette section la méthode utilisée pour déterminer les exposants critiques
d’un modèle de spins désordonné. Dans un premier temps, on présente la méthode du double-
ment permettant d’estimer la position des points pseudo-critiques d’un échantillon de désordre
de taille finie L. L’étude des distributions de ces points pseudo-critiques en fonction de L per-
met d’estimer l’exposant de la longueur de corrélation ν. Dans un second temps, on se place
au point pseudo-critique de chaque échantillon et on étudie le comportement de taille finie du
paramètre d’ordre et du gap d’énergie afin d’estimer les exposants critiques associés.

2.2.1 Point pseudo-critique et exposant critique ν

Comme discuté dans les sous-parties 1.3.1 et 1.3.3, pour réduire les fluctuations entre les
échantillons avec un désordre canonique, il faut déterminer la position du point pseudo-critique
θic(L) de chaque échantillon puis mesurer les observables à ces points pseudo-critiques.

2.2.1.1 Méthode du doublement

Pour déterminer la position du point pseudo-critique d’un système désordonné, Garel et
Monthus ont introduit une technique nommée "sample replication procedure" [113, 114] consis-
tant à considérer un échantillon i de taille L, un échantillon de taille 2L construit en fusionnant
deux copies de l’échantillon i et un échantillon de taille 4L en fusionnant quatre copies de i.
Une température pseudo-critique est alors définie comme le point d’intersection des densités
d’énergie de ces trois échantillons en fonction de la température. Kovács et Iglói ont employé
une méthode semblable, la méthode du doublement, afin de déterminer le point pseudo-critique
d’un échantillon de désordre pour le modèle d’Ising en champ transverse [103, 104]. Partant
d’un échantillon i de taille L, N copies identiques de cet échantillon sont fusionnées, en utilisant
les conditions aux limites présentées à la figure 2.5, donnant un échantillon i′ de taille NL. La
procédure de renormalisation SDRG est appliquée à l’échantillon i′ jusqu’à ne plus laisser qu’un
seul amas. Dans la phase paramagnétique, θ > θic(L), cet amas ne s’étend que sur une seule
des N répliques. Dans la phase ferromagnétique en revanche, θ < θic(L), on s’attend à ce qu’il
percole sur l’ensemble du système et donc sur les N répliques. Dans la suite, on se limitera
au cas N = 2. Pour estimer le point pseudo-critique, on procède par dichotomie jusqu’à une
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précision ε. Cette procédure est réalisée sur un grand nombre d’échantillons afin d’obtenir une
bonne statistique des distributions P (θic(L)) des points pseudo-critique θic(L) pour différentes
tailles L.

2.2.1.2 Position du point critique et exposant de la longueur de corrélation

Comme discuté dans la sous-partie 1.3.3, l’étude des distributions P (θic(L)) permet d’estimer
l’exposant de la longueur de corrélation ν en

1. considérant les distributions de probabilité de la variable d’échelle u = |θic(L)−θc|
θc

L1/ν . Les
valeurs de θc et ν sont obtenues lorsque les NL distributions PL(u) se superposent pour
différentes tailles L.

2. utilisant la valeur moyenne θc(L) ≡ 1
N

∑N
i=1 θ

i
c(L) qui, d’après (1.35), se comporte comme

|θc(L)− θc| ∼ L−1/νs . (2.9)

3. utilisant l’écart type δθc(L) ≡
√
θ2
c (L)−

(
θc(L)

)2 qui, d’après (1.36), se comporte comme

δθc(L) ∼ L−1/νw . (2.10)

Les symboles ν, νs, νw ont été choisis pour distinguer les différentes méthodes employées.
Il existe d’autres méthodes permettant d’estimer cet exposant. Kovács et Iglói [103, 104] ont

estimé les différents exposants critiques (ν, df et ψ) en utilisant la méthode du quotient [105-
107] afin de prendre en compte les corrections d’échelle. Cette méthode consiste à comparer
des observables calculées à des tailles multiples d’un coefficient s donné. Par exemple, pour
une observable O(L) ayant un comportement d’échelle en La, le rapport RO(L) ≡ O(sL)/O(L)

calculé pour les paires (L, sL) suit la loi RO(L) = sa+O(L−ω) où ω est un exposant de correction
d’échelle. En appliquant cette méthode à (2.9) pour déterminer l’exposant ν, on obtient [103]

θc(sL)− θc(L)

θc(L)− θc(L/s)
= s−1/νs(L) +O(L−ω) (2.11)

qui permet d’éviter de calculer la position du point critique. Pour l’écart-type des points pseudo-
critiques (2.10), la méthode du quotient, en utilisant trois points, donne [103]

δθc(sL)− δθc(L/s)
2δθc(L)

= sinh

(
− ln s

νw(L)

)
+O(L−ω). (2.12)

Kovács et Iglói ont ensuite étudié graphiquement les variations des exposants νs(L) et νw(L)

ainsi obtenus afin d’estimer νs et νw. Des relations similaires peuvent être obtenues pour l’ai-
mantation et le gap d’énergie afin d’estimer les exposants critiques df et ψ. Pour déterminer le
point critique, Kovács et Iglói ont étudié le rapport

α(L) =
θc − θc(L)

δθc(L)
, (2.13)
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qui doit être indépendant de L au point critique θc.

2.2.2 Autres exposants critiques

Pour déterminer les autres exposants critiques, deux choix sont envisageables :

1. se positionner à θ = θc et calculer les moyennes de grandeurs physiques pour un grand
nombre d’échantillons et pour différentes tailles L. C’est la méthode communément em-
ployée,

2. se positionner à θ = θic(L) pour chaque échantillon i de taille L et y calculer les ob-
servables. Cela suppose que les grandeurs physiques présentent le même comportement
d’échelle pour tous les échantillons de désordre. Comme discuté dans la sous partie 1.3.3,
cette méthode réduit les fluctuations entre échantillons.

Les deux observables qui vont être étudiées au point critique dans le cadre de cette thèse
sont la densité d’aimantation et l’énergie de première excitation.

2.2.2.1 Estimation de l’exposant du gap d’énergie

Au cours de la renormalisation, la plus grande échelle d’énergie Ω du système décroît, au
point critique de désordre infini, comme (1.63) i.e.

ln
Ω0

Ω
∼ Lψ (2.14)

avec Ω0 une échelle d’énergie de référence et ψ l’exposant critique. Le gap d’énergie ∆E entre
l’état fondamental et le premier état excité est donné par le champ transverse du dernier amas
décimé lors de la procédure SDRG. Il découle de l’équation (2.14) que

− ln(∆E)(L) + C ∼ Lψ (2.15)

avec C une constante.

La détermination de l’exposant critique ψ peut s’effectuer en :

1. étudiant les distributions PL(− ln(∆E)) des champs transverses du dernier amas décimé
∆E pour plusieurs échantillons à différentes tailles de système L. La théorie d’échelle
stipule que la distribution de probabilité P̃ ((− ln(∆E) +C)L−ψ) doit être indépendante
de la taille du système.

2. étudiant la variation du champ transverse moyen − ln(∆E)(L) du dernier amas en fonc-
tion de la taille du système L.
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2.2.2.2 Étude de l’aimantation

La densité d’aimantation m est le paramètre d’ordre de la transition ferromagnétique-
paramagnétique. À l’approche du point critique, la densité d’aimantation décroît comme

m ∼ |θ − θc|β (2.16)

avec β l’exposant critique magnétique. Elle est reliée au moment magnétique µ du dernier amas
décimé après une procédure de SDRG par m = µ/Ld. Au point critique de désordre infini, en
combinant les équations (1.63) et (1.64), la loi d’échelle entre µ et L s’écrit

µ ∼ Ldf (2.17)

avec df = ψφ la dimension fractale de l’aimantation. La densité d’aimantation m décroît au
point critique comme

m ∼ L−x (2.18)

avec x la dimension anormale de l’aimantation. Les équations (2.16), (2.17), (2.18) et (1.22)
permettent de relier ces exposants

x = β/ν df = d− x β = ν(df − d). (2.19)

En supposant l’exposant ν connu, il suffit de connaître l’un des trois exposants β, x, df pour
déterminer les autres.

La détermination des exposants magnétiques peut être effectuée en :

1. étudiant la distribution P 1
L(µ) des moments magnétiques µ de tous les amas formés pour

les échantillons de taille L. Au point critique de désordre infini, on s’attend à ce que
P 1
L(µ) ∼ µ−τ avec τ = 1 + d

df
[103].

2. étudiant les distributions P 2
L(µ) du moment magnétique µ du dernier amas uniquement

pour plusieurs échantillons à différentes tailles de système L. La théorie d’échelle stipule
qu’il existe une unique distribution P̃ 2 telle que P 2

L(µ) = Ldf P̃ 2(µL−df ).

3. étudiant la variation de l’aimantation m(θ, L) moyenne en fonction de l’écart au point
critique pour plusieurs tailles L. La théorie d’échelle donnem(θ, L) = L−xm(|θ−θc|L1/ν).
x est estimé en superposant les courbes de m(θ, L)Lx en fonction de |θ − θc|L1/ν .

4. étudiant la variation du moment magnétique moyen µ̄L du dernier amas en fonction de
la taille du système L se comportant comme (2.17).

2.3 Conclusion

Nous avons présenté l’algorithme introduit par Kovács et Iglói [104] permettant de réaliser
efficacement les itérations de SDRG en ne générant pas de nouvelles liaisons lors de la déci-
mation d’un champ transverse. Il permet de considérer des systèmes ayant plusieurs millions
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de spins indépendamment de leur dimensionnalité. Nous avons détaillé la méthode du double-
ment permettant de déterminer la position du point pseudo-critique d’un échantillon. Enfin,
nous avons présenté plusieurs méthodes permettant d’estimer les exposants critiques ν, df et
ψ avec les données obtenues par l’algorithme de SDRG aux points pseudo-critiques de chaque
échantillon de désordre. Dans les trois chapitres qui suivent, nous employons cet algorithme,
modulo quelques adaptations, pour étudier le comportement critique des modèles quantiques
désordonnés de Potts, horloge et Ashkin-Teller en dimensions D = 2 et D = 3.



Chapitre 3

Modèle de Potts quantique désordonné en
dimensions deux et trois

Dans le chapitre 1, les propriétés critiques du modèle d’Ising désordonné en champ trans-
verse en dimensions D ≤ 4 ont été présentées. Elles sont gouvernées par un point fixe de
désordre infini. Qu’en est-il d’autres modèles quantiques désordonnés ? L’objectif de ce chapitre
est d’étudier les propriétés critiques du modèle de Potts. Dans un premier temps, on présentera
plus en détail ce modèle et les résultats déjà connus. Plus spécifiquement, on détaillera les ré-
sultats analytiques obtenus en appliquant la SDRG au modèle de Potts quantique désordonné
unidimensionnel. Dans une seconde partie, on justifiera l’emploi de l’algorithme présenté au
chapitre 2 pour ce modèle. En particulier, on montrera l’existence d’un point fixe de désordre
infini. On énumérera les détails des simulations effectuées. Enfin, on décrira et commentera les
résultats obtenus pour étudier les propriétés critiques du modèle de Potts. Les distributions des
points pseudo-critiques, des moments magnétiques et des champs transverses seront analysées
conduisant aux estimations des exposants critiques ν, df et ψ.

3.1 Présentation du modèle et état de l’art

On décrit dans un premier temps le modèle de Potts classique et on présente son compor-
tement critique dans le cas pur et le cas désordonné. On discute ensuite la version quantique
de ce modèle et en particulier les propriétés critiques du modèle désordonné unidimensionnel
connues exactement par SDRG. On clôt cette partie en examinant l’ordre des transitions en
dimensions D > 1 par des arguments d’échelle et en exposant les résultats déjà connus.

3.1.1 Description du modèle classique pur et comportement critique

Le modèle de Potts à q états [115, 116] est une généralisation du modèle d’Ising pour lequel
les spins prennent q valeurs, soit si = 1, ..., q. L’hamiltonien en absence de champ magnétique
est

HC
Potts = −J

∑
〈ij〉

δ(si, sj) (3.1)

39
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où la somme s’étend sur les paires de voisins les plus proches. On retrouve le modèle d’Ising
dans le cas q = 2. L’hamiltonien est invariant sous toute permutation des q états. À basse
température, la symétrie Sq est brisée spontanément. Le paramètre d’ordre associé à cette
transition est

ρ =
qmaxs ρ(s)− 1

q − 1
(3.2)

avec
ρ(s) =

1

N

∑
i

δsi,s (3.3)

la densité de spins se trouvant dans l’état s. Dans la phase ferromagnétique, on a ρ > 0. La
nature de la transition dépend du nombre d’états q et de la dimensionnalité du système. Il existe
une valeur critique qc(D) (resp. une dimension critique supérieure Dc(q)) telle que, pour tout
q > qc(D) (resp. D > Dc(q)), le comportement critique est celui de la théorie de champ moyen.
Les points connus exactement sont qc(2) = 4, qc(4) = 2 et qc(6) = 1 [116]. À deux dimensions,
la transition est du premier ordre pour q > 4 et du second ordre pour q ≤ 4 [117, 118]. À trois
dimensions, il n’y a plus de résultats exacts, mais des simulations numériques montrent que la
transition est du premier ordre pour q ≥ 3 et du second ordre pour q = 2 [119-121]. À quatre
dimensions, la transition est également du premier ordre pour q > 2 [122].

En dimensions D = 2, le comportement critique est connu exactement. Le couplage critique
Kc = βJc sur un réseau carré a été déterminé par Potts en généralisant la transformation de
dualité de Kramers-Wannier du modèle d’Ising [123] et en supposant l’autodualité de la fonction
de partition. Il obtient [115]

Kc = ln(1 +
√
q). (3.4)

Il a été prouvé que le point autodual est le même que le point critique pour les modèles
d’amas aléatoires [124]. La fonction de partition du modèle de Potts peut être reformulée
comme une somme sur tous les graphes du réseau avec un poids pour chaque liaison du graphe
dépendant du couplage βJ . Chaque amas est pondéré par le nombre d’états q. Pour q = 1,
on retrouve le modèle de percolation. Dans cette représentation due à Fortuin et Kasteleyn
[125], la transition ferromagnétique-paramagnétique du modèle de Potts apparaît comme une
transition de percolation des amas. Cette représentation permet également d’étendre le modèle
de Potts aux valeurs non entières de q et elle a été exploitée pour développer des algorithmes
Monte-Carlo beaucoup plus efficaces [126, 127].

La fonction de partition dans la représentation de Fortuin-Kasteleyn est, en théorie des
graphes, un polynôme de Whitney [128]. Sur un réseau plan régulier, le calcul d’un tel polynôme
est équivalent à un modèle de glace (ou modèle à six sommets) [129]. Le comportement critique
du modèle de Potts a été étudié à la lumière de cette relation [117, 130]. On en conclut que
la transition est du premier ordre pour q > 4 et du second ordre pour q ≤ 4 [117]. À partir
des résultats connus pour le modèle à huit sommets [131], il a été conjecturé que l’exposant
thermique yt = 1/ν est égal à [132]

yt = 3
y − 1

y − 2
(3.5)
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2D 3D
q = 2 3 4 2
ν 1 5/6 2/3 0.629(1)
α 0 1/3 2/3 0.113(3)
γ 7/4 13/9 7/6 1.236(2)

Table 3.1 – Exposants critiques du modèle de Potts pur. À deux dimensions, les exposants
sont connus exactement. À trois dimensions, ils sont estimés par la méthode bootstrap conforme
[138].

pour q ≤ 4, où y est relié à q par
q = 4 cos2

(πy
2

)
. (3.6)

Une conjecture pour l’exposant magnétique xσ = β/ν a également été formulée [133, 134]

xσ =
1− y2

4(2− y)
. (3.7)

Le comportement critique du modèle de Potts peut être dérivé de l’équivalence entre le
modèle à six sommets et le gaz de Coulomb [135]. De la relation entre le gaz de Coulomb et la
théorie de l’invariance conforme, on a pu déduire que le modèle de Potts à q états correspond
au modèle minimal paramétré par l’entier m tel que [136, 137]

q = 4 cos2

(
π

m+ 1

)
, (3.8)

i.e. m = 3 pour q = 2, m = 5 pour q = 3 et m→ +∞ pour q = 4. La charge centrale est reliée
à m par

c = 1− 6

m(m+ 1)
, (3.9)

et les exposants critiques sont connus exactement (table 3.1).

En dimensions D = 2, l’hélium 4He adsorbé sur du graphite présente une transition du
second ordre [139, 140] et l’estimation de l’exposant critique de la chaleur spécifique donne
α ' 0.36 [140], en accord avec les prédictions théoriques du modèle de Potts à trois états.
Une classification théorique des systèmes monocouches adsorbants a été effectuée montrant des
transitions appartenant à la classe d’universalité des modèles de Potts à trois et quatre états
[141-143]. Des accords expérimentaux avec les exposants critiques des modèles de Potts à trois
[144] et quatre états [145] ont été obtenus. En dimensions D = 3, des matériaux cubiques
ferromagnétiques possédant trois axes faciles sont des réalisations du modèle de Potts à trois
états [146] notamment DyAl2 qui présente une transition du premier ordre[147].
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3.1.2 Propriétés critiques en présence de désordre

L’introduction de désordre gelé transforme l’hamiltonien (3.1) en

HC,D
Potts = −

∑
〈ij〉

Jijδ(si, sj) (3.10)

avec Jij une variable aléatoire. L’introduction de désordre peut drastiquement affecter la phy-
sique du modèle. Un désordre gelé infinitésimal en dimensions D = 2 suffit à changer une
transition du premier ordre en une transition continue [15]. Le critère de Harris [14] indique
que si l’exposant de la chaleur spécifique du modèle pur αpur est positif alors le désordre est
pertinent et le point fixe pur est instable. Pour le modèle de Potts, ce critère est vérifié pour
q > 2 en dimensions D = 2 et q = 2 en dimensions D = 3. Des simulations numériques ont
confirmé ces deux prédictions. En dimensions D = 2, il a été montré pour différentes valeurs de
q > 4 que les transitions sont du second ordre en présence de désordre [148]. L’exposant critique
associé à l’aimantation dépend de q [71, 148-150]. En revanche l’exposant de la longueur de
corrélation ν est compatible avec celui du modèle d’Ising pour toute valeur de q. Il en résulte
une possible superuniversalité de l’exposant ν = 1 pour le modèle de Potts désordonné [151].
Remarquons que la valeur ν = 1 correspond à 2/D et donc à un désordre marginal au nouveau
point fixe [14, 67].

En dimensionsD > 2, pour q > 2, la transition du premier ordre peut subsister si le désordre
est faible [71]. Cette prédiction a été vérifiée tout d’abord pour le modèle de Potts à trois états
pour lequel la transition faiblement du premier ordre devient une transition du second ordre
lors de la dilution suffisante d’une fraction des sites [152]. Pour une dilution faible, il a été
montré que la transition du premier ordre persistait jusqu’à un point tricritique [153]. Pour une
transition du premier ordre plus forte, cette prédiction a également été vérifiée pour le modèle
de Potts à quatre états en dimensions D = 3 [154, 155].

3.1.3 Modèle de Potts quantique homogène

La matrice de transfert T du modèle de Potts classique en dimensions D + 1 est reliée à
l’opérateur d’évolution en temps imaginaire du modèle de Potts quantique en dimensions D
dans la limite anisotrope extrême [44]. Le modèle de Potts quantique à q états est défini sur un
réseau Λ = (V,E), avec V l’ensemble des sites et E l’ensemble des liaisons, par l’hamiltonien
[156, 157]

HQ
Potts = −J

∑
(i,j)∈E

Di,j −
h

q

∑
i∈V

Mi. (3.11)

Cet hamiltonien agit sur l’espace de Hilbert constitué des états
⊗

i∈V |si〉 avec si = 1, ..., q.
La première somme de (3.11) s’étend à toutes les paires de sites voisins i, j. Ce terme favorise
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l’ordre ferromagnétique. L’opérateur Di,j peut être représenté à l’aide des opérateurs locaux Ωi

Di,j =
1

q

q−1∑
k=1

Ωk
i Ω

q−k
j . (3.12)

La matrice Ωi s’écrit en terme d’une matrice diagonale Ω de taille (q× q) comme Ωi = 1⊗i−1⊗
Ω⊗ 1⊗N−i agissant uniquement sur le site i, avec

Ω =



1

ω

ω2

. . .

ωq−1


, ω = exp

(
2πi

q

)
. (3.13)

La seconde somme est associée aux fluctuations quantiques qui vont détruire l’ordre ferroma-
gnétique. À chaque site est associé un opérateur Mi = 1⊗i−1⊗M ⊗ 1⊗N−i avec M une matrice
q × q où tous les éléments sont égaux à 1 que l’on peut écrire M =

∑q
k=1 Γk avec

Γ =



0 0 0 . . . 0 1

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 1 0


. (3.14)

Les opérateurs Ωi et Γi = 1⊗i−1 ⊗ Γ ⊗ 1⊗N−i satisfont les relations (Ωi)
q = (Γi)

q = 1⊗N et
(Ωi)

† = (Ωi)
−1 = (Ωi)

q−1, (Γi)
† = (Γi)

−1 = (Γi)
q−1.

Les propriétés de la version quantique du modèle de Potts pur en dimensions D découlent
des propriétés du modèle classique en dimensions D + 1. Ainsi, pour le modèle quantique uni-
dimensionnel, pour q ≤ 4 (resp. q > 4), la transition est continue (resp. discontinue) [117, 158,
159]. Le modèle étant autodual, le point critique est situé à hc = J [157]. Les exposants critiques
sont connus exactement (voir table 3.1). Numériquement, il a été vérifié que la transition du
modèle de Potts quantique bidimensionnel à deux états (resp. à trois et quatre états) sur un
réseau carré est continue (resp. du premier ordre) [160-162].

3.1.4 Étude du modèle désordonné unidimensionnel par SDRG

L’introduction de désordre transforme l’hamiltonien (3.11) en

HQ,D
Potts = −

∑
(i,j)∈E

JijDi,j −
1

q

∑
i∈V

hiMi. (3.15)

avec Jij et hi des variables aléatoires, supposées ici strictement positives.
L’introduction de désordre dans le modèle quantique en dimensions D équivaut à introduire
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dans le modèle classique en dimensions D + 1 un désordre homogène dans D directions mais
infiniment corrélé dans la (D + 1)−ième direction. Ce qui a été décrit pour le cas classique
désordonné ne s’applique donc plus au cas quantique désordonné. Le critère de Harris [14] sous
la forme Dν < 2 reste néanmoins valide pour une transition de phase quantique. Pour le modèle
de Potts quantique désordonné unidimensionnel avec deux états (Ising), on a ν = 1 de sorte que
le désordre est pertinent alors qu’il est marginal pour l’équivalent bidimensionnel classique. En
outre, le passage d’une transition discontinue à une transition continue lors de l’introduction
d’un désordre infinitésimal [15] reste vrai pour un système quantique en dimensions D ≤ 2 [69,
70]. De manière remarquable, le comportement critique du modèle quantique unidimensionnel
est connu exactement en utilisant la SDRG alors qu’il ne l’est pas pour le modèle classique
désordonné bidimensionnel.

Dans le chapitre 1, on a vu que la SDRG permettait d’obtenir des résultats exacts pour des
systèmes unidimensionnels désordonnés. Senthil et Majumdar ont appliqué cette méthode au
modèle de Potts désordonné (3.15) pour déterminer ses propriétés critiques [17].

On rappelle que la SDRG consiste à décimer le plus grand couplage Ω = max(Jij, hi).

— Si ce couplage est un champ transverse Ω = hi, le terme dominant dans l’hamiltonien
(3.15) est H ′i = −hiMi/q. La plus petite valeur propre de H ′i est −hi. On projette le
système sur le vecteur propre associé |v〉 = 1√

q
(|1〉i + ...+ |q〉i). Le spin i est alors décimé

et de nouveaux couplages effectifs sont générés entre ses voisins par perturbation au
second ordre [17]

J̃i−1,i+1 =
Ji−1,iJi,i+1

κhi
(3.16)

avec κ = q/2.
— Si ce couplage est une liaison Ω = Ji,i+1, le terme dominant dans l’hamiltonien (3.15)

est H ′i = −Ji,i+1Di,i+1. La plus petite valeur propre de H ′i est −Ji,i+1. Le vecteur propre
associé est |s̃〉 = |k〉i⊗ |k〉i+1 avec k ∈ [1, q]. Les deux spins de Potts se trouvent dans le
même état et se comportent comme un macro-spin de Potts avec q états. En utilisant la
théorie des perturbations au second ordre, le macro-spin est couplé à un champ transverse
effectif [17]

h̃i =
hihi+1

κJi,i+1

(3.17)

avec κ = q/2 comme précédemment.

Ces règles de décimation sont similaires à celles obtenues pour le modèle d’Ising à une
constante multiplicative κ près. Il en va de même pour l’équation de flot de la distribution des
couplages J (1.50) qui devient

∂P (J,Ω)

∂Ω
= P (J,Ω)[R(Ω,Ω)− P (Ω,Ω)]

−R(Ω,Ω)

∫ Ω

0

∫ Ω

0

P (J1,Ω)P (J2,Ω)δ

(
J − J1J2

κΩ

)
dJ1dJ2. (3.18)

Une équation analogue est obtenue pour R(h,Ω) par dualité. Les propriétés du point fixe sont
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obtenues dans la limite Ω → 0. À basse énergie, cette constante κ est non pertinente tant
que κ est finie. Elle ne correspond qu’à un seuil d’énergie en deçà duquel il faut se trouver afin
d’obtenir le comportement critique. Les distributions au point critique sont donc indépendantes
de q. Il en va de même pour les fonctions d’échelle et les exposants associés à toutes les quantités
physiques [17]. Les propriétés critiques du modèle de Potts sont alors décrites par un point fixe
de désordre infini indépendant de la valeur de q et donc identique à celui du modèle d’Ising.

3.1.5 Comportement critique en dimensions D = 2, 3

Dans ce chapitre, on tâchera de répondre à deux questions. Le comportement critique du
modèle de Potts quantique est-il décrit par un point fixe de désordre infini en dimensions
D = 2, 3 ? Si oui, ce point fixe dépend-t-il du nombre d’états q ?

Quelques éléments de réponses sont déjà connus. En dimensions D = 2, pour tout q, la
transition est du second ordre d’après le théorème d’Aizenman-Greenblatt-Lebowitz [69, 70].
Pour q = 2, les propriétés critiques sont contrôlées par un point fixe de désordre infini [103].
Il ne serait alors pas surprenant, qu’en dimensions D = 2, il y ait un point fixe de désordre
infini pour tout q. La question de l’indépendance de ce point fixe avec q comme dans le cas
unidimensionnel reste ouverte. Un début de réponse a été apporté par l’étude du modèle de
Potts quantique en dimensions D = 2 avec une variation quasi-périodique des couplages. Il a
été montré que les propriétés critiques sont gouvernées par un même point fixe de quasipério-
dicité infinie pour tout q > 2 [163]. Ce point fixe possède, comme celui de désordre infini, une
dynamique activée caractérisée par un exposant dynamique z infini. De plus, des simulations
Monte-Carlo quantique ont été faites sur le modèle de Potts quantique désordonné bidimension-
nel à deux et trois états. Les estimations des exposants critiques des deux modèles coïncident
en prenant en compte les barres d’erreur [164]. Cela suggère que le comportement critique est
indépendant de q. Dans ce même article, Kang et al. ont montré qu’il existe une transformation
du modèle de Potts désordonné vers un modèle de jauge discret. Si le comportement critique
du modèle de Potts est indépendant de q alors il en ira de même pour de nombreux modèles.
Le comportement critique pourrait être qualifié de "superuniversel" [164].

En dimensions D = 3, le théorème de Aizenman-Greenblatt-Lebowitz [69, 70] ne s’applique
plus. La nature de la transition après introduction de désordre n’est pas connue. Il se peut
qu’elle dépende de la quantité de désordre comme dans le cas classique du modèle de Potts à
quatre états en dimensions D = 3 [154, 155]. Si le désordre est suffisant alors il ne serait pas
surprenant que les propriétés critiques soient gouvernées par un point fixe de désordre infini
comme dans le cas à deux états [104]. Quant à savoir si ces propriétés sont indépendantes ou
non de q, la question reste également ouverte.
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3.2 Application de la SDRG au modèle de Potts en dimen-

sions D = 2, 3

L’algorithme présenté dans le chapitre 2 a été utilisé pour étudier le modèle de Potts quan-
tique désordonné en dimension D = 2 et D = 3. Dans un premier temps, on précise les para-
mètres utilisés, les tailles de système considérés et le nombre d’échantillons. Dans un second
temps, on établit l’existence d’un point fixe de désordre infini pour tous les nombres d’états q
considérés et on discute de la quantité d’échantillons utilisée pour chacune des tailles L.

3.2.1 Détail des simulations

Nous avons étudié six modèles de Potts à q = 2, 3, 5, 10, 20, 50 états en dimensions D = 2 et
D = 3. Le modèle d’Ising (q = 2) a été également étudié afin de vérifier si les exposants critiques
estimés avec notre implémentation numérique et nos méthodes d’analyse étaient cohérents avec
ceux de Kovács et Iglói [103, 104]. Étant donné que κ ≥ 1 pour ces modèles, les couplages effectifs
sont nécessairement plus petits que ceux décimés. Nous avons donc employé la décimation par
minimum local. Pour chaque modèle, nous avons considéré plusieurs tailles de système L. Les
plus grandes correspondent à environ 106 spins. Le réseau choisi est un hypercube de dimension
D. Les distributions initiales utilisées sont

P (Jij) =
J

1/∆−1
ij

∆
, (0 < Jij < 1) (3.19)

R(hi) =
h

1/∆−1
i

∆hmax

, (0 < hi < hmax), (3.20)

avec ∆ un paramètre ajustable, permettant de modifier la forme des distributions initiales.
Une distribution initiale uniforme, ∆ = 1, a été employée pour tous les modèles. Chaque
itération du groupe de renormalisation rapproche les distributions P (J) et R(h) des couplages
de la distribution du point fixe. Dans la limite thermodynamique, on peut réaliser, en principe,
une infinité d’itérations de sorte que la mémoire des distributions initiales est complètement
perdue. En revanche, numériquement, on n’a accès qu’à des systèmes finis et donc à un nombre
fini d’itérations. Pour étudier le point fixe de désordre infini, il est donc préférable de partir de
distributions initiales proches de celles attendues au point fixe qui correspondent ici à ∆→ +∞.
Pour certains modèles, différentes valeurs ∆ ont été utilisées pour étudier l’influence du désordre
initial. Pour chaque taille L, nombre d’états q, intensité du désordre ∆ et dimensionD, un grand
nombre d’échantillons ont été utilisés. Le tableau 3.2 résume ces différentes données et le nombre
minimal d’échantillons considérés. Pour chaque échantillon, nous avons déterminé la position du
point pseudo-critique hic avec une précision de ε = 10−5 en utilisant la méthode du doublement
(voir sous-section 2.2.1.1). Au point pseudo-critique estimé pour chaque échantillon, nous avons
calculé le moment magnétique et le champ transverse, correspondant au gap d’énergie entre
l’état fondamental et le premier état excité, du dernier amas. Nous avons considéré comme

suffisant un nombre d’échantillons tel que les erreurs relatives des observables O, i.e.
√

VarO/N
O ,
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2D
L = 32 40 48 64 80 96 128 160 192

nmin
échantillons 4× 105 2× 105 1× 105 7× 104 5× 104 3× 104 6× 104 4× 104 4× 104

L = 256 320 384 512 640 768 1024 1280 1536
nmin

échantillons 2× 104 3× 104 2× 104 1× 104 2× 104 1× 104 2× 104 1× 104 8× 103

3D
L = 4 5 8 10 13 16 20 26 32

nmin
échantillons 1× 106 1× 106 1× 105 3× 105 2× 105 1× 105 1× 105 6× 104 3× 104

L = 40 52 64 80 104 128 160
nmin

échantillons 2× 104 2× 104 1× 104 1× 104 1× 104 7× 103 3× 103

Table 3.2 – Nombre minimum d’échantillons considérés pour tous les modèles avec ∆ = 1
pour différentes tailles L en dimensions D = 2 et D = 3.

soient inférieures à 1% avec O la moyenne sur les échantillons de désordre de O et VarO
la variance. Il s’agit ici des moyennes des moments magnétiques µ et des logarithmes des
champs transverses ζ des derniers amas. Le plus mauvais cas survient pour le modèle de Potts
tridimensionnel à trois états pour lequel l’erreur relative associée à la moyenne des moments
magnétiques pour L = 160 est de 0.6%. Les fluctuations de µ obtenues pour différentes tailles
L sont représentées sur la figure 3.1. Des évènements rares, ayant une grande contribution, ne
semblent plus influer sur le plateau atteint par la moyenne du moment magnétique. Pour les
estimations des exposants critiques qui suivront, l’erreur associée au nombre fini d’échantillons
sera plus faible que celle venant des interpolations.

3.2.2 Mise en évidence d’un point fixe de désordre infini

Pour que la SDRG soit valide, il faut que le point fixe soit de désordre infini i.e. que
les distributions des couplages au point critique soient infiniment larges. À un tel point fixe,
c’est également le cas pour les distributions de probabilité des observables qui ne sont pas
auto-moyennante. Sur la figure 3.2, la variance réduite Rµ(L) = µi(L)2−µi(L)

2

µi(L)
2 des moments

magnétiques µi(L), obtenus aux points pseudo-critiques, est représentée en fonction de L. En
dimensions D = 2 et D = 3 et pour différents modèles de Potts à q états, Rµ(L) tend vers
une constante non nulle lorsque L → +∞. Ces constantes, R2D

µ (∞) = 0.126(5) et R3D
µ (∞) =

0.155(5), semblent être indépendantes du nombre d’états q. Le moment magnétique est non
auto-moyennant comme attendu à un point fixe de désordre infini.

Ce point fixe est également caractérisé par une dynamique activée, c’est-à-dire par un ex-
posant z infini. Sur la figure 3.3, les distributions PL(ζ) avec ζ = − ln ∆E sont représentées
pour plusieurs tailles de système L en dimensions D = 2 et D = 3 pour les modèles de Potts
à q = 3 états (haut) et q = 50 états (bas). Dans tous les cas, les distributions sont de plus en
plus larges avec la taille du système L. En changeant l’échelle i.e. en travaillant avec les va-
riables ζ̃ = (ζ0 + ζ)L−ψ avec ζ0, ψ des coefficients à ajuster, un recouvrement des distributions
P̃L(ζ̃) peut être obtenu pour un couple (ζ0, ψ) donné. Ce comportement est celui attendu pour
une dynamique activée caractérisée par l’exposant ψ. On détaillera la procédure choisie pour
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Figure 3.1 – Moyenne du moment magnétique µ du dernier amas, pour le modèle de Potts en
dimensions D = 3 avec q = 10, en fonction du nombre d’échantillons de désordre pour quatre
différentes tailles de système L.

Figure 3.2 – Variance réduite Rµ(L) du moment magnétique de plusieurs modèles de Potts
à q états en fonction de la taille du système L en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à
droite). Rµ tend vers une valeur constante non nulle lorsque L → +∞ signe que le moment
magnétique n’est pas auto-moyennant.
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déterminer ψ ultérieurement. Des figures semblables, voir annexe B.6, ont été obtenues pour
tous les modèles de Potts étudiés.

Nous en avons déduit que, pour q ≥ 2 et en dimensions D = 2 et D = 3, les propriétés
critiques sont gouvernées par un point fixe de désordre infini. Ce résultat était attendu en
dimensions D = 2. En dimensions D = 3, il suggère que même pour un désordre initial relati-
vement faible, ∆ = 1, les distributions obtenues sont suffisamment proches de celles attendues
au point fixe de désordre infini. Pour un désordre plus faible, il faudrait travailler avec des
tailles de systèmes L suffisamment grandes pour se rapprocher suffisamment des distributions
du point fixe. Dans les configurations utilisées, nous avons choisi ∆ ≥ 1 ce qui garantit que les
propriétés critiques mesurées sont celles du point fixe de désordre infini.

3.3 Étude des propriétés critiques

Nous utilisons la SDRG pour déterminer les propriétés critiques du modèle de Potts quan-
tique désordonné en dimensions D = 2 et D = 3. On commence par l’étude des distributions
des points pseudo-critiques afin d’estimer la position du point critique et l’exposant ν. Puis, on
étudie les distributions des moments magnétiques du dernier amas aux points pseudo-critiques
pour évaluer l’exposant df . On termine avec les distributions des champs transverses du dernier
amas pour estimer l’exposant ψ.

3.3.1 Position du point critique et exposant critique ν

En utilisant la méthode du doublement pour chaque échantillon, on détermine la valeur
hmax de la distribution initiale des champs transverses (3.20) pour laquelle le système passe
d’une phase ordonnée à désordonnée. Elle est notée hic(L) pour le i−ème échantillon de taille L.
Par analogie avec le cas unidimensionnel, on définit la position du point pseudo-critique comme
θic(L) ≡ lnhic(L). La précision associée à θic(L) est alors ∼ 10−5

hic(L)
.

Comme indiqué dans la section 2.2.1.2, la position du point critique et l’exposant ν sont
estimés dans la suite en utilisant les distributions des points pseudo-critiques ainsi que le com-
portement de taille finie de la moyenne et de la variance de θc.

3.3.1.1 Comportement d’échelle des distributions des points pseudo-critiques

Conformément à l’équation (1.35), on s’attend à ce que les distributions de probabilité PL
des variables d’échelle u = L1/ν |θic(L) − θc|/θc soient indépendantes de la taille du système L.
Pour déterminer les paramètres θc et ν qui permettent le meilleur recouvrement des courbes
PL(u) en fonction de u, on utilise la fonction de coût

σ =
1

umax − umin

∫ umax

umin

∑
L

{
ln [PL(u)]− 1

NL

∑
L

ln [PL(u)]

}2

du (3.21)
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Figure 3.3 – Distributions PL(ζ), avec ζ = − ln ∆E et ∆E le gap d’énergie entre l’état
fondamental et le premier niveau excité, des modèles de Potts à q = 3 états (haut) et q = 50 états
(bas) avec ∆ = 1 et distributions PL((ζ0+ζ)L−ψ) avec ζ0 et ψ des coefficients choisis pour obtenir
le meilleur recouvrement des courbes entre les différentes tailles de systèmes L. Les couleurs
indiquent des tailles L différentes croissantes de gauche à droite pour P (ζ) ; L ∈ [48, 1536] en
dimensions D = 2 et L ∈ [13, 160] en dimensions D = 3. Les couples de paramètres (ζ0, ψ)
utilisés se trouvent dans la table 3.5.
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Figure 3.4 – Distributions des points pseudo-critiques θic(L) et des variables d’échelle u =
L1/ν |θic(L) − θc|/θc pour plusieurs tailles L du modèle de Potts à q = 10 états en dimensions
D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite). Les distributions les plus larges PL(θic) correspondent
aux tailles les plus petites. Les variables ν et θc utilisées pour obtenir u se trouvent dans la
table 3.3. Elles ont été déterminées en minimisant (3.21).

avec NL le nombre de tailles L considérées et umin et umax les plus petites et plus grandes
valeurs de u utilisées. Le logarithme a été choisi pour mieux prendre en compte les queues des
distributions. Mais, c’est également dans les queues des distributions qu’on observe de larges
fluctuations liées à la difficulté d’échantillonner des évènements rares. Pour cette raison, nous
avons imposé un seuil arbitraire ε = 10−2 tel que si P (u) < ε alors P (u) = ε. σ est minimisé
numériquement en utilisant la méthode de Powell [165]. Pour procéder à cette minimisation,
nous avons eu recourt à la bibliothèque Scipy [166] de Python [167, 168] et plus particulièrement
la fonction minimize du module optimize. Le second intérêt d’introduire la fonction de coût
(3.21) est la possibilité d’estimer des incertitudes en évaluant la matrice covariance. Cette
dernière est reliée à la matrice hessienne dont les coefficients sont les ∂2f

∂ai∂aj
avec ici f = σ et

ai, aj ∈ [θc, ν]. La matrice hessienne est estimée par différences finies autour des paramètres
optimisés. Comme le proche voisinage des paramètres optimisés est très escarpé, l’évaluation
de la matrice hessienne a été faite avec un pas de 10−2. On s’éloigne alors suffisamment du
minimum pour éviter les fluctuations de σ mais pas trop pour que les termes d’ordres supérieurs
à 2 restent négligeables. Pour l’estimation de la matrice hessienne, la fonction Hessian de la
bibliothèque Numdifftools [169] a été employée. Afin de limiter le temps de calcul et d’éviter une
optimisation trop complexe, nous avons utilisé uniquement quatre tailles de systèmes NL = 4

avec L = {64, 256, 512, 1280} en dimensions D = 2 et L = {13, 32, 64, 128} en dimensions
D = 3.

Sur la figure 3.4 sont représentées les distributions PL(θic) et PL(L1/ν |θic(L) − θc|/θc) ob-
tenues pour le modèle de Potts à dix états en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à
droite). Un recouvrement très satisfaisant est observé. Pour les autres modèles considérés, des
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q = 2 3 5 10
∆ = 1 3 1 1 1

θc
2D 1.678(3) 5.034(7) 1.563(4) 1.495(3) 1.457(3)
3D 2.531(9) 7.596(19) 2.42(6) 2.359(6) 2.331(6)

ν
2D 1.26(12) 1.24(11) 1.26(13) 1.25(8) 1.26(8)
3D 1.00(10) 1.01(7) 1.00(5) 1.00(7) 1.01(5)

q = 20 50
∆ = 1 1 3 5

θc
2D 1.442(3) 1.435(3) 4.448(6) 7.624(15)
3D 2.325(7) 2.327(12) 7.047(17) 11.924(31)

ν
2D 1.25(8) 1.25(8) 1.25(9) 1.28(15)
3D 1.01(7) 1.01(11) 1.00(6) 1.00(7)

Table 3.3 – Tableau récapitulatif de la position du point critique θc et de l’exposant ν, des diffé-
rents modèles et désordres considérés, estimés par la minimisation de σ (3.21) des distributions
PL(L1/ν |θic(L)− θc|/θc).

recouvrements d’une qualité équivalente sont obtenus (voir l’annexe B.1). Les paramètres ν et
θc estimés en minimisant σ se trouvent dans la table 3.3. L’incertitude sur l’exposant ν semble
toutefois surestimée. En fixant le paramètre ν avec la valeur maximale dans les barres d’erreur
et en variant θc aucun recouvrement satisfaisant n’est trouvé. Une explication pourrait être liée
au fait que l’exposant ν contrôle l’étalement des distributions en fonction de L. Or, à cause du
logarithme utilisé dans la fonction de coût (3.21), la variation de ν conduit à une variation de
σ faible contrairement au décalage des distributions provoqué par θc.

3.3.1.2 Comportement d’échelle de la position moyenne des points pseudo-critiques

D’après (1.35), le comportement de taille finie de l’écart au point critique est

θc(L) = θc + aL−1/νs . (3.22)

L’interpolation des données numériques se fait par un ajustement, qualifié de simple, avec
les paramètres libres θc, a et νs. La première difficulté est que cet ajustement est non-linéaire
nécessitant de recourir à une méthode itérative [170]. Nous avons utilisé la fonction curve_fit,
basée sur une méthode des moindres carrés, du module optimize de Scipy. Les paramètres
optimisés sont ceux minimisant

χ2 =
n∑
i

(yi − f(xi,b))2

σ2
i

(3.23)

avec n le nombre de données, yi les données mesurées, f(xi,b) la fonction à ajuster avec
b les paramètres à optimiser et σi le poids associée à la donnée yi. Ici, σi correspond aux
écarts-types. Par défaut, la méthode utilisée pour déterminer b est l’algorithme de Levenberg-
Marquardt [171]. Les écarts-types associés à chaque paramètre b peuvent être estimés à partir
de la matrice de covariance. Sauf mention contraire, toutes les barres d’erreur affichées dans les
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Figure 3.5 – Moyenne des points pseudo-critiques θc(L) ≡ θic(L) du modèle de Potts à dix
états quantique désordonné en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à droite) en fonction de L.
La courbe cyan correspond à un ajustement simple suivant l’équation (3.22) tandis que la
courbe verte à un ajustement complexe prenant en compte des corrections algébriques suivant
l’équation (3.24). Dans les graphiques incrustés sont représentées la qualité de l’ajustement Q
et la variation des paramètres optimaux νs et θc obtenus en procédant à un ajustement simple
(points en cyan) et complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin considérée. Si
aucune barre d’erreur n’est indiquée, cela signifie que l’erreur est plus grande que la fenêtre et
donc que l’ajustement réalisé est peu exploitable.

figures sont calculées de cette manière. Ces estimations ne sont pas exempts d’approximations,
en particulier que le bruit associé aux données est Gaussien et que, localement, la variation de
χ2 autour des paramètres optimaux soit identique au cas linéaire [172].

La moyenne des points pseudo-critiques θc(L) ≡ θic(L) du modèle de Potts à q = 10 états
quantique désordonné en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à droite) est tracée en fonction de
L sur la figure 3.5. En dimensions D = 2, dans les incrustations, on n’observe aucune évolution
de θc et νs (points en cyan) avec Lmin, la plus petite taille considérée dans l’interpolation.
En dimensions D = 3, en revanche, une évolution systématique est clairement visible. En
considérant toutes les tailles L, l’exposant νs obtenu est estimé à 1.14 tandis qu’en n’utilisant que
les plus grandes tailles pour faire l’ajustement, on obtient νs ∼ 1.01. Cette dépendance trahit
la présence de corrections d’échelle. Nous avons procédé à l’ajustement, qualifié de complexe
pour le distinguer du précédent (3.22),

θc(L) = θc + aL−1/νs
[
1 + bL−ω

]
(3.24)
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avec b et ω deux nouveaux paramètres et ω > 0. Sur la figure 3.5, la courbe en cyan est l’ajuste-
ment obtenu avec (3.22) et en vert celui prenant en compte des corrections algébriques (3.24).
En dimensions D = 2, les courbes verte et cyan sont indiscernables. En dimensions D = 3,
une différence est notable entre les courbes vertes et cyan, la verte se rapprochant le plus des
données observées. Dans l’incrustation, les exposants νs obtenus en utilisant l’ajustement com-
plexe (points verts) sont compatibles, en considérant les barres d’erreur, avec ceux obtenus
par un ajustement simple dans la limite 1/Lmin → 0. Cet accord indique que les tailles de sys-
tèmes considérées sont suffisantes et que la modélisation des corrections d’échelle est pertinente.
Néanmoins, l’estimation précise des paramètres ajustés reste difficile. D’un côté, l’ajustement
simple ne prend pas en compte des éventuelles corrections et il faut se placer à Lmin grand
pour limiter ces dernières. Dans ce cas, le nombre de données à ajuster est plus faible donc les
incertitudes sur les paramètres plus grands. De l’autre, on peut essayer de prendre en compte
ces corrections d’échelle en ajoutant un terme bL−ω mais ces deux termes supplémentaires
rendent l’optimisation plus instable et des différences dans les paramètres peuvent survenir en
fonction des paramètres initiaux et de la méthode employée pour minimiser χ2. Dans les deux
cas, les incertitudes sur les paramètres νs et θc sont importantes. En particulier, pour procéder
à un ajustement complexe, il faut que le terme L−ω ait un poids significatif pour les tailles
considérées afin que l’estimation des paramètres optimaux soit stable. C’est pour cette raison
qu’en dimensions D = 2, les incertitudes sur l’exposant νs (points verts) sont trop importantes
pour être représentées sur la figure 3.5. Cela explique également qu’en dimensions D = 3,
l’incertitude sur νs augmente fortement lorsque 1/Lmin diminue. La qualité de l’ajustement Q
[172] d’une loi du χ2 permet, en supposant que les résidus suivent une distribution gaussienne,
d’estimer la probabilité d’obtenir un χ2 aussi élevé ou plus élevé. Si Q est faible, typiquement
inférieur à 0.05, il y a de fortes chances que

— la fonction interpolée ne soit pas la bonne,
— les écarts-types choisis σi sont incorrects,
— les résidus ne suivent pas une distribution gaussienne.

Q est relié à la valeur χ2/nddl avec nddl le nombre de degrés de liberté i.e. nddl = ndata−|b| avec
ndata le nombre de données à disposition et |b| le nombre de paramètres à ajuster. La qualité
d’ajustementQ peut être utilisée pour comparer les différents ajustements entre eux. SiQ1 > Q2

alors l’ajustement 1 reproduit mieux les données observées que le 2. Sur la figure 3.5, la qualité
Q des ajustements linéaires et complexes sont représentés en fonction de 1/Lmin. En dimensions
D = 2, les qualités sont similaires même lorsque les plus petites tailles sont considérées. C’est un
indicateur d’une faible correction d’échelle i.e. d’un exposant ω grand ou des tailles suffisamment
importantes pour que L−ω soit négligeable. Le cas de la dimension D = 3 est radicalement
différent. Comme mentionné précédemment, les variations des paramètres νs et θc obtenues
avec un ajustement simple trahissent la présence de corrections d’échelle fortes. Les valeurs de
Q, associées aux ajustements avec des petites tailles de systèmes, sont proches de 0. On peut
en déduire que la fonction interpolée n’est pas la bonne. Par contre, dans la limite 1/Lmin → 0,
en dimensions D = 3, Q est proche de 1 signe que l’ajustement simple utilisé est cohérent avec
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q = 2 3 5 10
∆ = 1 3 1 1 1

θc
2D 1.6784(4) 5.035(2) 1.5627(5) 1.4948(3) 1.4570(3)
3D 2.531(2) 7.597(3) 2.420(2) 2.358(2) 2.331(2)

q = 20 50
∆ = 1 1 3 5

θc
2D 1.4421(3) 1.4353(5) 4.448(1) 7.621(2)
3D 2.326(2) 2.327(2) 7.050(3) 11.922(6)

Table 3.4 – Position du point critique θc, pour les différents modèles de Potts quantique
désordonné et désordres considérés, estimé par un ajustement simple (3.22) des moyennes des
points pseudo-critiques dans la limite 1/Lmin → 0.

les données observées. Néanmoins, ce n’est pas parce que la valeur de Q est proche de 1 que
les paramètres d’ajustement sont exploitables. Les incertitudes peuvent être tellement larges,
comme c’est le cas en dimensions D = 2 lorsque l’exposant νs est déterminé avec un ajustement
complexe, qu’il est difficile de conclure.

La variation de Q en fonction de Lmin et la comparaison entre ajustements simple et com-
plexe permettent de déduire qu’en dimensions D = 2 et D = 3 les estimations des paramètres νs
et θc provenant d’un ajustement simple dans la limite 1/Lmin → 0 sont crédibles pour le modèle
de Potts à q = 10 états et pour tous les autres modèles de Potts considérés (voir l’annexe B.2).
Les estimations des positions des points critiques θc sont répertoriés dans le tableau 3.4. En
comparant les exposants νs des différents modèles, on se rend compte qu’ils sont très similaires.
Sur la figure 3.6 est représentée l’exposant νs, estimé par un ajustement simple (3.22), en fonc-
tion de 1/Lmin pour tous les modèles considérés. En dimensions D = 2, l’exposant effectif νs
varie faiblement avec Lmin et les valeurs prises pour les différents modèles sont tous compatibles,
en prenant en compte leurs barres d’erreur, avec νs ' 1.25(3). En dimensions D = 3, pour des
Lmin faibles, les exposants effectifs νs sont incompatibles et augmentent avec q. Les exposants
semblent converger vers la valeur 0.99(4) dans la limite 1/Lmin → 0.

3.3.1.3 Écart-type de la position des points pseudo-critiques

Nous avons également estimé l’exposant ν, noté ici νw, en considérant le comportement de

taille finie de la distance au point critique δθc(L) =

√
θic(L)2 − θic(L)

2
(2.10). On peut linéariser

cette équation en prenant le logarithme afin de procéder à l’ajustement, dit simple,

ln δθc(L) = − 1

νw
lnL+ a (3.25)

avec νw et a deux paramètres libres. En prenant le logarithme de δθc, les erreurs associées, si
elles étaient initialement gaussiennes, ne le sont plus. Dans les données utilisées, l’erreur relative
est très faible (inférieure à 1%) de sorte que les erreurs associées aux ln δθc(L) peuvent être
considérées comme gaussiennes.

Un ajustement est représenté pour le modèle de Potts à 10 états sur la figure 3.7. Les
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Figure 3.6 – Exposant νs estimé par un ajustement simple (3.22) en fonction de la plus petite
taille de système considérée Lmin pour différents modèles q et différents désordres initiaux ∆.
Le nombre minimum de données utilisées pour faire un ajustement a été fixé à six sachant qu’il
y a trois paramètres à optimiser. Les légendes sont identiques pour les deux figures. Les points
ayant les mêmes valeurs Lmin ont été légèrement décalés pour améliorer la lisibilité.
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Figure 3.7 – Logarithme de l’écart-type des points pseudo-critiques ln δθc(L) du modèle de
Potts à q = 10 états quantique désordonné en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à droite) en
fonction de L. La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple, suivant l’équation (3.25)
tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en compte des corrections
algébriques suivant l’équation (3.26). Dans les graphiques incrustés sont représentés la qualité
de l’ajustement Q et l’exposant νw obtenu en procédant à un ajustement simple (points en cyan)
et complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.

conclusions que l’on peut en tirer sont très similaires à celles concernant θc(L). En dimensions
D = 3, la variation de νw avec Lmin, bien que nettement plus faible qu’avec θc(L), trahit la
présence de corrections. Nous avons considéré l’ajustement, dit complexe, suivant

ln δθc(L) = − 1

νw
lnL+ a+ ln

(
1 + bL−ω

)
(3.26)

avec b et ω > 0, deux paramètres libres supplémentaires. Comme précédemment, les exposants
νw obtenus par un ajustement simple dans la limite 1/Lmin → 0 sont comparables à ceux
obtenus par un ajustement complexe. Les figures pour les autres modèles se trouvent dans
l’annexe B.3.

Sur la figure 3.8 est représentée l’exposant νw, estimé par un ajustement simple (3.22),
en fonction des tailles L > Lmin pour tous les modèles considérés. En dimensions D = 2, les
exposants semblent tendre vers une valeur 1.24(1) dans la limite 1/Lmin → 0. En dimensions
D = 3, les exposants effectifs dépendent de q pour Lmin petit. Dans la limite 1/Lmin → 0, les
écarts entre les exposants diminuent jusqu’à être compatibles avec νw ' 0.99(1).

Les variations de νs et νw dans la limite 1/Lmin → 0 semblent indiquer que les modèles de
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Figure 3.8 – Exposant νw estimé par un ajustement linéaire (3.25) en fonction de la plus petite
taille de système considérée Lmin pour différents modèles q et différents désordres initiaux ∆.
Le nombre minimum de données utilisées pour faire un ajustement a été fixé à cinq sachant
qu’il y a deux paramètres à optimiser. Les légendes sont identiques pour les deux figures. Les
points de même valeur Lmin ont été légèrement décalés pour améliorer la lisibilité.
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Potts partagent la même classe d’universalité. Des figures 3.6 et 3.8, on estime les exposants
νs ' 1.25(3) et νw ' 1.24(1) en dimensions D = 2 et νs ' 0.99(4) et νw ' 0.99(1) en
dimensionsD = 3. Ces estimations sont compatibles avec celles obtenues pour le modèle d’Ising :
νs ' 1.25(3) et νw ' 1.24(2) en dimensions D = 2 [103] et νs ' 0.99(2) et νw ' 0.97(5) en
dimensions D = 3 [20].

3.3.2 Aimantation et exposant critique df

Dans cette partie, on montre que l’aimantation, mi(L) = µi(L)/LD, d’un échantillon à son
point pseudo-critique n’est défini de manière univoque que dans la limite thermodynamique.
On présente nos estimations des exposants critiques df pour chaque modèle et on montre que,
malgré les effets de tailles finies, ces estimations sont toutes compatibles dans les barres d’erreur.

3.3.2.1 Saut de l’aimantation

Le calcul du moment magnétique d’un échantillon au point pseudo-critique s’est révélé
difficile. Pour un échantillon donné, le moment magnétique varie brusquement au point pseudo-
critique. Sur quelques échantillons, nous avons effectué des balayages du paramètre de contrôle
avec un pas de 10−8 plutôt que de 10−5. Le saut n’est pas un artefact numérique et reste
inchangé. Dans la suite, nous avons conservé la précision de 10−5 de la position du point
pseudo-critique. Pour quantifier le saut du moment magnétique au point critique, on introduit

γerr(L) =
1

N

N∑
i

µi(θic(L)− ε, L)− µi(θic(L) + ε, L)

[µi(θic(L)− ε, L) + µi(θic(L) + ε, L)]/2
(3.27)

avec ε ∼ 10−5 et µi(θ, L) le moment magnétique de l’échantillon i de taille L pour un para-
mètre de contrôle θ. γerr(L) correspond à la moyenne des sauts relatifs du moment magnétique
autour du point pseudo-critique de chaque échantillon. La variation de γerr(L) avec L est re-
présentée sur la figure 3.9. L’amplitude des sauts du moment magnétique augmente avec q.
Pour le modèle d’Ising, ces variations sont négligeables. Nous n’avons pas d’interprétation à un
tel phénomène. La diminution de l’amplitude du saut avec L est salutaire car dans la limite
thermodynamique, cet effet devient négligeable. Pour des systèmes de taille finie accessibles
numériquement, il faudra choisir une valeur du moment magnétique parmi µi(θic(L) − ε, L) et
µi(θic(L) + ε, L). Il découle de ce choix des estimations différentes de l’exposant df pour les
petites tailles. Aux grandes tailles, on observe que les exposants tendent vers la même valeur
quelle que soit la définition du moment magnétique que l’on choisit. N’ayant aucune raison de se
situer préférentiellement dans une phase plutôt que l’autre, le moment magnétique sera mesuré
dans la suite au point θic(L) = θ2+θ1

2
avec θ1(resp. θ2) se trouvant dans la phase ferromagnétique

(paramagnétique). Cela revient à prendre aléatoirement le moment magnétique dans la phase
ferromagnétique ou paramagnétique.
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Figure 3.9 – Moyenne de l’écart relatif des sauts du moment magnétique des échantillons
autour de leur point pseudo-critique γerr(L) en fonction de L pour tous les modèles de Potts
considérés en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite) avec différents désordres ∆
initiaux.
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Figure 3.10 – Logarithme de la moyenne des moments magnétiques des derniers amas ln µ̄
du modèle de Potts à q = 10 états quantique désordonné en dimensions 2D (à gauche) et
3D (à droite) en fonction de L. La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple, sui-
vant l’équation (3.28) tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en
compte des corrections algébriques suivant l’équation (3.29). Dans les graphiques incrustés sont
représentées la qualité de l’ajustement Q et la variation de l’exposant optimal df obtenu en
procédant à un ajustement simple (points en cyan) et complexe (en vert), en fonction de la
plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.

3.3.2.2 Calcul de df

Le moment magnétique suit une loi de puissance avec L (2.17). En prenant le logarithme
de cette expression, on extrait df en procédant à l’ajustement simple

ln µ̄ = df lnL+ a (3.28)

avec df et a deux paramètres libres à optimiser. La variation de ln µ̄ en fonction de lnL pour
le modèle de Potts à q = 10 états est présentée sur la figure 3.10. Les deux courbes principales
sont des droites a priori sans courbure. En regardant les incrustations, on observe en dimensions
D = 2 une légère évolution de df (points cyan) avec Lmin. En outre, la qualité Q (points cyan)
de l’ajustement est proche de 0 pour les Lmin les plus faibles. En dimensions D = 3, cet effet
est plus fort encore. On considère alors un ajustement, dit complexe, de la même forme que
celui de ln δθc(L) (3.26)

ln µ̄ = df lnL+ a+ ln
(
1 + bL−ω

)
(3.29)
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avec b et ω > 0, deux nouveaux paramètres à ajuster. Sur la figure 3.10, les exposants df
issus de cet ajustement complexe correspondent aux points verts. En dimensions D = 2 et
3, les ajustements complexes sur toutes les tailles donnent des qualités Q proches de 0 et
ne doivent pas être pris en compte. En enlevant la plus petite taille, dans les deux cas, les
exposants df estimés correspondent à ceux obtenus par un ajustement simple sur les plus
grandes tailles. Comme pour les exposants νs et νw, on en déduit que seules les plus grandes
tailles considérées doivent être utilisées pour estimer l’exposant df par un ajustement simple.
Les figures pour les autres modèles se trouvent dans l’annexe B.4. Pour comparer les résultats
des différents modèles, on juxtapose toutes les courbes de df en fonction de Lmin sur la figure
3.11. En dimensions D = 2 et 3, les exposants df sont incompatibles pour des valeurs faibles de
Lmin. À mesure que 1/Lmin → 0, les exposants deviennent presque tous compatibles avec leurs
barres d’erreur. Une exception est le modèle q = 50 avec ∆ = 1 en dimensions D = 3. Il est
intéressant de constater qu’à Lmin faible, les exposants df augmentent avec le nombre d’états
q comme γerr. Cela suggère qu’une partie des corrections d’échelle observées pourrait provenir
de la discontinuité du moment magnétique aux petites tailles. On notera également que les
exposants νs et νw, qui ne sont pas mesurés à partir du moment magnétique, ne présentent
pas de dépendance aussi marquée des corrections avec q. Malgré ces corrections, les tailles
considérées sont suffisantes pour observer une convergence de tous les modèles vers une même
valeur df . On en déduit que, comme νs et νw, l’exposant df est indépendant de q. Dans la limite
1/Lmin → 0, on estime finalement les exposants à d2D

f ' 1.022(5) et, en dimensions D = 3 et
en ne tenant compte que des désordres les plus forts pour chaque modèle, d3D

f ' 1.155(7). En
considérant les moments magnétiques obtenus dans la phase ferromagnétique µ̄f , i.e. à θic(L)−ε,
et paramagnétique µ̄p, i.e. à θic(L) + ε, on a vérifié que pour tous les modèles (en particulier
q = 50 et ∆ = 1 en dimensions D = 3), les exposants df estimés avec µ̄f et µ̄p encadrent les
estimations d2D

f et d3D
f et convergent vers elles.

3.3.3 Gap d’énergie et exposant critique ψ

Le gap d’énergie entre l’état fondamental et le premier état excité correspond au champ
transverse du dernier amas obtenu à la fin de la procédure de SDRG. Tout comme le moment ma-
gnétique, le gap d’énergie de certains échantillons varie brusquement au point pseudo-critique.
Comme pour le moment magnétique, l’amplitude relative des sauts diminue aux grandes tailles.
Étant donnée la loi suivie par le logarithme du gap d’énergie (2.15), on extrait ψ en procédant
à l’ajustement, dit simple,

− ln(∆E)(L) = a+ bLψ (3.30)

avec a, b et ψ trois paramètres à déterminer. À la différence du moment magnétique, cet ajus-
tement ne peut pas être linéarisé à cause de la constante a. L’estimation de ψ est plus difficile
comme en témoignent les barres d’erreur importantes sur la figure 3.12. Nous avons tout de
même procédé à un ajustement plus complexe en prenant en compte des corrections algébriques

− ln(∆E)(L) = a+ bLψ
(
1 + cL−ω

)
(3.31)
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Figure 3.11 – Exposant df estimé par un ajustement linéaire (3.28) en fonction de la plus
petite taille de système considérée Lmin pour différents modèles de Potts à q états et différents
désordres initiaux ∆. Le nombre minimum de données utilisées pour faire un ajustement a été
fixé à cinq sachant qu’il y a deux paramètres à optimiser. Les légendes sont identiques pour les
deux figures. Les points de même valeur de Lmin ont été légèrement décalés pour améliorer la
lisibilité.
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Figure 3.12 – Moyenne du logarithme du gap d’énergie des derniers amas − ln ∆E du modèle
de Potts à q = 10 états quantique désordonné en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à droite) en
fonction de L. La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple, suivant l’équation (3.30)
tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en compte des corrections
algébriques suivant l’équation (3.31). Dans les graphiques incrustés sont représentés la qualité de
l’ajustement Q et l’exposant optimal ψ, obtenu en procédant à un ajustement simple (points
en cyan) et complexe (en vert), en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet
ajustement.

avec c et ω > 0 deux paramètres libres. Sans surprise, les ajustements associés sont, ou bien
inutilisables (Q = 0, paramètres optimisés non cohérents) ou bien avec des incertitudes sur ψ
très grandes. Les figures pour les autres modèles se trouvent dans l’annexe B.5.

La figure 3.13 présente le comportement de l’exposant ψ(Lmin) estimé pour les différents mo-
dèles en fonction de Lmin. Les incertitudes sur ψ(Lmin) sont extrêmement larges pour 1/Lmin →
0, ce qui s’explique par le peu de données (au minimum six) utilisées pour procéder à un ajuste-
ment avec trois paramètres. En dimensions D = 2 et D = 3, les exposants effectifs varient avec
Lmin et augmentent, à Lmin petit, avec q et ∆ comme df . Aux grandes tailles et à fort désordre,
les exposants sont compatibles dans les barres d’erreur dans la limite 1/Lmin → 0. Toutefois
les erreurs sont importantes et ne permettent pas d’exclure une faible dépendance de ψ avec
q. En dimensions D = 3, l’exposant associé au modèle d’Ising est systématiquement inférieur
aux autres et n’est compatible avec ceux d’autres modèles que lorsque les incertitudes sont
les plus grandes. L’augmentation du désordre initial change très peu la valeur des exposants
effectifs obtenus pour le modèle d’Ising et ce dernier présente un saut petit du gap d’énergie
autour du point pseudo-critique. L’évolution de ψ avec Lmin du modèle d’Ising ne laisse pas non
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Figure 3.13 – Exposant ψ estimé par un ajustement linéaire (3.30) en fonction de la plus
petite taille de système considérée Lmin pour différents modèles de Potts à q états et différents
désordres initiaux ∆. Le nombre minimal de données utilisées pour réaliser un ajustement a été
fixé à six sachant qu’il y a trois paramètres à optimiser. Les légendes sont identiques pour les
deux figures. Les points de mêmes valeurs de Lmin ont été légèrement décalés pour améliorer la
lisibilité.

plus supposer un rapprochement avec les autres exposants ψ. Il faudrait considérer des tailles
L bien plus grandes pour être véritablement en mesure de trancher. En supposant que ψ est
indépendant de q, on estime ψ ' 0.48(2) en dimensions D = 2 et ψ ' 0.46(4) en dimensions
D = 3. Si on se limite à des désordres d’intensité ∆ ≥ 3, les modèles d’Ising et de Potts à
q = 50 état conduisent à des exposants compatibles entre eux dans la limite 1/Lmin → 0 et on
estime ψ ' 0.478(6) en dimensions D = 2 et ψ ' 0.455(15) en dimensions D = 3.

Nous avons également estimé ψ en minimisant (3.21) pour obtenir le meilleur recouvrement
des distributions PL(u) avec u = L−ψ(ζ0 − ln ∆E). Les paramètres ζ0 et ψ ainsi obtenus se
trouvent dans la table 3.5. Comme on peut le constater sur la figure 3.3 et dans l’annexe
B.6, un très bon recouvrement est effectivement obtenu pour les différents modèles considérés
confirmant que la dynamique est activée comme attendu à un point fixe de désordre infini.
En dimensions D = 3, les exposants pour Ising ψ ' 0.436(20) et pour les modèles de Potts
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q = 2 3 5 10
∆ = 1 3 1 1 1

ζ0
2D 2.4(3) 8.9(3) 3.4(3) 6.5(5) 7.0(5)
3D 5.0(4) 14.2(6) 5.0(4) 6.7(3) 11.1(3)

ψ
2D 0.478(16) 0.469(15) 0.495(16) 0.493(15) 0.508(16)
3D 0.434(16) 0.439(16) 0.482(17) 0.498(17) 0.493(16)

q = 20 50
∆ = 1 1 3 5

ζ0
2D 13.3(11) 14.0(6) 14.9(9) 12.8(4)
3D 14.8(5) 23.4(5) 24.1(3) 29.5(2)

ψ
2D 0.498(15) 0.511(15) 0.508(16) 0.513(16)
3D 0.494(17) 0.477(16) 0.494(16) 0.490(15)

Table 3.5 – Tableau récapitulatif de ζ0 et de l’exposant ψ, des différents modèles et désordres
considérés, estimés par la minimisation de σ (3.21) des distributions PL(L−ψ(ζ0 − ln ∆E)).

à q > 3 états ψ ' 0.49(2) sont incompatibles. Il faut cependant considérer ces exposants et
leurs incertitudes avec prudence. Ils dépendent de la fonction à minimiser, ici σ (3.21), du
seuil arbitraire fixé (ε = 10−2), de la méthode pour calculer la matrice covariance et du bon
échantillonnage des distributions. De plus, ils ne prennent pas en compte de corrections et n’ont
été estimés qu’avec quatre tailles de système.

3.4 Conclusion

La SDRG a été appliquée au modèle de Potts quantique désordonnée en dimensions D = 2, 3

pour différentes valeurs de q allant de q = 2 à q = 50. Les propriétés critiques sont gouvernées
par un point critique de désordre infini. L’étude des distributions des points pseudo-critiques
conduit aux estimations des points critiques θc des différents modèles (voir table 3.3 et table
3.4) et de l’exposant de la longueur de corrélation ν. Cet exposant est indépendant de q et
prend la valeur νs ' 1.25(3) et νw ' 1.24(1), selon la méthode utilisée, en dimensions D = 2

et νs ' 0.99(4) et νw ' 0.99(1) en dimensions D = 3. L’exposant df , obtenu en étudiant
la moyenne des moments magnétiques, est également indépendant du nombre d’états q. On
estime d2D

f ' 1.022(5) et d3D
f ' 1.155(7). L’exposant ψ est compatible dans les barres d’erreur

mais ces dernières sont relativement importantes. Nos estimations, basées sur la variation sur
le comportement de taille finie de la moyenne − ln ∆E(L), conduisent à ψ2D = 0.48(2) et à
ψ3D = 0.46(4). En ne considérant que les modèles d’Ising et de Potts à q = 50 états pour lesquels
des données pour des désordres d’intensité ∆ ≥ 3 sont disponibles, on estime ψ2D = 0.478(6) en
dimensionsD = 2 et ψ3D = 0.455(15) en dimensionsD = 3. Par recouvrement des distributions,
nous estimons pour le modèle tridimensionnel ψ3D ' 0.44(2) pour q = 2 et ψ3D ' 0.49(2) pour
q ≥ 3. Dans les deux cas, ces estimations sont toutes compatibles dans les barres d’erreur avec
celles obtenues pour le modèle d’Ising : ψ2D ' 0.48(2) et ψ3D ' 0.46(2) [20, 103]. De plus
grandes tailles de systèmes L > 1536 en dimensions D = 2 et L > 160 en dimensions D = 3

devront être considérées pour pouvoir véritablement trancher.



Chapitre 4

Modèle d’horloge quantique désordonné
en dimensions deux et trois

Pour le modèle de Potts à q états désordonné quantique, un point critique de désordre infini
gouverne les propriétés critiques en dimensions D ≤ 3 indépendamment de la valeur de q. Dans
ce chapitre, on considère le modèle d’horloge. Comme pour le modèle de Potts, chaque spin
possède q états, mais, l’hamiltonien n’est plus invariant sous toutes les permutations de spin
mais seulement sous les permutations circulaires. Les cas q = 2, 3 et q = 4 sont respectivement
équivalents au modèle d’Ising, au modèle de Potts à trois états et à deux modèles d’Ising
découplés. On considérera donc uniquement le cas q > 4. En dimensions D = 2, le modèle
classique d’horloge se distingue tout particulièrement du modèle de Potts par la présence de
deux transitions de type Berezenskii-Kosterlitz-Thouless (BKT).

Dans un premier temps, on présentera le modèle d’horloge et les propriétés critiques du
modèle unidimensionnel désordonné qui, par SDRG, sont connues exactement. Puis, on discu-
tera l’application de la SDRG en dimensions supérieures. La distribution initiale de désordre,
qui dictera la convergence vers un point critique de désordre infini, sera plus particulièrement
discutée. Enfin, on présentera les propriétés critiques du point de désordre infini.

4.1 Présentation du modèle et état de l’art

On décrit dans un premier temps le modèle d’horloge classique et on présente son compor-
tement critique dans le cas pur et le cas désordonné. On discute ensuite la version quantique
de ce modèle et en particulier les propriétés critiques du modèle désordonné unidimensionnel
connues exactement par SDRG. On clôt cette partie en examinant l’ordre des transitions en
dimensions D > 1 par des arguments d’échelle.

4.1.1 Description du modèle classique pur et comportement critique

Le modèle d’horloge à q états est également appelé modèle Zq ou encore modèle de Potts
vectoriel. Dans le cas classique, chaque spin si peut prendre q angles discrets θi = 2πsi

q
avec

67
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si = 0, 1, · · · q − 1. L’énergie d’une configuration est donnée par

HC
Clock = −J

∑
〈ij〉

cos(θi − θj) (4.1)

où la somme s’étend sur les paires de voisins les plus proches et J correspond au couplage
d’interaction. Le modèle d’horloge et le modèle de Potts sont équivalents pour q = 2 et q = 3.
Le modèle d’horloge à quatre états peut s’écrire comme deux modèles d’Ising découplés. Dans
la limite q → +∞, on obtient le modèle XY dont la symétrie est continue. L’hamiltonien est
invariant sous la permutation cyclique si → si + 1 modulo q et possède donc une symétrie
discrète Zq.

En dimensions D ≤ 2, le théorème de Mermin-Wagner [173-175] stipule qu’une symétrie
continue ne peut être spontanément brisée à température finie en présence d’interactions entre
proches voisins. Ce théorème s’applique en particulier au modèle XY bidimensionnel. Néan-
moins, il a été montré, qu’en dépit de l’absence de brisure spontanée de symétrie, une transition
à température finie reste possible. Cette transition est appelée BKT pour Berezenskii [176] et
Kosterlitz et Thouless [177, 178]. Elle sépare une phase désordonnée à haute température d’une
phase d’ordre à longue distance (QLRO) caractérisée par une décroissance algébrique de la
fonction de corrélation G(r) ∼ r−η(T ). La phase QLRO est critique en tout point et, du point
de vue du groupe de renormalisation, est décrite par une ligne de points fixes. En l’absence de
brisure spontanée de symétrie, l’aimantation n’est pas un paramètre d’ordre de la transition
BKT. La réponse de l’énergie libre à une déformation du système, appelée module d’hélicité
[179], fournit un paramètre d’ordre [180].

En dimensions D = 2, pour 2 ≤ q ≤ 4, la transition du modèle d’horloge est du second ordre
séparant une phase ferromagnétique d’une phase paramagnétique étant donné l’équivalence du
modèle d’horloge avec les modèles d’Ising et de Potts. Pour q → +∞, la transition est de
type BKT séparant une phase QLRO à basse température d’une phase désordonnée à haute
température. Pour les valeurs de q intermédiaires, Elitzur et al. [181] ont étudié l’extension
discrète du modèle de Villain [182, 183] possédant la même symétrie. Ils en ont déduit l’existence
d’un nombre d’état critique qc = 5 tel que pour tout q ≥ qc, une phase QLRO se trouve
entre la phase ordonnée et celle désordonnée. Les deux transitions sont de type BKT avec
des températures de transition Tc1 et Tc2 qui dépendent de q. Ces résultats ont été fortement
débattus [184-189]. L’existence de deux transitions de type BKT pour q ≥ 5 a été confirmée
par de nombreuses études numériques récentes. Pour le modèle d’horloge à cinq états, ces
deux transitions ont été clairement identifiées [180, 190-196] attestant que qc = 5 mais avec
des températures de transition Tc1 et Tc2 très proches. À six [180, 184, 189, 193-199], sept
[196], huit [189, 196], neuf états [196] et douze états [189], deux transitions de type BKT sont
également observées avec un écart entre les deux positions Tc1 et Tc2 ne cessant de s’accroître
principalement par la diminution de Tc1. Comme prédit par José et al. sur un modèle de Villain
[183], les résultats numériques sont en accord avec la valeur de l’exposant η aux deux transitions
i.e. η(Tc2) = 1/4 comme pour le modèle XY et η(Tc1) = 4/q2.
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En dimensions D = 3, des résultats numériques et analytiques suggèrent que la transition
d’un empilement de modèles d’Ising frustrés sur un réseau triangulaire appartient à la même
classe d’universalité que le modèle XY [200]. Expérimentalement, cette prédiction a été corro-
borée par l’étude de CsMnI3 où l’exposant β est proche de celui du modèle XY [201]. C’est un
exemple de modèles qui, malgré une symétrie discrète, possède les mêmes propriétés critiques
qu’un modèle de symétrie continue. Par la suite, des études numériques du modèle d’horloge
à six états en dimensions D = 3 attestent d’une unique transition de phase du second ordre
dont les exposants critiques associés sont compatibles avec ceux du modèle XY [202-204] i.e.
ν ' 0.67 et η ' 0.04 [205-207]. Le même résultat a été obtenu pour le modèle d’horloge à cinq
états [208]. Pour les théories de jauge Zq sur réseaux tridimensionnels à température nulle, le
nombre d’états critique est qc = 5 et le modèle appartient à la classe d’universalité du modèle
XY pour q ≥ qc [209].

La dimension D = 4 est la dimension critique supérieure des modèles O(n). À D = 4

et au-delà, les exposants critiques sont ceux donnés par la théorie champ moyen, à savoir
ν = 1/2, γ = 1 [210].

4.1.2 Propriétés critiques en présence de désordre

L’introduction de désordre gelé transforme l’hamiltonien (4.1) en

HC
Clock = −

∑
〈ij〉

Jij cos(θi − θj) (4.2)

avec Jij un couplage aléatoire. En dimensions D = 2, le critère de Harris [14] prédit que la
classe d’universalité des deux transitions BKT reste inchangée. Pour le modèle XY , des simu-
lations numériques avec une dilution de liaisons [211] et de sites [212-214] sont en accord avec
cette prédiction. La température de transition diminue avec l’augmentation du désordre, sans
pour autant affecter la nature de la transition, jusqu’au seuil de percolation où la température
s’annule. Au delà de ce seuil, il ne peut plus y avoir d’amas percolant et donc d’ordre à grande
distance. Pour le modèle d’horloge à six états, les températures des deux transitions BKT di-
minuent de même que la différence entre ces dernières à mesure que la probabilité de liaison
diminue [211]. Les exposants η associés à chacune des transitions restent compatibles avec ceux
du modèle pur comme prédit par le critère de Harris. Le même résultat a été obtenu avec une
distribution gaussienne des couplages Jij avec une variance faible [215].

En dimensions D = 3, le critère de Harris prédit également une non pertinence du désordre.
Pour le modèle XY , cette prédiction a été confirmée numériquement pour des couplages Jij > 0

distribués uniformément [216].
Une des principales réalisations expérimentales de même classe d’universalité que le modèle

XY est la transition superfluide λ de l’helium 4 [217]. La présence d’un aerogel, agissant comme
du désordre, peut changer la classe d’universalité de cette transition [218-221] en apparente
contradiction avec le critère de Harris. Néanmoins, si le désordre est corrélé à longue portée,
alors il échappe au critère de Harris et le désordre peut être pertinent même si ν > 2/D [68].
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Les exposants critiques du modèle XY avec un désordre corrélé coïncident avec ceux de la
transition superfluide en présence d’un aerogel [216, 222, 223].

Nous avons considéré uniquement le cas sans frustration i.e. Jij > 0. Nous ne discuterons
donc pas de l’apparition d’une phase de verre de spin en présence de frustration qui a été
abondamment étudiée [224-235].

4.1.3 Modèle d’horloge quantique homogène

Comme pour le modèle de Potts traité dans le chapitre 3, il est possible de construire
un hamiltonien quantique effectif du modèle d’horloge dans la limite anisotrope du modèle
classique en dimensions D+ 1. Le modèle d’horloge quantique à q états est défini sur un réseau
Λ = (V,E), avec V l’ensemble des sites et E l’ensemble des liaisons, par l’hamiltonien [236]

HQ
Clock = −J

∑
(i,j)∈E

(ΩiΩ
†
j + ΩjΩ

†
i )− h

∑
i∈V

(Γi + Γ†i ) (4.3)

avec J, h > 0. Cet hamiltonien agit sur l’espace de Hilbert constitué des états
⊗

i∈V |si〉 avec
si = 0, ..., q−1. La première somme s’étend à toutes les paires de sites voisins i, j. Les opérateurs
Ωi et Γi ont été, respectivement, introduits dans le chapitre sur le modèle de Potts aux équations
(3.13) et (3.14). Étant donné que Γi |si〉 = |si + 1〉, on constate que ce modèle est symétrique
sous une rotation cyclique globale |s〉 → |s+ 1〉 notée Zq.

Le diagramme de phase en dimensions D peut être déduit du modèle classique en dimen-
sions D+1. Ainsi, le modèle d’horloge quantique unidimensionnel avec q > 4 possède une phase
QLRO séparée par deux transitions de type BKT d’une phase désordonnée et d’une phase or-
donnée à grande distance. Pour 2 ≤ q ≤ 4, la phase QLRO disparaît pour ne laisser qu’une
unique transition du second ordre. Ce diagramme de phase a été vérifié numériquement [236,
237]. En dimensions D = 2, pour q > 4, une unique transition de phase du second ordre appar-
tenant à la classe d’universalité du modèle XY sépare la phase ordonnée de celle désordonnée.
Des simulations Monte-Carlo quantique sur les modèles d’horloge à cinq et six états donnent
des exposants critiques effectivement compatibles avec ceux du modèle XY [238].

4.1.4 Étude du modèle désordonné unidimensionnel par SDRG

L’introduction de désordre transforme l’hamitonien (4.3) en

HQ,D
Clock = −

∑
(i,j)∈E

Jij(ΩiΩ
†
j + ΩjΩ

†
i )−

∑
i∈V

hi(Γi + Γ†i ). (4.4)

avec Jij et hi des couplages aléatoires supposés ici strictement positifs.
Dans le cas du modèle quantique désordonné unidimensionnel, le critère de Harris [14] prédit

un désordre non pertinent car ν = +∞ dans la phase QLRO. Néanmoins, ce critère n’est valide
que pour un désordre faible. Comme pour le modèle de Potts, Senthil et Majumdar ont étudié
le modèle d’horloge fortement désordonné par SDRG [17]. Les règles de décimation du plus
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grand couplage Ω = max(Jij, hi) sont similaires à celles obtenues pour le modèle de Potts à une
constante près.

1. Si le plus grand couplage est un champ transverse Ω = hi, alors les nouveaux couplages
effectifs générés entre ses voisins sont

J̃i−1,i+1 =
Ji−1,iJi,i+1

κhi
(4.5)

avec
κ =

1− cos(2π/q)

1 + δq,2
. (4.6)

2. Si le plus grand couplage est une liaison Ω = Jij, les sites i et j fusionnent en un
macro-spin couplé à un champ transverse effectif

h̃i =
hihj
κJij

(4.7)

avec le même κ que précédemment.

Pour q ≤ 4, on retrouve les valeurs de κ du modèle d’Ising (κ = 1 pour q = 2 et q = 4 qui
correspond à deux chaînes d’Ising découplées), et du modèle de Potts à trois états (κ = 3/2

pour q = 3). Pour q > 4, κ est strictement inférieur à 1, contrairement au modèle de Potts pour
lequel κ ≥ 1.

Les équations de flot du modèle de Potts (3.18) sont identiques à celles du modèle d’horloge.
Senthil et Majumdar ont montré que la constante κ est non pertinente tant qu’elle est finie et
ce aussi bien pour κ plus grand que ou plus petit que 1. Les propriétés critiques du modèle
d’horloge sont alors décrites par un point fixe de désordre infini indépendant de la valeur de q
et identique à celui du modèle d’Ising [17].

Ces résultats ont été obtenus pour un désordre initial fort i.e. pour lequel la procédure de
renormalisation est valide. L’influence d’un désordre faible sur le modèle pur est au delà de ce
que peut apporter la SDRG. Néanmoins, il est possible de conjecturer le diagramme de phase
en fonction de l’intensité du désordre. Pour le modèle d’horloge quantique pur unidimension-
nel, le désordre est non-pertinent car l’exposant de la longueur de corrélation diverge dans la
phase QLRO du modèle pur. Senthil et Majumdar conjecturent que les deux transitions BKT
convergent vers un point tricritique à mesure que le désordre initial augmente. Au delà, il ne
reste plus qu’une unique transition du second ordre décrite par un point critique de désordre
infini [17].

En utilisant la méthode du groupe de renormalisation de la matrice densité (DMRG) [239],
Carlon et al. ont étudié l’influence de l’intensité du désordre initial ∆ sur les propriétés cri-
tiques du point fixe [240]. Pour le modèle d’horloge quantique unidimensionnel avec q > 4,
ils obtiennent trois régimes distincts en fonction de ∆. Pour un désordre faible, les propriétés
critiques sont celles du point fixe pur, caractérisé par z = 1, en accord avec le critère de Harris.
Lorsque ∆ est fort, le point fixe est celui de désordre infini avec z = +∞. Entre ces deux
extrêmes, un régime intermédiaire dans lequel les exposants critiques dépendent du désordre
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est observé.
L’intensité du désordre initial est un paramètre important à prendre en compte si l’on veut

décrire le comportement critique du modèle d’horloge quantique unidimensionnel désordonné.
Le reste de ce chapitre est dédié à décrire le comportement critique en dimensions deux et trois
qui n’avait pas encore été étudié jusqu’à présent.

4.1.5 Comportement critique en dimensions D = 2, 3

En dimensions D = 2, le modèle d’horloge quantique donne lieu à une unique transition de
phase du second ordre appartenant à la classe d’universalité du modèle XY . L’exposant de la
longueur de corrélation étant estimé à ν ' 0.67 [205-207], le critère de Harris indique que le
désordre est pertinent. En dimensions D = 3, l’exposant de la longueur de corrélation est égal
à ν = 1/2, le critère de Harris prédit également un désordre pertinent alors qu’il est marginal
pour le modèle classique en dimensions D = 4. De la similitude des règles de décimation des
modèles de Potts et d’horloge, on peut supposer que, comme dans le cas unidimensionnel, les
propriétés critiques en désordre fort seront gouvernées par un point fixe de désordre infini en
dimensions D = 2 et D = 3. Et, comme dans le cas du modèle de Potts quantique désordonné
unidimensionnel, on peut conjecturer que la transition sera décrite par ce point fixe même en
désordre faible en dimensions D = 2 et D = 3 puisque le désordre est pertinent dans les deux
cas.

4.2 Application de la SDRG au modèle d’horloge en di-

mensions D = 2, 3

L’algorithme présenté au chapitre 2 a été utilisé pour étudier le modèle d’horloge quantique
désordonné en dimensions D = 2 et D = 3. Numériquement, pour atteindre les distributions ca-
ractéristiques d’un point fixe de désordre infini, un désordre initial fort s’avère nécessaire. Dans
un premier temps, on estime un tel désordre minimal ∆c en fonction du nombre d’états q. Dans
un second temps, on précise les paramètres, les tailles de système et le nombre d’échantillons
utilisés.

4.2.1 Chaos du flot de RG et désordre minimal

Pour montrer l’existence d’un point critique de désordre infini, on peut vérifier que la dis-
tribution des couplages devient de plus en plus large à mesure que le nombre d’itérations du
groupe de renormalisation augmente. En dimensions D = 2, il a été observé numériquement
que la distribution des champs transverse du modèle d’Ising désordonné conserve, comme dans
le cas unidimensionnel, une forme exponentielle [98]

R(β; Γ) ∼ R0(Γ)e−R0(Γ)β (4.8)
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Figure 4.1 – Évolution des distributions de probabilité des champs transverses Q(u) = R(β)
(en bleu) et des couplages Q(u) = P (ζ) (en rouge) au cours de la renormalisation pour plusieurs
nombre de spins restants N du modèle d’horloge à q = 10 états quantique bidimensionnel avec
un désordre initial ∆ = 1 (à gauche) et ∆ = 5 (à droite) et hmax = 5 (voir équation (4.10)). Ces
distributions ont été obtenues en moyennant sur 1000 échantillons de taille L = 64. Ce nombre
d’échantillons est suffisant pour observer qualitativement l’influence du désordre initial. Pour
la distribution P (ζ), un seuil ζc = 20 a été fixé afin d’éviter de générer les couplages les plus
faibles.

avec R0(Γ) ≡ R(β = 0; Γ) et les variables logarithmiques β = − lnh/Ω et Γ = ln Ω0/Ω. Ω0

est une échelle d’énergie reliée à l’hamiltonien initial de telle sorte que Γ ≥ 0. La largeur de la
distribution est donnée par 1/R0(Γ). À proximité d’un point critique de désordre infini, 1/R0(Γ)

augmente lorsque Ω (resp. Γ) tend vers 0 (resp. l’infini). En procédant au changement de variable
ζsc = R0(Γ)ζ avec ζ = − ln J/Ω, Motrunich et al. constatent que la distribution des couplages
ζsc possède une dérivée positive (dPsc/dζsc > 0) au voisinage du point critique [98] alors que
dans le cas unidimensionnel, la distribution au point fixe est exactement Psc(ζsc) = exp(−ζsc)
[16].

On a représenté sur la figure 4.1 l’évolution des distributions R(β) (en bleu) et P (ζ) (en
rouge) pour plusieurs nombres de spins N restants après décimation pour deux désordres ini-
tiaux, l’un faible ∆ = 1 (à gauche) et l’autre plus fort ∆ = 5 (à droite). Comme pour le modèle
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de Potts, ∆ intervient dans les distributions initiales des couplages 1

P (Jij) =
J

1/∆−1
ij

∆
, (0 < Jij < 1) (4.9)

R(hi) =
h

1/∆−1
i

∆hmax

, (0 < hi < hmax). (4.10)

∆ → +∞ correspond aux distributions attendues au point fixe de désordre infini dans le cas
unidimensionnel. Pour un système fini, un désordre initial ∆ plus grand permet d’arriver plus
rapidement au voisinage du point fixe s’il est de désordre infini. Au cours de la renormalisation,
les distributions obtenues avec un désordre initial ∆ = 5 sont similaires à celles observées pour le
modèle d’Ising quantique désordonné bidimensionnel [98]. L’estimation de la position du point
critique, via l’étude des variations des distributions avec le nombre de spins restant N , nécessite
une description plus qualitative de l’évolution avec hmax comme cela a été fait par Motrunich
et al. [98]. Le cas ∆ = 1 est radicalement différent. Les distributions des champs R(β) et P (ζ)

restent piquées. Il en découle que, lors de la décimation d’un champ hi, la probabilité qu’il soit
couplé à au moins un de ses voisins par un couplage Jij proche de Ω n’est pas négligeable. Le
calcul d’un couplage effectif au second ordre en perturbation n’est alors plus justifié. On ne
peut pas pour autant en déduire que le comportement critique pour ∆ = 1 n’est pas gouverné
par un point fixe de désordre infini. Les tailles numériquement accessibles restent petites. En
outre, il n’est pas exclu qu’en tenant compte des corrections aux ordres supérieurs, le système
rejoigne le point fixe de désordre infini.

Au second ordre en perturbation, les couplages effectifs (4.5) et (4.7) peuvent être plus
grands que les couplages décimés lorsque κ < 1 i.e. lorsque q > 4. Nous avons remarqué que
cela conduit à une chaoticité du flot de renormalisation. La présence de chaos dans le flot
du groupe de renormalisation n’est pas atypique. Des trajectoires chaotiques, signature d’une
phase de verre de spins [241, 242], ont été observées lors de la renormalisation exacte d’un
modèle d’Ising frustré sur réseau hiérarchique [243-245]. Le même comportement chaotique ap-
paraît lors d’une renormalisation de Migdal-Kadanoff [246, 247] sur un modèle de verre de spins
d’Ising tridimensionnel [248]. Les différents scénarios pouvant survenir à la fin du flot de renor-
malisation, en particulier l’existence possible de cycles apériodiques reliées à un comportement
chaotique, ont été étudiés [249-251]. Nous insistons à nouveau sur le fait que, contrairement aux
références citées précédemment, le chaos observé par SDRG du modèle d’horloge n’est pas la
signature d’une physique différente mais uniquement de l’impossibilité de se limiter à un déve-
loppement perturbatif au second ordre pour le calcul des couplages effectifs. Le comportement
chaotique n’est d’ailleurs observé que pour un désordre initial faible, domaine dans lequel la
SDRG ne devrait pas être utilisée. Il augmente avec le nombre d’états q puisque les couplages
renormalisés sont proportionnels à 1/[1− cos(2π/q)].

1. Pour le modèle d’horloge, ces distributions ont été générées en élevant à la puissance ∆, une variable
aléatoire provenant d’une distribution uniforme U(0, hmax). Les champs transverses sont compris entre [0, h∆

max].
C’est pourquoi l’influence du désordre initial ∆ n’est pas strictement équivalent à celui utilisé pour le modèle
de Potts.
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Figure 4.2 – Figure de récurrence d’un modèle d’horloge quantique désordonné bidimensionnel
pour différents états q avec L = 32 et un désordre initial ∆ = 1.

La chaoticité du flot de renormalisation est clairement mise en évidence sur une figure de
récurrence [252]. Pour un système avec des couplages Jij initiaux fixés, nous avons appliqué
nh procédures de SDRG indépendantes pour différentes valeurs de hmax = h1, ..., hn, avec h1 <

... < hn. La figure de récurrence est une matrice nh × nh dont les éléments sont égaux à 1 si
les moments magnétiques du dernier amas sont égaux (µi = µj) et 0 autrement. Le système
est chaotique si, sur une même ligne i se trouvent deux éléments non nuls ci,k = ci,l = 1

et qu’il existe u ∈]k, l[ tel que ci,u = 0, signe que la variation du moment magnétique avec
hmax est non monotone. Une telle figure de récurrence est représentée sur la figure 4.2 pour le
modèle d’horloge quantique désordonné bidimensionnel pour différents nombres d’états q avec
L = 32 et un désordre initial ∆ = 1. Le cas q = 2 correspond au modèle d’Ising pour lequel la
décroissance du moment magnétique est monotone avec l’augmentation de hmax. À mesure que
le nombre d’états q augmente, le moment magnétique est non monotone sur des intervalles de
plus en plus grands.

On mesure la déviation au comportement monotone en introduisant

χ ≡ 1

nh

nh∑
i=1

Pvl(i)−B(i)

Pvl(i)
(4.11)
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Figure 4.3 – χ en fonction de κ en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite).
Les traits verticaux sont des repères visuels correspondants aux états q = 5, 8, 10 et aux κ ∼
0.7, 0.3, 0.2 associés. Les symboles rond, carré, étoile indiquent des tailles de systèmes différents
L = {32, 64, 128} en dimensions D = 2 et L = {10, 20, 30} en dimensions D = 3. Pour chaque
point, 150 figures de récurrence ont été moyennées.

avec Pvl(i) le nombre d’éléments de matrice cij non nuls sur la ligne verticale i, B(i) le nombre
d’éléments non nuls consécutifs incluant cii. Dans le cas monotone Pvl(i) = B(i), donc χ = 0. À
l’inverse, pour un système parfaitement chaotique B(i) = 1, donc χ ' 1. Sur la figure 4.3, une
transition dépendant du désordre initial ∆ entre un comportement monotone et chaotique est
observée en fonction de κ et donc du nombre d’états q. On peut, qualitativement, en déduire
qu’en dimensions D = 2 un désordre ∆ = 1 (resp. ∆ = 2 et ∆ = 5) ne peut être employé que
pour un modèle d’horloge avec κ > 0.5 (κ > 0.3, κ > 0.02) et, qu’en dimensions D = 3, un
désordre initial ∆ = 3 peut être utilisé pour κ > 0.1. Ces estimations ne sont pas à prendre
au sens strict car le calcul de χ dépend de l’intervalle [h1, hn] choisi et qu’une valeur de χ non
nulle peut être l’indicateur de variations très localisées du moment magnétique comme dans le
cas q = 6 de la figure 4.2.

4.2.2 Détail des simulations

A la différence du modèle de Potts, il n’est plus possible de décimer les minima locaux
suivant l’algorithme de la sous-section 2.1.3.2. Le fait qu’un nouveau couplage puisse être plus
grand qu’un couplage initial ne permet plus de garantir qu’un minimum local le restera lorsque
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2D 3D
q 5 8 10 5 8 10
∆ 1 2 3 2 3 5 7 3 8 5 5 8

Table 4.1 – Désordres initiaux ∆ utilisés pour chaque nombre d’états q en dimensions deux
et trois.

d’autres couplages sont décimés. Nous avons donc décidé de retourner à la décimation du
minimum global. Une difficulté numérique majeure est l’existence dans le graphe d’arêtes de
poids négatif qui ne peuvent pas être supprimées. En effet, lors de l’inactivation d’un noeud,
la condition pour que le poids d’une arête entre un nœud inactif et un nœud actif soit positif
implique que κ ≥ 1 comme discuté dans la sous-section 2.1.3.1. Il en résulte un temps de calcul
nettement supérieur car le premier nœud actif trouvé par l’algorithme de Dijkstra n’est plus
nécessairement celui avec la distance la plus petite si dans le graphe il existe des arêtes avec
un poids négatif. Des détails concernant la possibilité d’utiliser l’algorithme de Dijkstra avec
des poids négatifs et l’optimisation permettant d’obtenir efficacement le minimum global sont
présentés dans l’annexe A.2. À cause de ces complications, les plus grandes tailles utilisées pour
le modèle d’horloge sont inférieures à celles considérées pour le modèle de Potts.

Nous avons choisi d’étudier trois modèles d’horloge q = 5, 8, 10 en dimensions D = 2 et
D = 3. À la lumière de la sous-section précédente, nous avons utilisé différents désordres
initiaux ∆ en fonction du nombre d’états q et de la dimension (table 4.1). Les valeurs de ∆

interviennent dans les distributions initiales employées (4.10). Les différentes tailles de système
L considérées avec le nombre minimal d’échantillons utilisés associé sont données dans la table
4.2. Le nombre d’échantillons a été déterminé, comme au chapitre précédent, de manière à ce
que les erreurs relatives des moyennes soient inférieures à 1%. La plus grande erreur (0.5%)
est observée pour le modèle d’horloge à huit états en dimensions D = 2 pour L = 768 avec
un désordre initial ∆ = 3. Les fluctuations de µ pour ce modèle pour différentes tailles L sont
représentées sur la figure 4.4. Des évènements rares, ayant une grande contribution, ne semblent
plus influer sur le plateau atteint par la moyenne du moment magnétique. Pour les estimations
des exposants critiques qui suivront, l’erreur associée au nombre fini d’échantillons sera plus
faible que l’erreur venant des interpolations.

4.2.3 Mise en évidence d’un point fixe de désordre infini

On montre ici que les désordres initiaux choisis conduisent à une convergence du flot de
renormalisation vers un point fixe de désordre infini. Nous suivons le même cheminement que
pour le modèle de Potts dans la sous-section 3.2.2.

Sur la figure 4.5, la variance réduite Rµ(L) = µi(L)2−µi(L)
2

µi(L)
2 des moments magnétiques µi(L)

obtenus aux points pseudo-critiques est représentée en fonction de L. En dimensions D = 2,
l’augmentation du désordre initial ∆ tend à rapprocher les courbes du modèle d’horloge à q = 5

états des modèles d’Ising (q = 2) et du modèle de Potts à trois états. On peut supposer qu’à
de plus grandes tailles ou avec un désordre initial plus fort, la variance réduite Rµ(L) de tous
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2D
L = 32 40 48 64 80 96 128 160 192

nmin
échantillons 6× 105 4× 105 2× 105 1× 105 1× 105 6× 104 6× 104 6× 104 4× 104

L = 256 320 384 512 640 768 1024 1280 1536
nmin

échantillons 3× 104 2× 104 3× 104 2× 104 1× 104 8× 103 5× 104 4× 104 6× 103

3D
L = 4 5 6 7 8 10 12 14

nmin
échantillons 1× 106 1× 106 1× 106 9× 105 6× 105 8× 105 4× 105 3× 105

L = 15 16 20 25 30 35 40 50
nmin

échantillons 2× 105 3× 105 1× 105 2× 105 1× 105 7× 104 5× 104 3× 104

L = 70 80 90 100 110 120
nmin

échantillons 10× 103 1× 104 9× 103 3× 104 2× 104 1× 104

Table 4.2 – Nombre minimal d’échantillons considérés pour tous les modèles d’horloge pour
différentes tailles L en dimensions D = 2 et D = 3. En rouge, des tailles supplémentaires
considérées pour le modèle d’horloge à q = 10 états avec un désordre initial ∆ = 7. En bleu,
des tailles supplémentaires considérées pour les modèles d’horloge à q = 5 états avec ∆ = 8,
q = 8 états avec ∆ = 5 et q = 10 états avec ∆ = 5, 8. En vert, des tailles supplémentaires
considérées pour les modèles d’horloge à q = 5 et 10 états avec un désordre initial ∆ = 8.
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Figure 4.4 – Moyenne du moment magnétique µ du dernier amas, pour le modèle d’horloge en
dimensions D = 2 avec q = 8 et un désordre initial ∆ = 3, en fonction du nombre d’échantillons
de désordre pour quatre tailles de système L.
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Figure 4.5 – Variance réduite Rµ(L) du moment magnétique de plusieurs modèles d’horloge à
q états pour différents désordres initiaux ∆ en fonction de la taille du système L en dimensions
D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite).
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Figure 4.6 – Distributions PL(ζ), avec ζ = − ln ∆E et ∆E le gap d’énergie entre l’état
fondamental et le premier niveau excité, du modèle d’horloge à q = 10 états avec un désordre
initial ∆ = 5 et distributions PL((ζ0 + ζ)L−ψ) avec ζ0 et ψ des coefficients choisis pour obtenir
le meilleur recouvrement des courbes entre les différentes tailles de systèmes L. Les courbes
de différentes couleur indiquent des tailles L différentes croissantes de gauche à droite pour
P (ζ) ; L ∈ [48, 768] en dimensions D = 2 et L ∈ [14, 110] en dimensions D = 3. Les couples de
paramètres (ζ0, ψ) utilisés se trouvent dans la table 4.5.

les modèles considérés converge vers une valeur non nulle indépendante du nombre d’états q,
aussi bien en dimensions D = 2 que D = 3. Le moment magnétique est non auto-moyennant
comme attendu à un point fixe de désordre infini.

Sur la figure 4.6, les distributions de probabilité PL(ζ) avec ζ = − ln ∆E sont représentées
pour plusieurs tailles de système L, en dimensions D = 2 et D = 3 pour le modèle d’horloge
avec q = 10 états et un désordre initial ∆ = 5. Les distributions sont de plus en plus larges avec
la taille du système L. En changeant l’échelle i.e. en travaillant avec les variables ζ̃ = (ζ0+ζ)L−ψ

avec ζ0, ψ des coefficients à ajuster, un recouvrement des distributions P̃L(ζ̃) peut être obtenu
pour un couple (ζ0, ψ) donné. Ce comportement est celui attendu pour une dynamique activée
caractérisée par l’exposant ψ.

Nous avons également considéré les modèles d’horloge à q = 8 et q = 10 états avec un
désordre initial ∆ = 3. Bien que la déviation χ soit faible (figure 4.3), les distributions reliées
au gap de l’énergie P (ζ) ne correspondent pas à celles attendues d’une dynamique activée
caractérisée par l’exposant ψ. Le désordre initial ∆ = 3 est donc trop faible pour que les
distributions de probabilité des gaps d’énergie des modèles d’horloge à huit et dix états soient
celles attendues au point critique de désordre infini.
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4.3 Étude des propriétés critiques

Nous suivons la même procédure que celle employée pour déterminer les propriétés critiques
du modèle de Potts (voir section 3.3). Nous ne redétaillerons pas les méthodes déjà employées
au chapitre précédent et nous nous contenterons d’y faire référence. On commence par étudier
les distributions des points pseudo-critiques pour estimer l’exposant ν puis les distributions du
moment magnétique du dernier amas pour estimer l’exposant df et enfin les distributions du
champ transverse de ce même amas pour estimer l’exposant ψ.

4.3.1 Position du point critique et exposant critique ν

Le paramètre de contrôle de la transition est défini comme θic(L) ≡ lnhic(L) où hic(L) est
la valeur de hmax de la distribution initiale R(hi) (4.10) au point pseudo-critique du i−ème
échantillon.

L’exposant ν est estimé de trois manières distinctes : par l’étude des distributions des
points pseudo-critiques, par la comportement de taille finie de leur valeur moyenne et de leurs
fluctuations.

4.3.1.1 Comportement d’échelle des distributions des points pseudo-critiques

Conformément à (1.35), on s’attend à ce que les distributions de probabilité PL des variables
d’échelle u = L1/ν |θic(L) − θc|/θc soient indépendantes de la taille du système L. Nous avons
déterminé les paramètres ν et θc en minimisant la fonction de coût (3.21) en ne considérant
que quatre tailles L pour limiter le temps de calcul. En dimensions D = 2, nous avons choisi
les tailles L = {64, 160, 384, 768}, et en dimensions D = 3, les tailles L = {20, 40, 70, 90} ou
L = {20, 40, 80, 110} en fonction des plus grandes tailles disponibles.

Sur la figure 3.4 sont représentées les distributions PL(θic) et PL(u) obtenues pour le modèle
d’horloge à dix états en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite). Un recouvrement très
satisfaisant est observé. Pour les autres modèles considérés, des recouvrements d’une qualité
équivalente sont obtenus (voir l’annexe C.1). Les paramètres ν et θc estimés en minimisant σ
se trouvent dans la table 4.3. L’incertitude sur l’exposant ν semble, comme c’est le cas pour
le modèle de Potts, toutefois surestimée. Lorsque ν est choisi à la limite des barres d’erreur,
aucune valeur de θc ne conduit à un recouvrement satisfaisant visuellement. Une incertitude
deux à trois fois inférieure, nous semble plus vraisemblable.

4.3.1.2 Comportement d’échelle de la position moyenne des points pseudo-critiques

On procède à l’ajustement simple (3.22) du comportement de taille finie des valeurs moyennes
des points pseudo-critiques θic(L) ≡ θc(L) (1.35), en considérant trois paramètres libres θc, a
et νs et à l’ajustement complexe (3.22) en ajoutant deux paramètres libres b et ω > 0 pour
prendre en compte des corrections d’échelle.
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Figure 4.7 – Distributions des points pseudo-critiques θic(L) et des variables d’échelle u =
L1/ν |θic(L)− θc|/θc pour plusieurs tailles L du modèle d’horloge à q = 10 états avec un désordre
initial ∆ = 5 en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite). Les distributions les
plus larges PL(θic) correspondent aux tailles les plus petites. Les variables ν et θc utilisées pour
obtenir u se trouvent dans la table 4.3. Elles ont été déterminées en minimisant (3.21).

q = 5 8
∆ = 1 2 3 8 2 3 5

θc
2D 1.876(4) 1.764(4) 1.732(4) 2.069(3) 1.904(4)
3D 2.584(11) 2.550(7) 2.648(8)

ν
2D 1.25(13) 1.26(10) 1.24(9) 1.23(9) 1.25(11)
3D 1.01(9) 1.01(8) 1.00(9)

q = 10
∆ = 5 7 8

θc
2D 1.850(4) 1.792(3)
3D 2.701(9) 2.550(7)

ν
2D 1.25(10) 1.25(9)
3D 1.0(1) 1.0(2)

Table 4.3 – Tableau récapitulatif de la position du point critique θc et de l’exposant ν, estimés
par la minimisation de σ (3.21) des distributions PL(L1/ν |θic(L)− θc|/θc), du modèle d’horloge
quantique désordonné pour différents états q et désordres initiaux ∆.



4.3. Étude des propriétés critiques 83

102

L

1.74

1.76

1.78

1.80

1.82

1.84

θ c
(L

)

2D2D

101 102

L

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

3D3D

0.01 0.03
1/Lmin

1.1

1.2ν

1.8475
1.8500
1.8525

θ c
0.0

0.5

Q

0.05 0.20
1/Lmin

0.95

1.00

1.05

ν

2.700

2.705

θ c

0.0

0.5

Q
Figure 4.8 – Moyenne des points pseudo-critiques θc(L) ≡ θic(L) du modèle d’horloge à dix
états quantique désordonné avec un désordre initial ∆ = 5 en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à
droite) en fonction de L. La courbe cyan correspond à un ajustement simple suivant l’équation
(3.22) tandis que la courbe verte à un ajustement complexe prenant en compte des corrections
algébriques suivant l’équation (3.24). Dans les graphiques incrustés sont représentées la qualité
de l’ajustement Q et la variation des paramètres optimaux νs et θc obtenus en procédant à
un ajustement simple (en cyan) et complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin

considérée. Si aucune barre d’erreur n’est indiquée, cela signifie que l’erreur est plus grande que
la fenêtre et donc que l’ajustement réalisé est peu exploitable.

Sur la figure 4.8, la moyenne des points pseudo-critiques θc(L) du modèle d’horloge à q = 10

états quantique désordonné avec un désordre initial ∆ = 5 en dimensions 2D (à gauche) et
3D (à droite) est tracée en fonction de L. La courbe cyan correspond à l’ajustement simple
(3.22) et la verte à l’ajustement complexe (3.24). En dimensions D = 2, ces deux courbes
se confondent et les variations des paramètres θc et νs obtenus par l’ajustement simple (en
cyan) sont faibles tandis qu’en dimensions D = 3, on peut discerner une différence entre ces
deux courbes et les paramètres θc et νs varient nettement avec 1/Lmin. En outre, dans les
incrustations de gauche (D = 2), les barres d’erreur associées aux paramètres provenant de
l’ajustement complexe (en vert) sont très larges ; les tailles sont trop grandes pour que le poids
L−ω soit suffisamment perceptible ce qui conduit à une instabilité sur les valeurs de b et ω.
À l’inverse, en dimensions D = 3, l’ajustement complexe donne une estimation de νs qui est
compatible avec celle obtenue par un ajustement simple dans la limite 1/Lmin → 0. Il est à
noter que la qualité des ajustements Q en dimensions D = 2 est faible même si, visuellement,
les interpolations semblent satisfaisantes.
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q = 5 8
∆ = 1 2 3 8 2 3 5

θc
2D 1.8760(6) 1.7638(6) 1.7324(6) 2.0688(7) 1.9042(8)
3D 2.584(2) 2.550(2) 2.6485(10)

q = 10
∆ = 5 7 8

θc
2D 1.8503(4) 1.7924(3)
3D 2.701(1) 2.626(2)

Table 4.4 – Tableau récapitulatif de la position du point critique θc et de l’exposant ν, du
modèle d’horloge quantique désordonné pour différents états q et désordres considérés, estimés
par ajustement linéaire des moyennes des points pseudo-critiques (3.22) dans la limite 1/Lmin →
0.

Les courbes pour les autres valeurs de q se trouvent dans l’annexe C.3. La table 4.4 récapitule
les θc estimés. Sur la figure 4.9, on représente les exposants effectifs νs estimés par un ajustement
simple en fonction de 1/Lmin pour les différents modèles et désordres initiaux considérés. En
dimensions D = 2, les erreurs données par un ajustement complexe sont trop grandes pour
que cet ajustement soit exploitable. En dimensions D = 3, les exposants νs obtenus avec
l’ajustement complexe sont presque identiques à ceux obtenus par l’ajustement simple dans
la limite 1/Lmin → 0. Cela signifie que les plus larges tailles L considérées sont suffisamment
grandes pour que les corrections puissent être considérées comme négligeables. Nous avons
également tracé les exposants obtenus pour le modèle d’Ising et le modèle de Potts à q = 3

états. La figure 4.9 est sensiblement identique à la figure 3.6 obtenue précédemment pour le
modèle de Potts. Les exposants νs des différents modèles sont tous compatibles dans la limite
où 1/Lmin est suffisamment faible. Nous avons estimé νs ' 1.24(3) en dimensions D = 2 et
νs ' 0.99(3) en dimensions D = 3.

4.3.1.3 Écart-type de la position des points pseudo-critiques

Le comportement de taille finie de l’écart type δθc(L) des positions des points pseudo-
critiques (1.36) peut être linéarisé en prenant le logarithme. Nous avons procédé à un ajustement
simple (3.25) ne prenant en compte que deux paramètres libres νw et a et à un ajustement
plus complexe (3.26) en ajoutant deux paramètres b et ω > 0 supplémentaires pour tenir
compte de corrections algébriques. Le logarithme de l’écart type ln δθc(L) du modèle d’horloge
à q = 10 états avec un désordre initial ∆ = 5 est tracé sur la figure 4.10 (voir l’annexe C.2
pour les autres valeurs de q). Les courbes cyan (associées à l’ajustement simple (3.25)) et les
courbes vertes (associées à l’ajustement complexe (3.26) ) sont presque indifférenciables, aussi
bien en dimensions D = 2 (à gauche) qu’en dimensions D = 3 (à droite). Les exposants νw
sont représentés en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans les incrustations. En
dimensions D = 2 et D = 3, l’exposant νw varie faiblement avec 1/Lmin sans pour autant
atteindre un plateau. En dimensions D = 2, les exposants donnés par l’ajustement complexe
(en vert) et par l’ajustement simple sur les plus grandes tailles uniquement sont compatibles



4.3. Étude des propriétés critiques 85

0.00 0.01 0.02 0.03
1/Lmin

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

1.35

ν s

2D2D2D2D2D2D2D2D2D2D
Ising
q = 3
q = 5

q = 8
q = 10

0.0 0.1 0.2
1/Lmin

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10
3D3D3D3D3D3D3D3D

∆ = 1
∆ = 2
∆ = 3

∆ = 5
∆ = 7
∆ = 8

Figure 4.9 – Exposant νs estimé par un ajustement simple (3.22) en fonction de la plus petite
taille de système considérée Lmin pour différents nombre d’états q et différents désordre initiaux
∆. Pour la plus grande valeur de Lmin, l’ajustement est réalisé sur six points. Les légendes sont
identiques pour les deux figures. Les points ayant les mêmes valeurs Lmin ont été légèrement
décalés pour améliorer la visibilité.
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Figure 4.10 – Logarithme de l’écart-type des points pseudo-critiques ln δθc(L) du modèle
d’horloge à q = 10 états quantique désordonné avec un désordre initial ∆ = 5 en dimensions
2D (à gauche) et 3D (à droite) en fonction de L. La courbe cyan correspond à un ajustement,
dit simple, suivant l’équation (3.25) tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe,
prenant en compte des corrections algébriques suivant l’équation (3.26). Dans les graphiques
incrustés sont représentés la qualité de l’ajustement Q et l’exposant νw obtenu en procédant à
un ajustement simple (en cyan) et complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin

considérée dans cet ajustement.

laissant présager que l’exposant νw puisse se situer entre 1.24 et 1.25. En dimensions D = 3, la
conclusion est moins claire. D’une part les ajustements complexes donnent lieu à des qualités
Q très faibles. D’autre part, la variation de l’exposant νw, estimé par l’ajustement simple, avec
1/Lmin est non monotone.

Sur la figure 4.11, on a représenté la variation de l’exposant νw en fonction de 1/Lmin pour
les différents modèles et désordres initiaux considérés. En dimensions D = 2, en considérant
toutes les données, les exposants νw de chaque modèle sont compatibles avec 1.259. Lorsque Lmin

augmente, tous les exposants varient plus ou moins de la même manière signalant la présence
de légères corrections à prendre en compte. Ils semblent tous se stabiliser autour de 1.24(1).
En dimensions D = 3, les variations de νw avec Lmin sont non monotones. En se limitant aux
grandes valeurs de Lmin, l’extrapolation des exposants effectifs est compatible avec 0.99(1).

En conclusion, de l’étude du comportement d’échelle des points pseudo-critiques, nous en
avons déduit que l’exposant ν est indépendant du nombre d’états q pour le modèle d’horloge.
Nous avons estimé νs ' 1.24(3) et νw ' 1.24(2) en dimensions D = 2 et νs ' 0.99(3) et
νw ' 0.99(1) en dimensions D = 3.
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Figure 4.11 – Exposant νw estimé par un ajustement linéaire (3.25) en fonction de la plus petite
taille de système considérée Lmin pour différents nombre d’états q et différents désordre initiaux
∆. Pour la plus grande valeur de Lmin, l’ajustement est réalisé sur cinq points. Les légendes sont
identiques pour les deux figures. Les points de même valeur Lmin ont été légèrement décalés
pour améliorer la visibilité.
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4.3.2 Aimantation et exposant critique df

Comme pour le modèle de Potts, on montre que l’aimantation présente également une
discontinuité du point pseudo-critique de certains échantillons. Pour le modèle d’horloge, on
a en outre une chaoticité résiduelle du flot de renormalisation malgré les désordres initiaux
choisis. Enfin, on présente nos estimations des exposants critiques df pour chaque modèle.

4.3.2.1 Saut et signature de chaoticité

Le point pseudo-critique θic(L) d’un échantillon i a été déterminé avec la méthode du double-
ment avec une précision ε = 10−5. Nous avons observé que pour certains échantillons, le moment
magnétique dans la phase ferromagnétique est parfois plus petit que celui dans la phase para-
magnétique. Nous attribuons cet effet une chaoticité résiduelle du flot de renormalisation. On
introduit la probabilité de la présence de chaos comme

p− =
1

N

N∑
i

H
[
µi(θic(L) + ε, L)− µi(θic(L)− ε, L)

]
(4.12)

avec H(x) la fonction de Heaviside. La figure 4.12 représente la probabilité p− en fonction de L
pour différents nombres d’états q et désordres initiaux ∆. Cette probabilité, à ∆ fixé, augmente
avec le nombre d’états q et, à q fixé, diminue avec ∆. Ces évolutions sont cohérentes avec la
sous-section 4.2.1.

On pourrait être tenté d’invalider la méthode de détermination du point pseudo-critique.
Néanmoins, la méthode du doublement n’est pas directement reliée à la monotonicité du mo-
ment magnétique, elle dépend de la structure du dernier amas obtenu et non de la valeur
de son moment magnétique. En outre, nous n’avons pas trouvé d’indication laissant supposer
l’existence de plusieurs points pseudo-critiques aux désordres initiaux utilisés.

A cause de la présence de chaos, nous introduisons une nouvelle définition de l’amplitude
relative γerr (3.27) du saut du moment magnétique au point pseudo-critique en ajoutant des
valeurs absolues

γerr(L) =
1

N

N∑
i

|µi(θic(L)− ε, L)− µi(θic(L) + ε, L)|
[µi(θic(L)− ε, L) + µi(θic(L) + ε, L)]/2

. (4.13)

Elle est représentée à la figure 4.13. Les observations concernant la dépendance de la probabilité
p− avec le nombre d’états q et le désordre initial ∆ valent également pour l’amplitude du saut
γerr. Cette amplitude est bien plus petite pour les modèles d’horloge à q > 4 états que celle
observée pour le modèle de Potts à q = 3 états et donc plus généralement pour les modèles
de Potts à q > 2 états. Mais la variation de γerr avec la taille L est bien plus rapide pour les
modèles de Potts.
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Figure 4.12 – Probabilité p− qu’autour du point pseudo-critique le moment magnétique dans
la phase désordonnée soit plus grand que dans la phase ordonnée pour le modèle d’horloge à q
états avec différent désordres initiaux ∆ en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite).
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Figure 4.13 – Moyenne des sauts relatifs du moment magnétique des échantillons autour de
leur point pseudo-critique γerr(L) en fonction de L pour tous les modèles d’horloge considérés
en dimensions D = 2 (à gauche) et D = 3 (à droite) avec différents désordres ∆ initiaux.
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Figure 4.14 – Logarithme de la moyenne des moments magnétiques des derniers amas ln µ̄
du modèle d’horloge à q = 10 états quantique désordonné avec un désordre initial ∆ = 5
en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à droite) en fonction de L. La courbe cyan correspond
à un ajustement simple suivant l’équation (3.28) tandis que la courbe verte à un ajustement
complexe prenant en compte des corrections algébriques suivant l’équation (3.29). Dans les
graphiques incrustés sont représentées la qualité de l’ajustement Q et la variation de l’exposant
optimal df obtenu en procédant à un ajustement simple (en cyan) et complexe (en vert), en
fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.

4.3.2.2 Calcul de df

En linéarisant la relation (2.17) liant moyenne des moments magnétiques du dernier amas
µ et taille du système L, nous avons procédé à un ajustement linéaire (3.28) afin de déter-
miner la dimension fractale df et à un ajustement complexe (3.29) en prenant en compte des
corrections algébriques. Sur la figure 4.14 est tracée le logarithme du moment magnétique en
fonction du logarithme de la taille du système. En dimensions D = 3 (à gauche), une différence
est nettement visible entre l’ajustement simple (courbe en cyan) et l’ajustement complexe (en
vert). Cette différence se retrouve dans les incrustations avec une très faible qualité Q des ajus-
tements lorsque la plus petite taille considérée Lmin est faible et par une importante variation
de l’exposant effectif df avec Lmin. En dimensions D = 2, c’est également le cas mais dans une
moindre mesure.

La figure 4.15 regroupe les courbes de l’exposant df avec la plus petite taille considérée Lmin

pour les différents modèles. En dimensions D = 2 et D = 3, les exposants du modèle d’horloge
à q > 4 sont incompatibles avec ceux du modèle de Potts. Néanmoins, ces résultats doivent
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Figure 4.15 – Exposant df estimé par un ajustement linéaire (3.28) en fonction de la plus
petite taille de système considérée Lmin pour différents modèles d’horloge à q états et diffé-
rents désordres initiaux ∆. En dimensions D = 3 (à droite), les exposants entourées en noir
proviennent d’un ajustement complexe. Pour la plus grande valeur de Lmin, l’ajustement est
réalisé sur quatre points. Les légendes sont identiques pour les deux figures. Les points de même
valeur de Lmin ont été légèrement décalés pour améliorer la visibilité.

être nuancés. Tout d’abord les plus grandes tailles de systèmes considérées sont bien différentes,
L2D

max = 1536 et L3D
max = 160 pour les modèles de Potts et L2D

max = 768 (L2D
max = 1536 seulement

pour q = 10 et ∆ = 7) et L3D
max = 120 pour les modèles d’horloge à q > 4 états. Si, pour le modèle

de Potts, on se limite aux mêmes tailles L ≤ Lmax que pour le modèle d’horloge, les exposants
obtenus ne sont plus tous compatibles dans les barres d’erreur. De plus, en dimensions D = 2

et D = 3 pour q > 4, le désordre initial ∆ affecte fortement les estimations des exposants df et
les corrections. Enfin, les différences entre les exposants df estimés restent faibles (inférieures
à 0.03). En conclusion, bien que les estimations des exposants df soient incompatibles entre
eux, il n’est pas exclu qu’en considérant de plus grandes tailles de systèmes et/ou des désordres
initiaux plus importants, les exposants soient finalement compatibles.

4.3.3 Gap d’énergie et exposant critique ψ

Ce dont nous avons discuté à propos de la discontinuité et de l’absence de monotonicité du
moment magnétique dans la sous-section 4.3.2.1 s’applique au gap d’énergie.

Nous avons procédé à l’ajustement simple (3.30) de la moyenne du logarithme du gap
d’énergie −ln(∆E)(L) et un ajustement complexe pour tenir compte de corrections algébriques
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Figure 4.16 – Moyenne du logarithme du gap d’énergie des derniers amas − ln ∆E du modèle
d’horloge à q = 10 états quantique désordonné en dimensions 2D (à gauche) et 3D (à droite)
en fonction de L. La courbe cyan correspond à un ajustement simple suivant l’équation (3.30)
tandis que la courbe verte à un ajustement complexe prenant en compte des corrections algé-
briques suivant l’équation (3.31). Dans les graphiques incrustés sont représentés la qualité de
l’ajustement Q et l’exposant optimal ψ, obtenu en procédant à un ajustement simple (en cyan)
et complexe (en vert), en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.

(3.31). La variation de −ln(∆E)(L) pour le modèle d’horloge à q = 10 états avec un désordre
initial ∆ = 5 est représenté sur la figure 4.16.

Nous avons regroupé les courbes de l’exposant ψ en fonction de 1/Lmin pour tous les mo-
dèles d’horloge considérés sur la figure 4.17. Comme pour l’exposant df , en dimensions D = 2,
le désordre initial influe sur les corrections et les estimations des exposants ψ. Néanmoins,
en ne considérant que les désordres les plus forts pour tous les modèles, les exposants ψ sont
compatibles dans la limite 1/Lmin → 0 avec ψ ' 0.467(10). Cette estimation est par ailleurs
compatible avec celles du modèle de Potts, à savoir ψ ' 0.48(2) et ψ ' 0.478(6) en ne consi-
dérant que les désordres forts. En dimensions D = 3, les corrections sont plus fortes que dans
le cas bidimensionnel, tout particulièrement pour le modèle à q = 10 états. Toutefois, les ex-
posants tendent vers des valeurs quasiment compatibles dans les barres d’erreur lorsque les
désordres les plus forts sont considérés. En supposant les exposants indépendants de q, on es-
time ψ ' 0.432(18) en dimensions D = 3 qui est également compatible avec celles du modèle
de Potts, à savoir ψ ' 0.46(4) et ψ ' 0.455(15) en ne considérant que les désordres forts.

Nous avons estimé l’exposant ψ en recherchant le meilleur recouvrement des distributions
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Figure 4.17 – Exposant ψ estimé par un ajustement linéaire (3.30) en fonction de la plus
petite taille de système considérée Lmin pour différents modèles d’horloge à q états et différents
désordre initiaux ∆. Pour la plus grande valeur de Lmin, l’ajustement est réalisé sur six points.
Les légendes sont identiques pour les deux figures. Les points de mêmes valeurs de Lmin ont été
légèrement décalés pour améliorer la visibilité.
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q = 5 8 10
∆ = 1 2 3 8 2 3 5 5 7 8

ζ0
2D 3.5(5) 6.3(5) 10.0(6) 9.9(5) 10.0(7) 14.2(12) 18.7(11)
3D 11.4(4) 39(1) 25.9(9) 26.9(8) 42(4)

ψ
2D 0.41(3) 0.45(2) 0.45(2) 0.34(2) 0.41(2) 0.43(2) 0.45(2)
3D 0.44(2) 0.43(2) 0.39(2) 0.37(2) 0.40(2)

Table 4.5 – Tableau récapitulatif de la position du point critique ζ0 et de l’exposant ψ, du
modèle d’horloge quantique désordonné pour différents états q et désordres considérés, estimés
par la minimisation de σ (3.21) des distributions PL(L−ψ(ζ0 − ln ∆E)).

P (u) avec u = L−ψ(ζ0 − ln ∆E) en minimisant (3.21). Les paramètres ζ0 et ψ ainsi estimés se
trouvent dans la table 4.5. Les courbes se trouvent dans l’annexe C.6. Un bon recouvrement
est effectivement obtenu pour les différents modèles considérés confirmant que la dynamique
est activée comme attendu à un point fixe de désordre infini. Les estimations de l’exposant ψ
dépendent de q et fortement du désordre initial. Comme explicité dans la sous-section 3.3.3, il
faut considérer ces exposants et leurs incertitudes avec prudence.

4.4 Conclusion

Nous avons modifié l’algorithme de SDRG de Kovács et Iglói [20] afin de pouvoir l’appliquer
au modèle d’horloge. Le retour à la décimation systématique du maximum global et la gestion
d’une règle de décimation pouvant induire de plus grands couplages nous a contraint à travailler
avec des tailles de systèmes plus petites, jusqu’à L = 756 en dimensions D = 2 et L = 110 en
dimensionsD = 3. Nous avons étudié les modèles d’horloge à q = 5, 8 et 10 états. Contrairement
au modèle de Potts, il est nécessaire de considérer une distribution initiale avec un désordre
suffisamment fort, et ce d’autant plus que le nombre d’états q est grand pour que les distributions
obtenues tendent vers celles attendues au point fixe de désordre infini. Pour les trois modèles,
nous avons mis en évidence l’existence d’un tel point fixe. Les estimations des exposants critiques
νs et νw sont compatibles avec ceux du modèle d’Ising. Les exposants ψ sont compatibles dans
les barres d’erreur mais ces dernières sont grandes. Nos estimations des exposants df pour
q > 4 sont incompatibles dans les barres d’erreur de celui du modèle d’Ising bien que proches.
Elles s’en rapprochent en augmentant le désordre initial ∆. Des simulations en considérant de
plus grandes tailles de système et/ou des désordres initiaux plus grands seront nécessaires pour
conclure sur la dépendance de l’exposant df avec le nombre d’états q.
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Chapitre 5

Modèle d’Ashkin-Teller quantique
désordonné en dimensions deux et trois

Le modèle d’Ashkin-Teller correspond à deux modèles d’Ising, de spins σ et τ , couplés par
leur énergie locale en tout site du réseau. Pour certaines valeurs du couplage, il est équivalent
aux modèles d’Ising et de Potts à quatre états. Néanmoins, le diagramme de phase du modèle
d’Ashkin-Teller est plus riche que ces derniers. Une phase produit dans laquelle la polarisation
〈στ〉 est non nulle et l’aimantation 〈σ〉 = 〈τ〉 est nulle émerge entre une phase paramagnétique et
une phase de Baxter où 〈σ〉 = ±〈τ〉 6= 0. Dans sa version quantique désordonnée, une telle phase
existe également. L’apparition de cette nouvelle phase, apporte de nouvelles questions ; quels
sont les comportements critiques aux transitions entre cette phase et les phases paramagnétique
et de Baxter ? Quel est le comportement au point tricritique, jointure de ces trois phases ? Dans
un premier temps, on présentera les modèles d’Ashkin-Teller classique et quantique, de même
que la version étendue à N modèles d’Ising couplés. Puis, on discutera plus spécifiquement du
modèle quantique désordonné pour lequel des résultats ont été obtenus par SDRG en dimension
D = 1. En particulier, le point tricritique est caractérisé par des exposants différents de ceux du
modèle d’Ising. Enfin, on présentera nos résultats préliminaires sur le comportement critique
au point tricritique en dimensions D = 2 et D = 3.

5.1 Présentation du modèle et état de l’art

On décrit dans un premier temps le modèle d’Ashkin-Teller classique et on présente son
comportement critique dans le cas pur et le cas désordonné. La généralisation à N couleurs
est également présentée. On discute ensuite la version quantique de ce modèle et en particulier
les propriétés critiques du modèle à N couleurs désordonné unidimensionnel dans la limite de
couplage faible par SDRG.

97
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5.1.1 Description du modèle classique pur et comportement critique

Le modèle d’Ashkin-Teller [253] a été initialement introduit pour étudier les transitions
ordre-désordre d’atomes adsorbés sur une surface dans le cas où chaque site peut être occupé
par quatre types d’atomes (A,B,C,D). Quatre énergies d’interaction entre proches voisins sont
considérées : ε0 entre A−A,B−B,C−C,D−D, ε1 entre A−B,C−D, ε2 entre A−C,B−D
et ε3 entre A−D,B −C. Une manière équivalente de formuler ce modèle consiste à considérer
que sur chaque site i se trouvent deux spins classiques d’Ising σ et τ pouvant prendre deux
valeurs 1 ou −1. Le modèle d’Ashkin-Teller peut alors s’écrire comme deux modèles d’Ising
couplés par une interaction à quatre spins [254]

HAT = −
∑
〈i,j〉

[Jσ2 σiσj + Jτ2 τiτj + J4σiσjτiτj + J0] (5.1)

où la somme s’étend sur les paires de voisins les plus proches et les constantes de couplages
sont reliées aux εi par

−Jσ2 = (ε0 + ε1 − ε2 − ε3) /4, −Jτ2 = (ε0 + ε2 − ε3 − ε1) /4,

−J4 = (ε0 + ε3 − ε1 − ε2) /4, −J0 = (ε0 + ε1 + ε2 + ε3) /4.

Si J4 = 0, ce modèle est équivalent à deux modèles d’Ising découplés. Si, de plus, Jσ2 6= Jτ2 , le
système possède deux températures critiques correspondant à celles de chacun des deux modèles
d’Ising. Si J4 = Jσ2 = Jτ2 , ce modèle est équivalent au modèle de Potts à quatre états avec une
énergie −3J4 si les spins de Potts sont dans le même état et J4 dans le cas contraire.

On considère le cas bidimensionnel isotrope, i.e. Jσ2 = Jτ2 = J2 et on note K = J/kbT . Le
diagramme de phase du modèle d’Ashkin-Teller bidimensionnel sur réseau carré a été obtenu
par simulations Monte-Carlo et analyse de séries à haute et basse températures [255]. Il est
représenté sur la figure 5.1. Il existe quatre phases :

1. une phase dite de Baxter où chaque modèle d’Ising est ferromagnétiquement ordonné
indépendamment de l’autre, i.e. 〈σ〉 = ±〈τ〉 6= 0,

2. une phase paramagnétique où les deux modèles d’Ising sont désordonnés, i.e. 〈σ〉 = 〈τ〉 =

0,

3. une phase produit 〈στ〉 où les spins σ et τ sont individuellement désordonnés, i.e. 〈σ〉 =

〈τ〉 = 0, mais où le produit des spins est ordonné 〈στ〉 6= 0,

4. une phase produit antiferromagnétique qui est identique à la phase produit avec une
alternance de signe de σiτi entre chaque site voisin. Le réseau considéré étant carré, il
n’y a pas de frustration donc pas de phase verre de spins.

On s’intéresse plus particulièrement au cas K2, K4 > 0. Baxter a montré que le modèle à
huit vertex possède une transition de phase dont l’exposant de la chaleur spécifique α varie
continûment en fonction des poids associés à chaque configuration [131]. Grâce à un mapping
du modèle d’Ashkin-Teller sur le modèle à huit vertex [254, 256], la transition entre le point E
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Figure 5.1 – Diagramme de phase de modèle d’Ashkin-Teller isotrope classique bidimensionnel
issu de [255]. La courbe en pointillés correspond à la ligne de transition auto-duale le long
de laquelle les exposants varient. Les courbes en traits pleins correspondent à des lignes de
transition dans la classe d’universalité du modèle d’Ising.
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et P (modèle de Potts à quatre états), passant par le point A (deux modèles d’Ising découplés),
est connue par un argument de dualité [257]

exp(−2K4) = sinh 2K2. (5.2)

Les exposants critiques varient continûment le long de cette ligne [257]

α = (2− 2y)/(3− 2y) βm = (2− y)/(24− 16y) βe = (12− 8y)−1 (5.3)

avec y = 2µ/π et cosµ = 1
2

[exp (4K4)− 1] pour 0 < µ < 2π/3. L’indice associé à l’exposant β
permet de faire la distinction entre l’exposant critique βm associé au terme magnétique H

∑
i σi

et l’exposant βe associé au terme électrique (polarisation) E
∑

i σiτi. L’exposant xm = βm/ν

est constant sur toute la ligne et égal à 1/8. Lorsque K4 = 0 alors y = 1 et on retrouve bien les
exposants α = 0 et βm = 1/8 du modèle d’Ising. Lorsque 4K4 = ln 3, correspondant au point
critique du modèle de Potts à quatre états, alors y = 0 et on retrouve α = 2/3 et βm = 1/12.
Le point E correspond à K2 = −K4 et K2 → +∞. Au point B, K2 est négligeable devant
K4, l’énergie d’une configuration de spin résulte donc essentiellement de l’interaction entre
quatre spins. En introduisant Si = σiτi une variable d’Ising effective prenant les valeurs 1 et
−1, l’énergie d’une configuration de spin se réduit à

∑
〈ij〉 J4SiSj. La transition entre la phase

paramagnétique et ordonnée est du second ordre et les exposants critiques sont ceux du modèle
d’Ising. Au point C,K4 est très grand de sorte que le système est ordonné ferromagnétiquement.
On peut considérer alors que 〈S〉 = 1 et donc que σi = τi. À une constante près, l’hamiltonien se
réduit à 2

∑
〈ij〉 J2σiσj. Il existe donc une transition du second ordre entre une phase ordonnée

〈σ〉 6= 0 et une phase désordonnée appartenant à la classe d’universalité d’Ising. Deux lignes de
transitions, du second ordre et appartenant à la classe d’universalité d’Ising, prennent naissance
au point tricritique F correspondant au modèle de Potts à quatre états [258] pour rejoindre les
points C et B.

En utilisant des arguments de symétries et des points particuliers du diagramme de phase
connus exactement, Wu et Lin ont conjecturé que le modèle d’Ashkin-Teller anisotrope possède
en général deux transitions et une seule dans le cas où deux couplages parmi |Jσ2 |, |Jτ2 | et
|J4| sont égaux et supérieurs au troisième [259]. Cette prédiction a été vérifiée par simulation
Monte-Carlo pour Jσ2 /Jτ2 = 1/2, avec Jσ2 , Jτ2 > 0 [260]. Deux transitions du second ordre sont
systématiquement observées et une seule appartenant à la classe d’universalité du modèle de
Potts à 4 états lorsque J4 = Jσ2 . La limite de forte anisotropie, dont dérive la version quantique
du modèle d’Ashkin-Teller, est discutée ultérieurement.

En dimensions D = 3, le diagramme de phase du modèle isotrope sur réseau cubique se
distingue de celui en dimensions D = 2 par l’existence d’une nouvelle phase dans laquelle
〈στ〉 = 0 et 〈τ〉 = 0 et 〈σ〉 6= 0 (ou inversement) [255, 261]. Les lignes de transitions entre
cette nouvelle phase et la phase de Baxter et la phase paramagnétique sont de nature diverses.
Certaines sont du premier ordre, d’autres du second ordre voire même à la fois continue et du
premier ordre en fonction du paramètre d’ordre [262]. En outre, l’ordre des transitions déjà
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présentes en dimensions D = 2 diffère parfois. Comme mentionné au chapitre 3, le point P
(modèle de Potts à quatre états) correspond, en dimensions D = 3, à une transition du premier
ordre tandis queA (modèle d’Ising) reste du second ordre. La ligne de transition, 0 < K4/K2 ≤ 1

est très particulière car elle passe d’une transition du premier ordre (point F ) à une transition
arbitrairement faible du premier ordre à mesure que l’on s’approche du point A [263, 264]. De
plus, le point P n’est plus confondu avec le point tricritique F . La ligne de transition entre les
points F et B reste du premier ordre à proximité de F puis devient continue [265, 266]. Une
nouvelle phase de Baxter a été récemment prédite dans l’approximation de champ moyen [267,
268].

Dans le cas anisotrope en dimensionsD = 3, pour Jσ2 /Jτ2 = 1/2 et J4, J
σ
2 > 0, des simulations

Monte-Carlo indiquent la présence d’une ligne de transition du premier ordre entre la phase
de Baxter et la phase paramagnétique joignant deux points multicritiques [260]. En dehors de
cette ligne, les transitions sont toutes du second ordre. Ce scénario correspond à l’un des quatre
diagramme de phase prédit par l’approximation de champ moyen.

Expérimentalement, le sélenium adsorbé sur une surface de Ni(100) présente trois phases,
p(2 × 2), c(2 × 2) et désordonnée en fonction de la concentration et de la température. En
étudiant les symétries du problème, Bak et al. concluent que ce système est une réalisation
physique du modèle d’Ashkin-Teller [269]. Le modèle d’Ashkin-Teller permet également de
décrire la réponse élastique d’une molécule d’ADN à une force et un couple externe [270], ou
encore les interactions chimiques et magnétiques dans les alliages métalliques [271].

Le modèle d’Ashkin-Teller correspondant à N = 2 modèles d’Ising a été étendu au cas de
N modèles d’Ising couplés deux à deux via une interaction à quatre spins. L’hamiltonien s’écrit
[272]

HATN = −
∑
〈i,j〉

[
N∑
α=1

J2σα,iσα,j + J4

N∑
α 6=β

σα,iσα,jσβ,iσβ,j

]
. (5.4)

L’indice α permet de distinguer les spins d’Ising de chaque couleur. Pour N = 3, une analyse
du groupe de renormalisation et des calculs Monte-Carlo indiquent la présence d’une transition
du premier ordre entre la phase paramagnétique et les phases de Baxter et produit (soit entre
le point A et B présent sur la figure 5.1) lorsque K4/K2 > 0 en dimensions D = 2 et D = 3

[272]. Lorsque K4/K2 < 0, la transition est continue et appartient vraisemblablement à la
classe d’universalité d’Ising en dimensions D = 2. La transition entre les phases de Baxter et
produit (ligne entre les points F et C sur la figure 5.1) est du second ordre et appartient à la
classe d’universalité d’Ising d’après des calculs basés sur l’analyse du spectre de la matrice de
transfert [273]. En dimensions D = 3, un diagramme plus riche est obtenu avec de nouvelles
phases séparées par des transitions du premier ou du second ordre [272].

Dans la limite N → +∞, le modèle bidimensionnel est exactement soluble [274]. Il n’existe
plus qu’une seule transition séparant les phases de Baxter et paramagnétique. Elle est du
premier ordre pour K4 > 0 et du second ordre pour K4 < 0. Pour K4 > 0, la transition reste
du premier ordre entre les phases de Baxter et paramagnétique pour des valeurs finies de N
jusqu’à N = 3 [275].
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5.1.2 Propriétés critiques en présence de désordre

En dimensions D = 2, les exposants critiques du modèle d’Ashkin-Teller isotrope pur à
deux couleurs varient continûment le long de la ligne auto-duale liant le modèle d’Ising au
modèle de Potts à q = 4 états. En particulier, l’exposant α varie de 0 à 1. D’après le critère
de Harris [14], le désordre est pertinent et on s’attend à des propriétés critiques différentes de
celles du cas pur. Néanmoins, par simulations Monte-Carlo, les exposants critiques du modèle
d’Ashkin-Teller bidimensionnel sur réseau carré avec des liaisons désordonnées ne présentent
pas de variations mesurables par rapport à ceux du cas pur anisotrope [276]. Un changement
notable concerne la divergence de la chaleur spécifique avec la taille du système L au point
critique qui passe de C ∼ logL pour le modèle d’Ashkin-Teller désordonné et le modèle de
Potts à quatre états à C ∼ log logL pour le modèle d’Ising désordonné.

En dimensions D = 2, pour le modèle d’Ashkin-Teller à N > 2 couleurs, les transitions du
premier ordre deviennent du second ordre par ajout d’une quantité infinitésimale de désordre
[15]. Des simulations Monte-Carlo du modèle à N = 3 couleurs avec une dilution de sites et avec
des couplages aléatoires confirment la présence d’une transition du second ordre pour K4 > 0.
La classe d’universalité est celle du modèle d’Ising pur bidimensionnel avec des corrections
logarithmiques [277]. Des simulations Monte-Carlo du modèle àN = 4 couleurs avec un désordre
par dilution de sites arrivent à une conclusion identique [278]. Ces résultats sont consistants
avec ceux provenant du groupe de renormalisation [279].

5.1.3 Modèle d’Ashkin-Teller quantique homogène

Dans la limite anisotrope extrême, le modèle d’Ashkin-Teller classique conduit à l’hamilto-
nien quantique effectif [240, 280]

HAT
Q = −

∑
〈ij〉

{
J(σzi σ

z
j + τ zi τ

z
j ) + h(σxi + τxi ) + ε

[
Jσzi σ

z
j τ

z
i τ

z
j + hτxi τ

x
j

]}
(5.5)

où la somme s’étend sur les paires de voisins les plus proches. σki , τ ki sont les matrices de Pauli
avec k = x, y, z. Si ε = 0, l’hamiltonien est constitué de deux modèles d’Ising découplés. Si
ε = 1, on retrouve le modèle de Potts à quatre états. On définit θ = J/h.

On traite spécifiquement du cas unidimensionnel avec θ ≥ 0. En fonction de ε, trois cas sont
à considérer [280] :

1. Pour ε > 1, deux lignes critiques appartenant à la classe d’universalité d’Ising se re-
joignent au point ε = 1. Elles séparent trois phases, une phase désordonnée, une phase
partiellement ordonnée avec 〈σzτ z〉 6= 0 et 〈σz〉 = 〈τ z〉 = 0 et une phase ordonnée
〈σzτ z〉, 〈σz〉, 〈τ z〉 6= 0.

2. Pour −1 ≤ ε ≤ 1, le comportement critique est donné par le modèle à six vertex [281-283]
qui est équivalent au modèle d’Ashkin-Teller quantique sur la ligne auto-duale donnée
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par θ = 1 [280]. Sur cette ligne, les exposants critiques varient continûment [280] :

x8V
T =

2

π
arccos (−ε), xm =

1

8
, xp =

1

4x8V
T

, ν =
x8V
T

2x8V
T − 1

(5.6)

avec x8V
T l’exposant critique associé à la fonction de corrélation de l’opérateur énergie

du modèle à huit vertex, xm, xe ceux associés aux paramètres d’ordre magnétique M =∑
i σ

z
i et de polarisation P =

∑
i σ

z
i τ

z
i . ν est l’exposant de la longueur de corrélation. Pour

−1/
√

2 < ε ≤ 1, la ligne critique sépare une phase ordonnée d’une phase désordonnée.
Pour −1 < ε < −1/

√
2, il existe une région critique autour de cette ligne dans laquelle

les exposants varient continûment et l’exposant ν est formellement infini. Cette région
est séparée de la phase ordonnée et désordonnée par des transitions de type BKT [280].

3. Pour ε < −1, il n’existe plus qu’une seule phase où la polarisation σzτ z est ordonnée
antiferromagnétiquement et ce pour tout θ > 0. Lorsque θ = 0, l’hamiltonien peut être
résolu exactement et le fondamental est dégénéré 2N fois avec N le nombre de sites [280].

Ces prédictions théoriques ont été confirmées numériquement par des développements à
hautes températures [280], par invariance conforme [284, 285] et en étudiant le comportement
d’échelle de taille finie par diagonalisation exacte [286] et par groupe de renormalisation [287].

La forte anisotropie du modèle classique bidimensionnel nécessaire pour obtenir l’équivalent
quantique unidimensionnel ajoute une région critique supplémentaire par rapport au cas iso-
trope. Pour le reste, les propriétés sont similaires au modèle classique.

Pour le modèle à N couleurs quantique unidimensionnel dans la limite N → +∞, l’état
du fondamental possède une structure identique à celle du digramme de phase de l’équivalent
classique bidimensionnel [288]. Ce comportement contraste fortement avec le cas N = 2 discuté
précédemment.

5.1.4 Étude du modèle à N couleurs désordonné unidimensionnel par

SDRG

On considère le cas général à N couleurs unidimensionnel de la version désordonnée de
l’hamiltonien (5.5)

HATN
Q = −

N∑
α=1

L∑
i=1

(
Jiσ

z
α,iσ

z
α,i+1 + hiσ

x
α,i

)
−

N∑
α<β

L∑
i=1

(
Kiσ

z
α,iσ

z
α,i+1σ

z
β,iσ

z
β,i+1 + giσ

x
α,iσ

x
β,i

)
(5.7)

On introduit le rapport des couplages entre les deux modèles d’Ising défini par εJij = Kij/Jij

et εhi = gi/hi. Dans la suite, on simplifie le problème en ne considérant que le cas où ces rapports
sont uniformes εJij = εhi = εI ≥ 0. εI est la valeur du rapport dans la distribution initiale des
couplages.

On applique la SDRG dans la limite de couplage ε faible, c’est-à-dire lorsque le plus grand
couplage Ω est ou bien un champ transverse hi ou un couplage entre deux spins Ji.
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1. Si Ω = hi, l’état du fondamental de l’hamitonien local

H ′ = −hi
N∑
α=1

σxα,i − gi
∑
α<β

σxα,iσ
x
β,i (5.8)

est obtenu lorsque le spin i de chaque modèle d’Ising α est l’état propre de
∑N

α=1 σ
x
α,i :

|→1,→2, ...,→N〉i avec σxα,i |→α〉i = |→α〉i. Tous les spins i sont décimés et de nouveaux
couplages à deux et quatre spins effectifs sont générés entre leurs voisins par perturbation
au second ordre [289, 290]

J̃i =
Ji−1Ji

hi + (N − 1)gi
, K̃i =

Ki−1Ki

2 [hi + (N − 2)gi]
. (5.9)

avec le rapport effectif associé

ε̃Ji =
K̃i

J̃i
=
εJi−1ε

J
i

2

1 + (N − 1)εhi
1 + (N − 2)εhi

. (5.10)

2. Si Ω = Ji, l’état fondamental de l’hamiltonien local

H ′ = −
N∑
α=1

Jiσ
z
α,iσ

z
α,i+1 −

∑
α<β

Kiσ
z
α,iσ

z
α,i+1σ

z
β,iσ

z
β,i+1 (5.11)

est obtenu lorsque les paires de spins voisins i et i + 1 de chaque chaîne d’Ising sont
ferromagnétiques i.e. |↑↑〉 ou |↓↓〉. Les champs effectifs couplés au macro-spin formé par
ces paires sont [289, 290]

h̃i =
hihi+1

Ji + (N − 1)Ki

, g̃i =
gigi+1

2 [Ji + (N − 2)Ki]
(5.12)

avec le rapport effectif associé

ε̃hi =
g̃i

h̃i
=
εhi ε

h
i+1

2

1 + (N − 1)εJi
1 + (N − 2)εJi

. (5.13)

Ces deux règles de décimation peuvent s’écrire sous la forme plus familière

J̃i =
Ji−1Ji
hiκ

, h̃i =
hihi+1

Jiκ
(5.14)

avec κ = 1 + (N − 1)ε. Le rapport ε est également renormalisé en

ε̃i =
ε2i [1 + (N − 1)εi]

2[1 + (N − 2)εi]
. (5.15)

On peut vérifier que pour tout εi < εc(N), le rapport renormalisé ε̃ est inférieur à εi de sorte
que la renormalisation entraîne le système vers ε → 0 et donc κ → 1. Par conséquent, le
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comportement critique est gouverné par le point fixe de désordre infini du modèle d’Ising pour
tout N fini et pour tout 0 < εI < εc(N) [289]. La transition du premier ordre est devenue une
transition continue après ajout de désordre, en accord avec le théorème d’Aizenman-Wehr [15,
70]. Lorsque −1 < ε < 0, les couplages J et h peuvent être plus grands que ceux qui ont été
décimés. Pour −1/2 < ε < 0, l’exposant de la longueur de corrélation du système pur vaut
ν < 2 de sorte que, d’après le critère de Harris, le désordre est pertinent et on s’attend à un
comportement critique gouverné par le point fixe de désordre infini du modèle d’Ising, même
pour une quantité infinitésimale de désordre. Lorsque −1 < ε < −1/2, le désordre n’est plus
pertinent. Dans ce cas, comme pour le modèle d’horloge, le comportement critique dépend de
l’intensité du désordre [240].

Lorsque ε > εc(N), ε diverge au cours de la renormalisation et la procédure décrite précé-
demment n’est plus valable. Le couplage à quatre spins K et le champ transverse à deux spins
g dominent le comportement du système. Lorsque N ≥ 3, en utilisant une procédure de SDRG
différente de celle présentée ci dessus, on montre que le comportement critique reste gouverné
par un point fixe de désordre infini mais celui-ci n’est plus celui du modèle d’Ising à cause d’une
plus grande symétrie de l’hamiltonien [290, 291]. Il n’y a pas de phase produit.

Les résultats présentés sont obtenus lorsque εJ = εh = εI > 0. Si du désordre est également
introduit dans les rapports εJi , εhi , trois cas peuvent survenir (avec N ≥ 3, ε > 0) :

1. Si tous les εJi et tous les εhi sont inférieurs à εc(N), alors le résultat est identique au cas
non désordonné car ε̃ tend vers 0 lors de la renormalisation. Le comportement critique
est gouverné par le point fixe de désordre infini du modèle d’Ising [16].

2. Si tous les εJi et tous les εhi sont plus grands que εc(N), alors ε̃ ne peut que croître.
Le comportement critique est gouverné par le point fixe de désordre infini spécifique à
Ashkin-Teller [290, 291].

3. Si les εJi et les εhi sont répartis uniformément autour de εc(N), les procédures de SDRG
ne sont plus valables. Pour le modèle à N = 3 couleurs, des simulations Monte-Carlo
indiquent le retour d’une phase produit entre la phase de Baxter et la phase paramagné-
tique après εc(N) [292]. Les exposants critiques estimés sont compatibles avec ceux du
modèle d’Ising quantique désordonné sur toutes les lignes de transition mais sans être
suffisamment précis pour écarter d’autres scénarios.

5.2 Cas particulier du modèle à deux couleurs

Dans la section précédente, on a traité du cas à N ≥ 2 couleurs dans la limite de couplage
faible et N ≥ 3 dans la limite de couplage fort. On détaille ici le cas N = 2 qui est celui que
nous étudierons en dimensions D > 1 par la suite. On réécrit l’hamiltonien, en notant σki et τ ki
les matrices de Pauli avec k = x, y, z associées à chacun des deux modèles d’Ising couplés,

HATN2
Q = −

∑
〈ij〉

[
Jij(σ

z
i σ

z
j + τ zi τ

z
j ) +Kijσ

z
i σ

z
j τ

z
i τ

z
j

]
−
∑
i

[hi(σ
x
i + τxi ) + giσ

x
i τ

x
i ] . (5.16)
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5.2.1 Règles de décimation

En toute généralité, chaque couplage hi, gi, Kij, Jij peut être décimé. Une procédure de
renormalisation implique quatre spins (deux spins σ et deux spins τ) soit seize états. Dans le
cas des décimations hi et Jij seuls quatre de ces seize états sont de plus basse énergie (explicités
par la suite). Pour les décimations de gi et Kij, il y en a huit. Or, pour avoir une procédure de
renormalisation consistante, il faut que la forme de l’hamiltonien soit inchangée. Il est nécessaire
de considérer le second couplage le plus fort sur le même site pour lever la dégénérescence de
ces huit états. Le schéma de la figure 5.2 illustre ce point en prenant l’exemple du cas Ω = Kij.
L’hamiltonien H′ = Kijσ

z
i σ

z
j τ

z
i τ

z
j a seize états propres et 8 sont de plus basse énergie (rectangle

rouge). L’ajout à H′ des contributions venant de Jij (rectangle vert pomme) ou de gi (rectangle
vert forêt) permet de réduire à quatre le nombre d’états propres de plus basse énergie. Au total,
le modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné requiert alors six règles de décimation.

On associe initialement à chaque site i de chaque modèle d’Ising un moment magnétique
µσi = µτi = 1 et une polarisation pi = 1 à chaque couple de spins σzi τ zi . Par dualité, les six cas se
déduisent de trois, que l’on détaille plus particulièrement. On généralise à toutes les dimensions
D ≥ 1 les règles de décimation [19] avec l’application de la règle du maximum :

1. Si le couplage le plus grand est la liaison Ω = Jij, le terme dominant de l’hamiltonien
(5.16) est H′ = −Jij(σzi σzj + τ zi τ

z
j ). La plus petite valeur propre de H′ est −2Jij. Les

vecteurs propres associés sont |s̃〉 = |k〉σi ⊗ |k〉
σ
j ⊗ |v〉

τ
i ⊗ |v〉

τ
j avec k, v ∈ [↑, ↓]. Les deux

spins σ se trouvent dans le même état et se comportent comme un macro-spin d’Ising
avec deux états et un moment magnétique µ̃σ = µσi + µσj . Il en va de même pour les
deux spins τ qui se comportent comme un macro-spin avec un moment magnétique
µ̃τ = µτi + µτj . La polarisation est p̃ = pi + pj. En utilisant la théorie des perturbations
au second ordre, chaque macro-spin est couplé à un champ transverse effectif

h̃ =
hihj

Kij + Jij
, (5.17)

et les deux macro-spins sont couplés entre eux par le champ transverse effectif

g̃ =
gigj
2Jij

. (5.18)

Le rapport ε̃h est renormalisé en

ε̃h =
g̃

h̃
= εhi ε

h
j

1 + εjij
2

. (5.19)

Cette décimation est illustrée, pour le modèle unidimensionnel, sur la figure 5.3.

2. Si le couplage le plus grand est la liaison à quatre spins Ω = Kij et 2Jij > gi, gj
2,

le terme dominant de l’hamiltonien (5.16) est H′ = −Kijσ
z
i σ

z
j τ

z
i τ

z
j − Jij(σzi σzj + τ zi τ

z
j ).

2. A la différence de [19] qui considère le critère Jij > gi, gj . On ne s’attend pas à ce que ce changement soit
pertinent. Cette différence mineure se retrouvera dans les critères des décimations suivantes.
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Figure 5.2 – Schéma illustrant la nécessité de prendre en compte le second plus grand couplage
pour la décimation du plus grand couplage Ω = Kij. Les huit états propres (rectangle rouge)
de H′ (rectangle bleu) ne peuvent être décrits par deux opérateurs σ̃ et τ̃ laissant l’hamiltonien
(5.16) invariant. L’ajout à H′ des couplages Jij (rectangle vert pomme) ou du champ transverse
à deux spins gi (rectangle vert forêt) permet d’avoir un sous-espace de plus basse énergie
(−Kij − 2Jij ou −Kij − gi) de dimension 4. Il en va de même pour la décimation du plus grand
couplage Ω = gi.
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La plus petite valeur propre de H′ est −Kij − 2Jij. Les vecteurs propres associés sont
|s̃〉 = |k〉σi ⊗ |k〉

σ
j ⊗ |v〉

τ
i ⊗ |v〉

τ
j avec k, v ∈ [↑, ↓]. On obtient donc exactement le même

résultat que s’il s’agissait de la décimation du couplage Jij.

3. Si le couplage le plus grand est la liaison à quatre spins Ω = Kij et gi > 2Jij, gj (le
cas gj < gi se traite de la même manière), le terme dominant de l’hamiltonien (5.16)
est H′ = −Kijσ

z
i σ

z
j τ

z
i τ

z
j − giσxi τxi . La plus petite valeur propre de H′ est −Kij − gi. Les

quatre vecteurs propres associés sont indiqués sur la figure 5.2 dans le rectangle vert
forêt. Ces états sont comme mixtes. D’un côté, les moments magnétiques associé aux
spins effectif σ̃j et τ̃j de l’amas formé sont µ̃uj = µuj avec u = σ, τ de l’autre la polarisation
est p̃ = pi+pj. En utilisant la théorie des perturbations au second ordre, les spins effectifs
σ̃j et τ̃j sont couplés à un champ transverse effectif

h̃j =
2hihj
Kij

, (5.20)

et ils sont liés aux spins voisins k de i par les couplages

J̃jk = max

(
Jjk,

2JijJik
gi

)
, K̃jk = max

(
Kjk, Kik +

J2
ik

gi

)
. (5.21)

Une spécificité de la dimension D > 1 est que les spins k et l voisins de i sont liés par le
couplage

J̃kl = max

(
Jkl,

JilJik
gi

)
(5.22)

et un nouvel opérateur couplant trois spins est généré :

− JilJik
gi

[
σzl σ̃

z
j τ̃

z
j τ

z
k + σzkσ̃

z
j τ̃

z
j τ

z
l

]
. (5.23)

L’ajout de cet opérateur ne laisse plus invariant la forme de l’hamiltonien après une
procédure de renormalisation. Dans la suite, on suppose que ce terme est non-pertinent
et donc on n’en tient pas compte.

Mentionnons également ici deux difficultés liées à l’algorithme optimisé de SDRG utilisé
par la suite :
— Il n’est pas possible de prendre en compte l’ajout J2

ik

gi
à Kik (5.21). Étant donné

qu’il tend à augmenter les couplages K̃jk lorsqu’il est question d’une décimation d’un
couplage Kij, on suppose cet ajout non pertinent pour déterminer les propriétés
critiques.

— Il n’est pas possible de générer des liaisons avec un facteur 2 comme J̃jk (5.21) et
d’autres sans ce facteur comme J̃kl (5.22). On suppose alors que considérer

J̃kl = max

(
Jkl,

2JilJik
gi

)
(5.24)

ne change pas les propriétés critiques.
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Des recherches complémentaires devront être menées afin de statuer sur la validité de
ces approximations.

Le rapport ε̃hj est renormalisé en

ε̃hj =
gj

h̃j
= εhj

Kij

2hi
. (5.25)

Le rapport ε̃Jjk peut prendre quatre valeurs différentes en fonction des couplages conservés
après application de la règle du maximum. Cette décimation est illustrée, pour le modèle
unidimensionnel, sur la figure 5.3.

4. Si le couplage le plus grand est le champ transverse à deux spins Ω = gi etKij > 2hi, avec
Kij le plus grand couplage à quatre spins impliquant le site i, tout est rigoureusement
analogue au cas de la décimation 3.

5. Si le couplage le plus grand est le champs transverse à deux spins Ω = gi et 2hi > Kij,
avec Kij le plus grand couplage à quatre spins impliquant le site i, le terme dominant
de l’hamiltonien (5.16) est H′ = −giσxi τxi − hi(σxi + τxi ). Les spins σi et τi sont décimés
(gelés dans l’état |→〉i) et de nouvelles liaisons à deux et quatre spins sont générées entre
leurs voisins par perturbation au second ordre

J̃jk = max

(
Jjk,

JijJik
gi + hi

)
, (5.26)

K̃jk = max

(
Kjk,

KijKik

2hi

)
. (5.27)

Le rapport renormalisé

ε̃Jjk =
K̃jk

J̃jk
(5.28)

peut prendre quatre valeurs différentes en fonction des couplages conservés après appli-
cation de la règle du maximum.

6. Si le couplage le plus grand est le champ transverse Ω = hi, tout est rigoureusement
analogue au cas de la décimation 5.

Les six règles de décimation peuvent se regrouper deux par deux. Les règles 1, 2 forment
des amas ordonnés aussi bien par rapport à σz et τ z que σzτ z. Ainsi, dans la limite où il n’y
a que des décimations 1 et 2, ce qui survient lorsque J,K � h, g, le système est dans la phase
de Baxter pour ε > 0. À l’inverse, les règles 5 et 6 gèlent les spins individuellement. Dans
la limite où il n’y a que de telles décimations, i.e. h, g � K, J , le système est dans la phase
paramagnétique pour ε > 0. Les décimations 3 et 4 forment des amas encore jamais rencontrés
pour les modèles de Potts et horloge. Elles ne surviennent que lorsque ε > 1. Dans la limite où
il n’y a que de telles décimations, l’état formé a une polarisation non nulle 〈σzτ z〉 6= 0 et une
aimantation nulle 〈σz〉 = 〈τ z〉 → 0, ce qui correspond à une phase produit.
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Figure 5.3 – Représentation schématique des trois premières règles de décimation décrites
dans le cas unidimensionnel. Le rouge indique les plus grands couplages qui vont être décimés.
Les pointillés indiquent les seconds plus grands couplages si nécessaire. Les couplages effectifs
sont donnés explicitement à droite.

Figure 5.4 – Représentation schématique du diagramme de phase de l’état fondamental du
modèle unidimensionnel d’Ashkin-Teller quantique désordonné [19]. Pour ln ε < 0, une transi-
tion de phase continue sépare les phases paramagnétique et de Baxter. Pour ln ε > 0, une phase
produit sépare les phases paramagnétique et Baxter. Le point I correspond au modèle d’Ising
et P au modèle de Potts à q = 4 états. Le point P est également un point tricritique. La ligne
de transition entre les points I et P est connue exactement, de même que celles dans la limite
ln ε→ +∞ dont les pentes sont ln(ε/2) et ln(2/ε)
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5.2.2 Diagramme de phase en dimension D = 1

Le diagramme de phase de l’état fondamental du modèle d’Ashkin-Teller undimension-
nel quantique désordonné est représenté schématiquement sur la figure 5.4. Les positions des
points I (deux modèles d’Ising découplés) et P (modèle de Potts à q = 4 états) sont connues
exactement et se trouvent à θ = lnh − ln J = 0 [16, 17]. Les transitions entre les phases pa-
ramagnétique et ferromagnétique pour ε < 1, de même qu’entre les phases paramagnétique et
produit et entre les phases de Baxter et produit pour ε > 1 sont toutes continues et gouvernées
par un point fixe de désordre infini appartenant à la classe d’universalité du modèle d’Ising
désordonné unidimensionnel [19]. Le point P est un point tricritique situé à θc = 0 et ε = 1.
Il possède deux directions instables correspondant aux lignes θc = 0 et ε = 1. Sur la ligne
ε = 1, les décimations (1-2) et (5-6) sont identiques et (3-4) ne peuvent survenir. Les règles de
décimation sont identiques à celles du modèle de Potts à q = 4 états désordonné quantique. Le
flot de renormalisation est donc identique à celui du modèle d’Ising désordonné quantique [17].
Les exposants critiques associés à la longueur de corrélation ξ ∼ |θ − θc|−ν et à l’aimantation
M ∼ |θ − θc|β sont ceux du modèle d’Ising quantique désordonné i.e. ν = 2 et β = 3−

√
5

2
[16].

Le long de la ligne θ = θc, les exposants associés à la longueur de corrélation ξ ∼ (ε− 1)−νε et
à la polarisation MP ∼ (ε− 1)βε sont [19]

νε =
8

1 +
√

7
, βε =

6− 2
√

5

1 +
√

7
. (5.29)

Au voisinage du point critique, la polarisation présente le comportement d’échelle

Mp((θ − θc), ε− 1) = b−β/νMp

(
(θ − θc)b1/ν , (ε− 1)b1/νε

)
. (5.30)

Si les rapports initiaux εhi et εJij sont également désordonnés, les transitions entre les différentes
phases sont inchangées si elles se trouvent suffisamment loin du point tricritique. Au point
tricritique situé à θc = 0 et ε = εc, le comportement critique de la longueur de corrélation
ξ ∼ (〈ln ε〉 − ln εc)

−νε et de la polarisation Mp ∼ (〈ln ε〉 − ln εc)
βε font intervenir les exposants

critiques estimés numériquement [19]

νε = 2.48(15), β = 0.474(20). (5.31)

5.2.3 Comportement critique en dimensions D = 2, 3

On considère le cas où les rapports sont tous identiques initialement εJij = εhi = εI ≥ 0. On
distingue le cas où initialement les rapports sont tous plus petits que 1 du cas où il sont tous
plus grands.

— On suppose 0 < εI < 1. Initialement, il ne se produit que des décimations de type 1 et
6. Si la décimation est de type 1, alors le rapport renormalisé ε̃h (5.19) est plus faible
que εhi , εhj 3. Si la décimation est de type 6, J̃jk (5.28) peut être comparé aux rapports

3. Ce qui suppose qu’à n’importe quelle étape de la renormalisation εhi , εhj , εJij < 1.
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εJik, ε
J
ij et εJjk (s’il existe). Les quatre cas possibles sont :

— Si J̃jk = Jjk et K̃jk = Kjk alors ε̃Jjk = εJjk.
— Si J̃jk =

JijJik
gi+hi

et K̃jk =
KijKik

2hi
alors ε̃Jjk = εJikε

J
ij

1+εhi
2

< εJik, ε
J
ij.

— Si J̃jk = Jjk et K̃jk =
KijKik

2hi
alors

K̃jk

Jjk
=
KijKik

2hiJjk
< εJijε

J
ik

JijJik
2hiJjk

< εJijε
J
ik

gi + hi

2hi

< εJijε
J
ik.

Le passage entre les deux dernières lignes vient de hi > gi car la décimation 6
correspond à Ω = hi.

— Si J̃jk =
JijJik
gi+hi

> Jjk et K̃jk = Kjk alors ε̃Jjk < εJjk.
Dans tous les cas, ε̃jk est plus petit ou égal à au moins un des rapports εJik, εJij et εJjk. Ainsi,
si les rapports εJ et εh sont initialement tous compris entre 0 et 1, alors les rapports
renormalisés ε̃J et ε̃h seront nécessairement plus petits ou égaux que les rapports décimés.
Les décimations sont alors systématiquement de type 1 ou 6 et conduisent aux phases
de Baxter et paramagnétique. En outre, sur les lignes ε = 0 et ε = 1, la transition est
continue et gouvernée par le point fixe de désordre infini du modèle d’Ising désordonné en
dimensions D (d’après nos résultats sur le comportement critique du modèle de Potts).
On s’attend alors à ce que ce soit également le cas sur toute la ligne de transition entre
la phase de Baxter et paramagnétique pour 0 ≤ ε ≤ 1.

— On suppose εI > 1. Initialement, il ne se produit que les décimations 2,3,4 et 5. Les
décimations 2 et 5 étant identiques à 1 et 6, elles peuvent être traitées de la même
manière (avec εJ , εh > 1 et gi > hi) et impliquent que ε̃J et ε̃h ne peuvent qu’augmenter.
En supposant Ω grand devant tous les autres couplages (ce qui est le cas au point critique
de désordre infini), les couplages effectifs sont toujours plus grands que ceux décimés
sauf dans un cas. Lors de la décimation de type 3, le couplage effectif J̃kl (5.22) dépend
de Jki, Jli et gi qui ne sont pas reliés entre eux par une condition particulière (pour une
décimation de type 4, Ω = gi donc gi � Jki, Jli). Ce cas survient principalement lors de la
transition entre les phases de Baxter et produit où il y a une compétition entre les second
plus grands couplages voisins Jij et gi sans que cela ne change les propriétés critiques car
la décimation d’un couplage Jij est équivalente à la décimation d’un couplage Kij avec
Jij comme plus grand second voisin. Ainsi, si on suppose initialement tous les rapports
εJ , εh > 1, alors les rapports renormalisés ε̃J et ε̃h sont la plupart du temps plus grands
ou égaux à ceux décimés. Les décimations sont alors presque systématiquement de type
2,3,4 ou 6 conduisant aux phases de Baxter, produit et paramagnétique dans tous les
cas. On s’attend donc à ce que les transitions entre ces phases soient gouvernées par le
point fixe de désordre infini du modèle d’Ising désordonné en dimensions D.
On discute plus particulièrement du point tricritique. En dimensions D = 3, pour le
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Figure 5.5 – Représentation schématique du diagramme de phase de l’état fondamental du
modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné en dimensions D > 1. Pour ln ε < 0, une transi-
tion de phase continue sépare les phases paramagnétique et de Baxter. Pour ln ε > 0, une phase
produit sépare les phases paramagnétique et Baxter. Le point I correspond au modèle d’Ising
et P au modèle de Potts à q = 4 états. Le point P est également un point tricritique. Les lignes
de transition ne sont plus connues. Pour ln ε > 0, le paramètre de contrôle est θ = ln gmax.

modèle d’Ashkin-Teller isotrope classique, les simulations Monte-Carlo montrent que le
point correspondant au modèle de Potts à quatre états n’est plus un point tricritique
[293]. Pour la version quantique désordonnée bidimensionnelle, il en va autrement. Sup-
posons que l’on se situe au point P (ε = 1, θPc ) avec θPc la position du point critique du
modèle de Potts à quatre états. Si on choisit εI = 1+u avec u� 1. Les décimations sont
initialement de type 2 et 5. Ces décimations ne peuvent que faire augmenter εhi et εJij
jusqu’à ce les décimations deviennent majoritairement de type 3 et 4 caractéristique de
la présence d’une phase produit. Si la SDRG peut s’appliquer, le point P est la position
du point tricritique même en dimensions D ≥ 1.

A la différence du cas unidimensionnel, il y a plus de couplages J etK que de champs transverses
h et g sur un réseau hypercubique. De plus, parce que seule la décimation 3 peut générer des
couplages plus grands que ceux décimés, on s’attend à ce que la pente de la transition entre les
phases de Baxter et produit soit plus faible qu’entre les phases produit et paramagnétique. Le
diagramme de phase n’est donc plus symétrique et une représentation schématique est donnée
sur la figure 5.5

Si les rapports εJij et εhi sont également désordonnés, les conclusions sont analogues à celles
du cas unidimensionnel.

5.2.4 Algorithme utilisé

Les règles de décimation du modèle d’Ashkin-Teller présentées à la section 5.2 peuvent être
reformulées en terme de décimation de nœuds et d’arêtes sur un graphe. On adopte les notations
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utilisées pour les modèles de Potts et d’horloge en définissant

rai = − lnhi, rbi = − ln gi, daij = − ln Jij, dbij = − lnKij. (5.32)

Avec ce formalisme, les règles de décimation deviennent :

1. si Ω = daij alors les poids des nœuds sont actualisés comme

r̃a = rai + raj − daij + ln
(

1 + ed
a
ij−dbij

)
, (5.33)

r̃b = rbi + rbj − daij + ln 2, (5.34)

et le moment magnétique et la polarisation comme

µ̃ = µi + µj, (5.35)

p̃i = pi + pj. (5.36)

2. si Ω = dbij avec daij − ln 2 < rbi , r
b
j , alors les poids des nœuds sont actualisés comme 4

r̃a = rai + raj − dbij + ln
(

1 + ed
b
ij−daij

)
, (5.37)

r̃b = rbi + rbj − daij + ln 2, (5.38)

et le moment magnétique et la polarisation comme

µ̃ = µi + µj, (5.39)

p̃i = pi + pj. (5.40)

3. si Ω = dbij avec rbi < daij − ln 2, rbj (raisonnement analogue si raj < rai ) alors les poids des
nœuds et arêtes sont actualisés comme

r̃a = rai + raj − dbij − ln 2, (5.41)

dajk = min
(
dajk, d

a
ij + daik − rbi − ln 2

)
, (5.42)

dakl = min
(
dakl, d

a
ki + dail − rbi − ln 2

)
, (5.43)

dbjk = min
(
dbjk, d

b
ik

)
, (5.44)

avec k, l 6= j les voisins du site i, et le moment magnétique et la polarisation comme

µ̃ = µj, (5.45)

p̃ = pi + pj. (5.46)

4. si Ω = rbi avec dbij < dbik, r
a
j − ln 2 pour tout k voisin actif de i, tout se passe comme pour

4. les actualisations r̃a des décimations 1 et 2 sont identiques mais écrites de manière à limiter les erreurs
liées à la précision machine.
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la décimation 3.

5. si Ω = rbi et rai − ln 2 < dbik pour tout k voisin de i, alors les poids des arêtes avec les
voisins j et k de i sont actualisés comme

dajk = min
[
dajk, d

a
ij + daik − rbi + ln

(
1 + er

b
i−rai

)]
, (5.47)

dbjk = min
[
dbjk, d

b
ij + dbik − rai + ln 2

]
. (5.48)

6. si Ω = rai , alors les poids des arêtes avec les voisins j et k de i sont actualisés comme

dajk = min
[
dajk, d

a
ij + daik − rai + ln

(
1 + er

a
i −rbi

)]
, (5.49)

dbjk = min
[
dbjk, d

b
ij + dbik − rai + ln 2

]
. (5.50)

Des détails se trouvent dans l’annexe A.3.

Le temps de calcul est plus important que pour le modèle d’horloge pour deux raisons. La
première est qu’il est nécessaire d’utiliser deux graphes, l’un pour les variables ra et da, l’autre
pour les variables rb et db. La seconde est qu’il est nécessaire de connaître les seconds voisins
pour déterminer le type de décimation. Enfin, l’usage de la décimation globale et plus locale
est ici rendue nécessaire par les décimations de type 3 qui peuvent générer des couplages J plus
grands que ceux décimés. Les tailles et les nombres d’échantillons seront réduits en conséquence.

Il y a désormais deux paramètres d’ordre à considérer, le moment magnétique µ = 〈σz〉 =

〈τ z〉 et la polarisation p = 〈σzτ z〉. Pour déterminer les différentes transitions de phases, nous
avons appliqué la méthode du doublement au moment magnétique et à la polarisation du dernier
amas décimé du système doublé. Lorsqu’à la fois le moment magnétique et la polarisation du
système doublé sont deux fois plus grands que ceux du modèle original, on peut conclure que
le système est dans la phase de Baxter. Lorsque seule la polarisation est multipliée par deux,
le système est dans la phase produit. Lorsque les deux paramètres d’ordre sont inchangés, le
système est dans la phase paramagnétique.

5.3 Modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné à deux

couleurs en dimensions D > 1

Nous présentons dans cette section nos résultats préliminaires concernant les propriétés du
point tricritique et des transitions avec la phase produit.

5.3.1 Point tricritique

En dimensions D > 1 et pour ε ≥ 1, on définit, comme pour les modèles de Potts de
d’horloge, le paramètre de contrôle θ = ln gmax où gmax est donné par les distributions initiales
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1D
L 1000 5000 10000 50000 100000 500000

néchantillons 600000 730000 600000 110000 43000 8000

2D
L 32 64 128 256 400 512 800 1024 1200 1600

néchantillons 630000 210000 120000 170000 68000 88000 48000 45000 28000 22000

3D
L 20 40 60 80 100 120

néchantillons 930000 560000 190000 75000 72000 40000

Table 5.1 – Tailles de système L et nombre d’échantillons considérés pour les dimensions
D = 1, 2, 3 afin d’estimer l’exposant νε.

des couplages

P (Kij) =
K

1/∆−1
ij

∆
, (0 < Kij < 1) (5.51)

R(gi) =
g

1/∆−1
i

∆gmax

, (0 < gi < gmax). (5.52)

Les couplages Jij et hi sont déterminés par Jij = Kij/εI et hi = gi/εI .

Nous avons essayé d’obtenir pour chaque échantillon de désordre la position du point tri-
critique (εic(L), θic(L)) qui nous aurait permis, en exploitant le comportement de taille finie, de
déterminer νε et βε. Néanmoins, nous n’avons pas pu déterminer avec précision ces points. Pour
un échantillon de désordre, les lignes de transition obtenues avec la méthode du doublement ne
sont pas aussi régulières que celles schématisées sur la figure 5.5.

Nous avons estimé l’exposant νε en considérant la forme d’échelle de la polarisation (5.30)
lorsque θ = θPc , avec θPc la position du point critique du modèle de Potts à quatre états 5,

Mp(ε− 1) = L−β/νfp
(
(ε− 1)L1/νε

)
(5.53)

avec fp une fonction universelle. Comme discuté précédemment, ε = 1 reste la position du point
tricritique en dimensions D > 1. Pour limiter les fluctuations, plutôt que de se placer à θ = θPc

pour chaque échantillon i de taille L, nous avons calculé la position du point pseudo-critique
θic(L) en utilisant le même algorithme que pour le modèle de Potts étant donné que, pour ε = 1,
le modèle d’Ashkin-Teller correspond au modèle de Potts à q = 4 états. Puis, nous avons mesuré
la polarisation de tous les échantillons pour différents rapports ε proches de 1 à θ = θic(L) fixé.

Pour vérifier ce protocole, nous avons également considéré le cas unidimensionnel pour lequel
les exposants critiques sont connus. On a représenté la variation de la polarisation redimen-
sionnée MpL

β/ν en fonction de la variable (ε − 1)L1/νε en dimensions D = 1 sur la figure 5.6,
D = 2 sur la figure 5.7 et D = 3 sur la figure 5.8. Le nombre d’échantillons et les tailles de
système considérées sont résumés dans la table 5.1. Dans le cas unidimensionnel, on a utilisé
β/ν = 1− 1+

√
5

4
connu exactement pour le modèle de Potts quantique désordonné à q = 4 états

[16, 17]. Avec la valeur théorique νε = 8
1+
√

7
[19], les courbes pour les tailles L considérées se su-

perposent comme attendu. En guise de comparaison, l’incrustation représente le cas νε = ν = 2.

5. Comme discuté dans la section 5.2.3, lorsque εhi = εJij = εI , le point tricritique se situe à εI = 1 et θ = θPc .
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Figure 5.6 – Polarisation redimensionnée MpL
β/ν en fonction de (ε − 1)1/νε en dimension

D = 1. Dans l’incrustation, l’exposant ν est utilisé plutôt que νε. Les valeurs utilisées pour les
exposants critiques sont β/ν = 1− 1+

√
5

4
, νε = 8

1+
√

7
, ν = 2.

Avec nos données, on peut en conclure que l’exposant critique νε est différent de l’exposant ν
et compatible avec la valeur théorique attendue. En dimensions D = 2 et D = 3, aucun ex-
posant n’est connu exactement. On a choisi l’exposant β/ν en accord avec nos estimations des
exposants critiques du modèle de Potts, soit β/ν = 0.983 en dimensions D = 2 et β/ν = 1.840

en dimensions D = 3. Au point tricritique (ε = 1), les points correspondant aux tailles les plus
petites ne se superposent pas sur les plus grandes. C’est le signe de la présence de corrections
d’échelle comme discuté dans le chapitre 3. En utilisant, respectivement, νε = 1.41 et νε = 1.15,
on obtient visuellement un bon recouvrement des différentes courbes. Néanmoins, l’estimation
de νε dépend du choix de la valeur de l’exposant β/ν. En fixant νε = ν avec, respectivement,
ν = 1.25 et ν = 1, nos données ne permettent pas d’obtenir un recouvrement des courbes
pour les valeurs β/ν estimées pour le modèle de Potts. Nous en concluons que l’exposant νε est
différent de l’exposant ν en dimensions D = 2 et D = 3 et on estime ν2D

ε ' 1.41 et ν3D
ε ' 1.15.

5.3.2 Étude des deux transitions à ε > 1

Lorsque ε > 1, une phase produit se trouve entre les phases Baxter et paramagnétique. Pour
étudier l’ordre de la transition et le comportement critique associé, nous avons fixé ε = 2 et un
désordre initial ∆ = 2. Pour chaque échantillon, on détermine les deux points pseudo-critique
θic1(L) (transition Baxter/produit) et θic2(L) (transition produit/paramagnétique) par la mé-
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Figure 5.7 – Polarisation redimensionnée MpL
β/ν en fonction de (ε − 1)1/νε en dimensions

D = 2. Dans l’incrustation, l’exposant ν est utilisé plutôt que νε. Les valeurs utilisées pour les
exposants critiques sont β/ν = 0.983, νε = 1.41, ν = 1.25.
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Figure 5.8 – Polarisation redimensionnée MpL
β/ν en fonction de (ε − 1)1/νε en dimensions

D = 3. Dans l’incrustation, l’exposant ν est utilisé plutôt que νε. Les valeurs utilisées pour les
exposants critiques sont β/ν = 1.84, νε = 1.15, ν = 1.
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Figure 5.9 – Phases obtenues par méthode du doublement sur un échantillon de taille L = 64
pour plusieurs θ = ln gmax à εI = 2. Au niveau de la transition attendue entre les phases de Bax-
ter et produit, la méthode du doublement indique la présence d’une phase paramagnétique et
une alternance entre phase de Baxter et phase produit. Il n’est alors pas possible de déterminer
deux uniques transitions pour cet échantillon de désordre.

thode du doublement en considérant la structure du moment magnétique et de la polarisation
du dernier amas décimé. Ces positions se sont révélées difficiles à déterminer. Pour certains
échantillons de désordre, la méthode du doublement ne donne pas deux uniques transitions. Un
exemple est donné à la figure 5.9. Nous avons vérifié sur quelques échantillons qu’on retrouve ce
comportement également en partant de rapports initiaux ε plus élevés et de désordres initiaux ∆

plus forts. Même si ces multiples pseudo-points critiques ne sont observés que pour une fraction
seulement de l’ensemble des échantillons considérés, la forme des distributions de l’aimantation,
polarisation et gap d’énergie en est très clairement affectée, rendant impossible toute tentative
d’estimation des exposants critiques. Toutefois ces résultats préliminaires montrent qu’il existe
une phase produit en dimensions D > 1 et qu’elle s’élargit avec ε de manière asymétrique. Mal-
gré une incertitude sur la position des transitions pour certains échantillons, l’erreur commise
reste dans le voisinage de la position attendue. En se plaçant à ε = 5 et pour un désordre initial
∆ = 3, l’étude des distributions obtenues donne θc1 ' 4.1 pour la position de la transition entre
les phases produit et paramagnétique, θc2 ' 6 pour celle entre les phases de Baxter et produit
sachant que la position du point tricritique est θPc ' 4.8.
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5.4 Conclusion

La SDRG a été appliquée au modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné à deux couleurs
avec un rapport initial ε = εI donné en dimensions D = 2, 3. Les propriétés critique du point
tricritique situé à θ = θPc (position du point critique du modèle de Potts quantique désordonné
à quatre états) et ε = 1 ont été étudiées. Le long de la ligne ε = 1, les exposants critiques
ν et β sont ceux du modèle d’Ising quantique désordonné. Le long de la ligne θ = θPc , des
exposants distincts νε et βε ont été déterminés analytiquement dans le cas unidimensionnel [19].
Numériquement, nous avons obtenu une valeur de l’exposant νε compatible avec la prédiction
théorique νε = 8

1+
√

7
en dimension D = 1, et estimé νε ' 1.41 en dimensions D = 2 et

νε ' 1.15 en dimensions D = 3 qui sont incompatibles avec les estimations de l’exposant ν du
modèle d’Ising quantique désordonné (ν2D ' 1.24(1) et ν3D ' 0.99(1)). Avec la méthode du
doublement, nous n’avons pu déterminer avec précision les positions des lignes de transitions
entre la phase produit et les phases de Baxter et paramagnétique empêchant une estimation
des exposants critiques. Les données obtenues indiquent, comme attendu, une asymétrie du
diagramme de phase en dimensions D > 1.

Cette étude préliminaire sera poursuivie pour déterminer βε et les exposants critiques des
lignes de transitions. Pour cela, nous ne rechercherons plus à déterminer la position pseudo-
critique d’un échantillon ce qui pose des difficultés avec la méthode du doublement en considé-
rant deux paramètres d’ordre. Nous nous positionnerons directement à θPc et moyennerons sur
un grand nombre d’échantillons pour obtenir la variation de la polarisation avec ε. Nous nous
placerons à un rapport ε donné pour obtenir l’évolution de la polarisation et de l’aimantation
avec θ. Nous devrions alors être en mesure de déterminer les positions des deux transitions de
phases nous permettant ensuite de déterminer les exposants critiques associés.
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Conclusions et perspectives

Fisher a montré que la méthode du groupe de renormalisation en désordre fort (SDRG)
permet de prédire les propriétés critiques de systèmes gouvernés par un point fixe de désordre
infini [16]. En effet, cette procédure itérative, bien que reposant sur une perturbation au second
ordre, devient asymptotiquement exacte si les distributions des couplages deviennent infiniment
larges. Sa simplicité en fait une méthode de choix pour explorer les propriétés critiques de mo-
dèles quantiques désordonnés en dimensions supérieures à un. Néanmoins, une implémentation
naïve des règles de décimation souffre grandement de la dimensionnalité à cause de la multi-
plication du nombre de couplages lors de la décimation d’un spin. Pour pallier à ce problème,
Kovács et Iglói ont proposé un algorithme optimisé basé sur la règle du maximum permettant
de traiter des systèmes avec un nombre de spins de l’ordre d’un million indépendamment de
la dimension [104]. Ils ont pu ainsi étudier le comportement critique du modèle d’Ising en di-
mensions D = 2, 3 et 4 [20, 103, 104]. Cet algorithme a été décrit et adapté aux règles de
décimation du modèle de Potts et d’horloge dans le chapitre 2. On a notamment discuté la
possibilité de décimer systématiquement le maximum global ou un maximum local à chaque
itération sans que cela affecte le résultat final. La méthode du doublement permettant de déter-
miner la position du point pseudo-critique d’un échantillon a été également décrite. Enfin, les
comportements d’échelle de la position des points pseudo-critiques, de l’aimantation et du gap
d’énergie, conduisant aux estimations des exposants critiques ν, df et ψ, ont été présentées.

Ces outils ont été employés pour déterminer les propriétés critiques du modèle de Potts
quantique désordonné à q états dans le chapitre 3. Pour q = 2, 3, 5, 10, 20, 50, un point fixe
de désordre infini a été mis en évidence. En dimensions D = 2 et D = 3, malgré des correc-
tions d’échelle dépendant de q, les estimations des exposants critiques ν et df sont compatibles
dans les barres d’erreur. Il en va de même pour les estimations de l’exposant ψ mais les larges
incertitudes ne peuvent exclure une légère dépendance avec q. Nos estimations restent toutes
compatibles avec celles obtenues pour le modèle d’Ising par Kovács et Iglói [20, 103, 104]. Ainsi,
nous en avons conclu que, comme pour le cas unidimensionnel [17], les propriétés critiques du
modèle de Potts quantique désordonné sont indépendantes du nombre d’états q en dimensions
D = 2 et D = 3. En dimensions D = 2, ces résultats confortent l’hypothèse de la "superuni-
versalité" des exposants critiques du modèle d’Ising quantique désordonné [164].

Nous nous sommes ensuite intéressés au modèle d’horloge quantique désordonné à q =

2, 3, 5, 8, 10 états en dimensions D = 2 et D = 3 dans le chapitre 4. Malgré un désordre
pertinent conformément au critère de Harris [14], nous avons dû prendre en compte l’intensité
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initiale du désordre des distributions des couplages. Un désordre suffisamment fort s’est avéré
nécessaire pour observer les caractéristiques du point fixe de désordre infini, en particulier la
dynamique activée. En deçà d’un désordre minimal dépendant de q, le flot de renormalisation est
chaotique et les distributions des couplages ne sont pas infiniment larges indiquant a posteriori
l’impossibilité d’utiliser la SDRG. Au delà, les estimations des exposants ν et ψ sont compatibles
dans les barres d’erreur pour tous les nombres d’états q considérés. Bien que la différence
soit faible (< 0.03), les exposants df ne sont pas compatibles en dimensions D = 2 et D =

3. Néanmoins, l’influence du désordre initial sur les estimations de df , les fortes corrections
observées et la limitation de la taille à L = 756 à 2D et L = 110 à 3D rendent difficiles une
estimation précise de df .

Enfin, nous nous sommes intéressés au modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné à deux
couleurs en dimensions D = 2 et D = 3. À la différence des modèles précédemment étudiés, le
modèle unidimensionnel présente une phase produit et un point tricritique dont les exposants
critiques diffèrent de ceux du modèle d’Ising [19]. En dimensions 2 et 3, ce point tricritique est
toujours présent et nous avons estimé les exposants critiques ν2D

ε ' 1.41 et ν3D
ε ' 1.15 qui sont

incompatibles avec les exposants critiques ν2D ' 1.24(1) et ν3D ' 0.99(1) du modèle d’Ising
quantique désordonné. Nous n’avons pas pu caractériser les transitions entre la phase produit
et les phases de Baxter et paramagnétique. L’application de la méthode du doublement à deux
paramètres d’ordre ne conduit pas à deux uniques transitions lorsque ε > 1 pour un échantillon
de désordre donné. Une extension naturelle de ce travail est de vérifier si la classe d’universalité
de ces transitions en dimensions D > 1 correspond à celle d’Ising.

Au regard de la similitude des exposants critiques pour les modèles de Potts et d’horloge
pour tous les nombre d’états q, on peut se demander s’il existe des situations dans lesquelles
les exposants pourraient être différents. Par exemple, quel serait l’effet d’interactions à longue
portée ? Pour le modèle d’Ising en champ transverse en dimension D = 1 [294], D = 2 [295]
et D = 3 [296], un point fixe de désordre fort (et non infini), obtenu par SDRG, contrôle les
propriétés critiques lorsque l’interaction décroît algébriquement avec la distance. On ne peut
exclure le fait que le changement de nature du point fixe induise une dépendance avec le nombre
d’états q pour les modèles de Potts et d’horloge. En présence d’interactions décroissant sous
forme d’exponentielles étirées, la chaîne d’Ising en champ transverse est gouvernée par un point
fixe de désordre infini avec des exposants critiques dépendant de la force des interactions [297].
Il serait intéressant de vérifier si cette dépendance est indépendante du nombre d’états q pour
les modèles de Potts et d’horloge. Toutefois, la chaoticité du flot de renormalisation pour le
modèle d’horloge pourrait être d’autant plus importante avec les interactions à longue portée
et nécessiterait alors des précautions supplémentaires.

Il n’a été question que des propriétés critiques de volume en utilisant des conditions de bord
périodiques. Or les propriétés critiques de surface, comme l’exposant associé à l’aimantation
surfacique, sont différentes des propriétés critiques de volume pour le modèle d’Ising quantique
désordonné en dimensions D = 1 [59, 298] et D ≥ 2 [299]. Dans des modèles classiques avec
des couplages distincts sur les surfaces, il peut se produire une transition surfacique résultant
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de la mise en ordre de la couche surfacique tandis que le reste du système est désordonné [300-
302]. En fonction des couplages de surface, les observables de surface peuvent présenter des
singularités différentes lors d’une transition extraordinaire. Cet effet sur les modèles d’Ising, de
Potts et d’horloge bidimensionnel ou tridimensionnel quantiques désordonnés n’a pas encore
été étudié.

Enfin, seules les propriétés de l’état fondamental ont été étudiées. Une extension possible
pourrait être d’explorer le spectre complet afin d’étudier la localisation à N corps [303-308].
En particulier, des procédures inspirées de la SDRG [309] ont été développées pour construire
les intégrales locales du mouvement caractéristiques de la phase localisée à N corps [310]. On
peut citer la RSRG-X [311-313] ou la SBRG [314, 315] pour obtenir tous les états du spectre en
sélectionnant à chaque itération le sous espace de plus haute ou basse énergie, la RSRG-t [316,
317] pour étudier la dynamique unitaire en décimant les hautes fréquences ou des procédures de
renormalisation permettant une description phénoménologique de la transition MBL [318-323].
Ces études portent sur des modèles unidimensionnels, et il serait alors intéressant d’étudier la
faisabilité d’étendre ces procédures à des systèmes en dimensions D > 1.
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Annexe A

Détails algorithmiques

A.1 Optimisation de l’algorithme de SDRG

Dans la section 2.1.3.1, on a vu qu’il était nécessaire d’enlever des nœuds inactifs après
la décimation d’un autre nœud inactif si la nouvelle distance entre ces derniers est négative.
On montre ici qu’il est possible (sans être obligatoire) d’enlever des nœuds inactifs suite à
la formation d’un amas s’il n’est pas possible de générer des couplages plus grands que ceux
décimés.

On suppose que l’on a utilisé l’algorithme de Dijkstra partant du noeud i et que l’on a
Ω = Jij (ou que Jij est un maximum local). On montre alors qu’il est possible d’enlever du
graphe tous les nœuds inactifs k faisant partie du chemin menant au plus proche voisin actif j
de même que tous ceux se trouvant à une distance inférieure à δij/2 du nœud i. Sur la figure
A.1, les nœuds inactifs pouvant être enlevés sont ceux se trouvant dans le cercle de rayon δij/2
autour de i, i.e. k1, et ceux faisant partie du chemin δij en bleu, i.e. k3. Ces conditions impliquent
que la distance entre le site inactif k et un autre nœud actif l (différent que i et j) est plus
grande que la distance reliant k à i ou j i.e. dkl > dki ou dkl > dkj. En effet, si k se trouve sur
le chemin le plus court partant de i alors si j est atteint cela implique que dkj < dkl. Et, si
dki < δij/2, on sait que dik + dkl > δij donc dki < dkl. Or, on peut donc enlever un tel nœud
inactif étant donné que :

1. La distance reliant deux nœuds actifs l1 et l2 passant par le nœud inactif k, i.e. δkl1l2 ,
est plus grande que min(δkl1i, δ

k
l1j

) et min(δkl2i, δ
k
l2j

), sans perdre de généralité, on suppose
que les chemins les plus courts sont ceux menant à i. En effet δkl1l2 = dl1k + dkl2 >

dl1k + dki = δkl1i et on obtient de la même manière δkl1l2 > δkl2i. Ainsi, tant que le nouvel
amas I, constitué des nœuds i et j, est actif, toutes les plus courtes distances passant
par k passent également par I. Si l’amas avec r̃ ≥ ri + rj − δij + lnκ est inactivé alors
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Figure A.1 – Représentation schématique des nœuds inactifs atteints lors de l’utilisation de
l’algorithme de Dijkstra partant du nœud i. Si δij = Ω, alors le nœud inactif k1 (resp. k3) peut
être enlevé car dik1 < δij/2 (resp. k3 se trouve sur le chemin le plus court, en bleu, partant de
i menant à j). Les couleurs rouge, vert, cyan et les nœuds inactifs associés k1, k2, k3 illustrent
les trois cas pouvant survenir.

la nouvelle distance

d′Ik = dIk − (r̃ − lnκ)/2

≤ dIk + (δij − rj − rj)/2
≤ δij − (ri + rj)/2

≤ 0

est négative et le nœud inactif k peut donc être enlevé en transférant ces voisins à I
(comme explicité lors de la suppression d’un nœud inactif lors de l’inactivation d’un
noeud).

2. Si un nœud actif l1 est inactivé, alors la nouvelle distance d′l1k est positive impliquant que
toutes les plus petites distances passant par k sont inchangées et aboutissent toujours
à l’amas I. En effet, si l1 = Ω alors δkl1I > rl1 . Donc d′l1k = dl1k − (rl1 − lnκ)/2 >

dl1k − δkl1I/2 + lnκ/2. Or, δkl1I = dl1k + dkI et dl1k − δkl1I/2 = (dl1k − dkI)/2 ≥ 0 (par
hypothèse pour que k puisse être enlevé du graphe). Comme lnκ > 0, on en conclut que
d′l1k > 0.

Les nœuds inactifs satisfaisant ces conditions peuvent donc être enlevés après la fusion de deux
nœuds de la même façon qu’ont été enlevés ceux après l’inactivation d’un noeud.
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A.2 Adaptation de l’algorithme de SDRG au modèle d’hor-

loge

Il y a deux difficultés majeures liées à la résolution numérique du modèle d’horloge par
rapport au modèle de Potts en utilisant la SDRG. L’une est liée à l’utilisation de l’algorithme
de Dijkstra qui est incompatible avec l’existence d’arêtes avec un poids négatif qui ne peuvent
être enlevées. L’autre est liée à l’actualisation de l’arbre binaire permettant de déterminer le
plus grand couplage.

A.2.1 Algorithme de Dijkstra dans un graphe avec des poids négatifs

Pour le modèle de Potts, un poids négatif ne pouvait survenir qu’entre deux nœuds inactifs.
Pour le modèle d’horloge ce peut être également le cas entre un nœud actif j et un autre inactif
i. En effet, Si un nœud i est inactivé alors ri < δij = dij. Le poids de l’arête entre i et j est
actualisé comme d′ij = dij − ri−lnκ

2
. Ce poids est positif si dij > ri−lnκ

2
. C’est nécessairement

le cas si lnκ ≥ 0 i.e. κ ≥ 1. Pour κ < 1, cela dépend de l’écart entre dij et ri. Contrairement
au cas d’une arête avec un poids négatif entre deux nœuds inactifs qui peut être supprimée en
enlevant l’un des deux noeuds, il n’est plus possible de procéder de même dans le cas d’une arête
liant un nœud actif et inactif. Supprimer un nœud inactif dans ce cas revient à ne considérer
plus que les liaisons entre un nœud et tous les autres nœuds voisins du nœud inactif, enlevant
ainsi toutes les autres liaisons entre les autres nœuds entre eux. Ce ne peut être fait sans plus
d’informations comme discuté dans l’annexe A.1.

Il existe des algorithmes, se substituant à l’algorithme de Dijkstra, pour déterminer les
distances les plus courtes, lorsqu’il est possible d’en définir une, dans un graphe avec des poids
négatifs. Dans le cas présent, l’algorithme de Dijkstra convient sans modification majeure étant
donné qu’il permet de rechercher la distance la plus courte entre deux nœuds actifs et qu’une
distance négative ne survient que si au moins un nœud actif est impliqué (entre deux nœuds
inactifs, il est toujours possible d’enlever un noeud). Il suffit d’interdire que le nœud de de départ
puisse être atteint à nouveau. Néanmoins, si l’algorithme termine nécessairement, le premier
nœud actif trouvé n’est plus forcément le voisin le plus proche (voir figure A.2). Pour éviter cet
écueil, nous avons ajouté la connaissance du poids le plus négatif S du graphe. L’algorithme de
Dijkstra présenté précédemment 1 est modifié en

La condition d’arrêt de l’algorithme est que la plus petite distance trouvée entre deux nœuds
actifs ne puisse plus être supplantée. Ce changement nécessite de procéder à plus d’itérations
et d’autant plus que S est négatif.

Comme S peut varier au cours des itérations de la SDRG, nous avons créé un conteneur
associatif liant un nœud actif et le poids de l’arête voisine la plus négative. En fonction si un
nœud est inactivé ou enlevé du graphe, S est actualisé en prenant la plus petite valeur présente
dans ce conteneur.
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Figure A.2 – Graphe contenant deux nœuds actifs (n0 et n3) et deux nœuds inactifs (n1 et
n2). Appliquer l’algorithme de Dijkstra partant de n0 conduit à une distance dn0,n3 = 2 entre les
deux nœuds actifs car dn0,n1 < dn0,n2 . Une erreur, liée à la présence d’une arête avec un poids
négatif, a été commise car le chemin le plus court est celui passant par n2 donnant dn0,n3 = 1.

Algorithm 2 Recherche de δi sur un graphe avec des poids négatifs
1: Inputs:

G = (V,E) avec un poids dij pour chaque eij ∈ E
V = V 0 ∪ V 1 avec k ∈ V 0 si actif, k ∈ V 1 si inactif
i ∈ V 0 nœud de départ
S ≤ 0 le poids le plus négatif de G

2: Initialize:
δii = 0
δik = +∞, ∀k 6= i ∈ V
δik = dik, ∀k voisin de i
D = {i} ensemble des nœuds visités
j nœud le plus proche de i non visité (δij = mink/∈D(δik))
dmin = +∞ plus petite distance entre i et un nœud actif noté kmin

3: while δij + S < dmin do
4: if j ∈ V 1 then
5: δik ← min(δik, δ

i
j + djk), ∀k voisin de j

6: D ← D ∪ {j}
7: else
8: if dmin > δij then
9: dmin = δij
10: kmin = j
11: δij = +∞
12: end if
13: end if
14: j = mink/∈D(δik)
15: end while
16: return kmin, dmin
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A.2.2 Actualisation de l’arbre binaire

Comme indiqué dans la sous-section 2.1.3.2, nous avons décidé d’utiliser un arbre binaire de
recherche contenant les Ωi = min(ri, δi). Pour actualiser efficacement cette arbre, nous avons
ajouté à chaque nœud i les grandeurs

1. indice du voisin vi avec vi = j si Ωi = δi = δij,

2. Ω̃i l’ensemble des nœuds j tels que Ωj = δij.

On suppose qu’un tel arbre a été construit. On choisit sa plus petite valeur Ω = mini(Ωi).
Deux cas surviennent

1. Si Ω = Ωi = δij, un amas I = {i, j} est formé (j venant de la variable vi). ΩI est calculé
en utilisant l’algorithme de Dijkstra modifié présenté précédemment pour déterminer δI
(sans qu’il soit nécessaire de l’atteindre si δIk +S > rI (voir algorithme 2 ) signifiant que
ΩI = rI) et on actualise Ω̃I = Ω̃i ∪ Ω̃j.

2. Si Ω = ri, le nœud i est inactivé et toutes les liaisons voisines sont actualisées en ajoutant
−(ri − lnκ)/2. Alors :

(a) il faut recalculer les Ωj de tous les nœuds j qui ont Ωj = δij i.e. j ∈ Ω̃i.

(b) il faut déterminer si des Ωj ont pu être modifiés après actualisation des distances
voisines de i. Pour cela, on utilise l’algorithme de Dijkstra modifié en partant de i
pour déterminer tous les nœuds actifs avec la condition d’arrêt δik + dmin +S > Ωmax

avec Ωmax = maxi(Ωi) et dmin = δik si aucun nœud actif n’a encore été trouvé. δik+dmin

correspond à la plus petite distance entre le nœud k et le nœud actif kmin passant
par i. Si k est un nœud actif, cette distance correspond à la plus petite distance
générée par l’inactivation du nœud i reliant k et un autre nœud actif. S est ajouté
pour être certain que c’est la plus petite trouvée (après être certain que dmin est la
plus petite distance entre i et le nœud actif le plus proche). Si k est un nœud actif
et δik + dmin < Ωk alors Ωk = δkmink.

A noter que si dmin−(ri− lnκ)/2 > 0, il est futile de continuer l’algorithme. Étant donné
que pour un nœud actif k /∈ Ω̃i, δik = δik + (ri − lnκ)/2 > Ωk alors dmin + δik > Ωk si
dmin − (ri − lnκ)/2 > 0. A noter également, que lors de l’utilisation de l’algorithme de
Dijkstra, on peut en profiter pour déterminer les Ωj avec j ∈ Ω̃i si la distance dmin + δij

est plus petite que la valeur Ωj avant inactivation de i.

A cause de la possibilité d’avoir un couplage plus grand que les couplages initiaux, le poids
de certaines arêtes du graphe peut être négatif impliquant un changement dans l’algorithme
de Dijkstra et un coût supplémentaire est nécessaire pour vérifier que l’inactivation d’un nœud
n’a pas changé les minima locaux Ωi stockés dans l’arbre binaire. Pour ces deux raisons, la
complexité de l’algorithme est plus grande que pour l’algorithme de Potts.
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A.3 Adaptation de l’algorithme de SDRG au modèle d’Ashkin-

Teller

On généralise l’algorithme utilisé pour le modèle d’horloge afin de prendre en compte les
quatre couplages hi, gi, Jij et Kij du modèle d’Ashkin-Teller quantique désordonné 5.16. On
considère un graphe G = (V,E) avec V l’ensemble des nœuds et E un ensembles d’arêtes eij
reliant deux nœuds (i, j) ∈ V 2. À chaque nœud i est associé deux poids

rai = − lnhi, (A.1)

rbi = − ln gi, (A.2)

le booléen li prenant la valeur 1 si le site i a été décimé (nœud inactif) et 0 autrement (nœud
actif). On note V 0 l’ensemble des nœuds actifs et V 1 l’ensemble des nœuds inactifs. Chaque
arête eij porte deux poids

daij = daji = − ln Jij, (A.3)

dbij = dbji = − lnKij. (A.4)

Il n’est pas très lisible d’introduire plusieurs variables afin d’avoir une formulation générale pour
actualiser les poids en fonction des décimations comme on l’a fait précédemment. On explicitera
l’actualisation des poids au cas par cas par la suite. On note δaij et δbij les chemins les plus
courts entre les nœuds i et j ne passant que par des nœuds inactifs et utilisant, respectivement,
uniquement les poids dakl et dbkl. Ils correspondent aux couplages Jij et Kij.

Les règles de décimation sont énumérées dans la section 5.2.4. Nous avons choisi de procéder
à la décimation du maximum global à cause de la possibilité, via la décimations 3, de générer
des couplages J̃ plus grands que ceux initialement présents. C’est pourquoi, un poids daij peut
être négatif sans possibilité d’y remédier (identique au cas décrit pour l’algorithme d’horloge)
tandis que le poids dbij est nécessairement positif ou nul. On conserve le poids le plus négatif
S = min(mineij∈E(daij), 0) du graphe pour ne pas commettre d’erreur lors du calcul de la plus
petite distance à l’aide de l’algorithme de Dijkstra. On construit un arbre binaire que l’on
remplit avec les plus petits minima locaux Ωi = min(rai , r

b
i , δ

a
i , δ

b
i ), avec δai (δbi ) la plus petite

distance entre le nœud actif i et un autre nœud actif en utilisant les poids dakl(dbkl). Le calcul
de Ωi revient à déterminer δai et δbi en utilisant l’algorithme de Dijkstra 2 et 1.

Si le minimum global Ω = mini∈V 0 est rbi ou δbij, alors il faut calculer, respectivement,
min(δbi , r

a
i ) ou min(δaij, r

b
i ). δbi et δaij se calculent avec l’algorithme de Dijkstra. À noter que le

chemin pour obtenir δaij n’est pas forcément identique à celui utilisé pour δbij et la distance δaij
n’est pas obligatoirement δai , il faut modifier le critère d’arrêt de l’algorithme pour que le nœud
actif atteint soit j. On ne discute que des cas des décimations 3 à 6 car les décimations 1 et
2 n’impliquent pas d’actualisation de poids et sont algorithmiquement transparentes au regard
des règles de décimation de la section 5.2.1.

1. Cas des décimations 3 et 4 ; si Ω = δbij avec rbi < δaij, r
b
j ou si Ω = rbi avec δbij = δbi < raj .
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On actualise le poids dbij = 0 et les poids des arêtes entre i et chacun de ses voisins k

daik = daik −
rbi + ln 2

2
. (A.5)

Le nœud i est inactivé.

2. Si Ω = rai . On actualise les poids des arêtes entre i et chacun de ses voisins k

daik = daik −
rai − ln

(
1 + er

a
i −rbi

)
2

, (A.6)

dbik = dbik −
rai − ln 2

2
. (A.7)

Le nœud i est inactivé.

3. Si Ω = rbi et rai < δbi . On actualise les poids des arêtes entre i et chacun de ses voisins k

daik = daik −
rbi − ln

(
1 + er

b
i−rai

)
2

, (A.8)

dbik = dbik −
rai − ln 2

2
. (A.9)

Le nœud i est inactivé.

Si après inactivation du nœud i, le poids dij (aussi bien daij que dbij) entre le nœud i et un nœud j
inactif voisin est négatif, alors le nœud j est "supprimé" comme explicité dans la section 2.1.3.1.
L’usage des guillemets provient que le nœud j n’est pas littéralement supprimé du graphe. Il
se peut que daij soit négatif et dbij non (et inversement). Ici, "supprimé" est à prendre dans le
sens où, si daij < 0, les voisins k 6= i de j sont redirigés vers i avec daik = min(daik, d

a
ij + dajk)

(identiquement si dbij < 0).
Une fois le minimum global décimé, il faut actualiser l’arbre binaire. On procède exactement

comme décrit pour l’algorithme d’horloge en introduisant les Ω̃i, afin de déterminer quels Ωi il
faut recalculer, et en vérifiant que, lors de la décimation 3, il n’y a pas eu de distances δaij < Ωi

ou Ωj. Pour toutes les autres décimations, il ne peut y avoir modification de Ωi pour tout
i ∈ V 0.

De nombreuses optimisations sont possibles
— Au lieu de calculer δai puis δbi , les évaluer en même temps et s’arrêter lorsque le premier

est trouvé lors de l’algorithme de Dijkstra (modulo la distance négative S).
— Mettre un critère d’arrêt initial de dmin = min(rai , r

b
i ) pour le calcul de Ωi.

— Si lors du calcul de Ωi, rbi ou δbij est le plus petit. Alors on continue l’algorithme de
Dijkstra en évaluant plus que les chemins avec, respectivement, les poids db ou da.

L’algorithme d’Ashkin-Teller est plus lent que l’algorithme de Potts à cause de la gestion
simultanée des distances δa et δb, de la recherche de second minima et de l’usage de la décimation
globale.
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Annexe B

Figures complémentaires pour le modèle
de Potts

B.1 Distributions des points pseudo-critiques
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Figure B.1 – Distributions des points pseudo-critiques θic(L) et des variables d’échelle u =
L1/ν |θic(L) − θc|/θc pour plusieurs tailles L du modèle d’Ising avec un désordre initial ∆ = 1
en dimensions D = 2 (gauche) et D = 3 (droite). Les distributions les plus larges PL(θic)
correspondent aux tailles les plus petites. Les variables ν et θc utilisées pour obtenir u se
trouvent dans la table 3.3. Elles ont été déterminées en minimisant (3.21).
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Figure B.2 – Modèle d’Ising avec ∆ = 3 en dimensions D = 2 (gauche) et D = 3 (droite).
Légende identique à celle de la figure B.1.
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Figure B.3 – Modèle de Potts à q = 3 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.1.



B.1. Distributions des points pseudo-critiques 137

1.2 1.4 1.6 1.8
θic

10−4

10−3

10−2

10−1

P

−5 0 5
L1/ν(θic − θc)/θc

10−4

10−3

10−2

10−1
2D

2.0 2.5 3.0
θic

10−4

10−3

10−2

10−1

P

−5.0 −2.5 0.0 2.5
L1/ν(θic − θc)/θc

10−4

10−3

10−2

10−1
3D

Figure B.4 – Modèle de Potts à q = 5 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.1.
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Figure B.5 – Modèle de Potts à q = 20 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.1.
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Figure B.6 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.1.
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Figure B.7 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 3 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.1.
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Figure B.8 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 5 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.1.

B.2 Moyennes des points pseudo-critiques
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Figure B.9 – Moyenne des points pseudo-critiques θc(L) ≡ θic(L) du modèle d’Ising quantique
désordonné en fonction de L avec un désordre initial ∆ = 1 (gauche) et ∆ = 3 (droite).
La courbe cyan correspond à un ajustement simple suivant l’équation (3.22) tandis que la
courbe verte à un ajustement complexe prenant en compte des corrections algébriques suivant
l’équation (3.24). Dans les graphiques incrustés sont représentées la qualité de l’ajustement Q
et la variation des paramètres optimaux νs et θc obtenus en procédant à un ajustement simple
(en cyan) et complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin considérée. Si aucune
barre d’erreur n’est indiquée, cela signifie que l’erreur est plus grande que la fenêtre et donc
que l’ajustement réalisé est peu exploitable.
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Figure B.10 – Modèle de Potts à q = 3 états (gauche) et q = 5 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.9.
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Figure B.11 – Modèle de Potts à q = 20 états (gauche) et q = 50 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.9.
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Figure B.12 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 3 (gauche) et ∆ = 5 (droite). Légende
identique à celle de la figure B.9.
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B.3 Écarts-types des points pseudo-critiques
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Figure B.13 – Logarithme de l’écart-type des points pseudo-critiques ln δθc(L) du modèle
d’Ising quantique désordonné en fonction de L avec un désordre initial ∆ = 1 (gauche) et
∆ = 3 (droite). La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple, suivant l’équation (3.25)
tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en compte des corrections
algébriques suivant l’équation (3.26). Dans les graphiques incrustés sont représentés la qualité
de l’ajustement Q et l’exposant νw obtenu en procédant à un ajustement simple (en cyan) et
complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.
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Figure B.14 – Modèle de Potts à q = 3 états (gauche) et q = 5 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.13.
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Figure B.15 – Modèle de Potts à q = 20 états (gauche) et q = 50 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.13.
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Figure B.16 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 3 (gauche) et ∆ = 5 (droite). Légende
identique à celle de la figure B.13.
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Figure B.17 – Logarithme de la moyenne des moments magnétiques des derniers amas ln µ̄ du
modèle d’Ising quantique désordonné en fonction de L avec un désordre initial ∆ = 1 (gauche) et
∆ = 3 (droite). La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple, suivant (3.28) tandis que
la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en compte des corrections algébriques
suivant (3.29). Dans les graphiques incrustés sont représentées la qualité de l’ajustement Q et
la variation de l’exposant optimal df obtenu en procédant à un ajustement simple (en cyan) et
complexe (en vert), en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.
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Figure B.18 – Modèle de Potts à q = 3 états (gauche) et q = 5 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.17.



144 Annexe B. Figures complémentaires pour le modèle de Potts

4 6
lnL

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0

ln
µ̄

2D

2 4
lnL

1

2

3

4

5

3D

0.01 0.03
1/Lmin

1.025

1.030

d
f

0

1

Q

0.05 0.20
1/Lmin

1.15

1.20

d
f

0.0

0.5

Q

4 6
lnL

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0

ln
µ̄

2D

2 4
lnL

1

2

3

4

5

3D

0.01 0.03
1/Lmin

0.975

1.000

1.025

d
f

0

1

Q

0.05 0.20
1/Lmin

1.1

1.2

d
f

0.0

0.5

Q

Figure B.19 – Modèle de Potts à q = 20 états (gauche) et q = 50 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.17.
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Figure B.20 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 3 (gauche) et ∆ = 5 (droite). Légende
identique à celle de la figure B.17.
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Figure B.21 – Moyenne du logarithme du gap d’énergie des derniers amas − ln ∆E du modèle
d’Ising quantique désordonné en fonction de L avec un désordre initial ∆ = 1 (gauche) et ∆ = 3
(droite). La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple, suivant l’équation (3.30)
tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en compte des corrections
algébriques suivant l’équation (3.31). Dans les graphiques incrustés sont représentés la qualité de
l’ajustement Q et l’exposant optimal ψ, obtenu en procédant à un ajustement simple (en cyan)
et complexe (en vert), en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans cet ajustement.
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Figure B.22 – Modèle de Potts à q = 3 états (gauche) et q = 5 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.21.
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Figure B.23 – Modèle de Potts à q = 20 états (gauche) et q = 50 états (droite) avec ∆ = 1.
Légende identique à celle de la figure B.21.
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Figure B.24 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 3 (gauche) et ∆ = 5 (droite). Légende
identique à celle de la figure B.21.
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Figure B.25 – Distributions PL(ζ), avec ζ = − ln ∆E et ∆E le gap d’énergie entre l’état
fondamental et le premier niveau excité, du modèle d’Ising avec un désordre initial δ = 1
et distributions PL((ζ0 + ζ)L−ψ) avec ζ0 et ψ des coefficients choisis pour obtenir le meilleur
recouvrement des courbes entre les différentes tailles de systèmes L. Les couleurs indiquent des
tailles L différentes croissantes de gauche à droite pour P (ζ). Les couples de paramètres (ζ0, ψ)
utilisés se trouvent dans la table 3.5.
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Figure B.26 – Modèle d’Ising avec ∆ = 3 en dimensions D = 2 (gauche) et D = 3 (droite).
Légende identique à celle de la figure B.25.
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Figure B.27 – Modèle de Potts à q = 3 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.25.
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Figure B.28 – Modèle de Potts à q = 5 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.25.
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Figure B.29 – Modèle de Potts à q = 20 états avec ∆ = 1 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.25.
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Figure B.30 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 3 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.25.
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Figure B.31 – Modèle de Potts à q = 50 états avec ∆ = 5 en dimensions D = 2 (gauche) et
D = 3 (droite). Légende identique à celle de la figure B.25.
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Annexe C

Figures complémentaires pour le modèle
d’horloge

C.1 Distributions des points pseudo-critiques
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Figure C.1 – Distributions des points pseudo-critiques θic(L) et des variables d’échelle u =
L1/ν |θic(L)− θc|/θc pour plusieurs tailles L du modèle d’horloge à q = 5 états avec un désordre
initial ∆ = 1 (à gauche) et ∆ = 2 (à droite) en dimensions D = 2. Les distributions les
plus larges PL(θic) correspondent aux tailles les plus petites. Les variables ν et θc utilisées pour
obtenir u se trouvent dans la table 4.3. Elles ont été déterminées en minimisant (3.21).
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Figure C.2 – Modèle d’horloge à q = 5 états en dimensions D = 2 avec ∆ = 3. Légende
identique à celle de la figure C.1.
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Figure C.3 – Modèle d’horloge à q = 5 états en dimensions D = 3 avec ∆ = 3 (à gauche) et
∆ = 8 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.1.
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Figure C.4 – Modèle d’horloge à q = 8 états en dimensions D = 2 avec ∆ = 2 (à gauche) et
∆ = 3 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.1.
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Figure C.5 – Modèle d’horloge à q = 8 états en dimensions D = 3 avec ∆ = 5. Légende
identique à celle de la figure C.1.
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Figure C.6 – Modèle d’horloge à q = 10 états en dimensions D = 2 avec ∆ = 5 (à gauche) et
∆ = 7 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.1.
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Figure C.7 – Modèle d’horloge à q = 10 états en dimensions D = 3 avec ∆ = 5 (à gauche) et
∆ = 8 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.1.
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Figure C.8 – Logarithme de l’écart-type des points pseudo-critiques ln δθc(L) du modèle d’hor-
loge à cinq états quantique désordonné en fonction de L. Le désordre initial utilisé est, de gauche
à droite, ∆ = 1,∆ = 2,∆ = 3 (2D). La courbe cyan correspond à un ajustement, dit simple,
suivant l’équation (3.25) tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe, prenant en
compte des corrections algébriques suivant l’équation (3.26). Dans les graphiques incrustés sont
représentés la qualité de l’ajustement Q et l’exposant νw obtenu en procédant à un ajustement
simple (en cyan) et complexe (en vert) en fonction de la plus petite taille Lmin considérée dans
cet ajustement.
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Figure C.9 – Modèle d’horloge à q = 5 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à droite,
∆ = 3,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.8.
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Figure C.10 – Modèle d’horloge à q = 8 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 2,∆ = 3 (2D) et ∆ = 5 (3D). Légende identique à celle de la figure C.8.
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Figure C.11 – Modèle d’horloge à q = 10 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 5,∆ = 7 (2D) et ∆ = 5,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.8.
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Figure C.12 – Moyenne des points pseudo-critiques θc(L) ≡ θic(L) du modèle d’horloge à
cinq états quantique désordonné en fonction de L. Le désordre initial utilisé est, de gauche
à droite, ∆ = 1,∆ = 2,∆ = 3 (2D). La courbe cyan correspond à un ajustement simple
suivant l’équation (3.22) tandis que la courbe verte à un ajustement complexe prenant en
compte des corrections algébriques suivant l’équation (3.24). Dans les graphiques incrustés sont
représentées la qualité de l’ajustement Q et la variation des paramètres optimaux νs et θc
obtenus en procédant à un ajustement simple (en cyan) et complexe (en vert) en fonction de
la plus petite taille Lmin considérée. Si aucune barre d’erreur n’est indiquée, cela signifie que
l’erreur est plus grande que la fenêtre et donc que l’ajustement réalisé est peu exploitable.
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Figure C.13 – Modèle d’horloge à q = 5 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 3,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.12.
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Figure C.14 – Modèle d’horloge à q = 8 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 2,∆ = 3 (2D) et ∆ = 5 (3D). Légende identique à celle de la figure C.12.
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Figure C.15 – Modèle d’horloge à q = 10 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 5,∆ = 7 (2D) et ∆ = 5,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.12.
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Figure C.16 – Logarithme de la moyenne des moments magnétiques des derniers amas ln µ̄
du modèle d’horloge à cinq états quantique désordonné en fonction de L. Le désordre initial
utilisé est, de gauche à droite, ∆ = 1,∆ = 2,∆ = 3 (2D). La courbe cyan correspond à un
ajustement, dit simple, suivant (3.28) tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe,
prenant en compte des corrections algébriques suivant (3.29). Dans les graphiques incrustés sont
représentées la qualité de l’ajustement Q et la variation de l’exposant optimal df obtenu en
procédant à un ajustement simple (en cyan) et complexe (en vert), en fonction de la plus petite
taille Lmin considérée dans cet ajustement.
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Figure C.17 – Modèle d’horloge à q = 5 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 3,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.16.
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Figure C.18 – Modèle d’horloge à q = 8 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 2,∆ = 3 (2D) et ∆ = 5 (3D). Légende identique à celle de la figure C.16.
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Figure C.19 – Modèle d’horloge à q = 10 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 5,∆ = 7 (2D) et ∆ = 5,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.16.



C.5. Moyennes des logarithmes des gaps d’énergie 161

C.5 Moyennes des logarithmes des gaps d’énergie

0 250 500 750
L

10

15

20

25

30

35

40

−
ln
∆
E

2D

0 250 500 750
L

20

30

40

50

60

70

80

90

100
2D

0.01 0.03
1/Lmin

0.45

0.50

ψ

0.0

0.5

Q

0.01 0.03
1/Lmin

0.4

0.5

ψ

0.0

0.5

Q

0 250 500 750
L

40

60

80

100

120

140

160

−
ln
∆
E

2D

0.01 0.03
1/Lmin

0.4

0.5

ψ

0.25

0.50

Q

Figure C.20 – Moyenne du logarithme du gap d’énergie des derniers amas − ln ∆E du modèle
d’horloge à cinq états quantique désordonné en fonction de L. Le désordre initial utilisé est,
de gauche à droite, ∆ = 1,∆ = 2,∆ = 3 (2D). La courbe cyan correspond à un ajustement,
dit simple, suivant l’équation (3.30) tandis que la courbe verte à un ajustement, dit complexe,
prenant en compte des corrections algébriques suivant l’équation (3.31). Dans les graphiques
incrustés sont représentés la qualité de l’ajustement Q et l’exposant optimal ψ, obtenu en
procédant à un ajustement simple (en cyan) et complexe (en vert), en fonction de la plus petite
taille Lmin considérée dans cet ajustement.
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Figure C.21 – Modèle d’horloge à q = 5 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 3,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.20.
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Figure C.22 – Modèle d’horloge à q = 8 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 2,∆ = 3 (2D) et ∆ = 5 (3D). Légende identique à celle de la figure C.20.
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Figure C.23 – Modèle d’horloge à q = 10 états. Le désordre initial utilisé est, de gauche à
droite, ∆ = 5,∆ = 7 (2D) et ∆ = 5,∆ = 8 (3D). Légende identique à celle de la figure C.20.
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Figure C.24 – Distributions PL(ζ), avec ζ = − ln ∆E et ∆E le gap d’énergie entre l’état
fondamental et le premier niveau excité, du modèle d’horloge à q = 5 états avec un désordre
initial ∆ = 1 (à gauche) et ∆ = 2 (à droite) et distributions PL((ζ0 + ζ)L−ψ) avec ζ0 et ψ des
coefficients choisis pour obtenir le meilleur recouvrement des courbes entre les différentes tailles
de systèmes L. Les courbes de différentes couleur indiquent des tailles L différentes croissantes
de gauche à droite pour P (ζ). Les couples de paramètres (ζ0, ψ) utilisés se trouvent dans la
table 4.5.
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Figure C.25 – Modèle d’horloge à q = 5 états en dimensions D = 2 avec ∆ = 3. Légende
identique à celle de la figure C.24.
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Figure C.26 – Modèle d’horloge à q = 5 états en dimensions D = 3 avec ∆ = 3 (à gauche) et
∆ = 8 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.24.
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Figure C.27 – Modèle d’horloge à q = 8 états en dimensions D = 2 avec ∆ = 2 (à gauche) et
∆ = 3 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.24.
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Figure C.28 – Modèle d’horloge à q = 8 états en dimensions D = 3 avec ∆ = 5 (à gauche).
Légende identique à celle de la figure C.24.
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Figure C.29 – Modèle d’horloge à q = 10 états en dimensions D = 2 avec ∆ = 5 (à gauche)
et ∆ = 7 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.24.
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Figure C.30 – Modèle d’horloge à q = 10 états en dimensions D = 3 avec ∆ = 5 (à gauche)
et ∆ = 8 (à droite). Légende identique à celle de la figure C.24.
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