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Résumé

Le gaz de charbon est une ressource énergétique dont l’exploitation peut être accélérée
par injection de gaz carbonique (CO2) combinant ainsi production de méthane (CH4) et
stockage du gaz carbonique produit par sa combustion.

La structure du réservoir est considérée comme un milieu à double porosité avec des
fractures naturelles (cleats) et une matrice contenant une phase solide et des nanopores
(de taille inférieure à 2 nm) où le gaz est stocké par adsorption sur la paroi solide. Le CO2

est plus facilement adsorbé que le CH4.
Un modèle théorique multiéchelle combinant adsorption, transport et poromécanique

du réservoir est développé. À la plus petite échelle, les molécules de gaz sont considérées
comme des sphères dures interagissant par un potentiel de Lennard-Jones. Une nouvelle
méthode numérique utilise la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) et la théorie
fondamentale de la mesure (FMT) pour calculer la distribution des densités moléculaires
d’un mélange de gaz pour une géométrie quelconque des nanopores. La paroi solide exerce
un potentiel extérieur répulsif à très courte distance et attractif à plus grande distance sur
les molécules de gaz. À partir des distributions moléculaires des gaz, la force de solvatation
exercée par la phase fluide sur la surface des nanopores est calculée précisément.

La méthode de l’homogénéisation asymptotique permet de passer de l’échelle du nano-
pore à l’échelle microscopique et d’obtenir la réponse de la matrice de charbon. Le modèle
poroélastique de Biot est modifié par la force de solvatation qui agit comme le principal
facteur gouvernant le gonflement ou la contraction de la matrice. Les équations moyennes
de conservation de la masse des deux gaz (CH4 et CO2) dans la matrice prennent en compte
les phénomènes d’adsorption caractérisés par des coefficients de partition et une diffusion
effective de type Knudsen.

Une seconde homogénéisation vise à obtenir la loi macroscopique à l’échelle du réservoir
en combinant le réseau de cleats et la matrice solide. Le contact à l’interface matrice-cleats
est caractérisé par la loi hyperbolique de Barton-Bandis qui modifie la rigidité effective
ainsi que la perméabilité du réservoir. Après homogénéisation, le réservoir est un milieu
hétérogène et anisotrope du fait de la structure des cleats et de la variation spatiale de la
pression du fluide. Une équation moyenne macroscopique pour la diffusion des gaz dans la
matrice et le transport gaz-eau dans les cleats est développée en considérant l’échange de
masse entre la matrice et les cleats gouverné par l’approximation de Warren et Root .

Des simulations numériques démontrent la corrélation cruciale entre les distributions
de pression de gaz, l’ouverture des cleats et la rigidité du réservoir. L’injection de CO2
améliore significativement la production de CH4. Elle permet le stockage souterrain de
CO2 contribuant à réduire les émissions de gaz à effet de serre.
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Abstract

Coal seam gas is an energy resource whose exploitation can be enhanced by injecting
carbon dioxide (CO2), thus combining the production of methane (CH4) and the storage
of carbon dioxide produced by its combustion.

The structure of the reservoir is considered to be a double-porosity medium with natural
fractures (cleats) and a matrix containing a solid phase and nanopores (less than 2 nm in
size) where the gas is stored by adsorption on the solid wall. CO2 is more easily adsorbed
than CH4.

A multiscale theoretical model combining adsorption, transport and reservoir poro-
mechanics is developed. At the smallest scale, the gas molecules are considered as hard
spheres interacting through a Lennard-Jones potential. A new numerical method uses Den-
sity Functional Theory (DFT) and Fundamental Measure Theory (FMT) to calculate the
distribution of molecular densities of a mixture of gases for any nanopore geometry. The
solid wall exerts an external potential that is repulsive at very short distances and attrac-
tive at longer distances on the gas molecules. From the molecular distributions of the gases,
the solvation force exerted by the fluid phase on the surface of the nanopores is precisely
calculated.

The asymptotic homogenization method is performed to upscale the nanopore-scale
model and to obtain the response of the coal matrix at the microscale. The Biot poroelastic
model is modified by the solvation force, which acts as the main factor governing matrix
swelling or contraction. The average mass conservation equations for the two gases (CH4
and CO2) in the matrix take into account adsorption phenomena characterized by partition
coefficients and an effective Knudsen-type diffusion.

A second homogenization aims at obtaining the macroscopic law at the reservoir scale
by combining the cleats network and the solid matrix. The joint stiffness at the matrix-
cleats interface is characterized by the hyperbolic Barton-Bandis law, which modifies the
effective stiffness and the permeability of the reservoir. After homogenization, the reservoir
is a heterogeneous and anisotropic medium due to the structure of the cleats and the spatial
variation of the fluid pressure. A macroscopic average equation for gas diffusion in the
matrix and gas-water transport in the cleats is developed by considering the mass exchange
between the matrix and the cleats governed by the Warren and Root approximation.

Numerical simulations illustrate the crucial correlation between gas pressure distribu-
tions, cleat opening and reservoir stiffness. CO2 injection significantly improves CH4 pro-
duction and enables a underground storage of CO2, which contributes to reducing green-
house gas emissions.
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Nomenclature

Cm tenseur d’élasticité effectif de la matrice

C∗
m tenseur d’élasticité effectif modifié de la matrice

cs tenseur d’élasticité du solide

Ceff tenseur d’élasticité effectif à trois échelles

F s tenseur de gonflement

F énergie libre intrinsèque

Fex énergie libre d’excès

F id énergie libre idéale

I tenseur identité d’ordre quatre

pb pression du bulk ou pression d’équilibre

pc pression capillaire

pf pression totale les cleats

pg pression d’équilibre du gaz dans les cleats

pm pression d’équilibre du gaz dans la matrice

pw pression de l’eau dans les cleats

pg,i pression du bulk de la composante i dans les cleats

pm,i pression de bulk de la composante i dans la matrice

u vecteur déplacement

uf vecteur déplacement des cleats

um vecteur déplacement de la matrice

un vecteur déplacement des nanopores

us vecteur déplacement du solide

V ext
i potentiel extérieur du composant i

Y cellule-unité périodique à l’échelle nanoscopique

Yf domaine des cleats dans la cellule-unité de Y

Ym domaine de la matrice dans la cellule-unité Y
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Z cellule-unité périodique à l’échelle nanoscopique

Zn domaine des nanopores dans la cellule-unité Z

Zs domaine solide dans la cellule-unité Z

Symboles grecs

αm tenseur de Biot-Willis de la matrice

α∗
m tenseur de Biot-Willis modifié de la matrice

Γns interface nanopore-solide

µi potentiel chimique total du composant i

Π force de solvatation

ρi densité moléculaire du composant i

ρ̄g,i masse volumique du composant i dans les cleats

ρ̄m,i masse volumique du composant i dans la matrice

σf tenseur des contraintes du fluide dans les cleats

σm tenseur des contraintes de la matrice

σn tenseur des contraintes du fluide dans les nanopores

σs tenseur des contraintes du solide

ϕf porosité des cleats (fractures) = |Yf |/|Y |

ϕm porosité de la matrice = |Zn|/|Z|

Ω grand potentiel

Ωn domaine des nanopores

Ωs domaine solide

∂Ymf interface matrice-cleats dans la cellule-unité Y

∂Zns interface nanopore-solide dans la cellule-unité Z
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Introduction

Le gaz naturel est une source d’énergie présente dans de multiples secteurs : l’électricité,
l’industrie, le commerce et les transports. De plus, le remplacement du charbon par le gaz
naturel aide à réduire les émissions de dioxyde de carbone (CO2) comme le montre la figure
1 issue du rapport 2019 de l’International Energy Agency (IEA) [44]. Ce type d’énergie est

Figure 1 – Réduction des émissions de CO2 en Millions de tonnes (Mt) en remplaçant
le charbon par le gaz naturel dans diverses régions par rapport à l’année 2010 [44]. Les
émissions de CO2 dans le monde sont de l’ordre de 35 Gt par an, le charbon représentant
environ 40 % des émissions.

localisé dans les couches souterraines et est classé en deux types suivant son origine : le
gaz naturel conventionnel et celui non conventionnel.

Cette recherche se concentre sur la source d’énergie non conventionnelle représentée
par le gaz de houille (coalbed methane en anglais). Le gaz de houille est une forme de
gaz naturel composé essentiellement de méthane (CH4) extrait des gisements houillers. Le
terme se réfère au méthane piégé dans les veines de charbon. La présence de ce gaz est bien
connue en référence aux coups de grisou qui peuvent apparaître lors de l’exploitation des
mines souterraines de charbon où il présente un risque grave pour la sécurité.

Signalons qu’après la vapeur d’eau et le dixoyde de carbone, le CH4 est le troisième
gaz contributeur à l’effet de serre dont il est responsable pour environ 20 %. Son GWP
(Global Warming Power) est 25 fois supérieur à celui du CO2. Il provient essentiellement
de l’agriculture (rizières, élevage), du traitement des déchets ménagers et enfin des pertes
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dans l’exploitation et la distribution du gaz naturel. La récupération du gaz de houille
devra donc limiter les fuites de CH4 vers l’atmosphère.

A contrario la récupération du gaz de charbon peut être accélérée et écologiquement
vertueuse si elle est assistée par une injection de CO2 produit par la combustion de CH4

(figure 2). L’ECBM pour Enhanced Coal Bed Methane est la combinaison de l’exploitation
du méthane avec la séquestration du CO2. L’exploitation du gaz de charbon consiste à
récupérer le gaz de houille contenu dans les veines de charbon. La désorption du méthane
a lieu en abaissant la pression du gaz. La fracturation naturelle des veines de charbon due
aux fractures naturelles ou cleats suffit à assurer la circulation du méthane vers le puits
d’extraction. La récupération assistée par injection de CO2 consiste à utiliser l’adsorption
préférentielle du CO2 par rapport au CH4. En installant des usines à côté du réservoir
de houille, le dioxyde de carbone produit par la combustion du méthane peut être capté
puis réinjecté dans la veine du charbon pour augmenter la production de méthane. Les
avantages sont multiples : accélération de la production de CH4, séquestration du CO2

produit, circuit court entre la production du méthane et le stockage du CO2. Le bilan
carbone d’une telle opération est très favorable puisque l’on verra que l’on peut stocker
davantage de molécules de CO2 que l’on extraira de molécules de CH4.

Figure 2 – Schéma de principe d’une exploitation de gaz de charbon avec injection de
CO2 (d’après S. Reeves, Houston, Texas).

Afin d’appliquer avec succès cette procédure de récupération assistée, il est nécessaire
de décrire avec précision un ensemble de phénomènes couplés complexes qui se produisent
à des échelles de longueur différentes. La compréhension fine du comportement du mélange
gazeux et de son adsorption dans des pores de la taille de quelques molécules, la micro-
structure de la veine de charbon qui est un milieu naturellement fracturé, l’évacuation (ou
l’injection) des gaz vers le puits d’exploitation nécessitent un examen rigoureux. Les varia-
tions dimensionnelles de la matrice de charbon induites par l’adsorption ou la désorption
des gaz vont entraîner une modification de la perméabilité gazeuse de la veine. Le couplage
entre la poromécanique et les phénomènes de transport sera donc un aspect essentiel de ce
travail.

Pour étudier avec une certaine rigueur l’ensemble de ces phénomènes, nous avons choisi
d’utiliser les méthodes de changement d’échelle capables de propager la physique de l’échelle
locale où l’on peut distinguer les molécules à l’échelle macroscopique du réservoir qui in-
téresse le producteur de gaz. Suivant la taille, la manière de décrire les processus change :
un peu de physique statistique dans les pores les plus petits puis, en accord avec ma for-
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mation d’ingénieur, de la mécanique des milieux continus aux échelles supérieures. Pour
relier les différentes échelles entre elles, dans la logique des travaux poursuivis par l’équipe
de recherche depuis plusieurs années, nous utiliserons la méthode de l’homogénéisation
périodique. Dans cette construction de modèles certes simplifiés, il est fascinant de voir
l’influence des détails à la plus petite échelle qui perdurent dans le modèle macroscopique
et de réaliser l’infinie complexité du monde.

Enfin, une fois le réservoir de gaz de charbon résumé à un jeu d’équations aux dérivées
partielles, la partie finale de ce travail fournira grâce à un logiciel commercial des résultats
numériques permettant d’appréhender son fonctionnement, de discuter du couplage entre
poromécanique et transport et d’imaginer les problèmes pouvant advenir durant l’exploi-
tation de la veine de charbon.
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Chapitre 1

Introduction au gaz de houille

Ce chapitre est une introduction au gaz de houille. Plutôt que de répéter le contenu
d’ouvrages très complets sur le sujet auxquels nous renvoyons le lecteur, par exemple le
livre de Seidle [87], nous dégagerons ici les principaux éléments nécessaires à comprendre
la modélisation multiéchelle qui est l’objectif de cette thèse. Signalons également que la
situation particulière de la Lorraine a fait l’objet d’une analyse détaillée aussi bien en termes
techniques que sociétaux dont les principales conclusions se trouvent dans la référence [37].

1.1 Génération du gaz de houille

Le gaz de houille a deux origines distinctes : biogénique et thermogénique. Le gaz
biogénique est généré grâce à l’activité des bactéries et des micro-organismes tandis que le
gaz thermogénique est lié à une évolution dans le temps due à la chaleur et à la pression.
La figure 1.1 montre les deux types de méthane selon le rang du charbon [66]. Plus le rang
d’un charbon est élevé, plus sa teneur en eau est faible et sa teneur en carbone élevée, donc
meilleur est son pouvoir calorifique.

Figure 1.1 – Schéma de la production de gaz biogénique et thermogénique [66].

Les charbons de rang élevé possèdent un méthane de type thermogénique tandis que
les charbons les plus pauvres possèdent un méthane biogénique. Pour le coalbed, le plupart
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du CH4 est généré par le processus thermogénique [24].

1.2 État des ressources

Les ressources mondiales de gaz de houille sont estimées à plus de 256 trillions de mètres
cubes [87]. La table 1.1 due à Godec et al. [33] fournit une estimation de ces réserves selon
les pays. La première exploitation de ce type de gaz a commencé aux États-Unis. La
majorité de la production de gaz de charbon ou Coal Bed Methane (CBM) dans ce pays
provient de trois bassins : le Black Warrior (Alabama), San Juan (Nouveau-Mexique, Utah
et Colorado) et Powder River [66]. En plus des États-Unis, le gaz de houille est aussi exploité
dans d’autres pays comme l’Australie, le Canada et la Chine. En Europe, les réservoirs de
méthane non conventionnel sont distribués dans plusieurs pays : en particulier la Suède,
la Pologne, l’Autriche et l’Allemagne (Westphalie), mais aussi la Belgique, la Grande-
Bretagne (South Yorkshire, East Midlands), le Danemark, les Pays-Bas, la Bulgarie et
la France (Nord-Pas-de-Calais, Jura, Provence et Lorraine) [37]. La quantité de gaz de
charbon en Lorraine est estimée à 371 milliards de mètres cubes, soit environ 6 années de
la consommation française en gaz (source : Française de l’Énergie).

1.3 Description de la veine de charbon

La veine de charbon peut être considérée comme un milieu multiéchelle à double porosité
(voir figure 1.2a). À l’échelle macroscopique ou échelle du réservoir, le charbon est organisé
en couches géologiques qui se situent profondément dans le sous-sol, entre 200 m et 1350
m de profondeur [21].

(a) Echelle macro [14] (b) Echelle micro (c) Echelle nano (d) Echelle moléculaire

Figure 1.2 – Échelles de longueur naturelles d’un réservoir de méthane de houille.

La couche de charbon se compose d’une phase que l’on appellera matrice et d’une
phase de fractures naturelles dénommées cleats en anglais. Ces fractures sont organisées
suivant des plans verticaux perpendiculaires entre eux et sont catégorisées en deux types
différents : les face cleats et les butt cleats représentés sur la figure 1.2b. Les face cleats
sont continus tout au long du réservoir tandis que les butt cleats sont discontinus avec une
longueur limitée séparés par les face cleats. La figure 1.3 représente une visualisation 3D
du système des cleats utilisant la tomographie par rayons X. La reconstruction est établie
par soustraction des images d’un échantillon sec puis saturé par un fluide atténuant le
rayonnement X [67]. Cette figure montre que si la structure réelle du réseau des cleats est
plus complexe que celle idéalisée de la figure 1.2b, il existe bien des fractures longues (face
cleats) et courtes (butt cleats). De plus, l’ouverture des cleats est très petite par rapport à
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Pays Réserves CBM gaz en place CBM recouvrable
Millions de tonnes Tcf Tcm Tcf Tcm

États-Unis 237 295 1 746 49 170 4.82
Canada 6 582 550 15.6 184 5.21
Mexique 1 211 9 0.3 1 0.04

Amérique de Nord 245 088 2 305 65.3 355 10.06
Brésil 4 559 36 1.0 5 0.15

Colombie 6 746 23 0.7 3 0.1
Venezuela 479 17 0.5 3 0.07

Autres et Amérique centrale 724 0.0 0 0.00
Amérique du Sud et Amérique centrale 12 508 76 2.2 11 0.32

Bulgarie 2 366
République tchèque 1 100 13 0.4 2 0.06

Allemagne 40 699 106 3.0 16 0.45
Grecque 3 020 0.0 0 0.00
Hongrie 1 660 4 0.1 1 0.02

Kazakhstan 33 600 50 1.4 10 0.28
Pologne 5 709 50 1.4 5 0.14

Roumanie 291
Fédération de Russie 157 010 1 682 47.6 200 5.66

Espagne 530
Turquie 2 343 51 1.4 10 0.28
Ukraine 33 873 170 4.8 25 0.71

Royaume-Uni 228 102 2.9 15 0.43
Autres Europe et Eurasie 22 175

Europe et Eurasie 304 604 2 228 63.1 284 8.04
Bostwana 105 3.0 16 0.45

Mozambique 88 2.5 13 0.37
Namibie 104 2.9 16 0.44

Afrique du Sud 30 156 60 1.7 9 0.25
Zimbabwe 502 60 1.7 9 0.25

Autre Afrique 1 034
Moyen-Orient 1 203

Moyen-Orient et Afrique 32 895 417 11.8 63 1.77
Australie 76 400 153 6.4 34 0.95

Chine 114 500 1 299 36.8 19 5.52
Inde 60 600 80 2.3 20 0.57

Indonésie 5 529 453 12.8 68 1.93
Japon 350

Nouvelle-Zélande 571
Corée du Nord 600

Thaïlande 1 239
Vietnam 150

Autre Asie-Pacifique 3 707
Asie-Pacifique 265 843 1 985 58.2 316 8.96
Monde total 860 938 7 011 201 1 030 29.15

Table 1.1 – Réserves mondiales de gaz de charbon [33].
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Figure 1.3 – Visualisation 3D du système des cleats [67].

la taille du bloc et est estimée de niveau submillimétrique. Les cleats s’occupent donc une
fraction volumique faible d’une valeur de l’ordre voire inférieure à 1 % [87].

La matrice comporte une phase solide et une phase de pores à l’échelle nanoscopique
que nous désignerons par le terme de nanopores constituant un autre niveau de la porosité.
Leur taille approximative est de quelques diamètres d’une molécule de méthane (CH4).
C’est dans ces nanopores qu’est stocké le méthane de houille retenu par un mécanisme
d’adsorption (figure 1.2c). Pour mieux comprendre ce mécanisme, il est nécessaire d’étudier
le comportement à l’échelle moléculaire comme indiqué sur la figure 1.2d où l’on observe
la distribution des molécules de fluide confinées dans les nanopores.

L’observation de la structure du charbon à l’échelle nanoscopique est un problème dif-
ficile. La figure 1.4 représente la morphologie des nanopores dans deux sections de taille
500 nm x 500 nm (figure 1.4a et c) et 125 nm x 125 nm (figure 1.4b et d) utilisant la tech-
nique du microscope à force atomique (AFM) pour examiner la structure respectivement
d’un charbon bitumineux volatil et d’un anthracite. L’image 1.4a présente une structure
en réseau avec des protubérances vertes correspondant à des chaînes de macromolécules
de charbon. Les zones rouge sombre entre ces chaînes correspond à des dépressions sur
l’image bidimensionnelle et constituent les nanopores. Les nanopores dans le cas du char-
bon bitumineux volatil (figure 1.4a et c) sont de forme elliptique avec un diamètre du
petit axe allant de 2 à 7 nm pour une moyenne d’environ 3.5 nm et un diamètre du grand
axe qui varie considérablement atteignant parfois la taille des mésopores. Quand le rang
du charbon augmente (figure 1.4b et d), le réseau des macromolécules devient plus dense,
les chaînes moléculaires sont comprimées et les nanopores entre les molécules diminuent
progressivement de taille [111]. Notons que les auteurs de cet article ont utilisé le terme
“pores intermoléculaire” tandis que nous utilisons le terme de nanopores.

À cette échelle très petite où l’on peut distinguer les molécules, les phénomènes seront
analysés en utilisant les concepts de la physique statistique. Une fois étudiée la physique
de la sorption à l’échelle moléculaire, la description des processus aux échelles successives
(nano-micro-macro) utilisera la mécanique des milieux continus.
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Figure 1.4 – Images de la structure des nanopores du charbon. (a) Les macromolécules de
charbon sont disposées suivant une structure en réseau assez lâche ; les protubérances vertes
de la surface correspondent à des chaînes de macromolécules de charbon ; les dépressions
rouge foncé entre les chaînes adjacentes constituent les nanopores (charbon bitumineux
volatil de la province du Jiangxi, Chine). (b) Caractéristiques structurelles d’un réseau
dense de macromolécules de charbon (anthracite de la province du Jiangxi, Chine). (c)
Version tridimensionnelle de l’image (a). (d) Version tridimensionnelle de l’image (b) [111].

1.4 Phénomènes physiques considérés

1.4.1 Adsorption dans le charbon

Que le gaz de charbon soit d’origine thermogénique ou biogénique, les deux types
conduisent à une prédominance du méthane par rapport aux autres gaz. Par exemple,
la composition des gaz produits dans les six bassins américains est en moyenne de 93 % de
méthane, 3 % de vapeur d’eau, 3 % de dioxyde de carbone et 1 % d’azote [87].

Contrairement aux réservoirs conventionnels de gaz, le gaz confiné dans les nanopores
est à l’état adsorbé plutôt que libre [35]. Ce phénomène vient de l’interaction moléculaire
entre les molécules de méthane et les molécules de carbone de la paroi solide. Cette in-
teraction peut être décrite par un potentiel de type Lennard-Jones. Les cavités dans la
matrice ont une grande surface interne et peuvent stocker une grande quantité de méthane
adsorbé [27]. Il faut noter que ces cavités sont de petite taille [111], de l’ordre du diamètre
de quelques molécules de gaz. Du fait de l’interaction entre le gaz et la paroi, la densité
des gaz adsorbés est beaucoup plus grande que leur densité de bulk (grand volume de gaz
sans potentiel extérieur) en équilibre.

La quantité de gaz adsorbé dépend principalement de la pression (ou de la densité
volumique) du gaz dans le bulk ainsi que de la taille des pores. En plus, elle peut être
influencée par d’autres facteurs comme la température, l’humidité ou le rang du charbon.

29



Figure 1.5 – Adsorption d’excès du méthane dans le charbon correspondant à T = 308
K et à T = 328 K [85].

Figure 1.6 – Isotherme d’adsorption du méthane pour quatre types de charbon [87].

La figure 1.5 représente la courbe d’adsorption d’excès du méthane pour deux tempé-
ratures T = 308 K et T = 328 K. L’adsorption d’excès est la quantité de CH4 stockée
au-delà du remplissage de la porosité par la densité du bulk rapportée à la masse de char-
bon. L’augmentation de la température va réduire la capacité d’adsorption du gaz dans le
charbon [85]. En plus de la température, le rang du charbon est aussi un indicateur im-
portant influençant le phénomène d’adsorption. La figure 1.6 montre la dépendance de la
quantité de gaz contenue pour quatre types de charbon : sub-bitumineux (subC), fortement
volatil (hvA), moyennement volatil (mv) et enfin bitumineux faiblement volatil (fv). Un
charbon riche en carbone contient plus de méthane adsorbé à cause d’une surface interne
plus grande que les autres types de charbon [87].

Par ailleurs, il faut considérer le rôle de l’humidité dans la matrice sur l’adsorption du
gaz. Comme le montre la figure 1.7, quand le charbon est sec, correspondant à une humidité
égale à 0 %, le charbon est au maximum de sa capacité d’adsorption. Au fur et à mesure
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Figure 1.7 – Isotherme d’adsorption du méthane en fonction de la pression pour des
humidités différentes [22].

Figure 1.8 – Isotherme d’adsorption de CO2, CH4 et N2 pur dans le charbon [91].

de l’augmentation de l’humidité, le stockage du méthane dans le charbon a tendance à
diminuer [72, 22].

La capacité d’adsorption du charbon est aussi très différente selon les différentes espèces
de gaz. Par exemple, la figure 1.8 montre les isothermes d’adsorption des gaz CO2, CH4 et
N2 (azote) purs dans un charbon sec [91]. On observe que le CO2 est le gaz le plus adsorbé
suivi par CH4 et N2.

Dans la littérature, l’adsorption d’un gaz pur est décrite généralement par un modèle
de Langmuir qui considère une unique couche d’adsorption à la surface de l’adsorbant. La
quantité totale adsorbée en fonction de la pression pb de bulk du gaz s’écrit :

V T
ads =

VL pb
PL + pb

(1.4.1)
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où VL et PL sont des paramètres choisis pour faire coïncider au mieux la courbe de Langmuir
avec les données expérimentales [26].

L’adsorption d’un mélange peut être représentée par un modèle plus avancé fourni
par Clarkson et al. [23]. Cependant, ces modèles ne sont pas capables de tenir compte de
l’influence de la forme des pores sur la phase adsorbée. Pour dépasser cette limitation,
des méthodes plus sophistiquées ont été utilisées afin de décrire plus rigoureusement le
comportement des gaz confinés. La méthode de la dynamique moléculaire a été appliquée
par Vandamme et al. [104]. Brochard et al. [18] ont réussi à décrire le comportement des gaz
en tenant compte de l’interaction fluide-fluide et fluide-solide. Yang et al. [110] utilisent
la théorie de la fonctionnelle de densité basée sur la physique statistique à l’équilibre
thermodynamique. Le et al. [51], de manière analogue, donnent la distribution de densité
de la phase fluide confinée dans une cavité de l’ordre du nanomètre. Toutes ces méthodes
permettent de calculer la densité non uniforme des gaz adsorbés dans les nanopores qui est
très différente de la densité uniforme dans le bulk.

1.4.2 Déformation de la matrice

La déformation de la matrice provenant de l’adsorption ou la désorption des gaz est
un problème connu dans la littérature. L’adsorption va causer le gonflement de la matrice
[35, 57] tandis que la désorption entraîne la contraction de la matrice [28]. La compréhen-
sion profonde de ces mécanismes est très importante dans la prévision des processus de
transport aussi bien pour la production de méthane que pour l’injection de CO2. En effet,
le changement de volume de la matrice va provoquer une modification de l’ouverture des
cleats et faire varier leur porosité. Ceci va influer sur la perméabilité du réservoir qui est
le facteur principal qui décide de la performance de l’exploitation et de l’injection des gaz.

Pour étudier ce problème, Pini et al. ont réalisé des expériences d’injection de CO2,
CH4, N2 et d’hélium (He) dans un échantillon de charbon dans des conditions de laboratoire
[75]. Leurs mesures montrent que le CO2 fait gonfler le charbon davantage que le CH4, lui-
même davantage que N2. En revanche, l’hélium qui ne s’a dsorbe pas ou très peu ne modifie
quasiment pas le volume de l’échantillon (figure 1.9).

Figure 1.9 – Déformation volumique du charbon en fonction de la pression des gaz [75].

Un comportement similaire est rapporté par Cui et al. [27] pour CO2, CH4 et N2 et
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par Day et al. [28] pour CO2. À partir de ces observations, le remplacement de CH4 par
CO2 dans la veine de charbon peut provoquer une expansion significative du volume de
la matrice entraînant une réduction de la perméabilité du réservoir. Ceci peut conduire à
rendre inefficace la stratégie d’injection de CO2 pour accélérer la production de méthane
du réservoir.

Du fait de sa simplicité, un modèle type de Langmuir est largement utilisé par les cher-
cheurs pour décrire la courbe de changement de volume induit par l’adsorption [75, 27,
70, 28]. Ce type de modèle se concentre seulement sur l’observation du comportement d’un
bloc de charbon sans décrire les phénomènes à l’échelle locale. Pour surmonter cette restric-
tion, des modèles plus sophistiqués ont été développés en utilisant des approches relevant
de la thermodynamique et de la poromécanique. Ravikovitch et Neimark [77] ont utilisé
la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) pour calculer la pression de solvatation Π
qui est définie comme la force exercée par la phase fluide sur la paroi solide au-delà (ou
en deçà) de la pression de bulk en équilibre. Puis ils ont considéré que la déformation du
milieu est purement due à Π et que la modification du volume est égale à celle du pore.
D’une manière différente de l’approche de Ravikovitch et Neimark, Vandamme et al. [104]
ont avancé une analyse poromécanique couplée avec la thermodynamique. Leur modèle
combine l’effet d’adsorption des gaz en introduisant un terme dénommé contrainte surfa-
cique qui joue le rôle d’une prédéformation dans l’équation de la poroélasticté classique. Le
changement de volume provient alors non seulement de la phase des pores mais aussi de la
phase solide. Ils utilisent un modèle de Langmuir et la simulation moléculaire pour estimer
les paramètres des matériaux. Ceci crée un lien direct entre le phénomène d’adsorption et
la déformation macroscopique. Le et al. [54] utilisent la DFT afin d’analyser la distribution
des gaz confinés dans les nanopores. A la différence de la procédure utilisée par Ravikovitch
ou Vandamme, l’équation de Biot classique est modifiée par l’ajout direct d’un terme de
force de solvatation qui s’ajoute à la pression d’équilibre de bulk en considérant des nano-
pores sphériques. Ce modèle respecte la forme de la poroélasticité classique et ne demande
pas d’inventer de nouveaux paramètres.

En plus de l’adsorption-gonflement de la matrice, l’interaction entre la matrice et les
cleats joue un rôle important dans la déformation macroscopique qui influe à son tour sur
l’évolution de la perméabilité du milieu. Liu et al. [61] ont proposé un modèle utilisant
une contrainte de gonflement interne en considérant que la matrice n’est pas totalement
séparée par les fractures mais reste en partie connectée. Leur modèle est développé pour le
cas d’une déformation uniaxiale pour un milieu soumis à une contrainte imposée constante.
Peng et al. [74] ont aussi utilisé le concept de déformation de gonflement interne ϵin définie
comme la déformation autour de la fracture. Leur modèle fondé sur le principe d’une
variation cubique de la perméabilité avec la porosité ϕf des cleats fournit une relation
pour le rapport entre valeur instantanée kf à l’instant t et valeur initiale de référence kreff

de la perméabilité des cleats :

kf

kreff

= exp [−3Cf ∆(σ̄ − pf )− 3∆ ϵin] (1.4.2)

où σ̄ = −σkk/3 avec σkk désignant la trace du tenseur des contraintes totales, ∆ l’écart
entre les valeurs à l’instant t et dans la configuration de référence, pf la pression du fluide
dans les cleats (fractures) et Cf la compressibilité des cleats définie par la relation

Cf =
1

ϕf

∂ϕf
∂pf

(1.4.3)

Elle peut être estimée au moyen d’expériences [87].
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Récemment, Bertrand et al. [15] ont construit un modèle pour combiner la rigidité des
cleats avec le gonflement ou retrait de la matrice. La déformation des zones de contact
au niveau des cleats joue un rôle important sur la déformation du réservoir. Cet effet a
été étudié par Barton et Bandis dans le cas de la mécanique des roches [7, 10, 9, 11]. Le
réservoir de charbon se comporte de la même manière bien que le charbon soit moins rigide
que la roche. En pratique, les cleats sont idéalisés comme des surfaces planes qui possèdent
une surface irrégulière avec des aspérités en contact ou non avec l’autre côté de la surface.
Quand le milieu est sollicité par une compression, l’ouverture des cleats est réduite mais
simultanément la rigidité des cleats augmente rapidement. A partir de certaines valeurs
de compression, les cleats deviennent très rigides empêchant ainsi leur fermeture. Dans le
cas des réservoirs de gaz de charbon, il existe donc une compétition entre le changement
de volume de la matrice et la déformation non linéaire des cleats. Ces deux phénomènes
opposés vont décider la réponse du réservoir à l’échelle macroscopique.

Tous les travaux mentionnés visent à améliorer la description de la réponse mécanique
du milieu qui affecte sa perméabilité. Le problème reste encore ouvert sur plusieurs as-
pects. Par exemple, les approches [77, 104, 54] traitent la force de solvatation comme une
composante normale à l’interface solide-pore. En réalité, les nanopores ont une forme plus
complexe qui peut produire une composante tangentielle de cette force [34]. En outre, par
souci de simplicité, les auteurs supposent généralement que le milieu est isotrope. Mais
cette hypothèse n’est sans doute pas très réaliste vu la structure anisotrope du charbon.

1.4.3 Écoulement des gaz

Le transport du gaz dans la couche de charbon est un processus complexe qui a lieu à
deux niveaux de porosité, dans la matrice et dans les cleats.

Dans la matrice, le méthane est retenu sous forme adsorbée dans les nanopores qui
jouent un rôle de stockage [35]. Le mouvement des molécules de gaz à l’intérieur de la
matrice résulte de la combinaison entre trois types de diffusion : la diffusion de Knudsen,
la diffusion de bulk (ou diffusion intermoléculaire classique) et diffusion de surface [94, 90].
Si le diamètre des pores est dix fois plus grand que le libre parcours moyen des molécules
de gaz, les interactions entre molécules dominent et la diffusion est une diffusion inter-
moléculaire comme dans un bulk. Si le libre parcours moyen est dix fois plus grand que
le diamètre des pores, l’interaction entre les molécules de gaz et la paroi plutôt que leur
interaction mutuelle prévaut et la diffusion est une diffusion de Knudsen. Enfin, dans le
cas de pores très petits, les molécules des gaz n’échappent jamais au potentiel externe de
la surface adsorbante et leurs mouvements sont gouvernés par une diffusion de surface [90].

Le second niveau de porosité est celui des cleats. Dans la situation initiale, les cleats
sont saturés par de l’eau liquide sous pression qui assure l’étanchéité du réservoir. La
dépressurisation du réservoir va entraîner l’élimination progressive de l’eau qui va être
remplacée par du méthane [87]. Dans la phase initiale, le transport dans les cleats sera
donc d’abord un transport diphasique eau liquide et gaz gouverné par une loi de Darcy
généralisée. Quand l’eau liquide aura atteint sa saturation irréductible, l’écoulement sera un
écoulement de Darcy monophasique gaz auquel il faudra ajouter un transfert par diffusion
intermoléculaire dans le cas d’une injection de CO2. Contrairement aux nanopores, le gaz
dans les cleats existe à l’état libre et non plus adsorbé, les effets de paroi ayant disparu vu
la taille des cleats (une fraction de millimètre).

Le méthane lui est désorbé de la matrice, puis est transféré vers les cleats pour atteindre
le puits d’exploitation. Le transport dans le réseau fracturé des cleats est principalement
contrôlé par la perméabilité. Si le réservoir se situe à une grande profondeur, l’exploitation
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devient plus difficile car la perméabilité est réduite à cause de la pression lithostatique (la
charge des couches de roche au-dessus de la veine de charbon). Ce facteur a une contribu-
tion significative sur la performance de la production. L’expérience des États-Unis suggère
que la perméabilité absolue doit être plus grande que 1 mD pour obtenir une production
commerciale [89]. La figure 1.10 représente le comportement typique d’un réservoir non
conventionnel de manière générale et de gaz de charbon en particulier. La production de
méthane passe par un pic après un certain temps d’exploitation. Au contraire d’un réservoir
de type conventionnel, la production d’eau diminue progressivement au cours du temps.
Des données de terrain du bassin de Bowen en Australie sont présentées dans la figure
1.11. En réalité, la forme des courbes de production varie selon le rang et l’épaisseur de la
couche de charbon, la pression du gaz et la conception des puits [66].

Figure 1.10 – Schéma typique de production du gaz de charbon [4].

Figure 1.11 – Cas réel : production du bassin de Bowen (Australie) [66].
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1.5 Récupération de CH4 assistée par injection de CO2

1.5.1 Injection du CO2

L’injection de dioxyde de carbone dans le réservoir est considérée comme une méthode
potentielle pour accélérer la production de méthane [36, 87]. Nous avons vu dans la partie
précédente, que le CO2 est davantage adsorbé dans le charbon que le CH4 dans les mêmes
conditions de pression et de température. C’est la raison pour laquelle le CO2 va remplacer
le CH4 confiné à l’intérieur des nanopores et améliorer la vitesse de libération du CH4.
De plus, l’injection de CO2 aide à réduire la pression partielle de CH4. Dans ce scénario,
les phénomènes multiphysiques se produisant dans le réservoir sont très complexes. En
premier lieu, l’adsorption de CO2 et la désorption de CH4 ont lieu à l’échelle nanoscopique.
En deuxième lieu, la diffusion dans la matrice est maintenant le problème du mélange de
CH4 et de CO2. En troisième lieu, le transport dans les cleats est un écoulement avec deux
composantes dans la phase gazeuse.

Le problème de transport se produit toujours simultanément avec le problème méca-
nique. Le couplage entre ces deux aspects est un travail indispensable pour obtenir un mo-
dèle réaliste. La production de méthane est divisée en deux périodes. La première période
correspond à la production simultanée de CH4 et de H2O alors que la seconde s’occupe de la
production de méthane assistée ou non par injection de CO2. Durant la première période, la
réduction initiale de l’eau contenue dans le réservoir cause une augmentation de la perméa-
bilité au gaz des cleats. En revanche, la désorption du CH4 provoque une contraction de la
matrice [57] qui a tendance à augmenter l’ouverture des cleats entraînant une augmentation
de la perméabilité. Pendant la seconde période, on a une séquence d’adsorption-désorption
des molécules gazeuses. Notons que l’adsorption de CO2 correspond à un gonflement de la
matrice [28] qui s’oppose au retrait occasionné par la désorption du méthane. En plus du
changement de volume de la matrice, les cleats comme mentionné dans la partie précédente
se comportent de manière non linéaire en suivant la description de Barton et Bandis.

La question est maintenant de savoir à quel moment peut démarrer l’injection de CO2

dans le réservoir pour maximiser la production de méthane. Si on procède à ce processus
dès le début de l’exploitation, cela peut provoquer une perte d’injectivité du CO2 à cause
la réduction rapide de la perméabilité résultant du gonflement de la matrice. Dans ce cas,
l’injection n’a pas une efficacité significative pour accélérer la production. En revanche, si
le dioxyde de carbone est injecté trop tard quand la plupart du CH4 est sorti du réservoir,
l’injection ne va pas influer sur la production par rapport à l’exploitation traditionnelle.

1.5.2 Stockage du CO2

Le CO2 est un des facteurs principaux provoquant l’effet de serre. Les émissions mon-
diales de CO2 ont rebondi en 2021 pour atteindre le niveau annuel le plus élevé jamais
enregistré. Avec une augmentation de 6 % par rapport à 2020, les émissions ont atteint
36.3 gigatonnes (Gt) [43]. Le stockage géologique du CO2 est considéré comme une mé-
thode potentielle pour réduire les émissions de dioxyde de carbone et freiner le changement
climatique.

Pour mettre en œuvre cette solution, le CO2 émis a besoin être directement capturé
après le processus de combustion avant d’être stocké. Trois types principaux de formations
géologiques sont couramment considérés pour le stockage du CO2 : des gisements de pétrole
et de gaz déplétés (épuisés ou presque épuisés), des veines de charbon (CB) inexploitables
ou des aquifères salins [56]. Il existe d’autres types de formations qui peuvent être utilisées.
La figure 1.12 empruntée à Aminu et al. [2] récapitule de façon schématique les diverses
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options pour le stockage géologique du CO2.

Figure 1.12 – Diverses options pour le stockage géologique du CO2 [2].

Le cas qui nous intéresse ici est bien sûr celui des veines de charbon et de voir s’il
est possible et intéressant de combiner l’extraction du CH4 avec le stockage du CO2. Le
CO2 s’adsorbe plus facilement sur le charbon que CH4. Il peut donc remplacer le CH4 et
davantage de CO2 peut être stocké que de CH4 émis dans le réservoir de charbon.

Le projet d’Allison Unit est le premier projet de terrain au monde pour évaluer l’avan-
tage de l’injection de CO2 sur l’accélération de la production de CH4 et l’évaluation du
potentiel de stockage des veines de charbon. Ce projet a été effectué dans le bassin San
Juan aux États-Unis d’avril 1995 à août 2001 [79]. Les résultats obtenus montrent que
l’injection de CO2 a entraîné une récupération supplémentaire du méthane par rapport
à la récupération primaire ultime estimée, dans une proportion d’environ un volume de
méthane pour trois volumes de CO2 injectés. Cette nouvelle méthode a attiré l’attention
des chercheurs au niveau international. Des recherches de terrain similaires ont été mises
en œuvre au Canada, en Australie, au Japon, en Chine et en Pologne [109].

Un problème important posé par le stockage du CO2 dans les réservoirs de gaz de
charbon est que la perméabilité du réservoir peut être réduite significativement pendant
le processus d’injection du CO2 [79]. Cui et al. [27] ont proposé d’injecter un mélange de
CO2 et N2 tirant profit de la moindre capacité d’adsorption du N2 dans le charbon afin de
limiter le gonflement de la matrice causé par le CO2. Quoique les chercheurs aient fait de
nombreux efforts pour mieux comprendre l’ensemble des phénomènes physiques entraînés
par l’injection de CO2, ce problème très complexe demande encore davantage d’efforts de
recherche.

1.5.3 Aspect économique

L’injection de CO2 dans le réservoir est une méthode coûteuse. Elle demande d’abord
des traitements gazeux pour récupérer le CO2 dans les gaz de production, le transport de
ce gaz du lieu de combustion jusqu’au puits de stockage et des infrastructures pour son
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injection dans le réservoir. Des solutions existent pour minimiser les coûts. Une première
idée serait d’installer les usines à proximité des réservoirs de charbon pour réduire le prix
du transport. Une autre idée serait d’injecter directement les gaz de combustion contenant
outre le CO2 de la vapeur d’eau, de l’azote et d’autres sous-produits de la combustion.

Résultats économiques pour l’analyse des scénarios
Scénario Durée des NPV∗

10, ROI, % CH4 récupéré, CO2 séquestré,
projets, année $ million % %GOIP GT

Sans injection 26 1.55 24.3 71.7 0
(épuisement de la pression)

Injection des 17 -0.81 5.4 70.2 133,358
gaz de combustion
Injection de CO2 19 -36.2 0 88.2 6,223,292

NPV∗
10 : valeur actualisée nette à un taux d’actualisation de 10%

ROI : taux de retour sur investissement
GOIP : gaz en place à l’origine

Table 1.2 – Comparaison de trois scénarios de production [81].

La table 1.2 présente trois scénarios pour l’exploitation du gaz de charbon : sans in-
jection, avec injection directe des gaz de combustion et avec injection de CO2 pur. Elle
montre que le deuxième scénario (avec injection directe des gaz de combustion) est le plus
économique mais que la quantité stockée de CO2 est plutôt faible. Le troisième scénario
(injection de CO2 pur) récupère beaucoup plus de CH4 que les deux autres solutions mais
a un coût plus élevé essentiellement à cause du coût de la séparation du CO2 des autres
gaz de combustion [93]. Ce troisième scénario présente l’avantage de stocker beaucoup plus
de CO2. Si l’on veut maximiser à la fois la production de CH4 et le stockage géologique
de CO2, l’injection de CO2 pur est la solution appropriée. Il faut espérer que l’évolution
technologique permettra à l’avenir une réduction du coût de la séparation du CO2.

1.6 Motivations de la recherche

1.6.1 Problèmes à résoudre

Le réservoir de charbon (CB) se comporte de manière complexe du fait de sa structure,
de son hétérogénéité et des phénomènes physiques rencontrés. La période de production
initiale correspond à l’extraction de l’eau des cleats et du méthane. Suit une période de
production du méthane que l’on peut stimuler (quand la production tend à diminuer)
par une injection de CO2 pour récupérer le maximum de la quantité restante de CH4. Un
modèle réaliste doit prédire le comportement du réservoir aussi bien en période d’extraction
de l’eau, de production simple du CH4 ou de production stimulée par injection de CO2,
voire l’ensemble des processus.

Cependant, à ce jour, les modèles sont toujours établis à l’aide d’hypothèses qui idéa-
lisent la complexité des phénomènes multiphysiques. Les approches phénoménologiques
visant à raffiner la description des problèmes en combinant ensemble un grand nombre
d’effets micromécaniques engendrent énormément de difficultés de formulation [14]. Des
points essentiels sont parfois négligés dans la littérature :

• pas de description du comportement à l’échelle moléculaire mais le recours pour
l’adsorption à un modèle largement empirique de type Langmuir ;

• pas de prise en compte de l’interaction entre le comportement de la matrice et des
cleats qui est pourtant à la base de l’évolution de la perméabilité du réservoir ;

• une utilisation peu réaliste du concept de gaz idéal.
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L’objectif de ce travail est donc de construire un modèle pouvant capturer tous les
problèmes mentionnés. De plus, le choix est fait de construire ce modèle de manière à ce
qu’il soit capable de propager la physique en allant des petites échelles (moléculaires) vers
l’échelle du réservoir en choisissant comme méthode de changement d’échelle privilégiée
l’homogénéisation périodique.

1.6.2 Objectifs du travail

Ce projet de thèse propose donc la construction rigoureuse d’une théorie multiéchelle
globale des réservoirs de gaz de charbon en vue d’une exploitation assistée avec injection
et stockage de CO2 capable :

• d’analyser la distribution des gaz à l’échelle des nanopores et ses conséquences sur
le comportement global du réservoir ;

• de coupler la poromécanique induite par l’adsorption de gaz dans des milieux à
simple et double porosité en prenant en compte la force de solvatation due à la
sorption des gaz. Ensuite, le comportement non linéaire du réseau des cleats gou-
verné par la loi de Barton-Bandis sera pris en compte dans le modèle ;

• de décrire dans ce système le transport de l’eau et des gaz considérés comme des gaz
réels : le transport dans les cleats relève d’une description classique du transport
multiphasique et multicomposant en milieux poreux. Le transport dans la matrice
est gouverné par un mécanisme de diffusion avec un transfert de masse avec le réseau
des cleats ;

• de mettre en œuvre un code numérique permettant d’effectuer des simulations réa-
listes à grande échelle.

1.6.3 Structure de la thèse

Pour répondre aux objectifs du paragraphe précédent, la thèse sera structurée comme
suit :

• Le chapitre 2 réalise une étude à l’échelle nanoscopique en utilisant le cadre de la
théorie de la fonctionnelle de densité (DFT : Density Functional Theory) et de la
théorie fondamentale de la mesure (FMT : Fundamental Measure Theory).

• Le chapitre 3 effectue une révision des équations d’état et présente des calculs de la
pression d’équilibre dans le cadre de la théorie DFT-FMT pour assurer une conti-
nuité de la description de l’équation d’état du gaz entre les nanopores et le bulk. En
outre, ce chapitre permettra d’optimiser les paramètres nécessaires à la description
des équations d’état des mélanges de gaz en utilisant le modèle de DFT-FMT. Il
proposera aussi une manière de calculer la pression partielle d’un constituant dans
un mélange de gaz réels.

• Le chapitre 4 construit un modèle poromécanique à trois échelles (nano-micro-
macro) en étendant le modèle classique de Biot de la poroélasticité par l’ajout
d’un terme de force de solvatation résultant de l’adsorption à l’échelle moléculaire.
La rigidité des cleats suit la description de Barton-Bandis. Le modèle développé
sera établi par une méthode de changement d’échelle (homogénéisation périodique)
puis comparé avec des données expérimentales.

• Enfin le chapitre 5 présente d’abord les équations macroscopiques du transport
obtenues par changement d’échelle. Dans les cleats, on a un écoulement diphasique
eau et gaz avec deux constituants. Cet écoulement est le siège d’un échange avec
la matrice supposée imperméable où les deux gaz CH4 et CO2 stockés dans les
nanopores se déplacent par diffusion. Des simulations numériques du réservoir de
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charbon seront effectuées en tenant compte du couplage entre les phénomènes de
transport et le comportement mécanique.
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Chapitre 2

Étude à l’échelle nanoscopique

Le comportement des fluides dans des nanopores à l’échelle moléculaire est non trivial.
L’interaction entre le fluide et la paroi n’est plus limitée à la seule pression exercée par
le fluide. Il existe un potentiel extérieur exercé par le solide sur les molécules de fluide.
La distribution spatiale des molécules dans le pore va jouer un rôle important sur les
contraintes mécaniques exercées par le fluide sur la paroi du pore. Ce chapitre vise à
résoudre ce problème en utilisant la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) et la
théorie fondamentale de la mesure (FMT).

D’abord, le cadre théorique de ces outils est présenté en considérant l’équilibre ther-
modynamique. Puis, une formule générale pour calculer la force exercée par la phase fluide
sur la paroi solide est établie. Ensuite, une nouvelle méthode numérique est développée
capable de calculer la distribution spatiale des densités de molécules pour des mélanges de
fluides confinés dans une géométrie arbitraire. Une validation de cette méthode avec les
résultats de la littérature est effectuée. Finalement, ces résultats sont appliqués au cas des
réservoirs de gaz de charbon en considérant un mélange des deux gaz CH4 et CO2.

2.1 Théorie de la Fonctionnelle de Densité

2.1.1 Généralités

La théorie de la fonctionnelle de densité ou Density Functional Theory en anglais (DFT)
basée sur un principe variationnel a été développée tout d’abord pour étudier la structure
électronique par Hohenberg and Kohn [49]. La DFT est ensuite appliquée dans les années
1970 à des systèmes de fluide classique où les effets quantiques sont négligés. L’idée centrale
est d’exprimer le grand potentiel et l’énergie libre d’un fluide non homogène sous la forme
d’une fonctionnelle de la densité moléculaire ρ(r) (le nombre de particules par unité de
volume) [31]. C’est un des outils d’approche très puissants pour étudier les propriétés d’un
système à l’équilibre thermodynamique en présence d’un potentiel extérieur. Les densités de
molécules à l’échelle nanoscopique ne sont alors plus uniformes et la DFT va justement nous
permettre de calculer cette distribution moléculaire. Il existe une relation mathématique
rigoureuse qui dit qu’un système atteint son état d’équilibre si et seulement si la fonction
caractéristique thermodynamique correspondant aux contraintes imposées au système est
extrémale. Cela joue un rôle essentiel dans l’application de la DFT. Au moyen de cette
théorie, nous pouvons décrire en particulier la quantité de fluide adsorbée par un solide du
fait du potentiel extérieur exercé par la phase solide sur le fluide [84]. Ceci nous permettra
de calculer également la force de solvatation qui est la force exercée par le fluide contenu
dans un nanopore sur le solide [77, 54]. Cette grandeur est bien sûr essentielle pour analyser
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la contraction ou le gonflement de la matrice solide contenant les nanopores.

2.1.2 Grand Potentiel

Afin de construire numériquement un modèle d’adsorption isotherme dans des nano-
pores, nous nous concentrons sur la description locale pour un mélange de ν espèces de gaz
de densité moléculaire ρi pour le composant i (1 ≤ i ≤ ν) avec une densité moléculaire to-
tale ρ =

∑
i ρi. Pour un système à volume, température T et potentiel chimique de chaque

espèce µi fixés, le potentiel thermodynamique qui doit être minimum à l’équilibre est le
grand potentiel. En présence d’un potentiel extérieur V ext

i s’appliquant au constituant i,
les densités moléculaires ne sont pas uniformes dans l’espace et il faut donc retenir une
formulation non locale du grand potentiel Ω défini par [84] :

Ω[{ρi(r)}] = F [{ρi(r)}] +
∑
i

∫
ρi(r)[V

ext
i (r)− µi]dr (2.1.1)

où F désigne l’énergie libre intrinsèque (en l’absence de potentiel extérieur), V ext
i (r) le

potentiel extérieur décrivant l’interaction entre le solide et le composant i du fluide, µi =
ψi+V

ext
i le potentiel chimique total du composant i qui est la somme du potentiel chimique

intrinsèque ψi et du potentiel extérieur V ext
i . ρi(r) est la densité moléculaire du composant i

à la position r. La notation entre crochets et accolades, par exemple Ω[{ρi(r)}] indique que
le grand potentiel Ω est une fonctionnelle (une fonction dépendant d’une autre fonction)
dépendant de l’ensemble des densités moléculaires {ρi}.

Le fluide contenu dans une cavité (nanopore) est supposé en équilibre avec un grand
volume de fluide extérieur (sans potentiel extérieur) dénommé bulk. Le potentiel chimique
de chaque espèce i du bulk est uniforme, µi = µbi . Il est décomposé en la somme d’une
partie idéale correspondant aux particules sans interaction entre elles (gaz parfait) et d’une
partie d’excès et est donné par

µbi = kBT ln(ρbiΛ
b
i) + µbi

ex
1 ≤ i ≤ ν (2.1.2)

où kB est la constante de Boltzmann, T la température absolue, Λi la longueur d’onde
thermique de de Broglie (cette grandeur ne jouera aucun rôle dans le développement qui suit
mais est nécessaire pour adimensionner l’argument du logarithme) et µbi

ex est le potentiel
d’excès du bulk. A l’équilibre thermodynamique, le grand potentiel est minimum :

δΩ[{ρi}]
δρi(r)

= 0 1 ≤ i ≤ ν (2.1.3)

où δ/δ désigne la dérivée fonctionnelle.
L’énergie libre intrinsèque F est décomposée en une partie idéale et une partie d’excès

F = F id + Fex (2.1.4)

où la partie idéale est donnée par :

F id[{ρi(r)}] = kBT
∑
i

∫
ρi(r)(ln[ρi(r)Λ

3
i ]− 1)dr (2.1.5)

La dérivation fonctionnelle 1 est immédiate :

δF [{ρi}]
δρi(r)

=
δF id[{ρi}]
δρi(r)

+
δFex[{ρi}]
δρi(r)

= kBT ln[ρi(r)Λ
3
i ]+

δFex[{ρi}]
δρi(r)

1 ≤ i ≤ ν (2.1.6)

1. De manière simple, la dérivée fonctionnelle est la dérivée de l’intégrande par rapport à la variable.
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Comme en utilisant (2.1.1)

δΩ[{ρi}]
δρi(r)

=
δF [{ρi}]
δρi(r)

+ V ext
i (r)− µbi (2.1.7)

le principe variationnel (2.1.3) s’écrit :

kBT ln[ρi(r)Λ
3] +

δFex[{ρi}]
δρi(r)

+ V ext
i (r)− µbi = 0 1 ≤ i ≤ ν (2.1.8)

En posant β = 1/(kBT ) et en combinant la relation précédente avec la définition du
potentiel chimique de chaque espèce dans le bulk (2.1.2), on en déduit finalement la densité
de l’espèce i :

ρi(r) = ρbi exp

[
β

(
µbi

ex − δFex[{ρi}]
δρi(r)

− V ext
i (r)

)]
1 ≤ i ≤ ν (2.1.9)

Si l’on se donne la forme de l’énergie libre d’excès Fex et le potentiel extérieur agissant sur
chaque espèce V ext

i , la relation (2.1.9) peut être utilisée pour calculer les profils de densité
locale. Pour calculer l’énergie libre d’excès, nous allons calculer l’énergie libre d’excès d’un
gaz où toutes les molécules sont considérées comme des sphères dures (HS comme Hard
Spheres). Le potentiel d’interaction pour deux sphères dures de rayon Ri et Rj s’écrit :

uHS
ij (r, r′) = uHS

ij (|r− r′|) =
{

0 si |r− r′| ≥ Ri +Rj

∞ si |r− r′| < Ri +Rj
(2.1.10)

où r et r′ sont les positions des deux molécules i et j.
Pour compenser en partie la répulsion due aux sphères dures, une perturbation attrac-

tive est introduite au moyen d’un potentiel intermoléculaire à longue distance. En suppo-
sant que les densités moléculaires ne sont pas trop élevées, cette perturbation sera traitée
par une approximation de type champ moyen, c’est-à-dire sans prendre en compte les cor-
rélations qui existent entre les positions des différentes molécules (Kierlik and Rosinberg,
[47]). Il vient

Fex[{ρi}] = Fex
HS [{ρi}] +

∑
i,j

1

2

∫ ∫
ρi(r)ρj(r

′)wij(r, r
′)drdr′ (2.1.11)

où wij(r, r
′) est le potentiel d’interaction fluide-fluide entre la molécule i située à la position

r et la molécule j située à r′. Pour simplifier le problème, toutes les dimensions sont
adimensionnées par le diamètre du premier gaz d1 = 2R1 et toutes les densités moléculaires
sont adimensionnées par d31. Pour le potentiel intermoléculaire wij , on utilisera un potentiel
de Lennard-Jones intermoléculaire de type 12-6 (figure 2.1) :

wij = 4ϵij

[(σij
s

)12
−
(σij
s

)6]
(2.1.12)

où σij est un diamètre caractéristique et ϵij une énergie caractéristique de l’interaction
entre les molécules i et j. Le terme à la puissance 12 représente la force de Pauli répulsive
à courte distance due au chevauchement des orbitales électroniques. Le terme à la puissance
6 attractif dominant à grande distance porte le nom d’interaction de Van der Waals. Les
paramètres σij et ϵij sont calculés par les règles de combinaison de Lorentz-Berthelot
[62, 13] :

σij =
σi + σj

2
(2.1.13)

ϵij =
√
ϵiϵj (2.1.14)
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Le potentiel de Lennard-Jones peut être partagé entre une partie répulsive et une partie
attractive (voir figure 2.1) :

watt
ij (r, r′) = watt

ij (|r− r′|)

= wij(s) =

 −ϵij dij < s ≤ 21/6σij

4ϵij

[(σij
s

)12
−
(σij
s

)6]
s > 21/6σij

wrep
ij (r, r′) = wrep

ij (|r− r′|)

= wij(s) =

 4ϵij

[(σij
s

)12
−
(σij
s

)6]
+ ϵij s ≤ 21/6σij

0 s > 21/6σij

(2.1.15)

où dij est la somme des rayons des sphères dures des molécules i et j, ϵij est la profondeur
du puits de potentiel et σij est la distance où le potentiel intermoléculaire est égal à zéro.
Comme le potentiel de Lennard-Jones est ajouté pour contrecarrer la (trop) forte répulsion

𝑠/𝑑

𝑤
/𝜖

WCA

LJ

HS

2 ⁄

Figure 2.1 – Potentiel intermoléculaire : sphères dures (HS), Lennard-Jones 12-6 (LJ) et
approximation WCA (w).

introduite par les sphères dures, on n’en retiendra que la partie attractive watt
ij , ce qui

constitue l’approximation classique dite modèle WCA [108].
Il reste à calculer l’énergie libre d’excès des sphères dures qui va être calculée en utilisant

la théorie fondamentale de la mesure (FMT) discutée dans la section suivante.

2.2 Théorie fondamentale de la mesure (FMT)

2.2.1 Généralités

Dans la théorie de la fonctionnelle de densité, l’énergie libre intrinsèque F est la somme
d’une partie idéale F id et d’une partie d’excès Fex (équation (2.1.4)). L’expression de
F id est donnée par l’équation (2.1.5) tandis que la partie d’excès Fex est décomposée en
deux composantes : une partie due aux sphères dures Fex

HS et une partie due au potentiel
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attractif donnée par l’équation (2.1.15). Pour trouver la densité moléculaire du système
dans l’équation (2.1.9), une formulation de la partie d’excès des sphères dures Fex

HS est donc
nécessaire. La théorie fondamentale de la mesure (FMT : Fundamental Measure Theory)
développée à la fin des années 1980 par Rosenfeld [82], Kierlik et Rosinberg [47] est un
outil puissant pour résoudre ce problème dans le cas d’un mélange de sphères dures. Une
introduction utile et synthétique peut être trouvée dans le livre de Hansen et McDonald
[38] ou dans Roth [84].

2.2.2 Fonctions poids – Densités moyennes

Considérons un système avec ν espèces de sphères dures de rayon Ri (1 ≤ i ≤ ν).
Introduisons pour chaque espèce i quatre fonctions poids scalaires et deux fonctions poids
vectorielles définies par : 

ωi
3(r) = H(Ri − r)

ωi
2(r) = δ(Ri − r)

ωi
1(r) =

ωi
2(r)

4πRi

ωi
0(r) =

ωi
2(r)

4πR2
i

ωi
2(r) = δ(Ri − r)

r

r

ωi
1(r) =

ωi
2(r)

4πRi

(2.2.1)

avec r = |r| et où H(r) désigne la fonction de Heaviside et δ(r) la distribution de Dirac.
À l’aide de ces fonctions poids, on peut définir un ensemble de densités moyennes nα(r)

pour le mélange à ν composantes :

nα(r) =

ν∑
i=1

(ρi ⊛ ωi
α)(r) =

ν∑
i=1

∫
dr′ρi(r− r′)ωi

α(r
′) =

ν∑
i=1

∫
dr′ρi(r

′)ωi
α(r− r′) (2.2.2)

où α prend les quatre valeurs des poids scalaires et les deux valeurs des poids vectoriels.
Dans le bulk où les densités sont uniformes désignées par ρbi , les deux moyennes vectorielles
n1 et n2 sont nulles tandis que les quatre moyennes scalaires se réduisent aux valeurs
dénommées SPT (Scaled-Particle-Theory) :

nb3 =
4π

3

ν∑
i=1

ρbiR
3
i (2.2.3)

nb2 = 4π

ν∑
i=1

ρbiR
2
i (2.2.4)

nb1 =

ν∑
i=1

ρbiRi (2.2.5)

nb0 =

ν∑
i=1

ρbi (2.2.6)

2.2.3 Énergie libre d’excès d’un fluide de sphères dures

La fonctionnelle d’énergie libre d’excès Fex
HS [{ρi}] n’est pas connue exactement mais

pour des particules interagissant deux par deux avec un potentiel uij , un développement
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de ce terme aux faibles densités est donné par [84]

βFex
HS [{ρi}] = −1

2

∑
i,j

∫
dr1

∫
dr2ρi(r1)ρj(r2)fij(r12)

−1

6

∑
i,j,k

∫
dr1

∫
dr2ρi(r1)ρj(r2)ρk(r3)fij(r12)fik(r13)fjk(r23) +O(ρ4)

(2.2.7)

où rij = |ri − rj | et fij est la fonction de Mayer

fij(r) = e−βuij(r) − 1 (2.2.8)

Dans le cas des sphères dures la fonction de Mayer fHS
ij a une interprétation purement

géométrique consistant à marquer le volume inaccessible à une sphère de l’espèce i au
voisinage d’une sphère d’une autre espèce j :

r uHS
ij (r) fHS

ij (r)

r < Ri +Rj ∞ −1

sinon 0 0

(2.2.9)

Pour des sphères dures, il est facile de prouver en utilisant la transformation de Fourier
que la fonction de Mayer peut s’exprimer au moyen des fonctions poids et que :

−fHS
ij (r) = H(Ri +Rj − r) = ωi

3 ⊛ ωj
0 + ωi

0 ⊛ ωj
3 + ωi

2 ⊛ ωj
1 + ωi

1 ⊛ ωj
2

+ ωi
2 ⊛ ωj

1 + ωi
1 ⊛ ωj

2 (2.2.10)

À noter que dans la référence [84], une erreur de signe sur les termes de fonctions poids
vectorielles est présente.

Cas des faibles densités moléculaires

Aux faibles densités, seul est retenu le premier terme du développement (2.2.7). En
remarquant que∫

dr′′′ ωα(r− r′ − r′′′)ωβ(r
′′′) =

∫
dr′′ ωα(r− r′′)ωβ(r

′′ − r′) (2.2.11)

en ayant posé r′′ = r′ + r′′′ et en notant que les fonctions poids scalaires sont paires et les
fonctions poids vectorielles sont impaires

ωβ(r− r′) = ωβ(r
′ − r)

ωβ(r− r′) = −ωβ(r
′ − r)

(2.2.12)

à partir des équations (2.2.2), (2.2.7) et (2.2.10), il vient alors (noter le signe − devant le
terme de moyennes vectorielles) :

βFex
HS =

∫
dr [n0(r)n3(r) + n1(r)n2(r)− n1(r) · n2(r)] (2.2.13)
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Densités moléculaires plus élevées

Dans le cas des plus fortes densités moléculaires, Rosenfeld [82, 83] propose que l’énergie
libre d’excès d’un fluide de sphères dures soit mise sous la forme :

βFex
HS [{ρi}] =

∫
Φ[nα(r)]dr (2.2.14)

où Φ est une fonction d’énergie libre volumique adimensionnée par kBT . Dans l’esprit
d’une expansion du viriel, on exprime Φ comme une combinaison linéaire des plus faibles
puissances des nα et de leurs produits. Comme Φ a la dimension d’une densité, les seuls
termes possibles sont : n0, n1n2, n32, n1 · n2 et n2n2 · n2. Soit

Φ ({nα}) = ϕ0n0 + ϕ1n1n2 + ϕ2n
3
2 + ϕ3n1 · n2 + ϕ4n2n2 · n2 (2.2.15)

où ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 et ϕ4 sont des fonctions de la seule grandeur adimensionnelle n3. Dans le
cas d’un fluide uniforme ou bulk, il vient :

Φ ({nα}) = ϕ0n
b
0 + ϕ1n

b
1n

b
2 + ϕ2n

b
2
3

(2.2.16)

Comme le potentiel chimique d’excès de sphères dures de l’espèce i est la dérivée fonc-
tionnelle de l’énergie libre d’excès relativement à la densité moléculaire de l’espèce, le grand
potentiel d’excès s’écrit :

Ωex[{ρi}] = −
∫
pexb [{ρi}]dr = Fex

HS −
ν∑

i=1

∫
ρi(r)

δFex
HS

δρi(r)
dr (2.2.17)

où pexb est la partie d’excès de la pression. Comme

δnα(r
′)

δρi(r)
= ωi

α(r
′ − r) (2.2.18)

et donc
β
δFex

HS [{ρi}]
δρi(r)

=
∑
α

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωi

α(r
′ − r) (2.2.19)

on a
ν∑

i=1

∫
ρi(r)β

δFex
HS [{ρi}]
δρi(r)

dr =

ν∑
i=1

∑
α

∫
ρi(r)dr

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωi

α(r
′ − r)

=
∑
α

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)nα(r

′) (2.2.20)

Il vient donc :

βpexb = −Φ+
∑
α

∂Φ

∂nα
nα (2.2.21)

Plaçons-nous dans le bulk et calculons le potentiel chimique d’excès µexi de l’espèce i :

βµexi = β
∂ (F ex

HS/V )

∂ρi

∣∣∣∣
T

=
∑
α

∂Φ

∂nbα

∂nbα
∂ρi

=
∂Φ

∂nb3
V i
p +O

(
R2
)

(2.2.22)

où V i
p désigne le volume d’une particule i. Dans la Scaled-Particle Theory, on montre

que pour les grandes valeurs de R, µex = pb Vp [80] : le potentiel chimique d’excès d’une
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particule correspond au travail effectué pour ouvrir une cavité de la dimension de la sphère
dure dans un fluide à la pression pb. Comme les forces volumiques de pression (en R3)
deviennent dominantes vis-à-vis des forces de tension interfaciale en R2, on a :

βpbVp =
∂Φ

∂nb3
Vp +O

(
R2
)

(2.2.23)

On identifie alors

∂Φ

∂nb3
= βpb = βpidb + βpexb = n0 + βpexb (2.2.24)

La relation précédente est étendue aux situations inhomogènes et est combinée avec la
relation (2.2.21) pour donner

∂Φ

∂n3
= −Φ+

∑
α

∂Φ

∂nα
nα + n0 (2.2.25)

On reporte alors la relation (2.2.15) dans la relation précédente (on rappelle que les ϕi
dépendent de n3) et l’on identifie successivement les différents termes.

• Terme en ϕ0n0

dϕ0
dn3

n0 = −ϕ0n0 + ϕ0n0 + n3
dϕ0
dn3

n0 + n0 (2.2.26)

D’où

dϕ0
dn3

=
1

1− n3
−→ ϕ0 = − ln (1− n3) + const0 (2.2.27)

• Terme en ϕ1n1n2

n1n2
dϕ1
dn3

= −ϕ1n1n2 + 2ϕ1n1n2 +
dϕ1
dn3

n3n1n2 (2.2.28)

D’où

dϕ1
dn3

=
ϕ1

1− n3
−→ ϕ1 =

const1
1− n3

(2.2.29)

• Terme en ϕ2n32

n32
dϕ2
dn3

= −ϕ2n32 + 3ϕ2n
3
2 +

dϕ2
dn3

n32n3 (2.2.30)

D’où

dϕ2
dn3

=
2ϕ2

1− n3
−→ ϕ2 =

const2
(1− n3)2

(2.2.31)

• Terme en ϕ3n1 · n2

dϕ3
dn3

=
ϕ3

1− n3
−→ ϕ3 =

const3
1− n3

(2.2.32)
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• Terme en ϕ4n2n2 · n2

dϕ4
dn3

= −ϕ4 + 3ϕ4 +
dϕ4
dn3

n3 (2.2.33)

D’où

dϕ4
dn3

=
2ϕ4

1− n3
−→ ϕ4 =

const4
(1− n3)2

(2.2.34)

En combinant les relations (2.2.27, 2.2.29, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.34) avec la relation (2.2.15),
il vient

Φ ({nα}) = [const0 − ln (1− n3)]n0 +
const1
1− n3

n1n2 +
const2

(1− n3)2
n32

+
const3
1− n3

n1 · n2 +
const4

(1− n3)2
n2n2 · n2 (2.2.35)

Il reste à déterminer les constantes const0, const1, const2, const3, const4.
Par comparaison avec la relation (2.2.13), en faisant un développement de la formule

(2.2.35) pour ρ→ 0, il vient :

const0 = 0 const1 = 1 const3 = −1 (2.2.36)

On remarquera que les constantes const2 et const4 qui restent à déterminer correspondent
aux termes d’ordre supérieur dans le développement du viriel. Il vient donc finalement

Φ ({nα}) = −n0 ln (1− n3) +
1

1− n3
n1n2 +

const2
(1− n3)2

n32

− 1

1− n3
n1 · n2 +

const4
(1− n3)2

n2n2 · n2 (2.2.37)

Pour déterminer les constantes const2 et const4, pour simplifier l’exposé, on se place dans
le cas d’un seul type de sphères dures. On va alors faire coïncider la fonction de corrélation
directe c(r) avec r = |ri − rj | calculée (de manière approchée) par la formule analytique
de Percus-Yevick qui peut être mise sous la forme [38]

c(r) =
∑
α,β

cαβ ωα ⊗ ωβ (2.2.38)

(où les cαβ sont des quantités connues avec α et β correspondant aux quatre fonctions
poids scalaires et aux deux fonctions vectorielles) et la relation (exacte) de définition de la
fonction de corrélation directe à partir de l’énergie libre d’excès [38] :

c(r) = −β δ2Fex

δρ(r)δρ(r′)
(2.2.39)

avec r = |r−r′| en effectuant une double dérivation fonctionnelle de la relation (2.2.14) avec
Φ ({nα}) donné par (2.2.37). Le calcul un peu lourd analytiquement ne sera pas reproduit
ici. Les deux expressions (2.2.38) et (2.2.39) sont rigoureusement égales si const2 = 1/(24π)
et const4 = −1/(8π). La procédure peut être généralisée avec le même résultat au cas d’un
mélange de sphères dures de différents diamètres [82]. L’expression de l’énergie libre d’excès
volumique dans l’approche de Rosenfeld est donc finalement donnée par :

ΦRF = −n0 ln(1− n3) +
n1n2 − n1 · n2

1− n3
+
n32 − 3n2n2 · n2

24π(1− n3)2
(2.2.40)
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Dans le bulk, on a :

ΦRF
b = −n0 ln(1− n3) +

n1n2
1− n3

+
n32

24π(1− n3)2
(2.2.41)

Calculons maintenant le potentiel chimique d’excès de sphères dures de l’espèce i qui est
la dérivée fonctionnelle de l’énergie libre d’excès relativement à la densité moléculaire de
l’espèce

β
δFex

HS [{ρi}]
δρi(r)

=
∑
α

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)

δnα(r
′)

δρi(r)
(2.2.42)

En utilisant la relation (2.2.20) et en rappelant que les poids scalaires sont des fonctions
paires tandis que les poids vectoriels sont des fonctions impaires, l’équation précédente
devient :

β
δFex

HS [{ρi}]
δρi(r)

=

3∑
α=0

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωi

α(r− r′)−
2∑

α=1

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωi

α(r− r′)

=

3∑
α=0

∂Φ

∂nα
⊛ ωi

α −
2∑

α=1

∂Φ

∂nα
⊛ ωi

α (2.2.43)

Le potentiel chimique d’excès du bulk est la somme des potentiels chimiques d’excès dus
aux sphères dures et aux interactions de Van der Walls entre les molécules. Il est donné
par :

βµbi
ex

= β(µbi
ex
)HS + β(µbi

ex
)VdW =

3∑
α=0

∂Φ

∂nbα

∂nbα
∂ρbi

+ β

∫
|r|>dij

ρbjwij(|r|)dr (2.2.44)

=
∂Φb

∂nb3
Vi +

∂Φb

∂nb2
Ai +

∂Φb

∂nb1
Ri +

∂Φb

∂nb0
+ β

∑
j

∫
|r|>dij

ρbjwij(|r|)dr (2.2.45)

où une molécule de gaz de rayon Ri a une surface Ai = 4πR2
i et un volume Vi = (4/3)πR3

i .
“VdW” désigne l’interaction de Van der Waals entre les molécules. Notons que dans le calcul
en champ moyen de la contribution des forces de Van der Walls, l’intégration a lieu sur
tout l’espace sauf dans la zone d’exclusion de rayon dij = Ri +Rj .

L’équation (2.1.9) s’écrit :

ρi(r) = ρbi exp

[
β

(
µbexi −

3∑
α=0

∂Φ

∂nα
⊛ ωi

α +

2∑
α=1

∂Φ

∂nα
⊛ ωi

α

−
∑
j

ρj(r)⊛ watt
ij (|r|)− V ext

i (r)

)]
(2.2.46)

À partir de l’équation (2.2.40), le calcul des dérivées de la fonction d’énergie libre réduite
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de Rosenfeld est immédiat :
∂ΦRF

∂n0
= − ln(1− n3) (2.2.47)

∂ΦRF

∂n1
=

n2
1− n3

(2.2.48)

∂ΦRF

∂n2
=

n1
1− n3

+
n22

8π(1− n3)2
− n2n2

8π(1− n3)2
(2.2.49)

∂ΦRF

∂n3
=

n0
1− n3

+
n1n2 − n1n2

(1− n3)2
+

n32
12π(1− n3)3

− n2n2n2

4π(1− n3)3
(2.2.50)

∂ΦRF

∂n2
= − n1

1− n3
− n2n2

4π(1− n3)2
(2.2.51)

∂ΦRF

∂n1
= − n2

1− n3
(2.2.52)

Dans le bulk, le système est uniforme, n1 et n2 sont nuls.
À l’aide du modèle de Rosenfeld, il est immédiat de calculer la pression d’équilibre du

bulk en utilisant la relation (2.2.24). Il vient

βpb =
∂Φ

∂n3
=

n0
1− n3

+
n1n2

(1− n3)2
+

n32
12π(1− n3)3

(2.2.53)

correspondant à l’équation de compressibilité de Percus-Yevick.

Modèle du White Bear

La pression donnée par l’équation de compressibilité de Percus-Yevick est moins pré-
cise que la pression donnée par l’équation d’état de Mansoori-Carnahan-Starling-Leland
(MCSL) [64] qui est la généralisation pour un mélange de sphères dures à ν composantes
de la formule classique de Carnahan-Starling et qui s’écrit

βpMCSL
b =

n0
1− n3

+
n1n2

(1− n3)2
+

n32
12π(1− n3)3

− n3n
3
2

36π(1− n3)3
(2.2.54)

On va toujours chercher Φ sous la forme (en gardant au final pour les moyennes vecto-
rielles la structure de l’équation (2.2.40)) :

Φ = f1(n3)n0 + f2(n3)n1n2 + f4(n3)n
3
2 (2.2.55)

et réutiliser l’équation (2.2.21)

−βpb = Φ−
∑
α

∂Φ

∂nα
nα − n0 (2.2.56)

en imposant pb = pMCSL
b (le terme n0 correspond au gaz idéal). En reportant la proposition

(2.2.55) dans la relation précédente (mais bien sûr en renonçant à la relation (2.2.24)), un
modèle plus précis pour l’énergie libre réduite Φ a été développé et intitulé version du
“White-Bear” (WB) [84]. Il est donné par :

ΦWB = −n0 ln(1− n3) +
n1n2 − n1n2

1− n3
+ (n3 − 3n2n2n2)

n3 + (1− n3)
2 ln(1− n3)

36πn23(1− n3)2

(2.2.57)

ΦWB
b = −n0 ln(1− n3) +

n1n2
1− n3

+
n3[n3 + (1− n3)

2 ln(1− n3)]

36πn23(1− n3)2
(2.2.58)
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Le calcul des dérivées de la fonction d’énergie libre du modèle “White-Bear” est donné par :

∂ΦWB

∂n0
= − ln(1− n3) (2.2.59)

∂ΦWB

∂n1
=

n2
1− n3

(2.2.60)

∂ΦWB

∂n2
=

n1
1− n3

+
n22 − n2n2

12πn3(1− n3)2
+

(n22 − n2n2) ln(1− n3)

12πn23
(2.2.61)

∂ΦWB

∂n3
=

n0
1− n3

+
n1n2 − n1n2

(1− n3)2
− (n32 − 3n2n2n2)

[
2− 5n3 + n23

36πn23(1− n3)3
+

ln(1− n3)

18πn33

]
(2.2.62)

∂ΦWB

∂n2
= − n1

1− n3
− n3 + (1− n3)

2 ln(1− n3)

6πn23(1− n3)2
n2n2 (2.2.63)

∂ΦWB

∂n1
= − n2

1− n3
(2.2.64)

Pour traiter des problèmes plus sophistiqués tels que le cas de la transition fluide-
solide, une fonction poids tensorielle est introduite par Tarazona [98] et s’écrit sous la
forme suivante [86] :

ωi
m(r) =

(
1

r2
rrT − I

3

)
ωi
2(r) (2.2.65)

où I est la matrice d’identité.
Cela va entraîner des modifications pour le troisième terme du modèle de Rosenfeld et

du modèle “White-Bear” [84] :

ΦR−T = −n0 ln (1− n3) +
n1n2 − nT

1 n2

1− n3

+
[
n32 − 3n2n

T
2 n2 + 9nT

2 nmn2 − 9
2Tr(n3

m)
] 1

24π(1− n3)2

ΦWB−T = −n0 ln (1− n3) +
n1n2 − nT

1 n2

1− n3

+
[
n32 − 3n2n

T
2 n2 + 9nT

2 nmn2 − 9
2Tr(n3

m)
] n3 + (1− n3)

2 ln(1− n3)

36πn23(1− n3)2

(2.2.66)

où nm(r) =

ν∑
i

ρi(r) ⊛ ωi
m(r) et nT

2 est le vecteur transposé du vecteur n2. Les dérivées

de ces modèles en fonction des densités moyennes nα(r) sont détaillées dans l’Appendice
B.

2.2.4 Potentiel extérieur

Dans l’équation (2.2.46), il reste à exprimer le potentiel extérieur V ext
i (r). Nous allons

supposer que seules les premières molécules à la surface du solide ont une action sur les
molécules du fluide. Considérons un volume V de surface S fermée. Chaque élément dS de
la surface S exerce sur un élément de volume dV du fluide un potentiel vi(s) sur le ième

gaz où s est la distance entre l’élément dS de la surface et l’élément dV du fluide avec

s2 = (x− xS)
2 + (y − yS)

2 + (z − zS)
2 (2.2.67)

52



où (x, y, z) représente un point courant du volume V et (xS , yS , zS) un point courant de la
surface S. A titre d’exemple, le potentiel vi(s) peut être un potentiel de Lennard-Jones 12-6
d’énergie ϵsi entre les atomes ρs∆ par unité de surface de S appartenant à une couronne
d’épaisseur ∆ supposée infinitésimale où ρs est la densité moléculaire (nombre de molécules
par unité de volume) de la phase solide :

vi(s) = 4ϵsiρs∆

[(σsi
s

)12
−
(σsi
s

)6]
(2.2.68)

Notons que vi(s) est un potentiel (une énergie) par unité de surface. Le potentiel extérieur
V ext
i exercé par la surface S sur le fluide est obtenu en intégrant la relation (2.2.68) sur la

surface S :

V ext
i (x, y, z) =

∫
S
vi(s)dS =

∫
S
4ϵsiρs∆

[(σsi
s

)12
−
(σsi
s

)6]
dS (2.2.69)

σsi et ϵsi désignent les paramètres du potentiel de Lennard-Jones agissant sur la molécule
de gaz i en lien avec le solide. Ils s’écrivent :

σsi =
σs + σi

2
(2.2.70)

ϵsi =
√
ϵsϵi (2.2.71)

où σs et ϵs désignent les paramètres du potentiel de Lennard-Jones agissant entre deux
molécules de solide. Dans la suite, nous allons calculer le potentiel V ext

i à partir du potentiel
vi pour deux géométries : d’abord une cavité sphérique puis une cavité ellipsoïdale.

• Cas d’une cavité sphérique

Dans le cas d’une sphère de rayon R, réécrivons la relation (2.2.68) sous la forme

vi(s) = 4ϵsi
NC

4πR2

[(σsi
s

)12
−
(σsi
s

)6]
avec wi(s) =

(σsi
s

)12
−
(σsi
s

)6
(2.2.72)

où NC = ρs4πR
2∆ est le nombre d’atomes de carbone dans le cas du charbon localisés sur

l’interface.
Introduisons le système de coordonnées sphériques (r, θ, φ) (voir figure 2.2) :

Figure 2.2 – Coordonnées sphériques.
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x = r sin θ cosφ 0 ≤ r ≤ R
y = r sin θ sinφ 0 ≤ θ ≤ π
z = r cos θ 0 ≤ φ < 2π

(2.2.73)

Les éléments différentiels de volume dV et de surface dS de la sphère de rayon R sont
donnés par

dV = r2 dr sin θ dθ dφ

dS = R2 sin θS dθS dφS

La distance s entre un point de la surface de la sphère de coordonnées (R, θS , φS) et une
molécule du fluide au point de coordonnées (r, θ, φ) est donnée par

s2 = (x−R sin θS cosφS)
2 + (y −R sin θS sinφS)

2 + (z −R cos θS)
2

= (r sin θ cosφ−R sin θS cosφS)
2 + (r sin θ sinφ−R sin θS sinφS)

2

+ (r cos θ −R cos θS)
2 +R2

= r2 − 2rR [sin θS sin θ cos (φS − φ) + cos θS cos θ] +R2 (2.2.74)

Le potentiel extérieur total V ext
i exercé par toute la surface de la cavité S sur une molécule

de fluide située au point (r, θ, φ) s’écrit de manière générale :

V ext
i (r, θ, φ;R) =

∫
S
vi(s) dS = R2

∫ π

θS=0
sin θS dθS

∫ 2π

φS=0
dφS vi(s) (2.2.75)

Vu la géométrie sphérique, on s’attend à ce que V ext
i (r;R) ne dépende que de r et soit

indépendant de θ et de φ. Pour simplifier, on fait donc le calcul en θ = 0 et φ = 0. Il vient
alors

s2 = r2 − 2rR cos θS +R2 (2.2.76)

et comme s2 ne dépend pas de φS :

V ext
i (r;R) = 2πR2

∫ π

θS=0
sin θS dθS vi(s)

= 2ϵsiNC

∫ π

θS=0
sin θS dθS wi(s)

=
ϵsiNC

Rr

[(
−σ12si

5(R+ r)10
+

σ12si
5(R− r)10

)
+

(
σ6si

2(R+ r)4
− σ6si

2(R− r)4

)] (2.2.77)

où V ext
i a la dimension d’une énergie. La force qui agit sur le fluide par unité de volume

est −
∑

i ρi(r)∇V ext
i où ρi(r) est la densité moléculaire de l’espèce i du fluide fonction

uniquement du rayon r.

• Cas d’un ellipsoïde

Un ellipsoïde de demi-axes a, b, c vérifie l’équation :(x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(z
c

)2
= 1 (2.2.78)

Une manière alternative de définir la surface est d’utiliser les équations paramétriques qui
s’écrivent :

X =


x = a sin θS cosφS

y = b sin θS sinφS

z = c cos θS

0 ≤ θS ≤ π
0 ≤ φS ≤ 2π

(2.2.79)
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Deux vecteurs tangents à l’ellipsoïde sont obtenus en différentiant les expressions précé-
dentes par rapport à θS et φS

∂X

∂θS
= (a cos θS cosφS , b cos θS sinφS ,−c sin θS) (2.2.80)

∂X

∂φS
= (−a sin θS sinφS , b sin θS cosφS , 0) (2.2.81)

L’élément de surface dS et le potentiel extérieur V ext
i (r) s’en déduisent immédiatement :

dS =

∥∥∥∥ ∂X∂θS ∧ ∂X

∂φS

∥∥∥∥dθSdφS (2.2.82)

=

√
a2b2 cos2 θS + (a2c2 sin2 φS + b2c2cos2φS) sin

2 θS sin θSdθSdφS

et

V ext
i (r) = 4εsiρs∆

∫ [(σsi
s

)12
−
(σsi
s

)6]
dS (2.2.83)

Notons que le vecteur normal unitaire de la surface est donné par :

n =

∂X

∂θS
∧ ∂X

∂φS∥∥∥∥ ∂X∂θS ∧ ∂X

∂φS

∥∥∥∥ =

bc sin θS cosφS

ac sin θS sinφS

ab cos θS


√
b2c2 sin2 θS cos2 φS + a2c2 sin2 θS sin2 φS + a2b2 cos2 θS

(2.2.84)

2.3 Force de solvatation

La théorie de la fonctionnelle de densité nous fournit un outil puissant pour calculer la
quantité de molécules fluides adsorbées par le solide. Elle permet aussi de déterminer la force
de solvatation (ou pression de disjonction) qui est la contrainte additionnelle par rapport
à la pression du bulk exercée par les molécules de fluide sur les parois solides de la cavité.
Cette force de solvatation est dépendante de manière non triviale de la géométrie du pore, de
la densité du bulk ainsi que des propriétés du solide. Ce problème a été étudié par Yang et al.
[110] au moyen de la QSDFT (Quenched Solid Density Functional Theory), par Balbuena
et al. [5] avec le modèle de DFT proposé par Tarazona [99] pour le méthane confiné entre
deux parois parallèles de carbone (slit-pore) en prenant un potentiel de Lennard-Jones
pour l’interaction fluide-solide. Ravikovitch et al. [77], Le et al. [54] ont étudié la force de
solvatation dans un nanopore sphérique.

Dans le cadre de ce travail, on s’intéressera plus particulièrement à des cavités sphé-
riques ou ellipsoïdales. Le cas ellipsoïdal est un nouveau problème qui demande des calculs
précis et délicats. Ces calculs sont très importants si nous voulons ensuite homogénéiser le
problème pour passer de l’échelle nanoscopique des pores à l’échelle microscopique de la
matrice puis à l’échelle macroscopique du réservoir. Il s’agit de construire un modèle ca-
pable d’incorporer les effets de la force de solvatation comme composante supplémentaire
dans le principe de la contrainte effective. Les coefficients poroélastiques qui apparaissent
alors sont non linéaires et dépendent en particulier de la composition des gaz dans les
nanopores. Deux approches différentes peuvent être utilisées pour calculer la force de sol-
vatation : une approche mécanique ou une approche thermodynamique. Leur présentation
est l’objet des deux paragraphes suivants avant de les appliquer aux deux types de cavités
étudiées : sphérique et ellipsoïdale.
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2.3.1 Tenseur des contraintes à l’échelle moléculaire

Avant de commencer le calcul de la force de solvatation, il faut définir rigoureusement
le tenseur des contraintes du fluide à l’échelle nanoscopique. La difficulté est de prolonger
la définition d’un tenseur de Cauchy usuellement utilisé en mécanique des milieux continus
pour des forces de contact au cas de forces intermoléculaires qui contiennent non seulement
des forces de contact mais aussi des forces à distance données par exemple par un potentiel
de Lennard-Jones. Sans entrer dans des détails compliqués, nous ne donnerons ici que les
quelques éléments nécessaires à la bonne compréhension des phénomènes.

Dans la phase fluide, le tenseur des contraintes est la somme de quatre termes : un
terme de gaz idéal σK = −kBT

∑
i ρiI, un terme d’excès dû aux sphères dures σcore, un

terme lié à l’interaction de type Lennard-Jones entre les molécules du fluide σLJ
int et un

dernier terme σLJ
ext provenant du potentiel extérieur exercé par la paroi solide.

σn = σK + σcore + σLJ
int + σLJ

ext (2.3.1)

Les tenseurs σcore et σLJ
int sont des tenseurs non locaux définis à l’aide de l’approche

d’Irving-Kirkwood qui sont continus en espace et qui s’annulent dans la zone d’exclu-
sion au voisinage d’une paroi solide [52]. Le tenseur de gaz idéal σK subit un saut à la
limite de la zone d’exclusion mais, pour assurer l’équilibre des contraintes, il est prolongé
dans la zone d’exclusion à sa valeur côté fluide à la limite de cette zone selon la normale
au solide. Enfin le dernier terme σLJ

ext correspond à l’interaction solide fluide supposée de
type Lennard-Jones qui satisfait à

∇ · σLJ
ext = fLJs→f (2.3.2)

où fLJs→f est la force exercée par le solide sur le fluide par unité de volume de fluide.
L’équation d’équilibre s’écrit donc :

∇ · σn = ∇ · σK +∇ · σcore +∇ · σLJ
int +∇ · σLJ

ext = 0 (2.3.3)

En notant n = nf→s le vecteur normal extérieur du nanopore, écrivons maintenant l’ex-
pression de la contrainte normale à la surface S du nanopore :

σn · n =
(
σK + σLJ

ext

)
· n = −kBT

∑
i

ρi (r−Rin)n− fLJf→s (2.3.4)

où fLJf→s est la force exercée par le fluide sur une unité de surface du solide du fait du
potentiel de Lennard-Jones entre le fluide et le solide. Notons que le premier terme dû au
tenseur cinétique σK sera toujours très faible et pourra être négligé. En effet, la répulsion
à courte distance imposée par le potentiel de Lennard-Jones va faire que la densité de
molécules à la limite de la zone d’exclusion sera toujours très faible dans nos applications.
De ce fait, la correction pour le tenseur cinétique due à la courbure de l’interface introduite
dans Le et al. [54] est ignorée ici.

2.3.2 Approche mécanique

L’objectif de cette partie est de calculer le terme ff→s, le potentiel pouvant a priori
être quelconque l’indice supérieur LJ sera supprimé. Considérons le cas où un élément
de surface dS de la paroi de la cavité exerce sur un élément de volume dV du fluide qui
contient ν espèces de gaz une force Fs→f dérivant des potentiels vi donnée par :

d2Fs→f = dfs→fdV = −
ν∑

i=1

ρi(r)∇vi(s) dS dV (2.3.5)
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où s est la distance entre l’élément de la paroi dS et l’élément de fluide dV , ρi(r) la densité
de molécules de gaz i au point r = (x, y, z). d2Fs→f est une force doublement différentielle
puisque relative à l’élément dS de la surface solide (le potentiel exercé par la surface solide
est vi dS puisque vi est un potentiel par unité de surface) et dV du fluide.

En utilisant le principe de l’action et de la réaction, un élément de volume dV du fluide
exerce sur un élément de surface dS de la paroi de la cavité une force égale en module mais
de sens opposé :

d2Ff→s =

ν∑
i=1

ρi(r)∇vi(s) dS dV (2.3.6)

La force exercée par le volume dV fluide sur le solide s’écrit d2Ff→s = dff→sdS où dff→s

est la force élémentaire exercée par le volume dV par unité de surface. D’où

dff→s =
ν∑

i=1

ρi(r)∇vi(s) dV =
ν∑

i=1

ρi(r)
dvi(s)

ds
∇s dV (2.3.7)

avec s2 donné par l’équation (2.2.67). Le gradient relatif à r = (x, y, z) est donné par
∇s = (r−rS)/s. La force de solvatation au point rS de la surface du nanopore est obtenue
en intégrant la relation (2.3.7) sur le volume V de la phase fluide :

ff→s(rS) =
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r)

v′i(s)

s
(r− rS)dV (2.3.8)

2.3.3 Approche thermodynamique

L’objectif est de calculer la force exercée par le fluide par unité de surface de la cavité
mais maintenant en utilisant une approche thermodynamique. Rappelons d’abord quelques
résultats classiques de la DFT. L’expression différentielle de l’énergie interne δU résultant
d’un changement infinitésimal de l’état d’équilibre est donnée classiquement par

δU = T δS +
ν∑

i=1

∫
ρi(r) δV

ext
i (r) dr+

ν∑
i=1

µi δNi (2.3.9)

L’expression différentielle pour l’énergie libre totale F = U − T S est donnée par

δF = −S δT +

ν∑
i=1

∫
ρi(r) δV

ext
i (r) dr+

ν∑
i=1

µi δNi (2.3.10)

Le grand potentiel Ω est défini par

Ω = F −
ν∑

i=1

µiNi (2.3.11)

et sa version différentielle est donnée par

δΩ = −S δT +

ν∑
i=1

∫
ρi(r) δV

ext
i (r) dr−

ν∑
i=1

Ni δµi (2.3.12)

= −S δT −
ν∑

i=1

∫
ρi(r) δψi(r) dr (2.3.13)
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où ψi = µi − V ext
i (r) désigne le potentiel chimique intrinsèque de l’espèce i. D’où

δΩ

δψi(r)

∣∣∣∣
T

= −ρi(r) (2.3.14)

Dans une approche thermodynamique classique, en regardant le système de l’extérieur,
on sait que

dΩ = −SdT − pbdV −
ν∑

i=1

Nidµi (2.3.15)

où pb est la pression, S l’entropie, Ni le nombre de molécules de l’espèce i. À température
T et potentiels chimiques µi fixés

dΩ = −pb dV (2.3.16)

Si la force extérieure exercée par le fluide sur la surface de la cavité de normale extérieure
n n’est plus réductible à une seule pression mais est une contrainte σklnl, où σ est le
tenseur symétrique des contraintes, en désignant le déplacement de la surface de la cavité
par duk = mkdα, où le vecteur unitaire m coïncide avec la direction du déplacement. Le
travail des forces extérieures sur la cavité est maintenant :

δΩ =

ν∑
i=1

∫
σklnlδukdS =

ν∑
i=1

∫
σklnlmkδαdS (2.3.17)

En comparant la variation du grand potentiel déterminée par la vision interne (2.3.13) et
par une vision externe (2.3.17), il vient

∂Ω

∂α

∣∣∣∣
T,µ

=

ν∑
i=1

∫
S
σklnlmkdS = −

ν∑
i=1

∫
V
ρi(r) dr

∂
[
µi − V ext

i (r;α)
]

∂α

∣∣∣∣∣
T,µ

=

ν∑
i=1

∫
V
ρi(r) dr

∂V ext
i (r;α)

∂α

∣∣∣∣
T,µ

(2.3.18)

où V ext
i est donné par (2.2.69). Comme

∂V ext
i (r;α)

∂α

∣∣∣∣
T,µ

=
d

dα

[∫
S
vi(s) dS

]
=

∫
S(0)

v′i(s)
ds

dα
dS (2.3.19)

avec

s2(α) = || (rS + αm− r) ||2 (2.3.20)

2s
ds

dα

∣∣∣∣
α=0

= 2 (rS + αm− r) ·m|α=0 = 2 (rS − r) ·m (2.3.21)

la relation (2.3.18) s’écrit finalement

ν∑
i=1

∫
S
(σ · n) ·m dS =

ν∑
i=1

∫
V
ρi(r) dr

∫
S

v′i(s)

s
(rS − r) ·m dS

=

ν∑
i=1

∫
S

∫
V
ρi(r) dr

v′i(s)

s
(rS − r) ·mdS (2.3.22)

58



en ayant interverti les intégrations sur la surface et le volume. La force exercée par le fluide
sur le solide est alors obtenue en identifiant les termes correspondant

ff→s = −σ · n = −
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r) dr

v′i(s)

s
(rS − r) (2.3.23)

ce qui est exactement la même formule que celle fournie par l’approche mécanique (2.3.8).
Notons que les efforts exercés par le fluide sur la surface S peuvent être décomposés en

une partie suivant la normale fnf→s = fnf→sn et une partie tangentielle f tf→s :{
fnf→s = (ff→s · n)n = −(n · σ · n)n
f tf→s = ff→s − (ff→s · n)n = −σ · n+ (n · σ · n)n (2.3.24)

Si le tenseur des contraintes dans le le fluide se réduit à une pression p alors σ = −pI où
I est le tenseur identité. La partie tangentielle est nulle (f tf→s = 0) et la partie normale de
la force exercée par le fluide sur la paroi est fnf→s = pn où n est la normale extérieure au
fluide.

Finalement, comme la définition de la force de solvatation est la contrainte d’excès
par rapport au bulk, il faut tenir compte de la pression du bulk dans le calcul de la force
solvatation, On obtiendra donc la formule :

Π = ff→s − pbn (2.3.25)

où Π désigne la force de solvatation et pb la pression totale du bulk.

2.3.4 Application aux géométries sphérique et ellipsoïdale

• Cas d’un ellipsoïde

Considérons un ellipsoïde de demi-axes (a, b, c)

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (2.3.26)

en utilisant comme paramétrage de sa surface

X =


x = a sin θS cosφS 0 ≤ θS ≤ π
y = b sin θS sinφS 0 ≤ φS < 2π
z = c cos θS

(2.3.27)

Il vient

s2 = (x− a sin θS cosφS)
2 + (y − b sin θS sinφS)

2 + (z − c cos θS)
2 (2.3.28)

où (x y z) est un point du volume fluide V et donc

∇s2 = 2

x− a sin θS cosφS

y − b sin θS sinφS

z − c cos θS

 (2.3.29)

Finalement, on obtient

ff→s(θS , φS) =
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r)∇vi(s) dV

=
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r)

v′i(s)

s

x− a sin θS cosφS

y − b sin θS sinφS

z − c cos θS

 dx dy dz

(2.3.30)
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où, si l’on utilise le potentiel de Lennard-Jones (12-6) donné par l’équation (2.2.68),

v′i(s)

s
=

4ϵsiρs∆

σ2si

[
−12

(σsi
s

)14
+ 6

(σsi
s

)8]
(2.3.31)

Une fois connue la distribution des densités moléculaires, la force de solvatation peut être
calculée en chaque point de la surface de l’ellipsoïde.

• Cas des oblates et des prolates

Dans ce paragraphe, on se limite à des ellipsoïdes de révolution oblates (l’axe de rotation
est le petit axe) ou prolates (l’axe de révolution est le grand axe), en prenant Oz comme
axe de révolution avec a = b ≡ a et c ≡ b. Ils obéissent à l’équation

x2 + y2

a2
+
z2

b2
= 1 (2.3.32)

La paramétrisation des ellipsoïdes devient

X =


x = a sin θS cosφS 0 ≤ θS ≤ π
y = a sin θS sinφS 0 ≤ φS < 2π
z = b cos θS

(2.3.33)

Les sections de l’ellipsoïde par des plans parallèles à Oxy sont des cercles. Deux vecteurs
du plan tangent à la surface sont donnés par

XθS =

a cos θS cosφS

a cos θS sinφS

−b sin θS

 XφS =

−a sin θS sinφS

a sin θS cosφS

0

 (2.3.34)

et le vecteur normal unitaire extérieur à l’ellipsoïde est donné par

n =
XθS ∧XφS

||XθS ∧XφS ||
=

1√
a2 cos2 θS + b2 sin2 θS

b sin θS cosφS

b sin θS sinφS

a cos θS

 (2.3.35)

L’invariance en φS peut être utilisée en posant φS = 0 (y = 0) (on considère l’ellipse du
plan xOz) :

ff→s(θS , φS = 0) =
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r)∇vi(s) dV (2.3.36)

=
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r)

v′i(s)

s

x− a sin θS
y

z − b cos θS

 dx dy dz (2.3.37)

s2 = (x− a sin θS)
2 + y2 + (z − b cos θS)

2 (2.3.38)

On obtient :

ff→s(θS , φS = 0) · n

=

ν∑
i=1

∫
V
ρi(r)

v′i(s)

s
[(x− a sin θS)b sin θS + (z − b cos θS)a cos θS ] dV√

a2 cos2 θS + b2 sin2 θS

=

ν∑
i=1

∫
V
ρi(r)

v′i(s)

s
(bx sin θS + az cos θS − ab) dV√

a2 cos2 θS + b2 sin2 θS

(2.3.39)
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• Cas d’une sphère

Le cas sphérique est le cas d’un oblate ou d’un prolate pour lesquels a = b = R. Comme
la force de solvatation se réduit à une pression uniforme sur toute la surface du pore, on a
seulement besoin d’utiliser l’équation (2.3.39) en un point particulier que l’on choisit par
simplicité être le point θS = 0 :

ff→s = −
ν∑

i=1

∫
V
ρi(r)

v′i(s)

s
(R− z) dV (2.3.40)

avec s =
√
r2 − 2rR cos θ +R2.

En notant que z = r cos θ et dV = dr = r2 dr sin θ dθ dφ, en utilisant l’équation (2.2.72)
pour vi(s), on a

ff→s = −2π

ν∑
i=1

∫ R

0
r2 ρi(r) dr

∫ π

θ=0
sin θ dθ (R− r cos θ)

v′i(s)

s

= −2ϵsiNC

R2

ν∑
i=1

∫ R

0
r2 ρi(r) dr

∫ π

θ=0
sin θ dθ (R− r cos θ)

w′
i(s)

s

= −2ϵsiNC

R2

ν∑
i=1

∫ R

0
r2 ρi(r) dr

∫ π

θ=0
sin θ dθ

∂s

∂R
s
w′
i(s)

s

= − 1

R2

ν∑
i=1

∫ R

0
r2 ρi(r) dr

[
2ϵsiNC

∫ π

θ=0
sin θ dθw′

i(s)
∂s

∂R

]
(2.3.41)

La dérivation doit être effectuée à nombre de molécules de carbone fixé. Le potentiel exté-
rieur dans le cas d’une sphère de rayon R est donné par la relation (2.2.77). Sa dérivée par
rapport au rayon de la cavité R est alors donnée par

∂V ext
i (r;R)

∂R
= 2ϵsiNC

ν∑
i=1

∫ π

θS=0
sin θS dθS w

′
i(s)

∂s

∂R
(2.3.42)

En introduisant l’expression (2.3.42) dans la relation (2.3.41), la pression ff→s s’écrit fina-
lement

ff→s = − 1

R2

ν∑
i=1

∫ R

0
r2 ρi(r) dr

∂V ext
i (r;R)

∂R
(2.3.43)

où
∂V ext

i (r;R)

∂R
est calculé ci-dessous :

∂V ext
i (r;R)

∂R
=

ϵsiNCσ
12
si

5rR2

[
−11R+ r

(R− r)11
+

11R+ r

(R+ r)11

]
+

ϵsiNCσ
6
si

2rR2

[
−(5R+ r)

(R+ r)5
+

5R− r

(R− r)5

]
(2.3.44)

2.4 Méthode numérique

2.4.1 Discrétisation

L’objectif est de résoudre numériquement les équations du modèle DFT-FMT pour une
géométrie 3D quelconque. Pour le réaliser, on utilise une discrétisation de type “Voxel” du
domaine et des transformations de Fourier afin de calculer les convolutions.

61



Dans notre problème, on souhaite calculer la densité de chacune des espèces de gaz dans
les nanopores. La forme des pores peut être très compliquée et a priori quelconque. Il sera
donc impossible de réaliser des calculs purement analytiques. Si nous pouvons capturer la
forme de ces pores par des images, nous pourrons calculer la distribution des densités des
différentes composantes du gaz par une approximation numérique. Dans le cadre de cette
thèse, nous choisissons d’étudier des cavités soit sphériques soit ellipsoïdales. La forme de
la cavité va être décrite par la méthode “Voxel”. On crée un grand cube de taille légèrement
supérieure à la plus grande dimension de la cavité. Ce cube est ensuite divisé en N3 petits
cubes ou voxels comme indiqué sur la figure 2.3. Si un petit cube est à l’intérieur de

Figure 2.3 – Définition la cavité par des voxels.

l’ellipsoïde, il lui est assigné la valeur 1 (en vert sur la figure 2.3). Sinon, il lui est assigné la
valeur 0 (en gris sur la figure). Si les petits cubes sont divisés assez finement, on obtiendra
une bonne approximation de la forme de la cavité.

2.4.2 Transformation de Fourier

L’équation (2.2.46) comporte des convolutions. Pour les calculer, on peut utiliser la
fonction conv dans le programme MATLAB mais cela devient vite très coûteux en temps
de calcul surtout pour des calculs 3D. Une manière de résoudre ce problème est d’utiliser
la transformation de Fourier en espace qui transforme les convolutions dans l’espace réel
en produits simples dans l’espace de Fourier selon le théorème suivant :

f ⊛ g = (̂f̂ ĝ)
−1

(2.4.1)

où ⊛ désigne la convolution, f̂ désigne la transformée de Fourier de la fonction f et f̂
−1

sa transformée de Fourier inverse.
MATLAB fournit un outil très pratique qui est la transformation de Fourier rapide fft

(FFT = Fast Fourier Transform) pour la transformation directe et ifft pour la transformée
de Fourier inverse. Afin d’économiser du temps de calcul, on peut calculer directement de
manière analytique les transformées de Fourier de fonctions pas trop compliquées comme
les fonctions poids.

La transformation de Fourier V̂ (k) dans l’espace à trois dimensions d’une fonction V (r)
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et sa transformation inverse sont définies par :

V̂ (k) =

∫∫∫
V (r) exp(−ik.r)dr (2.4.2)

V (r) =
1

(2π)3

∫∫∫
V̂ (k) exp(ik.r)dk (2.4.3)

Si la fonction V (r) ne dépend que du rayon r = |r|, sa transformation de Fourier dépend
uniquement de k = |k|

V̂ (k) = 4π

∫ ∞

0
V (r)

r sin(kr)

k
dr (2.4.4)

En particulier, la fonction de Heaviside H(R− r) devient :

Ĥ(R− r) = 4π

∫ R

0

r sin(kr)

r
dr = 4π

sin(kR)− kR cos(kR)

k3
(2.4.5)

Les transformées de Fourier des différentes fonctions poids définies par les relations (2.2.1)
sont données par :

ω̂i
3(r) = 4π

sin(kRi)− kRi cos(kRi)

k3

ω̂i
2(r) = 4πRi

sin(kRi)

k

ω̂i
1(r) =

sin(kRi)

k

ω̂i
0(r) =

sin(kRi)

kRi

ω̂i
2(r) = −∇ω̂i

3 = −ikω̂i
3 = 4πi

kRi cos(kRi)− sin(kRi)

k3
k

ω̂i
1(r) =

ω̂i
2(r)

4πRi
= i

kRi cos(kRi)− sin(kRi)

k3Ri
k

ω̂m(k) =

(
kkT

k2
− I

3

)(
ω̂2(k)− 3

ω̂3(r)

R

)

(2.4.6)

La transformée de Fourier ω̂m(k) de la fonction poids tensorielle donnée par la relation
(2.2.65) est démontrée à l’Appendice B. k est un vecteur dans l’espace Fourier 3D et N est
le nombre de points :

k =


(kx)m =

2πm

Lmax
x

− N − 1

2
≤ m ≤ N − 1

2

(ky)m =
2πm

Lmax
y

− N − 1

2
≤ m ≤ N − 1

2

(kz)m =
2πm

Lmax
z

− N − 1

2
≤ m ≤ N − 1

2

(2.4.7)

où Lmax
x , Lmax

y , Lmax
z sont les longueurs maximales dans chaque direction de l’espace réel.

Les calculs seront effectués sur le domaine complet, les densités moléculaires étant mises
à zéro dans la phase solide. La dérivée de l’énergie libre d’excès par rapport aux densités
moléculaires est aussi une convolution, qui peut être calculée dans l’espace de Fourier. Il
faut enfin souligner que la précision de cette méthode numérique dépend fortement du
nombre de voxels et de la description de la surface solide.
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2.4.3 Résolution numérique de l’équation pour les densités moléculaires

Dans l’équation (2.1.9) régissant la répartition spatiale des densités moléculaires, le
terme δFex[{ρi}]/δρi(r) contient des termes intégraux dépendants des densités molécu-
laires ρi(r). Cette équation doit donc être résolue numériquement. La méthode de Newton-
Raphson est une méthode classique mais elle demande le calcul des dérivées. De plus,
l’équation (2.1.9) est de la forme x = f(x). C’est la raison pour laquelle on peut sim-
plement utiliser une méthode de point fixe de type Picard. Le calcul est effectué selon le
principe ρk+1

i (r) = f(ρki (r)) où k désigne le numéro de l’itération, répété jusqu’au moment
où la différence |ρk+1

i (r) − ρki (r)| est inférieure à une valeur de tolérance. Pour améliorer
la performance de la convergence, la nouvelle densité ρk+1

i (r) à l’itération k + 1 va être
une somme pondérée de ρki (r) à l’itération k et de f(ρki (r)) en utilisant un paramètre de
relaxation α.

ρk+1
i (r) = αf(ρki (r)) + (1− α)ρki (r) (2.4.8)

où α appartient à l’intervalle [0, 1]. La procédure est nommée itération de Krasnoselskij
[12]. Les premières itérations sont effectuées avec une valeur faible de α afin d’éviter une
divergence. Puis, pour accélérer la vitesse de convergence, on peut augmenter la valeur de
α [84]. Cette méthode dépend fortement de la densité initiale imposée ρ0i (r) pour démarrer
les itérations. De manière simple, on va choisir ici ρ0i (r) = ρbi pour tous les calculs.

Pour des densités de bulk du gaz i (1 ≤ i ≤ ν) données ρbi , la solution ρi(r) est cherchée
par l’algorithme suivant :

• Initialisation ρ0i (r) = ρbi
• À l’itération k + 1, on connaît ρki (r)

• Calcul des fonctions densités moyennes scalaires et vectorielles nk+1
α (r) =

ν∑
i=1

ρki (r)⊛

ωi
α à l’aide de la transformée de Fourier

• Calcul des dérivées de la fonction d’énergie libre réduite
∂Φk+1

∂nα

• Calcul des termes
3∑

α=0

∂Φk+1

∂nα
⊛ ωi

α et
2∑

α=1

∂Φ

∂nα

k+1

⊛ ωi
α en utilisant la transformée

de Fourier
• Trouver la fonction f(ρki (r)) selon l’équation (2.1.9)
• Calcul de la nouvelle densité ρk+1

i (r) selon l’équation (2.4.8)
• Réitérer le calcul jusqu’à ce que l’erreur maximale de |ρk+1

i (r)−ρki (r)| soit inférieure
au critère de convergence.

Pour des géométries simples comme la fente ou la sphère, l’équation (2.1.9) qui doit
être résolue dans l’espace 3D peut être ramenée à une équation dans un espace 1D. La
densité ρi(r) est une fonction du rayon r =

√
x2 + y2 + z2 dans le cas sphérique. Pour la

fente, comme la longueur et la largeur sont considérées infinies, les densités moléculaires
ne varient que suivant la direction de l’épaisseur. Cette transformation de la convolution
pour la cavité sphérique est détaillée dans l’Appendice A.

2.5 Validation du modèle

Tout d’abord, il faut vérifier l’exactitude du modèle en le comparant avec des résultats
existants de la littérature.
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2.5.1 Cas des sphères dures

Un gaz

La comparaison est faite avec des simulations numériques de la littérature utilisant la
méthode de Monte Carlo pour étudier les propriétés d’équilibre d’un fluide de densité de
bulk fixée.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0
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1
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DFT-FMT 3D
Monte-Carlo

Figure 2.4 – Densité moléculaire dans une cavité sphérique de rayon Rcav pour un rapport
rayon de cavité sur diamètre d de molécule Rcav/d = 5 et un nombre de molécules fixé
N = 277 calculé selon la formule 2.5.1. Les résultats de la FMT sont comparés avec ceux
de la simulation Monte Carlo présentée dans [48].

La figure 2.4 représente la distribution de densité moléculaire ρ(r) d’un fluide de sphères
dures de diamètre d contenu dans une cavité sphérique de rayon Rcav calculée par la version
de Rosenfeld de la FMT (courbe bleue). Cette densité est bien sûr nulle dans la zone
d’exclusion radiale externe d’épaisseur d/2. Elle est comparée avec la simulation de Monte
Carlo (carrés rouges) de Kim et al. [48]. La comparaison entre les deux méthodes est très
satisfaisante. Le calcul [48] est effectué dans l’ensemble canonique avec un nombre N de
molécules fixé

N =

∫ Rcav−d/2

0
ρ(r)dr (2.5.1)

alors que dans l’approche de la FMT le potentiel chimique est fixé en équilibre avec une
densité du bulk fixée. Pour pouvoir comparer nos résultats avec les résultats de Kim et
al [48], il est nécessaire de trouver par interpolation la densité du bulk correspondant au
nombre N de molécules imposé.

Afin d’affirmer l’efficacité de ce modèle, d’autres géométries sont testées comme le pore
cylindrique de la figure 2.5. Dans le pore cylindrique, la longueur du cylindre est supposée
beaucoup plus grande que le rayon du pore. On peut alors négliger l’effet de la longueur dans
les calculs. Comme la distribution des molécules est uniforme dans la direction longitudinale
du pore, la densité adimensionnée ρd3 est représentée en fonction de la distance à la ligne
de centre. Elle est nulle dans la zone d’exclusion radiale externe. La précision du modèle
FMT 3D est encore très bonne par rapport aux simulations de Monte Carlo.

Mélange de deux gaz

Dans la partie précédente, on a abordé le profil de densité dans le cas d’un seul gaz
et vu l’efficacité du modèle FMT. Dans cette partie, un gaz supplémentaire va être ajouté
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Figure 2.5 – Densité moléculaire dans une cavité cylindrique circulaire de rayon Rcav = 4d
avec ρbd3 = 0.6. Les résultats de la FMT sont comparés avec des simulations de Monte
Carlo présentées dans [17].

possédant un diamètre moléculaire différent du premier gaz. Si on réalise les calculs par une
méthode semi-analytique pour ce problème [84, 54, 53, 50], il est nécessaire que le rapport
des diamètres des molécules des deux gaz soit un nombre entier ou une fraction avec un
numérateur et un dénominateur qui sont de petits nombres. En revanche, si l’on effectue
directement les calculs par Fourier dans l’espace 3D, cette difficulté n’existe plus. Dans
notre programme, toutes les longueurs sont adimensionnées par le diamètre des petites
sphères dures et toutes les densités sont adimensionnées par le cube de ce diamètre.

La figure 2.6 montre la distribution dans un pore sphérique de deux gaz confinés s et
b (comme small et big) avec deux diamètres moléculaires différents (db/ds = 1.5) et deux
nombres de molécules fixés (Ns = 23 et Nb = 66) qui sont calculés par la formule

Ni =

∫ Rcav−di/2

0
ρi(r)dr i ∈ {s, b} (2.5.2)

Le bulk choisi selon les données fournies dans la référence [48] a une compacité totale
nb3 = π(ρbsd

3
s + ρbbd

3
b)/6 = 0.293.

La courbe la plus haute correspond à la densité des grandes sphères dures ρbbd
3
s tandis

que la courbe la plus basse correspond à la densité des petites sphères dures ρbsd3s. Les
résultats de la méthode FMT sont bien en accord avec les simulations de Monte Carlo.

2.5.2 Cas des fluides de Lennard-Jones

Dans la partie précédente, notre méthode a été comparée avec des simulations de Monte
Carlo pour le cas de sphères dures confinées dans un pore cylindrique ou sphérique. Dans
cette partie, on va calculer la distribution des fluides de Lennard-Jones entre deux plaques
parallèles (fente) quand toutes les interactions moléculaires fluide-fluide et solide-fluide sont
prises en compte.

Les calculs sont effectués pour mélange argon-krypton confiné dans une fente de lar-
geur H = 5σAr à la température satisfaisant T ∗ = kBT/ϵAr−Ar = 2. La densité to-
tale adimensionnée du bulk ρbσ

3
Ar est égale à 0.444 avec une fraction molaire d’argon

ρAr/(ρAr + ρKr) = 0.262. Notons que les paramètres sont adimensionnés par le diamètre
de Lennard-Jones de l’argon plutôt que par son diamètre de sphère dure. C’est la raison
pour laquelle on utilise la relation dAr/σAr = (α1T

∗ + α3)/(α2T
∗ + 1) proposée par Lu et
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Figure 2.6 – Densités moléculaires dans une cavité sphérique de rayon Rcav = 5d :
Ns = 23 et Nb = 66 ; rapport db/ds = 1.5. La figure compare les résultats entre la méthode
FMT à trois dimensions utilisant la méthode DFT-FMT 3D et la méthode de Monte Carlo
présentée dans [48].
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Figure 2.7 – Densités moléculaires dans une fente de longueur H = 5σAr pour un mélange
d’argon et de krypton à la température satisfaisant T ∗ = kBT/ϵAr−Ar = 2. La figure
compare les résultats entre la méthode DFT-FMT 3D discrétisée par des voxels et la
méthode de la dynamique moléculaire présentée dans [96].
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al. [63] où α1 = 0.3837, α2 = 0.4293 et α3 = 1.068 donné dans [105]. La discussion de
cette relation est aussi abordée dans le travail de Kierlik et Rosinberg [47]. Afin d’avoir
une comparaison raisonnable, le potentiel extérieur est pris de la forme d’un potentiel de
Lennard-Jones 9-3 selon [96] :

V ext
i (x, y, z) = V ext

i (z) =
31.5ϵsi

2

[(σsi
z

)9
−
(σsi
z

)3]
(2.5.3)

Ce potentiel prend les valeurs suivantes :

Paramètre Unité Ar Kr
σii m 3.405× 10−10 3.63× 10−10

ϵii/kB K 119.8 163.1
σsi/σAr 0.5621 0.588
ϵsi/ϵAr 9.2367 12.1744

Table 2.1 – Paramètres du potentiel de Lennard-Jones pour le mélange argon-krypton.

Comme attendu, la figure 2.7 montre un bon accord entre la méthode DFT-FMT 3D
discrétisée par des voxels et les résultats donnés par la dynamique moléculaire (MD) pour
le mélange des deux gaz argon et krypton. Même au voisinage de la paroi où il y a simul-
tanément une interaction attractive-répulsive, le modèle de Rosenfeld avec ajout du terme
tensoriel (symbolisé par “RS-T”) adhère mieux au pic correspondant au maximum que la
version originale. Cela prouve encore la capacité de notre modèle qui peut résoudre aussi
bien des géométries fermées que des géométries ouvertes telles que la fente (slit-pore).

2.6 Effet de la géométrie sur la force de solvatation

Cette partie vise à étudier l’effet de la géométrie des nanopores sur la force de solvatation
Π, en particulier d’examiner la variation de Π relativement à la forme et à la taille des pores.
Les géométries choisies sont la fente et la cavité sphérique pour lesquelles le problème 3D
peut être ramené à un problème 1D. Les calculs sont effectués dans le cas d’un seul gaz de
type Lennard-Jones : CO2 ou N2. Les paramètres pour CO2 sont donnés dans la table 2.2
tandis que ceux pour N2 sont pris dans l’article de Balzer et al. [6].
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Figure 2.8 – Force de solvatation en fonction du diamètre d’un pore sphérique ou de la
largeur d’une fente dénommés H dans le cas de CO2 avec ρCO2d

3
CO2

= 0.2.
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Figure 2.9 – Force de solvatation en fonction du diamètre d’un pore sphérique ou de la
largeur d’une fente dénommés H dans le cas de N2 avec ρN2d

3
N2

= 0.4.

Les figures 2.8 et 2.9 indiquent la variation de la force de solvatation Π en fonction du
paramètre H qui est le diamètre du pore sphérique ou l’épaisseur entre les deux plaques
parallèles d’une fente en considérant une densité de bulk constante pour CO2 ou N2. Dans
les deux cas, on s’aperçoit que la force de solvatation est très sensible à la taille du pore.
Elle peut varier d’une valeur positive correspondant à une pression sur la paroi solide
du pore à une valeur négative correspondant au contraire à une traction sur la paroi du
pore. Pour le pore sphérique, la force Π varie de manière monotone. En revanche, la fente
conduit à des oscillations de Π pour les deux gaz. Cette différence de comportement de
la force de solvatation entre les deux types de géométrie est un résultat de calcul d’inter-
prétation difficile. Les deux cas sont réalisés par un calcul unidimensionnel mais le pore
sphérique est totalement fermé tandis que la fente est ouverte en ayant seulement défini la
distance entre les deux plaques. L’effet de paroi dû aux autres directions est donc négligé.
Ce comportement non trivial de la fente est abordé et discuté dans la littérature [39, 45].

2.7 Application aux réservoirs de gaz de charbon

Dans cette section, notre modèle est appliqué au cas d’un réservoir de gaz de charbon
(Coalbed Methane) (voir figure 2.10). Le réservoir est caractérisé par deux niveaux de po-
rosité : nanopores et cleats saturés par un mélange CH4-CO2. La formation géologique est
formée d’une matrice solide de charbon contenant des nanopores qui jouent le rôle de sites
de stockage en adsorbant les deux gaz. Cette matrice est parcourue par un réseau de cleats
ayant une perméabilité assez élevée. On va reconstruire numériquement les isothermes d’ad-
sorption dans les nanopores des deux gaz avec les paramètres thermodynamiques pour le
CH4 et le CO2 donnés dans la table 2.2. La caractérisation de ces paramètres sera présentée
en détail au chapitre 3. Selon cette table, on observe que le potentiel intermoléculaire de
CO2-CO2 est 1.5 fois plus grand que celui de CH4-CH4. En appliquant la formule (2.2.72),
le potentiel extérieur exercé par les molécules solides sur les molécules de CO2 sera évidem-
ment plus grand que celui sur les molécules CH4. Le calcul pour le CBM est effectué avec
des densités faibles des gaz. C’est la raison pour laquelle la version originale de Rosenfeld
est choisie. L’objectif essentiel est de comprendre l’adsorption différente des deux gaz.

69



Figure 2.10 – Structure générale d’un réservoir de gaz de charbon (Harpalani et Chen,
1997) [40].

Paramètre Unité CH4 CO2

σs m 3.4× 10−10 3.4× 10−10

ϵsi/kB K 64 83
∆ m 3.6× 10−10 3.6× 10−10

ρs m−3 114× 1027 114× 1027

ϵii/kB K 148 246
σii m 3.75× 10−10 3.95× 10−10

T K 333 333
d m 3.53× 10−10 3.83× 10−10

Table 2.2 – Paramètres des potentiels de Lennard-Jones.
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2.7.1 Cavité sphérique

Dans une cavité sphérique de diamètre D = 4 dCH4 , nous imposons les densités de bulk
pour le méthane et le dioxyde de carbone : ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05. La température

est fixée à T = 333K. Selon la table 2.2, on a dCH4 = 3.53 × 10−10 m et dCO2 = 3.83 ×
10−10 m. Il existe une petite différence de diamètre entre les deux gaz. Toutes les longueurs
sont adimensionnées par le diamètre de la molécule de méthane dCH4 et toutes les densités
sont adimensionnées par d3CH4

.
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Figure 2.11 – Densités moléculaires pour CH4 et CO2 confinés dans un pore sphérique.

Sur la figure 2.11, on peut observer la domination de CO2 en comparaison de CH4. La
raison vient de ce que le dioxyde de carbone CO2 a un potentiel d’adsorption plus de 1.5 fois
plus grand que celui du méthane CH4. C’est pourquoi, quand CO2 apparaît dans la cavité,
il provoque une réduction de la densité de CH4. CO2 a tendance à occuper tout l’espace
disponible libérant ainsi le CH4. L’augmentation du CO2 revient à diminuer l’adsorption
du CH4. Proche de la paroi du solide (mais pas au contact), la densité des gaz passe par un
maximum correspondant au maximum de la force attractive entre les molécules du solide et
les molécules du fluide. Si l’on se rapproche encore plus de la paroi, la densité moléculaire
est décroissante et tend vers 0. La raison vient de la composante répulsive du potentiel de
Lennard-Jones qui éloigne les molécules de gaz de la paroi.

La figure 2.12 montre la dépendance de la force de solvatation Π vis-à-vis de la densité
de chaque gaz dans le bulk en faisant varier la densité de CO2 pour une densité fixée de
CH4. On observe d’abord que cette force est négative. C’est le principe de l’adsorption.
Le solide attire les molécules de gaz. Du fait du principe de l’action et de la réaction, la
force exercée par le fluide sur le solide est donc une traction. Notons aussi que cette force
de solvatation Π est en valeur absolue beaucoup plus grande que la pression d’équilibre.
Quand la pression du bulk est encore faible, les molécules des gaz ont tendance à occuper
la zone attractive du pore. Par conséquent, la force de solvatation Π diminue rapidement
(augmente rapidement en valeur absolue). Cette tendance se poursuit jusqu’au moment
où la zone attractive devient saturée. Ce phénomène correspond au minimum de la courbe
quand la paroi solide attire au maximum les molécules de la phase fluide. Puis, les molécules
des gaz, faute de place, se situent partiellement dans la zone répulsive. C’est la raison pour
laquelle la force de solvatation augmente (diminue en valeur absolue) quand la pression du
bulk devient plus élevée. Le relâchement de la force attractive à la surface du pore fait que
le volume du pore a tendance à augmenter. La force Π joue un rôle capital dans le modèle
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Figure 2.12 – Force de solvatation en fonction de la densité moléculaire des deux gaz confi-
nés dans un pore sphérique de diamètre D = 4 dCH4 avec ρbCH4

d3CH4
= 0.005 ; 0.025 ; 0.05 et

0 ≤ ρbCO2
d3CH4

≤ 0.05.

poromécanique qui sera construit au chapitre 4.

2.7.2 Cavité ellipsoïdale

Les calculs dans une cavité ellipsoïdale (figure 2.13) sont plus difficiles que dans une
cavité sphérique parce que la densité des molécules dépend des coordonnées ponctuelles et
plus seulement du rayon quand les trois demi-axes a ≥ b ≥ c sont différents. De plus, il
faut déterminer le potentiel extérieur selon l’équation (2.2.69) en chaque point du fluide en
intégrant sur tous les éléments de surface du pore.

Pour faciliter cette tâche, on considère le cas d’un oblate qui comporte deux grands axes
ayant la même dimension et un petit axe (voir figure 2.13). Les calculs sont effectués avec
les données suivantes : a = b = 4.5 dCH4 , c = 3.5 dCH4 et ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 et

T = 333K.

Figure 2.13 – Illustration d’une cavité oblate.

La complexité des distributions de densité est aisément perceptible sur les figures. Elles
sont très différentes de celles obtenues dans un pore sphérique. Un demi-quart de l’ellipsoïde
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Figure 2.14 – Densité de CH4 en trois dimensions avec a = b = 4.5 dCH4 , c = 3.5 dCH4 et
ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.

Figure 2.15 – Densité moléculaire de CO2 en trois dimensions avec a = b = 4.5 dCH4 ,
c = 3.5 dCH4 et ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.

est représenté afin d’observer la distribution des gaz dans les deux plans Oyz et Oxz. Les
figures 2.14 et 2.15 donnent la densité adimensionnée de chaque gaz pour tous les points
dans les trois dimensions. Les figures en une dimension 2.16 et 2.17 donnent la densité
des deux gaz suivant les deux axes principaux Ox et Oz. Comme le potentiel d’adsorption
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Figure 2.16 – Densités moléculaires de CH4 et CO2 selon l’axe Ox avec a = b = 4.5 dCH4 ,
c = 3.5 dCH4 et ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.
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Figure 2.17 – Densités moléculaires de CH4 et CO2 selon l’axe Oz avec a = b = 4.5 dCH4 ,
c = 3.5 dCH4 et ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.

est plus élevé, CO2 a tendance à occuper les sites au voisinage de la paroi. Cependant, les
concentrations de CH4 restent plutôt petites par rapport aux concentrations de CO2. Sur la
figure 2.16, la densité de CO2 du premier pic à gauche vaut approximativement 2.5 tandis
que celle de CH4 vaut 0.5. Le rapport entre la densité des deux gaz est donc de l’ordre de 5.
Sur la figure 2.17, cette proportion est de l’ordre de 4. Le dioxyde de carbone domine donc
presque entièrement l’espace à l’intérieur du pore. L’asymétrie entre les axes provoque une
anisotropie de la densité moléculaire du mélange des deux gaz. Pour la densité de CO2, le
pic le plus élevé appartient à l’axe Ox et est très proche de la paroi. En revanche, les pics
les plus hauts pour CH4 sur les deux axes Ox et Oz ont presque la même valeur.

Dans les études présentées ci-dessus, le potentiel extérieur exercé par le solide sur le
fluide est calculé en appliquant l’équation (2.2.69). Cette méthode n’est efficace que pour
des géométries paramétrisées par des équations telles que la fente, le cylindre, la sphère ou
l’ellipsoïde dont nous connaissons parfaitement la localisation (voire l’équation) des points
de la surface. La difficulté du calcul augmente considérablement dans le cas d’une cavité de
forme quelconque. Pour résoudre cette difficulté, la surface est alors approchée en utilisant
les points au bord du maillage tridimensionnel fourni par les voxels. La construction de la
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Figure 2.18 – Maillage surfacique de la cavité.
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Figure 2.19 – Densités moléculaires de CH4 et CO2 dans une cavité oblate selon l’axe
Ox avec a = b = 4.5 dCH4 , c = 3.5 dCH4 et ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.

surface est établie en utilisant une triangulation de Delaunay implémentée dans MATLAB.
Pour vérifier que cette procédure est correcte, nous allons la tester sur l’ellipsoïde représenté
sur la figure 2.18. En définissant la surface par les points de bord du maillage, on est capable
de calculer le potentiel extérieur (ainsi que la densité de particules de gaz). Les résultats
obtenus par cette méthode sont comparés avec les solutions utilisant la formule (2.2.69).
On observe sur les deux figures 2.19 et 2.20 que les résultats pour les deux méthodes sont
pratiquement identiques aussi bien pour CH4 que pour CO2. Il faut toutefois noter que
l’exactitude de l’approximation de la surface par les points au bord du maillage est très
dépendante du nombre total de voxels choisi.

Le modèle précédent peut être appliqué au calcul des propriétés thermodynamiques
comme l’adsorption d’excès Γ. L’adsorption d’excès du gaz i avec i= CH4 ou CO2 est
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Figure 2.20 – Densités moléculaires de CH4 et CO2 dans une cavité oblate selon l’axe Oz
avec a = b = 4.5 dCH4 , c = 3.5 dCH4 et ρbCH4

d3CH4
= ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.

définie par :

Γi =
1

Vpore

∫
Vpore

(ρi(r)− ρbi)dr (2.7.1)
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0
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Figure 2.21 – Adsorption d’excès isotherme Γ pour a = b = 4.5 dCH4 et c = 3.5 dCH4

avec une densité de bulk de CH4 fixée ρbCH4
d3CH4

= 0.05 et une densité de bulk de CO2

variant de ρbCO2
d3CH4

0.00001 à 0.05.

Sur la figure 2.21, on présente l’adsorption d’excès isotherme des deux gaz en fonction
de la densité de bulk de CO2 pour une densité de bulk de CH4 fixée. La quantité de CO2

adsorbée augmente avec ρCO2 . De plus, ce comportement cause une forte réduction de la
concentration de CH4 dans la cavité en raison du potentiel d’adsorption plus élevé du CO2
avec le solide qui est ici le carbone.

Enfin, la formule (2.3.30) établie dans la partie précédente nous permet de calculer la
force de solvatation à la surface de l’ellipsoïde pour les mêmes données. On sait que la force
s’exerçant sur la surface n’est plus réductible à une pression (force normale uniforme) quand
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Figure 2.22 – Partie normale de la force de solvatation pour a = b = 4.5 dCH4 et c =
3.5 dCH4 avec ρbCH4

d3CH4
= 0.05, ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.
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Figure 2.23 – Valeurs absolues de la partie tangentielle de la force de solvatation pour
a = b = 4.5 dCH4 et c = 3.5 dCH4 avec ρbCH4

d3CH4
= 0.05, ρbCO2

d3CH4
= 0.05 à T = 333K.

les trois axes n’ont pas la même valeur. Grâce à la symétrie par rapport à chaque plan (Ox,
Oy), (Oy, Oz) et (Oz, Ox), on peut représenter la force uniquement aux positions x ≥ 0,
y ≥ 0 et z ≥ 0. En outre, la section perpendiculaire à l’axe z est un disque circulaire. Il suffit
donc de tracer la force en fonction de la coordonnée z du petit axe de demi-longueur c. La
figure 2.22 représente la composante normale de la force de solvatation exercée par le fluide
sur la surface de la cavité ellipsoïdale pour trois valeurs de c = [3.5, 4, 4.5] dCH4 tandis
que les deux autres demi-axes de même longueur (a = b = 4.5 dCH4) sont fixés. On observe
que cette force est attractive (toutes ses valeurs sont négatives), oscille de z/dCH4 = 0 à
z/dCH4 = c et passe par un maximum à l’extrémité de l’ellipsoïde z/dCH4 = c. La force
normale est négative et beaucoup plus élevée en valeur absolue que la pression du bulk
pb = 8.31 MPa. Pour les petites valeurs de c/a, cette composante varie considérablement
en fonction de la position sur la surface, tendant à être uniforme lorsque c/a→ 1. La figure
2.23 montre l’amplitude de la composante tangentielle Πt en fonction de z. Nous pouvons
observer que cette composante tangentielle est beaucoup plus petite que la composante
normale et peut donc être négligée dans le calcul de la force de solvatation. De plus, pour
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une cavité sphérique, la composante tangentielle s’évanouit comme prévu.

2.8 Accélération de méthode par GPU (Graphics Processing
Unit)

Un des grands avantages de notre nouvelle méthode est de pouvoir être exécutée sur des
processeurs graphiques (GPU ou Graphics Processing Unit) pour accélérer les performances
de calcul. Les GPU possèdent plusieurs petits cœurs qui sont plus efficaces que ceux du
système CPU (Central Processing Unit). D’autre part, le système GPU a une architecture
parallèle qui permet de mettre en œuvre simultanément plusieurs tâches.

MATLAB fournit une boîte à outils puissante pour le calcul sur GPU. On peut trans-
férer des variables de CPU à GPU par la fonction gpuArray et les récupérer sur CPU après
avoir terminé le calcul par la fonction gather.

64 128 256
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Figure 2.24 – Comparaison du temps de calcul par GPU et par CPU avec D = 5 dCH4

avec ρbCH4
d3CH4

= 0.1 pour N = [64, 128, 256].

La comparaison est réalisée sur le centre de calcul EXPLOR de l’Université de Lorraine.
Le système CPU utilisé comporte deux processeurs de type Broadwell Intel Xeon E5-
2683 v4 (16 cœurs cadencés à 2.10 GHz, soit 32 cœurs par nœuds) tandis que le système
GPU utilise deux cartes de NVIDIA GeForce GTX 1080 Ti (Lien consulté http://explor-
tech.univ-lorraine.fr/fr/materiel/ ). La comparaison est effectuée dans le cas D = 5 dCH4

avec ρbCH4
d3CH4

= 0.1 pour N = [64, 128, 256]. Il faut rappeler que le milieu (solide +
nanopores) est discrétisé en N3 voxels. La figure 2.24 représente le temps de calcul en
fonction de N pour les deux systèmes. La différence de temps de calcul entre les deux
méthodes est négligeable quand N est petit. L’écart augmente au fur et à mesure avec N .
L’écart le plus important est avec N = 256 où le calcul sur GPU est 4 fois plus rapide que
celui sur CPU. GPU est manifestement plus performant pour de gros calculs.

2.9 Conclusion

Une nouvelle méthode numérique pour résoudre les équations DFT-FMT appliquées à
un mélange fluide de Lennard-Jones dans un nanopore de forme arbitraire a été développée
dans ce travail. La discrétisation en voxels et la transformation rapide de Fourier permettent
de résoudre efficacement les termes de convolution en utilisant une formule analytique pour
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les transformées de Fourier des fonctions poids. Cette méthode a l’énorme avantage de
pouvoir calculer les densités de fluide adsorbé pour n’importe quelle structure de pore.

Une fois la distribution des densités de fluide dans le nanopore connue, la force de
solvatation, c’est-à-dire la force exercée par les molécules de gaz adsorbées sur la surface
solide, peut être calculée à partir d’une nouvelle formulation basée sur deux approches
différentes : soit une approche mécanique soit une approche thermodynamique. Une analyse
précise du comportement de la force de solvatation a été réalisée dans le cas d’un mélange
de CH4 et de CO2 adsorbé dans les nanopores d’une veine de charbon où le dioxyde de
carbone remplace le méthane lors de la récupération améliorée du gaz de houille (ECBM).
Il a été démontré qu’il s’agit d’une force attractive qui dépend des densités de fluide et de la
dérivée du potentiel extérieur. Pour des géométries complexes comme un pore ellipsoïdal,
la force de solvatation est composée d’une partie normale, qui provoque le gonflement ou
le retrait du pore et d’une composante tangentielle qui est beaucoup plus petite que la
composante normale.
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Chapitre 3

Pression du bulk et équation d’état

L’objectif de ce chapitre est de déterminer l’équation d’état et le potentiel chimique d’un
gaz ou d’un mélange de gaz dans un bulk, c’est-à-dire en l’absence de potentiel extérieur.
Deux raisons justifient cet exercice. D’abord, nous avons vu au chapitre précédent que le
bulk sert d’état de référence pour le gaz. Il est donc important d’avoir une même description
avec les mêmes paramètres pour le gaz dans le bulk que pour le gaz dans les nanopores.
Ensuite, pour avoir un comportement plus réaliste du gaz, nous avons introduit un potentiel
intermoléculaire de type Lennard-Jones qui fait apparaître différents paramètres qu’il s’agit
de déterminer à partir de l’équation d’état du bulk.

Un gaz réel se comporte différemment d’un gaz parfait. L’écart entre les deux types de
gaz est généralement évalué à l’aide du facteur de compressibilité Z introduit par la relation
pbV = ZnRT où pb est la pression du gaz réel, V le volume qu’il occupe, n le nombre de
moles, T la température absolue et R la constante des gaz parfaits. À l’évidence, pour
un gaz parfait Z = 1. Les équations d’état à température T fixée seront généralement
représentées sous la forme d’une courbe Z en fonction de la pression pb. Aux faibles valeurs
de la pression, la densité moléculaire est faible et les molécules éloignées les unes des autres
n’ont pas ou peu d’interaction entre elles. C’est la condition d’application de la théorie du
gaz parfait et alors Z = 1.

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) ainsi
que la théorie fondamentale de la mesure (FMT) pour calculer la pression réelle non seule-
ment d’un gaz pur mais aussi d’un mélange de gaz en prenant en compte l’interaction entre
les molécules. L’estimation de cette pression joue un rôle très important pour le problème
de transport en milieu poreux. Nous considérons que les molécules sont des sphères dures.
Le modèle comprend trois paramètres pour chaque gaz : le diamètre de sphère dure, le
diamètre apparaissant dans l’expression du potentiel de Lennard-Jones et le puits minimal
de ce potentiel. Ces trois paramètres seront optimisés par rapport à des équations d’état
“raisonnables” soit théoriques soit expérimentales. Il faut noter que l’on travaille à des
températures éloignées de la température critique surtout pour le méthane.

Différentes équations d’état classiques seront d’abord passées en revue et comparées
avec des données expérimentales. Le calcul de la pression d’équilibre en utilisant le concept
de la DFT-FMT sera ensuite présenté. Puis, l’optimisation des paramètres du modèle
DFT-FMT sera effectuée en ayant préalablement vérifié la sensibilité de ces paramètres sur
le calcul de l’équation d’état. Enfin, on discutera d’une méthode de détermination de la
pression partielle d’un gaz dans un mélange de gaz réels.
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3.1 Équations d’état typiques

La variation de la pression d’un gaz réel en fonction du volume et de la température a
toujours été un sujet attirant pour les chercheurs. Il y a cent-cinquante ans, en 1873, Van
der Waals (VdW) a proposé dans sa thèse une nouvelle équation d’état [106]. Cette équation
plus précise que la loi du gaz parfait prend en compte la taille finie des molécules ainsi
que leur interaction attractive. La forme de l’équation de Van der Waals est très simple :
deux paramètres empiriques a et b sont introduits sur la base de mesures expérimentales
et sont reliés à la pression et à la température critiques. Redlich et Kwong ont formulé une
équation plus précise que celle de VdW [78]. Les paramètres a et b sont maintenant définis
par des formules explicites dépendant de la pression et de la température critiques. Ils ont
aussi montré que le terme attractif dépend de la température. Plus tard, Soave a modifié
l’équation de Redlich-Kwong en introduisant le facteur acentrique ω inventé par Pitzer [76].
Ce terme prend en compte la non-sphéricité (centricité) des molécules afin de décrire plus
rigoureusement l’interaction intermoléculaire. L’équation de Peng et Robinson en modifiant
la formulation du terme attractif fournit un bon accord avec le comportement PV T des
gaz [73]. D’autres équations existent décrivant assez correctement la pression des gaz réels
comme celle de Patel-Teja-Valderrama [103]. Pour chaque gaz spécifique comme CH4 ou
CO2, on peut utiliser des équations semi-empiriques contenant de multiples coefficients
basées respectivement sur les résultats expérimentaux de Bender [92] et Span-Wagner [97].

3.1.1 Équation de Van der Waals

L’équation de Van der Waals [106] s’écrit sous la forme :

pb =
RT

Vm − b
− a

V 2
m

(3.1.1)

où
• Vm est le volume molaire (m3/mol),
• a et b sont des coefficients dépendant de la température et de la pression critiques

du gaz considéré.
Par rapport à la loi du gaz parfait, Van der Waals a introduit le paramètre b qui re-

présente le volume occupé par les molécules et le paramètre a qui traduit l’interaction
attractive entre les molécules. Ces paramètres sont obtenus à partir des données expéri-
mentales et sont reliés à la température et à la pression critiques.

3.1.2 Équation de Soave-Redlich-Kwong

L’équation de Soave-Redlich-Kwong [95] est une version avancée de celle introduite par
Redlich-Kwong [78]. Elle propose que le coefficient a de VdW ne dépende pas seulement des
propriétés critiques mais aussi de la température considérée. Ce coefficient est modifié par
l’ajout d’un paramètre supplémentaire pour décrire plus exactement l’interaction attractive
entre les molécules. De plus, le coefficient a dépend maintenant du facteur acentrique
ω introduit par Pitzer [76]. Ce facteur prend en compte l’effet des molécules complexes
non sphériques quand la force intermoléculaire résulte de la somme de l’interaction entre
l’ensemble des atomes au lieu de se limiter à une interaction entre les centres des molécules.

pb =
RT

Vm − b
− a

Vm(Vm + b)
(3.1.2)

où
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• a = 0.42747
R2T 2

c

Pc
α(T )

avec α(T ) = (1 + (0.48 + 1.574ω − 0.176ω2)(1− T 0.5
r ))2 et Tr =

T

Tc
,

• b = 0.08664
RTc
Pc

,

où Pc est la pression critique et Tr est défini comme le rapport entre la température T
considérée et la température critique Tc.

3.1.3 Équation de Peng-Robinson

Basée sur la simplicité d’une équation d’état à deux constantes, Peng et Robinson ont
proposé une modification de l’équation d’état en faisant dépendre le terme attractif du
volume molaire Vm [73].

pb =
RT

Vm − b
− a

V 2
m − 2bVm − b2

(3.1.3)

où les paramètres a et b sont maintenant donnés par

• a = 0.45724
R2T 2

c

Pc
α(T )

avec α(T ) = (1 + (0.37464 + 1.54226ω − 0.26992ω2)(1− T 0.5
r ))2

• b = 0.07780
RTc
Pc

Selon la littérature, cette équation fonctionne bien à l’équilibre liquide-vapeur et pour
des mélanges de gaz [73].

3.1.4 Équation de Patel-Teja-Valderrama

En plus de ces trois équations très utilisées dans la pratique, l’équation de Patel-Teja-
Valderrama [103] qui fait intervenir trois paramètres ac, b, c est une alternative intéressante :

pb =
RT

Vm − b
− acα(TR)

Vm(Vm + b) + c(Vm − b)
(3.1.4)

où :

ac = Ωa
R2T 2

c

Pc

b = Ωb
RTc
Pc

c = Ωc
RTc
Pc

Ωa = 0.66121− 0.76105Zc

Ωb = 0.02207 + 0.20868Zc

Ωc = 0.57765− 1.87080Zc

α(TR) = [1 + F (1− T 0.5
r )]2

F = 0.46283 + 3.58230(ωZc) + 8.19417(ωZc)
2

(3.1.5)

Zc est la compressibilité critique égale à :

Zc =
Pc

ρckBTc
(3.1.6)

Notons que la densité critique ρc est définie par le nombre de molécules par mètre cube.
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3.1.5 Équation de Bender pour CH4

Les équations indiquées ci-dessus sont des équations générales qui peuvent s’appliquer
à tous les gaz. Une équation dédiée au méthane construite sur l’expansion de la pression
en fonction de la densité molaire (expansion du viriel) a été proposée par Bender [92].

pb = RTρm +Bρ2m + Cρ3m +Dρ4m + Eρ5m + Fρ6m

+(G+Hρ2m)ρ3m exp(−a20ρ2m) (3.1.7)

où ρm est la densité molaire exprimée en (mol/dm3).

B = a1/T − a2 − a3/T − a4/T
2 − a5/T

3

C = a6T + a7 + a8/T
D = a9T + a10
E = a11T + a12
F = a13
G = a14/T

2 + a15/T
3 + a16/T

4

H = a17/T
2 + a18/T

3 + a19/T
4

(3.1.8)

Les coefficients a1 à a20 de l’équation de Bender sont donnés dans la table 2 de l’article
de Sievers et Schulz [92].

3.1.6 Équation de Span-Wagner pour CO2

L’équation de Span-Wagner est établie à partir de données expérimentales et des pro-
priétés thermodynamiques du dioxyde de carbone. Elle fournit une forme explicite de
l’équation d’état jusqu’à une pression 800 MPa. En raison de la complexité de cette équa-
tion, nous renvoyons le lecteur à l’article de Span et Wagner [97].

3.1.7 Comparaison des équations d’état avec des résultats expérimen-
taux

La table 3.1 donne les propriétés physiques et les paramètres des équations d’état pour
le méthane et le dioxyde de carbone.

Paramètre Unité CH4 CO2

Tc K 190.546 [1] 304.1272 [97]
Pc MPa 4.599 [1] 7.3773 [97]
ρc kg/m3 162.7 [1] 467.6 [97]
ω 0.013 [76] 0.225 [76]

aVdW Pa.m6/mol2 0.225 [41] 0.3637 [41]
bVdW m3/mol 4.28e-5 [41] 4.27e-5 [41]

Table 3.1 – Propriétés physiques et paramètres des équations d’état pour le méthane et
le dioxyde de carbone.

Méthane (CH4) Comme montré sur la figure 3.1, les équations d’état de Bender et de
Patel-Teja-Valderrama (PTV) sont les meilleures équations pour évaluer la compressibilité
de CH4 en fonction de la pression tandis que la courbe donnée par VdW est loin des
résultats expérimentaux. Les équations de Soave-Redlich-Kwong et de Peng-Robinson sont

84



0 0.5 1 1.5 2

107

0.8

0.85

0.9

0.95

1
Van der Waals
Soave-Redlich-Kwong
Peng-Robinson

Patel-Teja-Valderrama
Bender
Experimental Data

Figure 3.1 – Comparaison des équations d’état avec les résultats expérimentaux de Tsuji
et al. [65] pour CH4 à la température T = 323.15 K.

plus précises que l’équation de VdW. Les erreurs maximales entre les équations de Bender
et de PTV par rapport aux données expérimentales sont respectivement 0.09 % et 0.25 %.
De ce fait, l’équation de Bender sera choisie pour optimiser les paramètres de la théorie
DFT-FMT.
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Figure 3.2 – Comparaison des équations d’état avec les résultats expérimentaux de Mihara
et Sagara [102] pour CO2 à la température T = 360 K.

Dioxyde de carbone (CO2) Parmi les équations présentées sur la figure 3.2, les équa-
tions de Span-Wagner, de PTV et de Peng-Robinson sont les courbes qui coïncident le
mieux avec les résultats expérimentaux avec des erreurs maximales respectivement de
0.23 %, 1.3 % et 1.72 %. L’équation de Soave-Redlich-Kwong est légèrement décalée par
rapport aux données expérimentales tandis que l’équation de VdW donne une courbe très
différente des autres lorsque la pression du bulk augmente.

Notons que dans les comparaisons ci-dessus, en plus de l’équation de Bender pour
le CH4 et l’équation de Span-Wagner pour le CO2, l’équation d’état générale de Patel-
Teja-Valderrama est une option convenable si l’on recherche une formule simple pour des
pressions pas trop élevées.
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3.2 Pression du bulk en tenant compte de l’interaction inter-
moléculaire

Par souci de cohérence avec l’analyse développée à l’échelle nanoscopique, plutôt que
d’utiliser une expression semi-empirique pour l’équation d’état des gaz ou des mélanges de
gaz, le modèle du chapitre 2 va être appliqué au cas d’un bulk. La section suivante optimi-
sera alors le choix des paramètres de ce modèle à partir des expressions semi-empiriques.

Le système considéré ici contient ν espèces (1 ≤ i ≤ ν) qui sont des sphères dures avec
un potentiel intermoléculaire wij(r, r

′) ≡ wij(|r − r′|). Dans un bulk (volume V de très
grande taille), il n’y a pas de forces extérieures et les densités moyennes volumiques des ν
espèces sont uniformes en espace (ρi(r) ≡ ρi). L’énergie libre F d’un tel système s’écrit :

F = F id + Fex = kBT V

ν∑
i=1

ρi
[
ln
(
Λ3
i ρi
)
− 1
]

︸ ︷︷ ︸
Gaz parfait

+ kBT V Φ({nα})︸ ︷︷ ︸
Excès des sphères dures

+
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫∫
gij(r, r

′)wij(|r− r′|)drdr′︸ ︷︷ ︸
Excès du potentiel intermoléculaire

(3.2.1)

où gij(r, r
′) est la fonction de distribution de paire des molécules : ρjgij(r, r′) dr′ est le

nombre moyen de molécules j contenues dans le volume dr′ au voisinage du point r′ sa-
chant qu’une molécule i est située au point r. Les fonctions de distribution dans le bulk
ne dépendent que de la distance entre les molécules : gij(r, r′) = gij(|r − r′|). Avec une
hypothèse de champ moyen (mean-field approximation) [47], la fonction gij(r) est donnée
par

gij(r) =

{
1 si r > dij =

di + dj
2

0 sinon
(3.2.2)

La seconde condition est nécessaire sinon l’intégrale du terme de potentiel intermoléculaire
va diverger pour r = 0 (cas de la répulsion de Lennard-Jones ou des sphères dures). En fai-
sant le changement de variable r′′ = r′−r, l’intégrale du terme de potentiel intermoléculaire
s’écrit :

∫∫
gij(|r− r′|)wij(|r− r′|)drdr′ =

∫∫
gij(|r′′|)wij(|r′′|)drdr′′

=

(∫
dr

)(∫
|r′′|>dij

wij(|r′′|) dr′′
)

= V

∫
|r′′|>dij

wij(|r′′|) dr′′

(3.2.3)
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L’énergie libre du bulk par unité de volume s’écrit finalement :

F
V

= kBT

ν∑
i=1

ρi
[
ln
(
Λ3
i ρi
)
− 1
]

︸ ︷︷ ︸
Gaz parfait

+ kBTΦ({nα})︸ ︷︷ ︸
Excès des sphères dures

+
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫
|r|>dij

wij(|r|)dr︸ ︷︷ ︸
Excès du potentiel intermoléculaire

(3.2.4)

Le terme 1/2 devant l’intégrale de l’excès du potentiel intermoléculaire est dû à la super-
position des sommes de i et j.

Les moyennes pondérées dans le bulk s’écrivent avec di = 2Ri :



n3 =
ν∑

i=1

ρi
4

3
πR3

i =

ν∑
i=1

Ni

V

4

3
πR3

i

n2 =

ν∑
i=1

ρi 4π R
2
i =

ν∑
i=1

Ni

V
4π R2

i

n1 =

ν∑
i=1

ρiRi =

ν∑
i=1

Ni

V
Ri

n0 =

ν∑
i=1

ρi =

ν∑
i=1

Ni

V

n1 = n2 = 0

(3.2.5)

où Ni est le nombre de molécules i contenues dans le volume V .
Le potentiel chimique est obtenu en dérivant la relation (3.2.4) par rapport à Ni :

µi =

(
∂F
∂Ni

)
T,V,Nj ̸=i

= kBT ln
(
Λ3
i ρi(r)

)︸ ︷︷ ︸
Gaz parfait

+ kBT
∑
α

∂Φ

∂nα

∂nα
∂ρi︸ ︷︷ ︸

Excès des sphères dures

+

ν∑
j=1

ρj

∫
|r|>dij

wij(|r|)dr︸ ︷︷ ︸
Excès du potentiel intermoléculaire

(3.2.6)

La pression du bulk pb est obtenue en dérivant la relation (3.2.4) par rapport à V :

pb = −
(
∂F
∂V

)
T,Ni

=

ν∑
i=1

kBT

[
ρi − Φ− V

∑
α

∂Φ

∂nα

(
∂nα
∂V

)
T,Ni

]

+
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫
|r|>dij

wij(|r|)dr
(3.2.7)
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Il est immédiat de vérifier que V
(
∂nα
∂V

)
T,Ni

= −nα grâce à la relation (3.2.5)

pb = −
(
∂F
∂V

)
T,Ni

= kBTρi︸ ︷︷ ︸
Gaz parfait

+ kBT

(
−Φ+

∑
α

∂Φ

∂nα
nα

)
︸ ︷︷ ︸
Excès des sphères dures

+
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫
|r|>dij

wij(|r|)dr︸ ︷︷ ︸
Excès du potentiel intermoléculaire

(3.2.8)

Une autre manière de calculer la pression est d’introduire le grand potentiel :

Ω = −pb V = F −
∑
i

Ni µi (3.2.9)

D’où, avec β = 1/kBT , en combinant les relations (3.2.4) et (3.2.6) et en ayant noté que∑ν
i=1 ρi

∂nα
∂ρi

= nα

βpb =
ν∑

i=1

ρi − Φ+
∑
α

∂Φ

∂nα
nα +

1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫
|r|>dij

β wij(|r|)dr

=
ν∑

i=1

n0︸ ︷︷ ︸
Gaz parfait

−Φ+
∑
α

∂Φ

∂nα
nα︸ ︷︷ ︸

Excès des sphères dures

+
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫
|r|>dij

β wij(|r|)dr︸ ︷︷ ︸
Excès du potentiel intermoléculaire

(3.2.10)
Les deux relations (3.2.8) et (3.2.10) sont bien évidemment identiques.

3.2.1 Sphères dures

Les deux premiers termes de la relation (3.2.10) correspondent à la pression due aux
sphères dures en y incluant le terme de gaz idéal. Conformément à la discussion du chapitre
précédent, si pour Φ on choisit la version du “White Bear”, la somme de ces deux termes
va donner pour le mélange de sphères dures la pression pMCSL

b de Mansoori, Carnahan,
Starling, Leland donnée par la relation (2.2.54).

3.2.2 Terme de Lennard-Jones

L’approximation WCA [108] divise le potentiel Lennard-Jones en une partie attractive
et une partie répulsive. La partie attractive, la seule retenue dans l’approximation WCA,
est de la forme : dij < r ≤ 21/6σij w = −ϵij

21/6σij < r w = 4ϵij

[(σij
r

)12
−
(σij
r

)6] (3.2.11)

En nommant dij = (di+dj)/2 et en utilisant les équations (2.1.13) et (2.1.14), l’objectif
est de calculer

pLJb =
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

∫
r>dij

wij(r)4πr
2dr (3.2.12)
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Soit

I =

∫
r>dij

wij(r)4πr
2dr =

∫ 21/6σij

r=dij

wij(r)4πr
2dr︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞

21/6σij

wij(r)4πr
2dr︸ ︷︷ ︸

I2

(3.2.13)

D’une part,

I1 = −4πϵij
3

(√
2σ3ij − d3ij

)
(3.2.14)

et, d’autre part, en posant u =

(
r

σij

)3

, du =
3r2

σ3ij
dr

I2 =
16πσ3ijϵij

3

∫ ∞

√
2

(
1

u4
− 1

u2

)
du

=
16πσ3ijϵij

3

[
− 1

3u3
+

1

u

]∞
√
2

= −
20π

√
2σ3ijϵij

9

(3.2.15)

D’où

pLJb =
1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρj

[
−4πϵij

3

(√
2σ3ij − d3ij

)
−

20π
√
2σ3ijϵij

9

]

= −4π

3

1

2

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρjϵij

[(√
2σ3ij − d3ij

)
+

5
√
2

3
σ3ij

]

= −2π

3

ν∑
i=1

ν∑
j=1

ρiρjϵij

[
8
√
2

3
σ3ij − d3ij

] (3.2.16)

Le terme de Lennard-Jones (LJ) est négatif. Il correspond à une attraction entre les molé-
cules qui contribue à réduire la pression totale du bulk.

3.3 Optimisation des paramètres

Dans cette section, l’objectif est de trouver les meilleurs paramètres pour adapter le
modèle précédent à l’équation d’état de Bender [92] pour CH4 et de Span-Wagner [97] pour
CO2.

L’optimisation des paramètres sera réalisée en utilisant la fonction lsqnonlin de MAT-
LAB avec l’algorithme “trust-region-reflective”. Pour cet algorithme, le système non linéaire
d’équations ne peut pas être sous-déterminé, c’est-à-dire que le nombre d’équations doit
être au moins aussi grand que le nombre des inconnues. La température considérée est
T = 318K.

3.3.1 Paramètres pour CH4

La figure 3.3 représente la structure moléculaire de CH4 avec un atome de carbone et
quatre atomes d’hydrogène disposés symétriquement autour de lui. Vu la forme de cette
molécule, il est raisonnable de la considérer comme une molécule sphérique.

Pour vérifier la sensibilité des paramètres
{
d, σff , ϵff

}
qui influencent directement la

pression du bulk calculée par le modèle DFT-FMT, on fait varier chaque paramètre d’une
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Figure 3.3 – Structure moléculaire du méthane.
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Figure 3.4 – Sensibilité des paramètres pour CH4.

quantité infinitésimale, les deux autres paramètres étant fixés. La sensibilité à un paramètre
est une fonction sans dimension dont l’expression est donnée ci-dessous :

fi = xi
∂pb
∂xi

avec xi ∈
{
d, σff , ϵff

}
(3.3.1)

L’intervalle de densité du bulk adimensionnée choisi pour l’optimisation est ρbd3 ∈
[0 ; 0.15]. Le diamètre des sphères dures d et les paramètres de Lennard-Jones σff , ϵff

pour le méthane sont respectivement d = 0.380 nm, σff = 0.381 nm et ϵff = 148.2 kB T .
Sur la figure 3.4, on voit que le diamètre de sphère dure d et le diamètre de Lennard-
Jones σff sont les facteurs les plus sensibles sur le comportement de la pression du bulk
alors que la profondeur du puits de potentiel ϵff joue un rôle moins important que les
deux autres paramètres. En prenant l’équation (3.2.8), la pression du bulk comporte trois
termes. Le premier terme correspond à la pression du gaz parfait : il est indépendant des
paramètres considérés. Le deuxième terme provenant de l’énergie libre d’excès des sphères
dures dépend uniquement du diamètre des sphères dures. Enfin, le dernier terme qui tient
compte de l’interaction moléculaire de type Lennard-Jones dépend des trois paramètres. Si
l’on regarde la formule pour pLJb dans l’équation (3.2.16), on se rend compte que d et σff

apparaissent à la puissance 3 tandis que ϵff apparaît seulement à la puissance 1. Il faut
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également noter que les courbes de sensibilité pour βϵffCH4
(où β = 1/(kBT )) et σffCH4

ont à
peu près la même allure (les deux courbes sont homothétiques). Ces deux paramètres sont
donc corrélés et il sera difficile sinon impossible de pouvoir les identifier séparément.

Il est donc raisonnable de rechercher dCH4 et σffCH4
pour une valeur fixée de βϵffCH4

. Pour
une température constante T = 318K, on va prendre βϵffCH4

= 148.2 [29]. Le domaine de
variation des paramètres retenu est [3.; 4.25]×10−10 m. La méthode utilisée est la méthode
des moindres carrés. Le critère de convergence est choisi de manière à ce que la variation
absolue de la fonction objectif à minimiser entre deux pas consécutifs soit inférieure à
1.× 10−6. Le diamètre de sphère dure dCH4 trouvé est égal à 3.56× 10−10 m et le diamètre
de Lennard-Jones est σffCH4

= 3.78× 10−10 m.
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Figure 3.5 – Comparaison entre le modèle DFT-FMT et l’équation d’état de Bender pour
CH4.

Sur la figure 3.5, la pression maximale dépasse presque deux fois la pression critique du
méthane mais le modèle fonctionne encore bien par rapport à l’équation de Bender. Grâce
à cette figure, on se rend compte que le facteur de compressibilité Z du CH4 n’est pas très
éloigné de 1.

3.3.2 Paramètres pour CO2

Figure 3.6 – Structure moléculaire du dioxyde de carbone.

La figure 3.6 représente la structure moléculaire du dioxyde de carbone. CO2 possède
une structure très différente de celle du méthane. Le CO2 est une molécule linéaire avec un
atome de carbone au centre et deux atomes d’oxygène de chaque côté. Rappelons que le
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Figure 3.7 – Sensibilité des paramètres pour CO2.

concept de sphère dure considère le CO2 comme une molécule sphérique. L’optimisation des
paramètres est faite sur un intervalle de densité du bulk adimensionné ρbd3 ∈ [0 ; 0.2]. Le
diamètre des sphères dures d et les paramètres de Lennard-Jones σff , ϵff pour le dioxyde
de carbone sont respectivement 0.38 nm, 0.40 nm et 246.15 kBT .

Comme dans le cas du CH4, le diamètre de sphère dure et le diamètre de Lennard-Jones
influent considérablement sur la pression du bulk, davantage que le puits de potentiel ϵffCO2

.
De la même manière que pour CH4, on fixe une valeur βϵffCO2

= 246.15 [29] pour T = 318
K et on utilise le même critère de convergence que dans la section précédente. La solution
optimale pour le diamètre de sphères dures est dCO2 = 3.9 × 10−10 m et pour le diamètre
de Lennard-Jones, σffCO2

= 4.0 × 10−10 m.
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Figure 3.8 – Comparaison entre le modèle DFT-FMT et l’équation d’état de Span-Wagner
pour CO2.

La figure 3.8 représente le facteur de compressibilité Z de CO2 en fonction de la pression
de bulk calculée par le modèle DFT-FMT et par l’équation de Span-Wagner. Un excellent
accord entre les deux approches est montré même si la pression du bulk pb dépasse la
pression critique Pc = 7.38 MPa.
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3.3.3 Application aux mélanges

Les optimisations séparées pour CH4 et CO2 fonctionnent parfaitement pour donner
les équations d’état relatives à chacun des deux gaz purs. Le problème posé maintenant est
d’estimer si ces paramètres trouvés indépendamment pour chaque gaz peuvent être utilisés
pour prévoir l’équation d’état d’un mélange de ces deux gaz.

Dans cette partie, les valeurs optimisées séparément pour le calcul de l’équation d’état
de CH4 et CO2 purs vont être utilisées pour le calcul de l’équation d’état de leur mélange.
L’interaction intermoléculaire se produit désormais non seulement entre deux molécules
d’un même gaz mais aussi entre deux molécules de gaz différents. Les paramètres corres-
pondant à l’interaction entre CH4 et CO2 vont être déterminés en utilisant les règles de
Lorentz (2.1.13) et Berthelot (2.1.14).
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Figure 3.9 – Comparaison entre le modèle DFT-FMT et les données de Brugge [20] pour
un mélange de CH4 et CO2.

La figure 3.9 montre la pression totale pTb en fonction de la densité adimensionnée de
CO2 pour quatre rapports différents de densités volumiques des deux gaz ρCO2/ρCH4 . Les
courbes bleues continues sont obtenues par le modèle DFT-FMT tandis que les points
rouges correspondent aux données semi-empiriques fournies par Brugge et al. [20]. Il faut
noter que dans les expériences de Brugge, la température T est égale à 320 K et les pa-
ramètres des gaz sont optimisés pour une température T = 318 K. Cette différence est
négligeable et l’on observe que les courbes théoriques prédisent assez bien le comportement
du mélange CH4 − CO2 pour les quatre ratios.

3.4 Pression partielle d’un mélange de gaz réels

La définition de la pression partielle d’un gaz dans un mélange de gaz réels est une
notion délicate. Dans ce paragraphe, nous allons proposer une méthode permettant de
calculer précisément la contribution mécanique de chacun des composants d’un mélange.

On rappelle que la pression totale réelle du mélange est donnée par :

pTb = (pHS
b )T + (pLJb )T (3.4.1)

où (pHS
b )T représente la partie due aux sphères dures tandis que (pLJb )T correspond à la

partie due au potentiel intermoléculaire de Lennard-Jones.
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En utilisant l’équation (3.2.16), la part due au potentiel de Lennard-Jones (pLJb )T peut
être redistribuée séparément pour chaque gaz i comme indiqué ci-dessous :

(pLJb )i = (pLJb )i−i + (pLJb )i−j = −2π

3
ρi

ν∑
j=1

ρjϵij

[
8
√
2

3
σ3ij − d3ij

]
(3.4.2)

avec i, j ∈ {CH4,CO2}.
La difficulté vient maintenant de la décomposition de la part due aux sphères dures

(pHS
b )T pour chaque gaz.

Figure 3.10 – Fluide confiné par deux plans durs.

Pour résoudre ce problème, on va utiliser le théorème du contact. Quand un fluide de
sphères dures est confiné au voisinage d’un plan dur (figure 3.10), ce théorème dit que la
pression exercée par le fluide sur la paroi est donné par l’expression usuelle des gaz parfaits
avec la densité moléculaire du fluide au contact (à un demi-diamètre de sphère) de la paroi.
Ce sujet est discuté en détail par Hansen et McDonald [39] et peut s’étendre pour calculer
la pression totale du mélange :

(pHS
b )T = kBT

ν∑
i=1

ρHS
i (z =

H − di
2

) (3.4.3)

Quand la distance entre les deux plans durs est assez grande, la concentration des
sphères dans la zone centrale est uniforme correspondant aux conditions d’un bulk. L’équi-
libre mécanique du système impose que la pression (égale à la pression du bulk) soit iden-
tique dans chaque plan parallèle aux plans de confinement. Le pic de concentration maxi-
male à la paroi qui devient alors une constante pour chaque espèce du mélange comme
montré sur la figure 3.11 permet de calculer la pression partielle de bulk des sphères dures
du gaz i basée sur son profil entre les plans durs en utilisant le théorème du contact :

(pHS
b )i = kBTρ

HS
i (z =

H − di
2

) (3.4.4)
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Figure 3.11 – Distribution des sphères dures du mélange correspondant à Hmax =
[7, 12]d1.

En combinant l’équation (3.4.2) et l’équation (3.4.4), la pression partielle du mélange des
gaz réels s’écrit comme suit :

pib = (pHS
b )i + (pLJb )i = kBTρ

HS
i (z =

H − di
2

)− 2π

3
ρi

ν∑
j=1

ρjϵij

[
8
√
2

3
σ3ij − d3ij

]
(3.4.5)

Figure 3.12 – Pression partielle de CH4.

Les figures 3.12 et 3.13 montrent les pressions partielles de CH4 et CO2 dépendant de
la densité dans le bulk du mélange de CH4 et de CO2 avec T = 318 K. Il faut rappeler que
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Figure 3.13 – Pression partielle de CO2.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
0

0.5

1

1.5

2

2.5
107

Figure 3.14 – Pression totale du mélange de CH4 et CO2.
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l’interaction moléculaire se produit non seulement entre les molécules du même gaz mais
aussi avec les molécules de l’autre gaz. Avec les mêmes densités dans le bulk, pCH4

b est en
général plus grande que pCO2

b car le potentiel de Lennard-Jones de CO2 est plus grand que
celui de CH4 en rappelant que le terme de Lennard-Jones tend à diminuer la pression. La
figure 3.14 fournit la pression totale du mélange donnée directement par le modèle FMT ou
calculée par la somme de la pression partielle des composants. Comme attendu, les courbes
sont en très bon accord même avec la densité la plus élevée. L’erreur relative maximum
entre les deux manières de calculer est égale à 1.65 %. Cela prouve la rationalité de notre
méthode de calcul de la pression partielle d’un mélange du gaz réel.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre est présentée une revue rapide des équations d’état commençant avec
Van der Waals et couvrant une époque allant de 150 ans en arrière jusqu’à une période
récente. Parallèlement aux équations simples qui peuvent s’appliquer à différents gaz, des
équations spécifiques ont été établies pour des gaz particuliers. Une comparaison entre
équations théoriques et données expérimentales montre que l’équation de Bender [92] pour
CH4 et l’équation de Span-Wagner [97] pour CO2 sont les meilleurs choix pour ce travail.

On est alors capable de trouver des paramètres raisonnables pour chaque gaz en utilisant
le concept de la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT (Density Functional Theory)
et de la théorie fondamentale de la mesure FMT (Fundamental Measure Theory). Il faut
remarquer que ces théories fonctionnent non seulement pour un gaz pur mais aussi pour un
mélange de gaz en utilisant pour les paramètres les règles de Lorentz-Berthelot. La figure 3.9
de ce chapitre prouve que les paramètres optimisés indépendamment pour chacun des deux
gaz peuvent être utilisés avec succès pour prédire les propriétés d’un mélange CH4 −CO2.
Enfin, la dernière partie de ce chapitre a détaillé une méthode de détermination de la
pression partielle de chaque composant dans un mélange à l’aide du théorème du contact.
Cette décomposition montre que la pression partielle de chacun des gaz peut être calculée
dès que la densité de bulk de chaque gaz est connue.
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Chapitre 4

Modèle poromécanique

Ce chapitre établit un modèle poromécanique pour le réservoir de gaz de charbon en
allant de l’échelle nanoscopique à l’échelle macroscopique en utilisant comme méthode de
changement d’échelle l’homogénéisation périodique. Les pores sont occupés un mélange de
gaz (CH4 et CO2). La matrice de charbon est parcourue par un réseau percolant de fractures
naturelles dénommées cleats. Les gaz sont adsorbés à l’intérieur des nanopores et diffusent
à travers la matrice vers le réseau des cleats où le déplacement des gaz est gouverné par
la loi de Darcy. La matrice de charbon est supposée purement élastique et soumise à la
force de solvatation induite par l’interaction entre les molécules de fluide et la paroi solide
comme présenté dans le chapitre 2. Cette force provoque le gonflement ou la contraction
de la matrice qui modifie l’ouverture des cleats affectant directement la perméabilité du
réservoir. Le réseau de cleats est traité comme un système de dimension de n−1 où n = 2, 3
est la dimension du réservoir. Les contraintes dans les cleats ont des composantes normale
et tangentielle données par la description postulée par Barton et Bandis [7, 10, 9, 11]. Ce
chapitre commence par analyser le rôle de la force de solvatation dans problème mécanique
à l’échelle nanoscopique puis introduit la description de Barton-Bandis retenue pour décrire
le comportement mécanique des cleats.

4.1 Force de solvatation dans le problème mécanique

À l’échelle nanoscopique un mélange de gaz confiné occupe les nanopores en respectant
l’équilibre thermodynamique. Contrairement au bulk, la distribution des molécules de gaz
à l’intérieur du pore est non uniforme à cause du potentiel extérieur de Lennard-Jones
solide-gaz qui entraîne une force répulsive à courte distance et une force attractive à longue
distance. Sur la figure 4.1, Ωn représente les nanopores tandis que la phase solide est notée
Ωs. Le fluide adsorbé exerce une force surfacique éventuellement non uniforme sur la paroi
solide. Cette force surfacique est la somme de la force solvatation Π (définie par rapport
à la pression de bulk du fluide) et de la pression d’équilibre donnée par ff→s = Π+ pm n
où n = nf→s est le vecteur normal unitaire extérieur à la phase fluide. Elle comporte une
partie normale fnf→s et une partie tangentielle f tf→s.

L’équation d’équilibre dans les nanopores s’écrit{
∇ · σn = 0 dans Ωn

σn · n = −ff→s sur Γns
(4.1.1)

où σn est le tenseur des contraintes dans la phase fluide des nanopores présenté au chapitre
2 (§ 2.3.1). Notons que sans la force de solvatation Π, l’équation précédente se ramène au
problème de poroélasticité classique.
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Figure 4.1 – Illustration des domaines dans la matrice de charbon.

4.2 Comportement élastique non linéaire des cleats

Pour compléter la description locale, mais maintenant à l’échelle de la matrice de char-
bon parcourue par le réseau de cleats, considérons la description du contact au travers
des fractures en utilisant la description de Barton-Bandis [7, 10, 9, 11]. Dans ce modèle, la
contrainte entre les cleats est présentée en terme de perturbation de l’ouverture caractérisée
par la distance moyenne d entre les deux faces opposées + et − (figure 4.2).

Figure 4.2 – Illustration de l’interaction mécanique entre deux faces opposées à la surface
du cleat.

La fermeture in-situ à cause de la compression est définie comme la différence entre
l’ouverture maximale Vm (correspondant à une contrainte normale nulle) et l’ouverture
réelle d

JunK = d− Vm (4.2.1)

où JunK est le saut normal de déplacement défini à partir de l’ouverture maximale. Quand
les cleats sont ouverts d = Vm et JunK = 0. En revanche, quand ils sont totalement fermés
JunK = −Vm.

Dans le cadre de notre travail, on s’intéresse à la perturbation relative à un état de
référence (indice 0) qui est quantifiée par le saut de déplacement normal à cause de la
compression Jun,cK. Pour une pression donnée σ̄BB

n entre les deux zones + et − de chaque
côté du cleat, la fermeture du cleat est définie relativement à l’état de référence par la
relation suivante :

JunK = Jun,0K + Jun,cK. (4.2.2)
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avec Jun,cK = u+ · n+ + u− · n− = (u+ − u−) · n+ où u± et n± sont le déplacement et
le vecteur normal correspondant de chaque côté du cleat (figure 4.2). Par conséquent, en
suivant la formulation [7], la relation constitutive entre la fermeture du cleat et la pression
de contact est gouvernée par l’équation hyperbolique proposée par Barton et Bandis

JunK =
σ̄BB
n Vm

KniVm − σ̄BB
n

(4.2.3)

σ̄BB
n =

KniVmJunK
Vm + JunK

(4.2.4)

où σ̄BB
n dénote la composante normale du vecteur contrainte sur la surface des cleats et

Kn,i est la rigidité normale initiale obtenue pour σ̄BB
n = 0. Cette relation peut s’écrire sous

forme incrémentale :

dσ̄BB
n = KndJunK =

KniV
2
m

(Vm + JunK)2
dJunK (4.2.5)

La figure 4.3 représente un profil typique de la composante normale de la contrainte associé
avec la loi de Barton-Bandis. On peut observer la croissance asymptotique de la rigidité
normale Kn quand JunK → −Vm.

Figure 4.3 – Courbe typique associée à la loi hyperbolique de Barton-Bandis.

À côté de la composante normale σ̄BB
n du vecteur contrainte, la composante tangentielle

σ̄BB
τ se comporte de manière plus compliquée [7, 8]. Cependant, dans la limite d’un saut

tangentiel de déplacement Juτ K petit (la contrainte tangentielle doit être moins de 30% la
valeur au pic de cette contrainte [8]), la friction induit un comportement qui reste élastique
linéaire. Par souci de simplification, notre développement ultérieur sera restreint à une
dépendance linéaire de σ̄BB

τ fonction du saut tangentiel de déplacement et gouvernée par
un coefficient de friction constant 0 < µc ≤ 1, défini comme le ratio entre la rigidité
tangentielle et la rigidité normale du cleat.

Kτ

Kτi
=
Kn

Kni
, with µc =

Kτi

Kni
=
Kτ

Kn
(4.2.6)

où Kτi désigne la rigidité tangentielle initiale.
Finalement, en dénotant σ+ et σ− les tenseurs des contraintes sur les deux côtés de la

fracture, le vecteur de la traction tf est donnée par

tf = σ+ · n+ = σ− · n+ ≡ σ · n+ (4.2.7)
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Cette relation peut être écrite :

σ · n+ = KnJunK +Kτ Juτ K (4.2.8)

La relation précédente s’écrit sous forme incrémentale

dσ+ · n+ = dσ− · n+ ≡ dσ · n+

dσ · n+ = KnJdunK +Kτ Jduτ K
avec JdunK = (du+ · n+ + du− · n−)n+ = [(du+ − du−) · n+]n+

et Jduτ K = du+ − du− − JdunK

(4.2.9)

4.3 Homogénéisation réitérée

L’objectif de cette partie est d’effectuer une homogénéisation de la description mé-
canique allant de l’échelle nanoscopique à l’échelle macroscopique en adoptant pour la
porosité une description lagrangienne. La première homogénéisation concernera la matrice
de charbon contenant les nanopores. Puis, ce modèle microscopique sera homogénéisé en
considérant le système discontinu des cleats décrit par la loi de Barton-Bandis.

4.3.1 Modèle nanoscopique

Comme décrit dans la section 4.1, l’échelle nanoscopique comporte une phase solide
désignée par Ωs et une phase fluide dans les pores désignée par Ωn où le comportement
des gaz a déjà été moyenné en utilisant la physique statistique. L’interface entre les deux
phases est dénotée Γns. L’équation de l’équilibre mécanique s’écrit :{

∇ · σn = 0 dans Ωn

∇ · σs = 0 dans Ωs
(4.3.1)

avec comme conditions sur l’interface Γns,

σn · n = σs · n = −(Π+ pm n) (4.3.2)

où n désigne le vecteur normal extérieur à la phase fluide. Le tenseur des contraintes de la
phase solide est donné par :

σs = cs : E(us) dans Ωs (4.3.3)

où cs est le tenseur de rigidité du solide, us dénote le déplacement et E(us) = (∇us +
(∇us)

T)/2 représente le gradient symétrique du déplacement en adoptant l’hypothèse des
petites déformations.

4.3.2 Changement d’échelle pour la matrice

Après avoir établi le modèle nanoscopique, l’étape suivante est le changement d’échelle
en utilisant la procédure de l’homogénéisation périodique pour obtenir le comportement
poroélastique de la matrice. Le milieu est supposé constitué de cellules-unités de longueur
caractéristique ℓ supposées représentatives du milieu qui sont reproduites périodiquement
en espace. Elles se composent d’un domaine solide Zs et du domaine fluide des nanopores
Zn avec l’interface ∂Zns. La longueur caractéristique de la matrice est L et l’on suppose
que ℓ ≪ L. On introduit le petit paramètre de perturbation ε = ℓ/L ≪ 1. Deux systèmes
de coordonnées supposées a priori indépendantes en suivant le principe de séparation des
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échelles sont introduits : une variable dite rapide z définie telle que z/ℓ = O(1) et une
variable lente y telle que y/L = O(1).

En adoptant un point de vue macroscopique (c’est-à-dire en considérant L comme
longueur de référence), l’opérateur dérivation spatiale est défini par :

∇f ε(y, z) = ∇yf
ε(y, z) +

1

ε
∇zf

ε(y, z) (4.3.4)

Notons que dans l’équation précédente ε joue un rôle purement formel indiquant simple-
ment l’ordre de grandeur en ε des différents termes.

Enfin, chaque variable f sera supposée développable en série entière du petit paramètre
ε :

f ε(y, z) =
∞∑
k=0

εkf (k)(y, z) (4.3.5)

Le problème mécanique nanoscopique dépendant de ε est maintenant réécrit dans la
cellule-unité :

σ
(ε)
s = cs : E(u(ε)

s ) = cs :
(
Ey(u

(ε)
s ) + ε−1Ez(u

(ε)
s )
)

dans Zs

∇ · σ(ε)
s = (∇y + ε−1∇z) ·

(
cs : E(u(ε)

s )
)

∇ · σ(ε)
n = 0 dans Zn

σ
(ε)
s · n = σ

(ε)
n · n = −

(
p
(ε)
m n+Π(ε)

)
sur ∂Zns

(4.3.6)

Enfin sur la surface extérieure ∂Zse de la cellule-unité que l’on supposera fermée (voir
plus loin) sont appliquées des conditions de périodicité : égalité des déplacements et des
contraintes normales pour les points se correspondant par périodicité.

On procède alors au regroupement des termes suivant leur ordre de grandeur en puis-
sance de ε. Pour la phase solide Zs, on a :

∇z ·
[
cs : Ez(u

(0))
]
= 0

∇z · σ(0)
s = 0

∇y · σ(0)
s +∇z · σ(1)

s = 0

σ
(0)
s = cs :

[
Ey(u

(0)) + Ez(u
(1))
] (4.3.7)

De même pour la phase fluide des pores Zn, on a :{
∇z · σ(0)

n = 0

∇y · σ(0)
n +∇z · σ(1)

n = 0
(4.3.8)

La condition sur l’interface fluide solide ∂Zns s’écrit :{
σ
(0)
n · n = σ

(0)
s · n = −(p

(0)
m n+Π(0))

σ
(1)
n · n = σ

(1)
s · n

(4.3.9)

A partir des équations (4.3.7), on obtient que u(0)(y, z) = u(0)(y), c’est-à-dire que u(0)

est une variable lente ne variant qu’avec la coordonnée y. De plus, le terme de fluctuation
en u(1) est solution du problème suivant :

∇z ·
(
cs : Ez(u

(1))
)

= 0 dans Zs

Cs :
[
Ey(u

(0)) + Ez(u
(1))
]
· n = −(p

(0)
m n+Π(0)) sur ∂Zns

Périodicité sur ∂Zse

(4.3.10)
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Trois termes de forçage (c’est-à-dire empêchant la solution en u(1) d’être constante en
z) apparaissent dans le problème précédent : le gradient macroscopique de déformation
Ey(u

(0)), la pression de bulk p(0)m et la force de solvatation Π(0). Tirant profit de la linéarité
du problème, le problème en u(1) est décomposé en

u(1) = u(1)
e + p(0)m η + u(1)

π (4.3.11)

Le problème en u(1) est donc ramené à la résolution des trois problèmes suivants.
∇z ·

(
cs : Ez(u

(1)
e )
)

= 0 dans Zs

cs :
[
Ey(u

(0)) + Ez(u
(1)
e )
]
· n = 0 sur ∂Zns

Périodicité sur ∂Zse

(4.3.12)

avec 
∇z · (cs : Ez(η)) = 0 dans Zs

(cs : Ez(η) + I) · n = 0 sur ∂Zns

Périodicité sur ∂Zse

(4.3.13)

et 
∇z ·

(
cs : Ez(u

(1)
π )
)

= 0 dans Zs

cs : Ez(u
(1)
π ) · n = −Π(0) sur ∂Zns

Périodicité sur ∂Zse

(4.3.14)

Par linéarité, la solution du problème élastique en u
(1)
e est cherché sous la forme :

u(1)
e = ξ(z) : Ey(u

(0)) (4.3.15)

où le tenseur d’ordre 3, ξ(z), satisfait au problème de fermeture :
∇z · (cs : Ez(ξ)) = 0 dans Zs

n · cs : [I+ Ez(ξ)] = 0 sur ∂Zns

Périodicité sur ∂Zse

(4.3.16)

La notation I représente le tenseur identité d’ordre 4, Iijkl =
1

2
(δikδjl + δilδjk) où δij

est le symbole de Kronecker. Il faut noter que pour une géométrie de pore arbitraire, la
force de solvatation dépend de la variable rapide, Π(0) = Π(0)(z). Cette force ne se réduit
à une pression uniforme que dans le cas d’un pore sphérique, d’un pore cylindrique ou de
deux plans parallèles.

Après avoir considéré le problème local, on construit maintenant les équations à l’échelle
supérieure de la matrice. Le tenseur des contraintes totales est défini comme la somme des
moyennes volumiques du tenseur des contraintes dans chacune des deux phases constitu-
tives

σ(0)
m = ⟨σ(0)

n ⟩+ ⟨σ(0)
s ⟩ (4.3.17)

où ⟨.⟩ désigne l’opérateur moyenne volumique sur la cellule-unité. En intégrant les équations
(4.3.7c) sur la partie solide Zs et (4.3.8b) sur la partie fluide Zn de la cellule, compte tenu
de la condition (4.3.9b) sur l’interface ∂Zns et des conditions de périodicité sur les bords
de la cellule, l’équilibre mécanique à l’ordre O(ε0) s’écrit

∇y · σ(0)
m = 0 (4.3.18)
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On introduit alors le tenseur des constantes élastiques de la matrice

Cm = ⟨cs : (I+ Ez(ξ))⟩ (4.3.19)

En moyennant l’équation (4.3.7) et en utilisant la décomposition (4.3.11), il vient

⟨σ(0)
s ⟩ = ⟨cs : (I+ Ez(ξ))⟩ : Ey(u

(0)) + ⟨cs : Ez(η)⟩p(0)m + ⟨cs : Ez(u
(1)
π )⟩

= Cm : Ey(u
(0)) + ⟨cs : Ez(η)⟩p(0)m + ⟨cs : Ez(u

(1)
π )⟩

(4.3.20)

Reste à calculer la contrainte moyenne dans la phase fluide ⟨σ(0)
n ⟩ induite par la force de

solvatation. Pour simplifier, on considère seulement ici le cas des pores fermés. Basé sur
l’équilibre local ∇z · σ(0)

n = 0 et la symétrie du tenseur des contraintes, on déduit que

∇z · (σ(0)
n ⊗ z) = σ(0)

n (4.3.21)

En utilisant le théorème de divergence ainsi que la condition (4.3.9a) sur l’interface ∂Zns,
on obtient

⟨σ(0)
n ⟩ = ⟨∇z · (σ(0)

n ⊗ z)⟩ = 1

|Z|

∫
∂Zns

σ(0)
n ⊗ z · n dS

=
1

|Z|

∫
∂Zns

(
σ(0)
n · n

)
⊗ z dS = − 1

|Z|

∫
∂Zns

(p(0)m n +Π(0))⊗ z dS

= −ϕmp(0)m I− 1

|Z|

∫
∂Zns

Π(0) ⊗ z dS

(4.3.22)

Finalement

σ(0)
m = Cm : Ey(u

(0))−αmp
(0)
m + ⟨cs : Ez(u

(1)
π )⟩ − 1

|Z|

∫
∂Zns

Π(0) ⊗ z dS (4.3.23)

où αm = ϕmI− ⟨cs : Ez(η)⟩ est le tenseur de Biot-Willis. En utilisant la relation classique
⟨cs : Ez(η)⟩ = ⟨∇z · ξ⟩ démontrée dans [3], on peut déduire que :

αm = ϕmI− ⟨cs : Ez(η)⟩ = ϕmI− ⟨∇z · ξ⟩ (4.3.24)

En résumé, le tenseur de gonflement est défini par :

F S = ⟨cs : Ez(u
(1)
π )⟩ − 1

|Z|

∫
∂Zns

Π(0) ⊗ zdS (4.3.25)

Le tenseur des contraintes dans la matrice s’écrit :

σ(0)
m = Cm : Ey(u

(0))−αmp
(0)
m + F S (4.3.26)

Cette équation comporte trois termes : un terme de contrainte effective, le terme de Biot
classique et une nouvelle composante provenant de la force de solvatation.

Le modèle poromécanique à deux échelles établi ci-dessus permet de décrire le compor-
tement de la matrice. En supposant que p(0)m = p

(0)
m (y), dans le domaine Ωm occupé par la

matrice, le problème homogénéisé de la matrice s’écrit :{
∇y · σ(0)

m = 0 dans Ωm

σ
(0)
m = Cm : Ey(u

(0))−αmp
(0)
m + F S

(4.3.27)
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4.3.3 Formulation incrémentale

• Généralités

Le tenseur de gonflement F S se comporte de manière non linéaire, car il dépend de la
porosité ϕm de la matrice et de la pression du mélange des fluides ainsi que de la forme
des nanopores. En utilisant le cadre traditionnel de la mécanique du solide et en omettant
les indices supérieurs, la contrainte de la matrice est reconstruite sous forme incrémentale
de la manière suivante :

dσm = Cm : E (du)−αmdpm +

ν∑
i=1

γi dpm,i + ν dϕm (4.3.28)

γi =
∂F S

∂pm,i
et ν =

∂F S

∂ϕm
(4.3.29)

où pm,i représente la pression partielle de bulk du gaz i (1 ≤ i ≤ ν) et ϕm est la porosité
lagrangienne de la matrice.

Il reste maintenant à calculer la variation de la porosité lagrangienne. On va d’abord
prolonger le déplacement us appartenant à la phase solide dans la phase fluide. Il suffit
par exemple de remplacer la phase fluide par une phase poroélastique dont les propriétés
élastiques correspondant au tenseur élastique Cf sont évanescentes (Cf → 0). Elles ne
joueront donc aucun rôle sur l’équilibre du système. Le déplacement dans la phase fluide
va s’écrire

un(y, z) = u(0)
n (y) + u(1)

n (y, z) + ... (4.3.30)

Le vecteur déplacement s’écrit dans chaque phase :{
u = us dans Zs

u = un dans Zn
(4.3.31)

Le calcul est effectué sur une cellule périodique à l’état de référence Zref . Lorsque la
cellule se déforme, cela va entraîner un changement d|Zn| du volume de la phase fluide.
Cette variation de volume par rapport au volume total de la configuration de référence
Zref représente la variation de la porosité lagrangienne [25] :

dϕm =
d|Zn|
|Zref |

=
1

|Zref |

∫
∂Zn

dun · nndS (4.3.32)

En considérant le domaine fermé des pores Zn d’interface ∂Zn = ∂Zns à l’intérieur de
cellule unité Z = Zn ∪ Zs, on a

dϕm =
1

|Zref |

∫
∂Zns

dun · nnsdS =
1

|Zref |

∫
Zn

∇ · dundV

=
1

|Zref |

∫
Z
∇ · dudV − 1

|Zref |

∫
Zs

∇ · dus dV

= ⟨∇ · du⟩ − (1− ϕm)⟨∇ · dus⟩s

(4.3.33)

où ⟨.⟩s = ⟨ ⟩/(1− ϕm) est la moyenne volumique intrinsèque sur la phase solide.
En utilisant la condition périodique et en tenant compte de la relation u(0) = u

(0)
s =

u
(0)
n , le premier terme s’écrit :

⟨∇ · du⟩ = ⟨∇y · du(0) +∇z · du(1)⟩ = ∇y · du(0) +
1

|Z|

∫
∂Z

du(1) · nedS

= ∇y · du(0) = ∇y · du(0)
s

(4.3.34)
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Le deuxième terme du membre de droite de l’équation (4.3.33c) se décompose en :

⟨∇ · dus⟩s = ∇y · du(0)
s + ⟨∇z · du(1)

s ⟩s (4.3.35)

Comme il reste seulement le déplacement de la phase solide dans les différentes expressions,
us est remplacé par u. La variation de la porosité de la matrice se transforme en :

dϕm = ϕm

(
∇y · du(0)

)
−
〈
∇z · du(1)

〉
(4.3.36)

Comme la fluctuation du déplacement est donnée par

du(1) = ξ(z) : Ey

(
du(0)

)
+ dp(0)m η + du(1)

π (4.3.37)

on a 〈
∇z · du(1)

〉
= ⟨∇z · ξ(z)⟩ : E

(
du(0)

)
+ dp(0)m ⟨∇z · η⟩+

〈
∇z · du(1)

π

〉
(4.3.38)

Sachant que ⟨∇z · ξ⟩ = ϕm I−αm selon (4.3.24), il vient :

dϕm = αm : Ey

(
du(0)

)
− dp(0)m ⟨∇z · η⟩ −

〈
∇z · du(1)

π

〉
(4.3.39)

En introduisant la compressibilité du grain solide par rapport à chaque pression partielle
de gaz, en sommant les composantes mécanique et de force de solvatation avec

βi = − ∂

∂p
(0)
m,i

(〈
∇z · u(1)

π

〉)
− ⟨∇z · η⟩

et en admettant comme approximation raisonnable que pm =
∑ν

i=1 pm,i, la variation de la
porosité lagrangienne s’écrit :

dϕm = αm : Ey

(
du(0)

)
+

ν∑
i=1

βi dp
(0)
m,i (4.3.40)

En combinant les relations (4.3.28) et (4.3.40), on déduit que :

dσ(0)
m = C∗

m : E
(
du(0)

)
+

ν∑
i=1

(γi + ν βi −αm) dp
(0)
m,i (4.3.41)

avec C∗
m = Cm + ν ⊗αm (4.3.42)

Cette relation conduit à la définition d’un nouveau module tangent pour la matrice incluant
la composante de la force de solvatation associée au changement de porosité de la matrice.
Le paramètre de Biot-Willis modifié qui incorpore maintenant les effets de la force de
solvatation s’écrit

α∗
m,i = αm − γi − ν βi (4.3.43)

L’équation (4.3.41) prend la forme finale :

dσm = C∗
m : E (du)−

ν∑
i=1

α∗
m,idpm,i (4.3.44)

Il convient de noter que, contrairement à αm, le paramètre modifié α∗
m,i n’est pas une

propriété de la matrice mais dépend également de chaque gaz du mélange.
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• Cavité sphérique

Comme le cas des cavités sphériques est beaucoup plus simple à traiter sans modifier
fondamentalement la physique des phénomènes, on va considérer dans les applications que
la matrice contient des pores sphériques.

Dans ce cas, la force de solvatation Π est uniforme sur la surface du pore et va pouvoir
être simplement sommée à la pression du bulk pm sous réserve que toutes les cavités soient
de même rayon. En notant R le rayon de la cavité et n la normale extérieure unitaire, en
invoquant (4.3.22) avec la relation∫

S
n⊗ ndS =

4

3
πR2 I (4.3.45)

on obtient

⟨σ(0)
n ⟩ = −ϕmp(0)m − 1

|Z|

∫
∂Zns

Π(0) ⊗ z dS = −ϕmp(0)m −Π(0) 1

|Z|

∫
∂Zns

n ⊗ (Rn) dS

= −ϕm(p(0)m +Π(0))I
(4.3.46)

De plus, comme Π est constant dans le pore sphérique, la solution du problème en u
(1)
π

vaut
u(1)
π = Π(0)η (4.3.47)

où le vecteur η est la solution du problème (4.3.13). On a donc

⟨Cs : Ez(u
(1)
π )⟩ = ⟨Cs : Ez(η)⟩Π(0) (4.3.48)

En combinant avec l’équation (4.3.24), le tenseur de gonflement (4.3.25) devient

F S = (⟨cs : Ez(η)⟩ − ϕmI)Π(0) = −αmΠ(0) (4.3.49)

Le tenseur des contraintes dans la matrice est donné par :

σ(0)
m = Cm : Ey(u

(0))− (p(0)m +Π(0)) (ϕmI− ⟨Cs : Ez(η)⟩)
= Cm : Ey(u

(0))− (p(0)m +Π(0))αm (4.3.50)

En supposant que le tenseur de Biot-Willis αm est isotrope, les équations (4.3.41) et
(4.3.44) peuvent être réécrites sous la forme :

dσm = C∗
m : E (du) +

ν∑
i=1

(γi + ν βi − αm) dpm,i I (4.3.51)

dσm = C∗
m : E (du)−

ν∑
i=1

α∗
m,idpm,iI (4.3.52)

avec C∗
m = Cm + ν αm I⊗ I et α∗

m,i = αm − γi − ν βi (4.3.53)

Finalement, en combinant l’équation (4.3.40) avec la relation ⟨∇z · u(1)
π ⟩ = Π(0)⟨∇z · η⟩,

on obtient

dϕm = αm∇y · du(0) − dp(0)m ⟨∇z · η⟩ −
〈
∇z · du(1)

π

〉
= αm∇y · du(0) −

ν∑
i=1

⟨∇z · η⟩(dp(0)m,i + dΠ(0)) (4.3.54)
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Le dernier terme à droite peut être écrit sous la forme dΠ(0) =
∑ν

i=1(dΠ/dpm,i)dpm,i. Cela
entraîne :

dϕm = αm∇y ·
(
du(0)

)
+

ν∑
i=1

βi dp
(0)
m,i

Pour le cas isotrope où −⟨∇z · η⟩ =
(
αm − ϕrefm

)
/ks

βi =

(
dΠ

dpm,i
+ 1

)
αm − ϕrefm

ks
(4.3.55)

où ks est le module d’élasticité isostatique des grains solides [3].

4.3.4 Homogénéisation avec le réseau de cleats

Dans cette partie est réalisée l’homogénéisation de l’échelle microscopique à l’échelle ma-
croscopique en incorporant le réseau des fractures naturelles ou cleats. Le modèle poromé-
canique homogénéisé nano-micro des paragraphes précédents est combiné avec le compor-
tement non linéaire des cleats gouverné par la loi hyperbolique de Barton-Bandis. Contrai-
rement au modèle précédent, les cleats sont traités en tant que variété à (n−1) dimensions
où n est la dimension de la matrice (n = 2 en 2D ; n = 3 en 3D). En notant respective-
ment ℓy et Lx les longueurs caractéristiques des échelles micro et macro, le paramètre de
perturbation est maintenant réécrit ε = ℓy/Lx où x est la variable lente tandis que y est
maintenant la variable rapide, y = x/ε. La cellule périodique Y est entièrement occupée
par le domaine Ym de la matrice. Elle est coupée par le réseau des cleats avec une frontière
entre les deux bords de la matrice désignée par ∂Ymf .

• Modèle microscopique

Pour simplifier les notations, les indices supérieurs du modèle microscopique seront
omis. 

∇ · dσm = 0

dσm = C∗
m : E(du)−

ν∑
i=1

α∗
m,idpm,i

dϕm = αm : Ey (du) +
ν∑

i=1

βi dpm,i

(4.3.56)

Bien que le champ de déplacement de la matrice soit discontinu sur l’interface matrice-
cleat, le vecteur de la contrainte est toujours continu. En considérant l’effet du contact
entre deux surfaces opposées des cleats, la forme incrémentale de la condition d’équilibre
matrice-cleat est donnée par :

dσm · n+ = KnJdunK +Kτ Jduτ K − αf dpg n
+

dpm,i = dpg,i
(4.3.57)

où pg,i, pg et αf sont respectivement la pression partielle, la pression totale des gaz et
le coefficient de Biot de la fracture. Si on considère la présence de l’eau, le terme pg est
remplacé par la pression totale de la fracture définie par pf = Spw + (1 − S)pg où S
représente la saturation et pw la pression de l’eau dans la fracture. Dans ce chapitre, le
modèle sera développé dans le cas du mélange des gaz. La loi de Barton-Bandis entraîne
un comportement non linéaire supplémentaire dépendant aussi de la pression des gaz.
Plus précisément, la relation entre le coefficient de Biot des cleats αf et les paramètres
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de Barton-Bandis est examinée dans l’Appendice F. On montre qu’il est raisonnable de
prendre une valeur αf = 1 en supposant que la rigidité des cleats n’est pas grande vis-à-vis
de la rigidité du solide. Cette valeur αf = 1 correspond au cas où les fluides appliquent
entièrement leur pression sur l’interface matrice-cleat.

De plus, afin de restreindre les effets de la loi de Barton-Bandis aux fluctuations des
contraintes à l’intérieur d’une cellule, le terme de Barton-Bandis doit être remis à l’échelle
et prémultiplié par un terme ε−1. Cela donne

dσ(ε)
m · n+ = ε−1

(
KnJdu(ε)

n K +Kτ Jdu(ε)
τ K
)
− αf dp

(ε)
g n+ (4.3.58)

• Homogénéisation de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique

Les résultats s’écrivent pour chaque ordre successif en ε :


O(ε−2) : ∇y ·

[
C∗

m : Ey(du
(0))
]
= 0

O(ε−1) : ∇y · dσ(0)
m = 0

dσ
(0)
m = C∗

m :
[
Ex(du

(0)) + Ey(du
(1))
]
−
∑ν

i=1α
∗
m,i dp

(0)
m,i

O(ε0) : ∇x · dσ(0)
m +∇y · dσ(1)

m = 0

(4.3.59)

La condition d’équilibre sur l’interface matrice-cleat s’écrit :


O(ε−1) : C∗

m : Ey(du
(0)) · n+ = KnJdu(0)

n K +Kτ Jdu
(0)
τ K

O(ε0) : C∗
m :
[
Ex(du

(0)) + Ey(du
+(1))

]
· n+ =

C∗
m :
[
Ex(du

(0)) + Ey(du
−(1))

]
· n+ = KnJdu(1)

n K +Kτ Jdu
(1)
τ K

−
∑ν

i=1(αfdp
(0)
g,i I−α∗

m,idp
(0)
m,i) · n+

(4.3.60)
Des conditions de périodicité doivent bien sûr être ajoutées sur les bords extérieurs

∂Yme de la cellule-unité.
En intégrant les équations (4.3.59a) et (4.3.60a), on obtient du(0)(x,y, t) = du(0)(x, t)

et Jdu(0)
n K = Jdu(0)

τ K = 0. Le fait d’avoir ajouté un terme ε−1 dans l’équation (4.3.58)
implique que la combinaison des matrices et des cleats se comporte comme un milieu rigide
à l’ordre O(ε0). Le problème de fermeture pour u(1) est donné par :

∇y ·
[
C∗

m : Ey(du
(1))
]

=
∑ν

i=1∇y ·
(
α∗

m,idp
0
m,i

)
dans Ym

C∗
m :
[
Ex(du

(0)) + Ey(du
+(1))

]
· n+ =

C∗
m :
[
Ex(du

(0)) + Ey(du
−(1))

]
· n+ = KnJdu(1)

n K +Kτ Jdu
(1)
τ K

−
∑ν

i=1(αfI−α∗
m,i) dp

(0)
g,i · n+ sur ∂Ymf

(4.3.61)
Par souci de simplification, dans le problème mécanique, la différence de pression entre
l’intérieur de la matrice et les cleats sera négligée. Cette hypothèse d’équilibre quasi-statique
entre la matrice et le cleat entraîne que p(0)m,i = p

(0)
g,i = p

(0)
g,i (x, t). Par conséquent, le terme

de droite dans l’équation (4.3.61a) disparaît. Il faut noter que dans le cas instationnaire où
p
(0)
m,i = p

(0)
m,i(x,y, t), un terme additionnel reliant la différence de pression entre la matrice

et le cleat doit être pris en compte [69, 50]. De même que pour le modèle à deux échelles, le
terme de fluctuation du(1) se décompose en du(1) = du

(1)
e + du

(1)
π correspondant au terme
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élastique et au terme de force de solvatation. On a :
∇y ·

[
C∗

m : Ey(du
(1)
e )
]

= 0 dans Ym

C∗
m :
[
Ex(du

(0)
e ) + Ey(du

+(1)
e )

]
· n+ = C∗

m :
[
Ex(du

(0)
e ) + Ey(du

−(1)
e )

]
· n+

= KnJdu(1)
e,nK +Kτ Jdu

(1)
e,τ K sur ∂Ymf

(4.3.62)
et 

∇y ·
[
C∗

m : Ey(du
(1)
π )
]

= 0 dans Ym

C∗
m :
[
Ey(du

+(1)
π )

]
· n+ = C∗

m :
[
Ey(du

−(1)
π )

]
· n+

= KnJdu(1)
π,nK +Kτ Jdu

(1)
π,τ K

−
∑ν

i=1(αfI−α∗
m,i) dp

(0)
g,i · n+ sur ∂Ymf

(4.3.63)

où Jdu(1)
e,nK, Jdu(1)

e,τ K, Jdu(1)
π,nK et Jdu(1)

π,τ K sont respectivement les sauts normaux et tangentiels
des déplacements du

(1)
e et du

(1)
π . Comme du

(1)
e dépend linéairement de Ex(du

(0))

du(1) = ξ : Ex(du
(0)) + du(1)

π (4.3.64)

À la différence du problème à deux échelles (4.3.16) où le tenseur d’ordre 3, ξ, dépend
uniquement des propriétés élastiques de la phase solide et de la géométrie de la cellule-
unité, ce tenseur comprend maintenant une contribution liée au comportement non linéaire
des cleats et à travers le tenseur C∗

m une contribution liée à la pression des fluides.
∇y · [C∗

m : Ey(ξ)] = 0 dans Ym
n+ ·C∗

m :
[
I+ Ey(ξ

+)
]

= n+ ·C∗
m :
[
I+ Ey(ξ

−)
]

= KnJξnK +Kτ Jξτ K sur ∂Ymf

(4.3.65)

avec JξnK = n+
(
n+ · ξ+ + n− · ξ−

)
et Jξτ K = ξ+−ξ−−JξnK. La contrainte macroscopique

σ
(0)
T est définie comme la moyenne de σ

(0)
m en intégrant (4.3.59d) sur toute la cellule Y et

en utilisant (4.3.64), (4.3.59) et la périodicité sur les bords de la cellule :

∇x · dσ(0)
T = 0

dσ
(0)
T = Ceff : Ex(du

(0)) + ⟨C∗
m : Ey(du

(1)
π )⟩ −

ν∑
i=1

α∗
m,i dp

(0)
g,i (4.3.66)

où le tenseur d’élasticité effective du problème à trois échelles est donné par

Ceff = C∗
m : ⟨[I+ Ey(ξ)]⟩ (4.3.67)

qui dépend à la fois de la pression des fluides au travers de la dépendance de ξ et des para-
mètres de Barton-Bandis. L’équation (4.3.66) donne la forme incrémentale de la contrainte
macroscopique en respectant le principe de la contrainte effective.

Le problème maintenant est de développer une équation pour la variation de la porosité
des cleats. Tout d’abord, on détermine la variation d’ouverture des cleats H(y) générée
par la fluctuation du saut normal de u(1)

dH = n+ · JξK : Ex(du
(0)) + n+ · Jdu(1)

π K (4.3.68)

avec
JξK = ξ+ − ξ−

Jdu(1)
π K = du

(1)+
π − du

(1)−
π

(4.3.69)
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La variation de la porosité des cleats est calculée par intégration sur toutes les interfaces
matrice-cleats à l’intérieur de la cellule-unité.

dϕf =
1

|Y |

∫
∂Y

dH dΓ (4.3.70)

En combinant la théorème de divergence et la périodicité, il vient :

dϕf = −
[
⟨∇y · ξ⟩ : Ex

(
du(0)

)
+
〈
∇y · du(1)

π

〉]
(4.3.71)

• Application aux nanopores sphériques

Le cas des nanopores sphériques permet de simplifier le modèle à trois échelles en pas-
sant de termes tensoriels à des termes scalaires. Dans ce contexte, on introduit la fonction
caractéristique η solution de la fermeture suivante :

∇y · [C∗
m : Ey(η)] = 0 dans Ym

C∗
m : Ey(η

+) · n+ = C∗
m : Ey(η

−) · n+

= KnJηnK +Kτ Jητ K − n+ sur ∂Ymf

(4.3.72)

où JηnK = n+ (n+ · η+ + n− · η−) et Jητ K = η+ − η− − JηnK. En utilisant le caractère
scalaire de α∗

m,i dans l’équation (4.3.53), on peut utiliser les équations introduites ci-dessus
et utiliser le problème (4.3.63) pour réduire l’équation (4.3.64) sous la forme

du(1) = ξ : Ex(du
(0)) + η

ν∑
i=1

(αf − α∗
m,i) dp

(0)
g,i (4.3.73)

Comme mentionné précédemment à propos de l’équation (4.3.64) pour ξ, les fonctions ξ et
η de l’équation précédente ne doivent pas être confondues avec leurs analogues introduites
à l’échelle nanoscopique dans les équations (4.3.11) et (4.3.15). Cette nouvelle forme de
u
(1)
π correspondant au deuxième terme de l’équation (4.3.73) nous autorise à recomposer

la contrainte macroscopique dans la formulation (4.3.66) pour écrire

dσ
(0)
T = Ceff : Ex(du

(0))−
ν∑

i=1

[
α(αf − α∗

m,i) + α∗
m,iI

]
dp

(0)
g,i (4.3.74)

avec

α = −⟨C∗
m : Ey(η)⟩ = −⟨∇y · ξ⟩ (4.3.75)

Cette relation entre les deux fonctions caractéristiques η et ξ prouvée dans le cadre du
problème poroélastique classique assure la symétrie des équations de Biot [3]. Cette égalité
reste toujours valide ici alors que η et ξ sont dépendants des rigidités de Barton-Bandis.
Les calculs sont détaillés dans l’Appendice C.

Le premier terme à droite dans l’équation (4.3.74) représente la forme incrémentale de
la contrainte effective macroscopique reliée directement à la déformation à l’ordre O(ε0)
tandis que le deuxième terme désigne le problème de Biot non classique dépendant de la
pression des gaz.

Le tenseur de Biot-Willis modifié est défini ci-dessous :

αT
i : = α(αf − α∗

m,i) + α∗
m,iI

= αfα+ αm (I−α)︸ ︷︷ ︸
Poroelasticité non-linéaire

− (γi + νβi) (I−α)︸ ︷︷ ︸
Effets de solvatation

(4.3.76)
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La décomposition αT
i inclut une partie du problème poroélastique classique en combi-

nant l’effet de Barton-Bandis pour les cleats et une partie découlant de la force de solvata-
tion. Il faut noter que la deuxième partie va provoquer une augmentation significative de
αT

i par rapport à la valeur unité maximale du problème de Biot classique.
Enfin, on va établir l’équation pour la perturbation de l’ouverture des cleats. En inté-

grant avec l’équation (4.3.73), on a :

dH = n+ · JξK : Ex(du
(0)) + n+ · JηK

ν∑
i=1

(αf − α∗
m,i)dp

(0)
g,i (4.3.77)

En utilisant le théorème de la divergence et en considérant la relation (4.3.75), on est
capable d’exprimer la variation de la porosité des cleats ϕf comme suit :

dϕf = −

[
⟨∇y · ξ⟩ : Ex

(
du(0)

)
+ ⟨∇y · η⟩

ν∑
i=1

(
αf − α∗

m,i

)
dp

(0)
g,i

]

= α : Ex

(
du(0)

)
− ⟨∇y · η⟩

ν∑
i=1

(
αf − α∗

m,i

)
dp

(0)
g,i (4.3.78)

4.3.5 Résumé du modèle à trois échelles

Par souci de simplicité et afin de faciliter l’analyse des résultats numériques, la simu-
lation va seulement considérer sauf mention contraire la présence de nanopores sphériques
tous de même taille.

Connaissant les paramètres {Kn,Kτ} des cleats, les équations (4.3.65) et (4.3.72) per-
mettent de calculer les fonctions caractéristiques ξ et η. Le modèle macroscopique à trois
échelles combinant force de solvatation et comportement non linéaire des cleats gouverné
par la loi de Barton-Bandis et en supposant un équilibre en pression entre la matrice et les
cleats s’écrit finalement :

∇x · dσ(0)
T = 0

dσ
(0)
T = Ceff : Ex(du

(0))−
∑ν

i=1α
T
i dp

(0)
g,i

dϕf = α : Ex

(
du(0)

)
− ⟨∇y · η⟩

∑ν
i=1

(
αf − α∗

m,i

)
dp

(0)
g,i

(4.3.79)

avec les coefficients homogénéisés {Ceff ,αT
i } donnés par (4.3.67) et (4.3.76).

Dans le cas d’une matrice dense (sans pores) (αm ≃ 0), si l’on compte l’absence de la
force de solvatation à l’échelle nanoscopique (γi = ν ≃ 0) et l’on suppose le coefficient de
Biot des cleats αf = 1, la symétrie des équations de Biot est retrouvée :

dσ
(0)
T = Ceff : Ex(du

(0))−α dp(0)g (4.3.80)

dϕf = α : Ex

(
du(0)

)
− ⟨∇y · η⟩ dp(0)g (4.3.81)

4.4 Comparaison avec des résultats expérimentaux

Cette section vise à comparer les résultats numériques fournis par le modèle avec des
données expérimentales. La figure 4.4 représente l’installation expérimentale réalisée par
Day et al. [28] pour observer le gonflement du charbon lors de l’injection de gaz.

L’échantillon est mis à la température désirée et l’enceinte est remplie à la pression
requise. Le charbon est laissé au moins deux jours pour atteindre l’équilibre avant la mesure.

113



Figure 4.4 – Installation expérimentale pour le gonflement du charbon [28].

Dans ces conditions expérimentales, la pression du fluide sur le bord extérieur de
l’échantillon est égale à la pression présente dans des cleats. Il est donc légitime de supposer
que l’ouverture des cleats reste à une valeur constante pendant l’expérience. La déforma-
tion totale de l’échantillon est alors exactement la déformation de la matrice. Le modèle
théorique à trois échelles peut être réduit au modèle à deux échelles (solide + nanopores)
en négligeant le rôle des cleats.

4.4.1 Cas de nanopores sphériques

Pour effectuer la comparaison, le milieu est supposé se composer d’une phase solide et
de nanopores sphériques. Nous rappelons les équations appliquées aux cavités sphériques
sous forme incrémentale en adoptant l’approximation pm =

∑ν
i=1 pm,i :

∇ · dσm = 0
dσm = Cm : E (du)− αm (dpm + dΠ) I
dϕm = αm∇ · (du) +

∑
i βi dpm,i

βi =

(
dΠ

dpm,i
+ 1

)
αm − ϕrefm

ks

(4.4.1)

Nous allons comparer notre modèle à deux échelles avec les résultats expérimentaux
de Day et al. [28] dans le cas d’une injection de dioxyde de carbone pur. Le milieu sera
supposé isotrope et l’on introduit la déformation volumique ϵv = ∇ · u.

Sur le bord extérieur de l’échantillon, une pression uniforme du gaz est imposée. La
variation cette pression va entraîner un changement du comportement de la matrice, en
particulier du module d’élasticité isostatique Km. Le problème obéit aux équations sui-
vantes : 

−dpm = Kmdϵv − αm (dpm + dΠ)

dϕm = αmdϵv + (dpm + dΠ)
αm − ϕrefm

ks

(4.4.2)

Afin de résoudre complètement ce problème, on a besoin de déterminer la valeur de
Km ainsi que celle du coefficient Biot αm. Km est calculé à l’aide de l’approche analytique
de Mori-Tanaka. D’autres techniques pourraient être utilisées : le modèle auto-cohérent
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[101] ou des approches numériques soit par la méthode des éléments finis (FEM) soit par la
méthode utilisant la transformation de Fourier rapide [68]. En théorie, le milieu se comporte
non linéairement à cause la modification la taille des pores. On doit donc mettre à jour la
valeur de Km qui varie légèrement à chaque pas de calcul.

Grâce à la détermination de Km, le coefficient de Biot est déduit par :

αm = 1− Km

ks
(4.4.3)

Comme hypothèse de calcul, nous supposons que l’échantillon à l’état initial contient
toujours une petite quantité de gaz adsorbé même après la procédure de dégazage. C’est
la raison pour laquelle a été choisie la valeur initiale de la pression de CO2 indiquée dans
la table 4.1.

Paramètres Unité Valeur
Température T K 313
Diamètre de la molécule dCO2 m 3.9× 10−10

Diamètre du pore Dp = 2R m 5 dCO2

Pression à l’état initial pinim MPa 0.35
Module d’élasticité isostatique ks GPa 2.1
Coefficient de Poisson de la phase solide vs 0.4
Porosité initiale de la matrice ϕinim % 17.3

Table 4.1 – Paramètres pour la validation du modèle à deux échelles dans le cas de pores
sphériques.
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Figure 4.5 – Déformation volumique numérique et expérimentale [28] en fonction de la
pression de CO2 dans le cas de pores sphériques.

La figure 4.5 représente la déformation volumique du charbon en fonction de la pression
de CO2 injectée. La courbe rouge correspond aux résultats numériques tandis que les points
verts sont les données expérimentales. La valeur de ϵv croît rapidement au début quand
la pression du gaz est encore faible puis elle a tendance à ralentir pour des pressions plus
élevées. Le calcul numérique du modèle à deux échelles est en très bon accord avec les
résultats expérimentaux. La figure 4.6 montre la variation de la porosité de la matrice en
fonction de la pression pm du gaz. Comme prévu, le gonflement du charbon s’accompagne
d’une augmentation du volume des nanopores.
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Figure 4.6 – Variation de la porosité de la matrice ϕm en fonction de la pression de CO2.

4.4.2 Cas de nanopores ellipsoïdaux

Le calcul précédent a démontré l’efficacité du modèle utilisant des pores sphériques à
reproduire les résultats expérimentaux. À titre d’exercice nous allons maintenant considérer
que les nanopores sont des ellipsoïdes de type oblate ayant tous la même taille. Les grands
axes mesurent a = b = 4 dCO2 et le petit axe c = 2 dCO2 . Le calcul de DFT-FMT est réalisé
à température constante T = 313 K.

La figure 4.7 représente le profil de la force de solvatation en fonction de la coordonnée
z (adimensionnée par dCO2) et de la pression d’équilibre de CO2. Avec cette géométrie
de la cavité, la force de solvatation oscille entre valeurs positives et valeurs négatives.
Contrairement au cas ellipsoïdal présenté dans le chapitre 2, la phase fluide tire sur la
paroi solide à certains endroits et la pousse à d’autres endroits.

A cause de la complexité du calcul de Π, le calcul sera limité ici à une seule taille
d’ellipsoïdes. Pour effectuer les calculs, on construit une cellule-unité contenant la phase
solide et 100 nanopores ellipsoïdaux distribués aléatoirement selon la position et l’angle de
rotation en s’assurant que les ellipsoïdes tous identiques ne se croisent pas (voir figure 4.8).
Les caractéristiques du milieu sont les mêmes que dans la partie précédente (voir table
4.1) sauf que maintenant la porosité de la matrice vaut 10.4 %. Puisque la géométrie de
la cellule-unité est fixée, le calcul non linéaire de la partie précédente devient linéaire avec
un tenseur des constantes élastiques à l’échelle microscopique Cm et un tenseur de Biot-
Willis αm constants. Cm est calculé par application successive de tenseurs des déformations
moyens dans la cellule-unité suivant les différentes directions, procédure équivalente à la
résolution des problèmes de fermeture (4.3.16) et à l’application de la relation (4.3.19). αm

est obtenu à l’aide de la solution du problème de fermeture (4.3.13) et à l’application de la
formule (4.3.24).

F S donné par l’équation (4.3.25) est calculé en résolvant dans la cellule-unité le pro-
blème (4.3.14) en u

(1)
π . La figure 4.9 montre les composantes diagonales FS,11, FS,22, FS,33

du tenseur F S . Les trois termes sont presque identiques pour toutes les valeurs de pm.
L’effet local de Π a disparu puisque le milieu a été structuré de manière aléatoire. Ces
composantes, d’abord positives (indiquant une traction exercée par le gaz sur la paroi)
aux faibles pressions de CO2, passent ensuite par un maximum au voisinage de 0.36 MPa
(valeur que nous choisirons dans la suite comme pression de référence) avant de décroître
quand la pression de CO2 augmente jusqu’à atteindre des valeurs négatives (pression exer-

116



Figure 4.7 – Force de solvatation Π en fonction de la coordonnée z adimensionnée et de
la pression de CO2.

Figure 4.8 – Cellule-unité pour la matrice comprenant des nanopores ellipsoïdaux.
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cée par le gaz sur la paroi) aux grandes pressions de CO2. Si l’on compare cette géométrie
ellipsoïdale avec la géométrie sphérique de la figure 2.12 où F S = −αmΠ I, nous observons
le même type de comportement : à partir de la pression de référence, l’augmentation de la
pression de CO2 conduit à relâcher progressivement l’effort de traction puis à augmenter
la pression sur la paroi du nanopore.

Par ailleurs, la figure 4.10 indique les composantes hors diagonale du tenseur symétrique
de gonflement FS,12, FS,13, FS,23. Comme attendu, les termes non diagonaux sont très faibles
d’environ deux ordres de grandeur par rapport aux termes diagonaux. Ceci montre que le
cisaillement est négligeable dans la configuration considérée.
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Figure 4.9 – Termes diagonaux du tenseur de gonflement F S en fonction de la pression
de CO2.
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Figure 4.10 – Termes non diagonaux du tenseur de gonflement F S en fonction de la
pression de CO2.

L’équation d’équilibre de la matrice solide s’écrit{
∇ · σm = 0

σm = Cm : E(u)−αmpm + F S
(4.4.4)

Pour simuler l’expérience de Day et al. [28], on considère que la condition sur le bord
extérieur de la matrice solide est une pression uniforme correspondant à la pression imposée.
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La solution du système d’équations (4.4.4) correspond donc à une contrainte uniforme dans
la matrice

σm = −pmI = Cm : E(u)−αmpm + F S (4.4.5)

Par conséquent, chaque composante du tenseur des déformations, uniforme en tout point
de la matrice (et satisfaisant donc nécessairement au principe de compatibilité des défor-
mations) est donné par :

E(u) = Sm : [pm (αm − I)− F S ] (4.4.6)

où Sm = C−1
m est le tenseur de souplesse ou tenseur de complaisance [30].

Dans le cas général, la déformation n’est pas nécessairement uniforme dans les trois
directions et la déformation volumique doit être calculée par la formule ϵv = ϵ11+ ϵ22+ ϵ33.
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Figure 4.11 – Déformation volumique théorique et expérimentale [28] en fonction de la
pression de CO2 dans le cas de pores ellipsoïdaux.

Finalement, la figure 4.11 représente la courbe de déformation volumique de la matrice
en fonction de la pression de CO2. Comme dans le cas sphérique, le modèle pour le cas
ellipsoïdal montre un bon accord entre le calcul numérique et les données expérimentales
de Day et al. [28]. Il faut noter que ce résultat est obtenu pour une porosité de la matrice
ϕm nettement plus faible que dans le cas sphérique. Ceci est sans doute dû aux valeurs
plus importantes de la force de solvatation pour des nanopores ellipsoïdaux.

4.5 Poromécanique à l’échelle du réservoir

On considère seulement ici la présence de CO2 dans des nanopores sphériques ayant
tous le même diamètre Dp et avec une porosité donnée de la matrice.
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4.5.1 Coefficients γ et ν de la matrice

Dans cette partie, on va calculer les coefficients γ et ν du modèle à deux échelles qui
sont donnés par la dérivée de la pression de gonflement FS relativement à la pression du
gaz et à la porosité de la matrice (voir équation (4.3.29)).

Paramètres Unité Valeur
Température T K 318
Diamètre moléculaire de CO2 dCO2 m 3.9× 10−10

Diamètre du pore Dp = 2R m 5 dCO2

Pression de référence prefm MPa 0.5
Module d’élasticité isostatique de la phase solide ks GPa 4.5
Coefficient de Poisson de la phase solide vs 0.4
Porosité de référence de la matrice ϕm % 18.5
Coefficient de Biot de matrice αm 0.5
Module d’Young de la matrice Em GPa 1.86
Coefficient de Poisson de la matrice vm 0.36
Rigidité normale initiale Kni [15] GPa/m 6.6
Rigidité tangentielle initiale Kτi [15] GPa/m 6.6
Ouverture initiale Vm [15] m 107× 10−6

Rigidité normale de référence Kref
n GPa/m 1111

Rigidité tangentielle de référence Kref
τ GPa/m 6.6

Ouverture de référence V ref
m m 8.25× 10−6

Porosité des cleats de référence ϕreff 0.41%

Table 4.2 – Paramètres du calcul.

Les paramètres nécessaires au calcul sont donnés dans la table 4.2. La figure 4.12 montre
la variation du coefficient γ en fonction de la pression de CO2. On observe une chute initiale
suivie par une augmentation progressive. La valeur de γ est toujours négative. Pour ces
pressions pas trop petites de CO2, quand on augmente la pression, davantage de molécules
de CO2 se trouvent dans la zone répulsive du potentiel de Lennard-Jones fluide-paroi et la
traction exercée par les molécules de fluide sur la paroi diminue.

Le coefficient de Biot modifié de la matrice α∗
m peut maintenant être calculé à l’aide

de la relation (4.3.43) et est donné sur la figure 4.13 en fonction de pression de CO2. Il
reproduit la tendance observée pour γ et est plus grand que le coefficient de Biot de la
matrice αm = 0.5 en l’absence de force de solvatation. α∗

m augmente d’abord rapidement,
passe par un maximum, puis diminue avec l’augmentation de la pression du gaz. Cependant,
la valeur minimale de α∗

m reste supérieure à 1 qui est la limite supérieure d’un coefficient
de Biot en poroélasticité classique.

En considérant la matrice isotrope, le module d’élasticité isostatique est calculé selon
la relation 9K∗

m = C∗
m : I : I en fonction du diamètre de la cavité pour trois valeurs

différentes de la pression du gaz. K∗
m est peu sensible au changement de taille du pore et

à la valeur de pm même après avoir tenu compte de l’effet de la force de solvatation via le
terme ν = dFs/dϕm (voir figure 4.14). De plus, à partir de l’équation (4.3.53), le second
coefficient de Lamé modifié µ∗m reste exactement égal à celui de la matrice. C’est la raison
pour laquelle on peut adopter l’approximation C∗

m ≃ Cm dans la suite des calculs.
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Figure 4.12 – Variation of γ.
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Figure 4.13 – α∗
m/αm en fonction de la pression de CO2.
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Figure 4.14 – Variation de K∗
m/Km avec le diamètre des pores pour différentes valeurs

de la pression de CO2.
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4.5.2 Résultats pour l’homogénéisation à trois échelles

On procède maintenant au calcul des coefficients du modèle à trois échelles en intégrant
le rôle des rigidités {Kn,Kτ} introduites par Barton-Bandis pour décrire le système des
cleats. La simulation est effectuée pour les deux types de cellule illustrés dans la figure
4.15 : soit simplement deux cleats perpendiculaires soit une géométrie plus sophistiquée
basée sur le concept des face cleats et des butt cleats [87].

(a) Cellule de type 1 (b) Cellule de type 2

Figure 4.15 – Deux configurations de la cellule-unité incluant les cleats.

Les deux configurations de la figure 4.15 possèdent une même valeur de la porosité
initiale ainsi que les mêmes paramètres initiaux pour les cleats. Sur les bords de la cellule
sont imposées des conditions de périodicité. Pour la cellule de type 1, les problèmes auxi-
liaires (4.3.65) et (4.3.72) peuvent être résolus analytiquement pour {Kn,Kτ} donnés (voir
les appendices D et E). La cellule de type 2 qui sera utilisée au §4.5.3 est de géométrie
plus complexe à cause du réseau de cleats. Le calcul sera alors réalisé numériquement en
utilisant le logiciel COMSOL Multiphysics with MATLAB , module Structural Mechanics
avec l’option “Thin Elastic Layer”.

Malgré la simplicité de la géométrie de type 1 (figure 4.15a), le changement d’échelle va
entraîner une anisotropie du milieu causée par la distinction entre les deux cleats perpen-
diculaires. Si le cleat (I) correspondant au plan y1 = ℓ/2 (ℓ est la taille de la cellule-unité)
possède les rigidités normale et tangentielle {KI

n,K
I
τ } et le cleat (II) localisé dans le plan

y2 = ℓ/2 possède les rigidités {KII
n ,K

II
τ }, les composantes de la rigidité effective sont

données par :

Ceff
1111 =

KI
nℓ
[
4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KII

n ℓ
]

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2

Ceff
2222 =

KII
n ℓ
[
4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KI

nℓ
]

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2

Ceff
3333 = λ+ 2µ− λ2(4µ+KI

nℓ+KII
n ℓ)

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)

Ceff
1122 = Ceff

2211 =
λKI

nK
II
n ℓ

2

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2
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Ceff
1212 =

µKI
τK

II
τ ℓ

µ(KI
τ +KII

τ ) +KI
τK

II
τ ℓ

(4.5.1)

Ceff
1133 =

λ(2µ+KII
n ℓ)K

I
nℓ

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)

Ceff
2233 =

λ(2µ+KI
nℓ)K

II
n ℓ

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)

Ceff
1313 =

µKI
τ ℓ

µ+KI
τ ℓ

Ceff
2323 =

µKII
τ ℓ

µ+KII
τ ℓ

Le détail des calculs est présenté dans l’Appendice D. Par rapport aux propriétés de la
matrice dans le cas isotrope, le tenseur Ceff a une forme plus complexe du fait du com-
portement des cleats. L’anisotropie provient non seulement de la structure géométrique de
la cellule-unité mais est aussi provoquée par les propriétés indépendantes des deux cleats.
Contrairement au cas isotrope classique, on s’aperçoit que C1212 ̸= (C1111 − C1122) /2 du
fait que la rigidité tangentielle du cleat Kτ est différente de la rigidité normale Kn. Cela est
une source supplémentaire d’anisotropie. Par souci de simplicité, les paramètres des cleats
seront choisis de manière à imposer une isotropie transversale au milieu homogénéisé. Il
s’agit de prendre deux cleats identiques ayant KI

n = KII
n = KI

τ = KII
τ .

La figure 4.16 montre les valeurs horizontales αT
11 = αT

22 et les valeurs verticales αT
33 des

composantes du tenseur de Biot-Willis global en fonction de la pression de CO2. D’abord,
αT monte du fait de l’augmentation de la force de solvatation pour les valeurs les plus
basses de pm. Puis, il atteint un maximum au voisinage de 1 MPa. Ensuite, les courbes ont
tendance à diminuer pour des pressions plus élevées. De plus, on note la croissance de la
rigidité effective du réservoir illustrée par la composante Ceff

1111 qui est présentée sur la figure
4.17 en fonction de la pression du gaz. La raison de cette croissance est l’augmentation de
la rigidité des cleats induite par le gonflement de la matrice.
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Figure 4.16 – Dépendance de αT vis-à-vis de la pression du gaz.

4.5.3 Effet de la condition aux limites macroscopique

L’objectif du chapitre est d’étudier le comportement purement mécanique du milieu.
C’est la raison pour laquelle la pression du fluide est considérée partout uniforme à l’échelle
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Figure 4.17 – Dépendance de Ceff
1111 vis-à-vis de la pression du gaz.

macroscopique. Le couplage entre les phénomènes du transport et la mécanique sera détaillé
au chapitre 5.

Considérons la condition aux limites à l’échelle du réservoir. Si l’on suppose d’abord
que son volume est constant avec des bords extérieurs fixés, comme la pression du gaz est
spatialement uniforme, le terme Ex

(
du(0)

)
est nul dans le système d’équations (4.3.79).

La figure 4.18 montre la fermeture des cleats avec la croissance de la pression de CO2

pour les deux types de cellules précédentes. Bien que les deux géométries soient très diffé-
rentes, les deux courbes de porosité collent assez bien et tendent vers une valeur asymp-
totique quasi identique. Ces résultats soulignent la possibilité d’utiliser une cellule simple
plutôt qu’une cellule sophistiquée tout en conservant la physique du problème.
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Figure 4.18 – Variation de la porosité des cleats ϕf en fonction de la pression de CO2

pour deux configurations microscopiques.

Pour montrer que la condition aux limites à l’échelle macroscopique joue un rôle crucial
sur la variation de la porosité des cleats, considérons maintenant que le réservoir est soumis
à une charge constante sur les bords. En faisant appel à la fermeture (4.3.79), on s’aperçoit
que l’incrément de la contrainte totale est égal à zéro. Cette condition permet que le
milieu se déforme librement. Par conséquent, le terme Ex

(
du(0)

)
est calculé en fonction

de Ceff et de αT . Ceci entraîne une contribution de la déformation macroscopique sur le
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comportement de ϕf . La cellule de type 1 est toujours choisie pour cette étude. La figure
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Figure 4.19 – Variation de la porosité des cleats ϕf en fonction de la pression de CO2

pour une charge imposée constante.

4.19 représente la dépendance de ϕf relativement à la pression de CO2 en considérant une
contrainte macroscopique constante en faisant varier pm. Sur cette figure, le comportement
de la porosité des cleats est totalement opposé à celui observé en utilisant l’hypothèse
de volume constant du réservoir. L’augmentation de la pression du fluide provoque une
croissance rapide de ϕf , jusqu’à une valeur plus de 5 fois plus grande que la valeur initiale.
Ce phénomène vient du déplacement libre sur les bords à l’échelle macroscopique et son
mécanisme peut être expliqué par deux éléments : d’abord le gonflement de la matrice puis
l’ouverture des cleats, les deux augmentant avec la pression du fluide tandis que la charge
est maintenue constante sur les bords du réservoir. Grâce à ce résultat, on voit le rôle très
important de la condition aux limites à l’échelle macroscopique sur la porosité des cleats.
Elle doit donc être raisonnablement choisie pour chaque problème physique considéré.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode de changement d’échelle par l’homogénéisation périodique
a été utilisée pour homogénéiser les équations locales de manière réitérée. La première étape
vise à construire une équation pour la contrainte dans la matrice constituée d’une phase
solide et de nanopores fermés, quelle que soit leur géométrie. Contrairement au cas de
la poroélasticité classique, la présence de la force de solvatation Π entraîne un effet non
trivial car sa magnitude est en général plus élevée que la pression d’équilibre des fluides.
Pour une cavité de forme complexe telle que la géométrie ellipsoïdale, cette force n’est pas
uniforme et varie localement sur l’interface solide-pore. La force de solvatation Π va faire
augmenter le coefficient de Biot-Willis qui va pouvoir devenir supérieur à l’unité. Dans
une seconde étape, l’homogénéisation est ensuite réitérée pour décrire le comportement
macroscopique du réservoir composé de la matrice de charbon et d’un réseau de fractures
naturelles dénommées cleats. Pour obtenir un modèle réaliste, on considère que les cleats
se comportent de manière non linéaire au travers du contact entre les surfaces opposées des
cleats. La modélisation de ce phénomène introduite par Barton-Bandis est appliquée aux
réservoirs de gaz de charbon. L’injection de CO2 dans le réservoir provoque une dilatation
du volume de la matrice qui peut entraîner une forte réduction de la porosité des cleats, ceci
dépendant des conditions extérieures appliquées. Cette réduction est bien sûr ralentie par
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les rigidités {Kn,Kτ} des cleats qui aident les cleats à rester ouverts et permet d’assurer
un transport régulier des gaz dans le réservoir.
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Chapitre 5

Modèle à trois échelles pour le
transport des gaz et de l’eau

Contrairement aux réservoirs conventionnels, les réservoirs de gaz de charbon, (CoalBed
Methane ou CBM) contiennent principalement le méthane à l’état adsorbé à l’intérieur des
nanopores de la matrice. Le réseau des cleats est d’abord saturé principalement par l’eau et
par une petite quantité du gaz libre. Pour exploiter le gaz, l’eau doit être d’abord retirée,
ce qui est obtenu simplement en réduisant la pression du réservoir. Une fois suffisamment
d’eau éliminée, le réseau des cleats devient percolant pour la phase gaz et le méthane sera
transporté par diffusion de l’intérieur de la matrice vers les cleats, puis évacué sous l’effet
du gradient de pression au travers du réseau de cleats vers le puits de production [100]. La
première période d’exploitation correspond donc à la production de l’eau. Suit la période
de production de CH4. Quand la production de méthane commence à diminuer significati-
vement, une injection de CO2 peut permettre d’accélérer la production de méthane. C’est
ce que l’on dénomme ECBM ou Enhanced CoalBed Methane. Un des avantages supplémen-
taires est de stocker CO2 qui est un des facteurs principaux provoquant l’effet de serre.
Dans ce chapitre, l’objectif est d’abord de construire, toujours par changement d’échelle,
les équations pour l’écoulement multiphasique de CH4 et de CO2 ainsi que de l’eau. Puis en
couplant les équations du transport avec le problème poromécanique présenté au chapitre
précédent, des simulations numériques de l’exploitation de réservoirs de gaz de charbon
seront présentées.

5.1 Transport des gaz dans la matrice

Le transport des gaz au travers de la phase solide de la matrice est un problème re-
doutablement complexe si l’on souhaite l’examiner à l’échelle moléculaire. Toutefois ce
transport s’effectue sur des distances très courtes de l’ordre du millimètre correspondant
à un demi-espacement entre cleats et la constante de temps associée sera inférieure à la
journée alors que l’exploitation d’un réservoir de gaz de charbon se déroule sur des échelles
de temps de l’ordre de l’année. C’est pourquoi nous nous contenterons ici d’une description
très simplifiée des processus de transport dans cette phase même si le stockage du gaz dans
les nanopores est décrit précisément au moyen des outils développés dans le chapitre 2.

5.1.1 Équations à l’échelle des pores

On considère la matrice se composant d’une phase solide dénotée Ωs et d’une phase
de nanopores déconnectés Ωn. Les nanopores sont supposés à l’équilibre thermodynamique
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décrit par une pression de bulk (le système est supposé isotherme). Dans la matrice, le
transport des gaz est dominé par une diffusion de type Knudsen à cause de la taille des
pores de l’ordre du diamètre moléculaire des gaz. On suppose que les molécules d’eau ne
peuvent pas pénétrer dans la matrice. Seuls diffusent au travers de la phase solide CH4 et
CO2. Dans la formulation simple retenue ici, notons que seules sont prises en compte les
interactions entre chaque espèce de gaz i et la phase solide et pas les interactions mutuelles
entre les deux espèces de gaz présentes. En négligeant la capacité de stockage de la phase
solide, l’équation de diffusion pour les gaz dans la phase solide s’écrit :

∇ · (Ds,i∇ρs,i) = 0 dans Ωs (5.1.1)

où ρs,i et Ds,i sont la densité et le coefficient de diffusion du gaz i (i = CH4, CO2) dans la
phase solide.

Dans la matrice, le gaz est adsorbé (stocké) dans les nanopores comme détaillé au cha-
pitre 2. Le nombre de molécules de gaz i contenues par unité de volume dans un nanopore
en équilibre avec un bulk de densité moléculaire ρb,i est ρb,iGi où Gi est le coefficient de
partition pour le gaz i. Le calcul de ce coefficient de partition est précisé par Le et al. [54]
dans le contexte de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) et présenté au cha-
pitre 2. Même si la distribution de densité moléculaire dans un nanopore à l’équilibre est
très complexe, nous allons supposer que l’équation de diffusion à l’intérieur d’un nanopore
est virtuellement donnée par

∂ (Giρb,i)

∂t
= ∇ · (Dn,i∇ρb,i) dans Ωn (5.1.2)

où Dn,i est le coefficient de diffusion d’un nanopore et ρb,i une densité moléculaire de bulk
équivalente. Comme le nanopore est supposé à l’état d’équilibre thermodynamique, pour
décrire cette situation, le coefficient de diffusion Dn,i va être supposé beaucoup plus grand
que le coefficient de diffusion du gaz dans la phase solide Ds,i.

La condition d’équilibre à l’interface solide-nanopore Γns s’écrit :{
ρb,i = ρs,i
−Dn,i∇ρb,i · n = −Ds,i∇ρs,i · n

(5.1.3)

5.1.2 Homogénéisation nano-micro

L’objectif est d’homogénéiser les équations locales (5.1.1-5.1.3) pour obtenir l’équation
moyenne de conservation de masse dans la matrice. En suivant la même procédure que
celle présentée dans le chapitre précédent, on utilise une cellule périodique Z incluant
un domaine solide Zs et un domaine des nanopores Zn avec une interface ∂Zns. Pour
homogénéiser ce problème, le coefficient de diffusion dans les nanopores Dn,i est supposé
être de l’ordre de O(ε−1) celui de la phase solide Ds,i. Cette hypothèse est basée sur l’idée
que l’équilibre thermodynamique dans les nanopores entraîne une diffusion instantanée
tandis que le transport des gaz à l’intérieur du solide est gouverné par une diffusion de
type Knudsen.

Les équations locales à l’échelle d’une cellule-unité périodique sont résumées ci-dessous
∇ · (Ds,i∇ρs,i) = 0 dans Zs

∂ (Giρb,i)

∂t
= ∇ ·

(
ε−1Dn,i∇ρb,i

)
dans Zn

ρb,i = ρs,i sur ∂Zns

−ε−1Dn,i∇ρb,i · n = −Ds,i∇ρs,i · n sur ∂Zns

(5.1.4)
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où ∇ = ε−1∇z+∇y. Les densités moléculaires ρb,i(y, z) et ρs,i(y, z) sont alors développées
en série entière du petit paramètre ε. Des conditions de périodicité s’appliquent pour ρs,i sur
la frontière extérieure ∂Zse de la cellule-unité. L’homogénéisation de ce problème s’appuie
sur les références [58] et [59].

• Problème en ρ
(0)
b,i et ρ(0)s,i

Le problème en ρ(0)b,i s’écrit ∇z ·
(
Dn,i∇zρ

(0)
b,i

)
= 0 dans Zn

−Dn,i∇zρ
(0)
b,i · n = 0 sur ∂Zns

(5.1.5)

Il est immédiat de vérifier que ρ(0)b,i ne dépend pas de la variable locale z soit ρ(0)b,i (t,y, z) =

ρ
(0)
b,i (t,y)

De manière similaire, le problème en ρ(0)s,i est donné par
∇z ·

(
Ds,i∇zρ

(0)
s,i

)
= 0 dans Zs

ρ
(0)
s,i = ρ

(0)
b,i sur ∂Zns

Périodique sur ∂Zne

(5.1.6)

On trouve ρ
(0)
s,i (t,y, z) = ρ

(0)
s,i (t,y). Pour simplifier, on dénote ρ

(0)
s,i (t,y) = ρ

(0)
b,i (t,y) ≡

ρ
(0)
m,i(t,y). Ici, ρ(0)m,i(t,y) représente l’ordre zéro de la densité moléculaire de gaz i dans la

matrice.

• Problème en ρ
(1)
b,i et ρ(1)s,i

Le problème en ρ(1)b,i dans les nanopores s’écrit ∇z ·
(
Dn,i∇zρ

(1)
b,i

)
= 0 dans Zn

−Dn,i

(
∇zρ

(1)
b,i +∇yρ

(0)
m,i

)
· n = 0 sur ∂Zns

(5.1.7)

La solution pour ρ(1)b,i prend la forme suivante :

ρ
(1)
b,i = ρ̂

(1)
b,i (t,y)− z ·∇yρ

(0)
m,i (5.1.8)

où ρ̂
(1)
b,i (t,y) joue le rôle d’une constante d’intégration. En considérant une expansion de

Taylor pour ρ(0)m,i et la relation (5.1.8) pour ρ(1)b,i , on obtient

ρb,i(t,y, z) = ρ
(0)
m,i(t,y) + z ·∇yρ

(0)
m,i(t,y) + ρ

(1)
b,i (t,y, z) +O(ε2)

= ρ
(0)
m,i(t,y) + ρ̂

(1)
b,i (t,y) +O(ε2) (5.1.9)

La densité moléculaire ρb,i est donc constante dans la cellule-unité à l’ordre O(ε2).
Les densités de flux molaires à l’ordre O(ε0) dans la phase solide et dans les nanopores

sont données par

j(0)s,i = −Ds,i

(
∇zρ

(1)
s,i +∇yρ

(0)
m,i

)
(5.1.10)

j(0)n,i = −Dn,i

(
∇zρ

(2)
b,i +∇yρ

(1)
b,i

)
(5.1.11)
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Le problème pour ρ(1)s,i dans la phase solide s’écrit
−∇z · j(0)s,i = ∇z ·

[
Ds,i

(
∇zρ

(1)
s,i +∇yρ

(0)
m,i

)]
= ∇z ·

(
Ds,i∇zρ

(1)
s,i

)
= 0 dans Zs

ρ
(1)
s,i = ρ

(1)
b,i = ρ̂

(1)
b,i − z ·∇yρ

(0)
m,i sur ∂Zns

Périodique sur ∂Zse

(5.1.12)

Du fait de la condition non homogène sur l’interface ∂Zns, la solution pour ρ(1)s,i est cherchée
sous la forme

ρ
(1)
s,i (t,y, z) = ρ̂

(1)
b,i + χ(z) ·∇yρ

(0)
m,i (5.1.13)

où χ est solution du problème de fermeture
∇z · (Ds,i∇zχ) = 0 dans Zs

χ = −z sur ∂Zns

Périodique sur ∂Zse

(5.1.14)

• Problème pour ρ(2)b,i ∇z ·
[
Dn,i

(
∇zρ

(2)
b,i +∇yρ

(1)
b,i

)]
= 0 dans Zn

−Dn,i

(
∇zρ

(2)
b,i +∇yρ

(1)
b,i

)
· n = −Ds,i

(
∇zρ

(1)
s,i +∇yρ

(0)
m,i

)
· n sur ∂Zns

(5.1.15)

• Problèmes pour ρ(3)b,i et ρ(2)s,i périodiques sur ∂Zse

∂(Giρ
(0)
m,i)

∂t
= ∇z ·

[
Dn,i

(
∇zρ

(3)
b,i +∇yρ

(2)
b,i

)]
dans Zn

+ ∇y ·
[
Dn,i

(
∇zρ

(2)
b,i +∇yρ

(1)
b,i

)]
0 = ∇z ·

[
Ds,i

(
∇zρ

(2)
s,i +∇yρ

(1)
s,i

)]
dans Zs

+ ∇y ·
[
Ds,i

(
∇zρ

(1)
s,i +∇yρ

(0)
m,i

)]
−Dn,i

(
∇zρ

(3)
b,i +∇yρ

(2)
b,i

)
· n = −Ds,i

(
∇zρ

(2)
s,i +∇yρ

(1)
s,i

)
· n sur ∂Zns

(5.1.16)

•Équations moyennes
En utilisant la condition de continuité sur l’interface ∂Zns et la condition périodique

sur l’interface ∂Zse, la moyenne des équations ci-dessus est donnée par

∂
(
ϕmGiρ

(0)
m,i

)
∂t

= − 1

|Z|

[∫
Zn

∇y · j(0)n,idV +

∫
Zs

∇y · j(0)s,i dV

]
= −∇y ·

〈
j(0)i

〉
(5.1.17)

où la porosité de la matrice est définie par ϕm = |Zn|/|Z|. Les densités de flux molaires
dans la phase solide j(0)s,i et dans les nanopores j(0)n,i sont données par les relations (5.1.10)
et (5.1.11). Rappelons les relations (5.1.12) et (5.1.15)

∇z · j(0)s,i = 0 dans Zs

∇z · j(0)n,i = 0 dans Zn

j(0)s,i · n = j(0)n,i · n sur ∂Zns

(5.1.18)
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Pour un vecteur densité de flux j défini sur Z et à divergence nulle (∇z · j = 0), on a
j = ∇z · (j ⊗ z). D’où :

∫
Z

j dV =

∫
Z
∇z · (j ⊗ z) dV =

∫
∂Z

n · (j ⊗ z) dS =

∫
∂Z

z (j · n) dS (5.1.19)

Appliquons cette relation aux vecteurs densités flux j(0)n,i et j(0)s,i :∫
Zn

j(0)n,i dV =

∫
Zns

z
(
j(0)n,i · nn

)
dS (5.1.20)∫

Zs

j(0)s,i dV =

∫
Zns

z
(
j(0)s,i · ns

)
dS +

∫
Zse

z
(
j(0)s,i · ns

)
dS (5.1.21)

En notant que nn = −ns et en combinant avec la condition limite pour le problème en
ρ
(2)
s,i , on obtient〈

j(0)i

〉
=

1

|Z|

∫
∂Zse

z
(
j(0)s,i · ns

)
dS

= − 1

|Z|

∫
∂Zse

zDs,i

[(
∇zρ

(1)
s,i +∇yρ

(0)
m,i

)
· ns

]
dS

= − 1

|Z|

[∫
∂Zse

Ds,i(z ⊗ ns) · (I+∇zχ)dS

]
·∇yρ

(0)
m,i

= −Deq,i ·∇yρ
(0)
m,i (5.1.22)

où le coefficient de diffusion effectif est donné par

Deq,i =
1

|Z|

[∫
∂Zse

Ds,i(z ⊗ ns) · (I+∇zχ)dS

]
(5.1.23)

Finalement, l’équation homogénéisée du transport dans la matrice s’écrit :

∂
(
ϕmGiρ

(0)
m,i

)
∂t

= ∇y ·
(
Deq,i ·∇yρ

(0)
m,i

)
(5.1.24)

Il faut noter que cette procédure d’homogénéisation n’est pas classique car le coefficient
de diffusion dans les nanopores est un ordre plus grand que celui dans la phase solide. Le
résultat homogénéisé final montre que les nanopores jouent uniquement un rôle de stockage
via les coefficients Gi tandis que le coefficient de diffusion effectif a une forme particulière
qui ne dépend que du coefficient de diffusion dans la phase solide.

5.2 Transport des gaz et de l’eau dans les cleats

5.2.1 Équations à l’échelle microscopique

On considère la présence d’eau et de gaz dans le réseau de cleats à l’échelle micro-
scopique. La matrice occupe le volume Ωm et les cleats occupent le volume Ωf avec une
interface matrice/cleats dénommée Γfm. Dans les cleats, l’eau s’écoule en suivant une loi
de Darcy en réponse à un gradient de pression de l’eau pw. Le gaz lui se déplace par
convection en suivant une loi de Darcy en réponse à un gradient de pression du gaz pg et
chaque espèce relativement l’une par rapport à l’autre par diffusion. Le mouvement dû à
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l’équation de Darcy est un mouvement correspondant à la masse du gaz. La diffusion devra
donc être décrite en terme massique [16]. C’est pourquoi au lieu des densités moléculaires
ρg,i, nous allons travailler avec les masses volumiques ρ̄g,i = ρg,iMi/Nav où Mi est la masse
molaire du gaz i et Nav le nombre d’Avogadro. En supposant que l’eau est incompressible,
le transport des gaz et de l’eau dans les cleats est gouverné par la loi de Darcy pour le
mouvement moyen et par la loi de Fick pour la diffusion des gaz

∂(1− S)ρ̄g,i
∂t

−∇ ·
(
ρ̄g,i

kfkrg
µg

∇pg +Dρ̄g∇wi

)
= 0

∂S

∂t
−∇ ·

(
kfkrw
µw

∇pw

)
= 0

pg =
∑

i pg,i; ρ̄g =
∑

i ρ̄g,i; wi = ρ̄g,i/ρ̄g

(5.2.1)

où S désigne la saturation de l’eau (volume occupé par l’eau / volume des cleats) et wi la
fraction massique du gaz i dans les cleats. kf , krg et krw sont respectivement la perméabilité
intrinsèque d’un cleat, la perméabilité relative du gaz et de l’eau, D est le coefficient de
diffusion binaire du mélange de CH4 et CO2, µg et µw les viscosités dynamiques du gaz et
de l’eau. La pression capillaire définie par pc = pg − pw est supposée seulement fonction de
la saturation de l’eau S. Donc, les densités de flux de masse de gaz i et de flux volumique
d’eau sont données par

Jg,i = −ρ̄g,i
kfkrg
µg

∇pg −Dρ̄g∇wi

Jw = −
kfkrw
µw

∇pw

(5.2.2)

En omettant les indices (0) et y, l’équation de transport de la masse dans la matrice
est reformulée

∂ (ϕmGiρ̄m,i)

∂t
+∇ · jg,i = 0 dans Ωm (5.2.3)

avec la densité de flux de masse de la matrice jg,i = −Deq,i · ∇ρ̄m,i où ρ̄m,i est la masse
volumique de bulk du composant i dans la matrice.

La condition de transmission à l’interface cleat-matrice Γfm exprime la continuité de
la pression et de la densité de flux normale :{

Jg,i · nfm = jg,i · nfm

pm,i = pg,i
sur Γfm (5.2.4)

pm,i dénote la pression partielle de bulk du gaz i dans la matrice. Par souci de simplification,
à l’interface cleat-matrice, on utilise une condition de continuité de la pression plutôt que
de la concentration car l’équation de Darcy dépend du gradient de pression. Ces deux
conditions sont bien sûr équivalentes.

5.2.2 Homogénéisation micro-macro

De la même façon que pour l’homogénéisation nano-micro, les équations microscopiques
sont maintenant homogénéisées pour obtenir la loi de transport macroscopique à l’échelle
du réservoir.

La cellule-unité périodique se compose d’un sous-domaine Ym correspondant à la ma-
trice et d’un sous-domaine Yf correspondant au réseau des cleats avec une interface ∂Yfm

132



entre les deux domaines. La variable lente et la variable rapide sont désignées respective-
ment par x et y. Le paramètre de perturbation ε est défini par y = εx. Les équations
s’écrivent 

∂
[
(1− Sε)ρ̄εg,i

]
∂t

+∇ · Jε
g,i = 0 dans Yf

∂Sε

∂t
+∇ · Jε

w = 0 dans Yf
pεc = pεg − pεw

(5.2.5)

avec 
Jε
g,i = −ρ̄εg,i

kfkrg
µg

∇pεg −Dρ̄εg∇wε
i

Jε
w = −

kfkrw
µw

∇pεg +
kfkrw
µw

∇pεc

(5.2.6)

Dans la matrice, le mécanisme de diffusion suit une diffusion de type Knudsen tandis que
dans les cleats la diffusion est moléculaire. Par conséquent, le coefficient de diffusion dans
la matrice Deq,i est plus petit que celui dans les cleats. En considérant le concept de double
porosité, il est raisonnable de prendre O(Deq,i) = ε2D. On a donc jεg,i = −ε2Deq,i ·∇ρ̄εm,i

[69, 51, 55]. Soit

∂(ϕmG
ε
i ρ̄

ε
m,i)

∂t
+∇ · jεg,i = 0 dans Ym (5.2.7)

avec la condition à l’interface{
Jε
g,i · nfm = jεg,i · nfm

pεm,i = pεg,i
sur ∂Yfm (5.2.8)

On va collecter les termes correspondant aux différentes puissances de ε. En utilisant l’équa-
tion (5.2.5) à l’ordre O(ε−2) et l’équation (5.2.8) à l’ordre O(ε−1), on a

∇y ·
(
ρ̄
(0)
g,i

kfkrg
µg

∇yp
(0)
g +Dρ̄(0)g ∇yw

(0)
i

)
= 0

−∇y ·
(
kfkrw
µw

∇yp
(0)
g

)
+∇y ·

(
kfkrw
µw

∇yp
(0)
c

)
= 0

dans Yf (5.2.9)

et (
ρ̄
(0)
g,i

kfkrg
µg

∇yp
(0)
g +Dρ̄(0)g ∇yw

(0)
i

)
· n = 0 sur Γfm (5.2.10)

On obtient 
p
(0)
g,i (x,y, t) = p

(0)
g,i (x, t)

w
(0)
i (x,y, t) = w

(0)
i (x, t)

p
(0)
c (x,y, t) = p

(0)
c (x, t)

(5.2.11)

Il faut rappeler que p
(0)
c dépend uniquement de la saturation S. Donc, S(0)(x,y, t) =

S(0)(x, t).

• Termes de fluctuation
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En collectant les termes à l’ordre O(ε−1) dans l’équation (5.2.5) et à l’ordre O(ε0) dans
l’équation (5.2.8), on a

∇y ·
(
ρ̄
(0)
g,i

kfkrg
µg

∇yp
(1)
g +Dρ̄(0)g ∇yw

(1)
i

)
= 0

−∇y ·
(
kfkrw
µw

∇yp
(1)
g

)
+∇y ·

(
kfkrw
µw

∇yp
(1)
c

)
= 0

dans Yf (5.2.12)

et 

[
ρ̄
(0)
g,i

kfkrg
µg

(
∇xp

(0)
g +∇yp

(1)
g

)
+Dρ̄(0)g

(
∇xw

(0)
i +∇yw

(1)
i

)]
· n = 0[

−
kfkrg
µg

(
∇xp

(0)
g +∇yp

(1)
g

)
+
kfkrw
µw

(
∇xp

(0)
c +∇yp

(1)
c

)]
· n = 0

sur ∂Yfm

(5.2.13)

Notons que
∑

iwi = 1. Comme
∑

iw
(0)
i = 1, on a donc

∑
iw

(1)
i = 0. En sommant les deux

équations (5.2.12a) pour les deux espèces, on obtient à partir du système (5.2.12)
∇y ·

(
ρ̄
(0)
g
kfkrg
µg

∇yp
(1)
g

)
= 0

∇y ·
(
ρ̄
(0)
g D∇yw

(1)
i

)
= 0

∇y ·
(
kfkrw
µw

∇yp
(1)
c

)
= 0

dans Yf (5.2.14)

(5.2.15)

et en faisant de même avec la condition limite (5.2.13), il vient
(
∇xp

(0)
g +∇yp

(1)
g

)
· n = 0(

∇xw
(0)
i +∇yw

(1)
i

)
· n = 0(

∇xp
(0)
c +∇yp

(1)
c

)
· n = 0

sur ∂Yfm (5.2.16)

En considérant la linéarité des trois problèmes indépendants où le seul terme de forçage est
respectivement ∇xp

(0)
g , ∇xw

(0)
i , ∇xp

(0)
c , la fermeture pour p(1)g , w(1)

i et p(1)c est cherchée
sous la forme

p
(1)
g = ζ(y) ·∇xp

(0)
g + p̂g(x)

w
(1)
i = ζ(y) ·∇xw

(0)
i + ŵi(x)

p
(1)
c = ζ(y) ·∇xp

(0)
c + p̂c(x)

(5.2.17)

où le vecteur ζ périodique sur les bords de la cellule-unité satisfait à la fermeture standard
pour un problème de diffusion dans une phase avec des conditions d’imperméabilité aux
interfaces : {

∆yy ζ = 0 dans Yf
n · (∇yζ + I) = 0 sur ∂Yfm

(5.2.18)

• Équations moyennes
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On va maintenant établir les équations macroscopiques de transport à l’échelle du
réservoir. En utilisant (5.2.5) et (5.2.7) à l’ordre O(ε0), il vient dans Yf

∂
[
(1− S(0))ρ̄

(0)
g,i

]
∂t

− ∇x ·
[
ρ̄
(0)
g,i

kfkrg
µg

(
∇xp

(0)
g +∇yp

(1)
g

)
+ Dρ̄

(0)
g

(
∇xw

(0)
i +∇yw

(1)
i

)]
+∇y · J(1)

g,i = 0

∂S(0)

∂t
− ∇x ·

[
kfkrw
µw

(
∇xp

(0)
g +∇yp

(1)
g

)]
+ ∇x ·

[
kfkrw
µw

(
∇xp

(0)
c +∇yp

(1)
c

)]
+∇y · J(1)

w = 0

(5.2.19)

et dans Ym

∂(ϕmG
(0)
i ρ̄

(0)
m,i)

∂t
+∇y · j(1)g,i = 0 (5.2.20)

avec j
(1)
g,i = −Deq,i ·∇yρ̄

(0)
m,i.

La condition aux limites s’écrit :
ρ̄
(1)
m,i = ρ̄

(1)
g,i

J
(1)
g,i · nfm = j

(1)
g,i · nfm

J
(1)
w · nfm = 0

sur ∂Yfm (5.2.21)

En moyennant l’équation de conservation de la masse (5.2.19) dans la cellule-unité et
en prenant en compte la condition à l’interface (5.2.21), l’équation du transport de l’espèce
i de la phase gazeuse s’écrit finalement

∂
(
ϕf (1− S(0))ρ̄

(0)
g,i

)
∂t

(5.2.22)

−∇x ·
(
ρ̄
(0)
g,i

kfkrg
µg

⟨∇yζ + I⟩ ·∇xp
(0)
g + ρ̄(0)g D ⟨∇yζ + I⟩ ·∇xw

(0)
i

)
= −

〈
∇y · J(1)

g,i

〉
= − 1

|Y |

∫
∂Yfm

J
(1)
g,i · nfmdΓ =

1

|Y |

∫
∂Yfm

j
(1)
g,i · nmfdΓ

=
〈
∇y · j(1)g,i

〉
= −

∂
〈
ϕmG

(0)
i ρ̄

(0)
m,i

〉
∂t

= −
∂
(
(1− ϕf )ϕmG

(0)
i

〈
ρ̄
(0)
m,i

〉m)
∂t

De même l’équation pour la phase eau dans les cleats s’écrit

∂(ϕfS
(0))

∂t
−∇x ·

(
kfkrw
µw

⟨∇yζ + I⟩ ·∇xp
(0)
g

)
+∇x ·

(
kfkrw
µw

⟨∇yζ + I⟩ ·∇xp
(0)
c

)
= 0

(5.2.23)
Si l’on admet que la pression capillaire pc est une fonction décroissante de la saturation S,
cette dernière équation peut être écrite

∂(ϕfS
(0))

∂t
−∇x·

(
kfkrw
µw

⟨∇yζ + I⟩ ·∇xp
(0)
g

)
= ∇x·

[
kfkrw
µw

⟨∇yζ + I⟩
(
− ∂pc

∂S(0)

)
·∇xS

(0)

]
(5.2.24)

où le terme du membre de droite est un terme de diffusion en saturation.
Dans le contexte de la double porosité, le problème de cellule pour le transport de masse

dans la matrice est donné par (5.1.24) avec la condition ρ̄
(0)
m,i = ρ̄

(0)
g,i sur l’interface ∂Yfm.
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Plutôt que de devoir résoudre ce problème de cellule en chaque point macroscopique du
domaine, une approximation peut être obtenue en remplaçant ce terme de source en intro-
duisant un coefficient de transfert de masse constant entre la matrice et les cleats (souvent
appelé dans la littérature pétrolière facteur de forme matrice-fracture) et en écrivant

∂
(
(1− ϕf )ϕmG

(0)
i

〈
ρ̄
(0)
m,i

〉m)
∂t

= αt,i

(
ρ̄
(0)
g,i −

〈
ρ̄
(0)
m,i

〉m)
(5.2.25)

où αt,i représente le coefficient de transfert (facteur de forme). La conservation de la masse
du gaz i dans les cleats s’écrit finalement

∂
(
ϕf (1− S(0))ρ̄

(0)
g,i

)
∂t

−∇x ·
(
ρ̄
(0)
g,iK

e ·∇xp
(0)
g + ρ̄(0)g De ·∇xw

(0)
i

)
= αt,i

(〈
ρ̄
(0)
m,i

〉m
− ρ̄

(0)
g,i

)
(5.2.26)

avec les coefficients effectifs à l’échelle macroscopique Ke =
kf ⟨∇yζ + I⟩ krg

µg
=

Kfkrg
µg

et

De = D ⟨∇yζ + I⟩ où Kf est la perméabilité apparente du réseau des cleats calculée sur
la cellule-unité.

Cette forme d’équation est connue sous le nom de modèle de Warren et Root [107].
Le coefficient de transfert de masse αt,i est dénommé dans le domaine pétrolier facteur
de forme matrice-fracture. Il est évalué à partir d’une approximation de la solution de
l’équation de la diffusion (5.1.24) et dépend de la structure du milieu [50]. Différentes
valeurs sont proposées dans la littérature : Warren et Root [107], Kazemi et al. [46], Lim
et Aziz [60], Heinemann et Mittelmeir [42].

5.3 Simulations numériques à l’échelle du réservoir

5.3.1 Propriétés mécaniques et de transport du réservoir

Propriétés de la matrice

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord calculer les propriétés nécessaires à écrire
l’équation de conservation de la masse (5.2.25) entre la matrice et les cleats. Les calculs
considèrent que tous les nanopores sont sphériques et de même diamètre. La porosité
de la matrice étant supposée constante, les pores gardent ce diamètre dans la suite des
calculs. Les paramètres correspondant aux nanopores sont donnés dans la table 5.1. Les
caractéristiques mécaniques de la phase solide ont été fournies dans la table 4.2 du chapitre
précédent.

Paramètres Unité Valeur
Température T K 318
Diamètre moléculaire dCH4 m 3.6× 10−10

Diamètre moléculaire dCO2 m 3.9× 10−10

Diamètre du pore Dp = 2R m 4 dCH4

Porosité de la matrice ϕm 18.5%

Table 5.1 – Paramètres des nanopores.

• Coefficients de partition
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Les coefficients de partition Gi, où les indices 1 et 2 représentent respectivement CH4

et CO2, sont le rapport entre la densité moléculaire (ou massique) moyennée sur le volume
des nanopores et la densité moléculaire (ou massique) de bulk en équilibre. Les figures 5.1
et 5.2 représentent les coefficients de partition de CH4 et CO2 en fonction des densités
moléculaires des deux gaz dans la matrice. Comme le montrent ces figures, le coefficient de
partition pour CO2, G2, est plus grand que le coefficient de partition pour CH4, G1, sur
l’ensemble des valeurs testées. CO2 est donc plus facilement adsorbé sur le charbon que
CH4 : pour une même concentration de bulk, la quantité de CO2 adsorbée sera plus grande
que la quantité de CH4. Ces coefficients ont tendance à diminuer avec l’augmentation de
la pression partielle.

Figure 5.1 – Coefficient de partition G1 pour CH4.

Figure 5.2 – Coefficient de partition G2 pour CO2.
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• Facteur de forme matrice-fracture
Le coefficient de transfert (facteur de forme) pour l’ensemble des deux fractures (voir

figure 4.15a) est donné par [60]

αt,i =
2π2

s2
Deq,i (5.3.1)

où s est l’espacement entre les cleats. Le temps caractéristique de diffusion du gaz dans la
matrice peut alors être estimé à partir de l’équation (5.2.25)

td =
(1− ϕf )ϕmGi

αt,i
(5.3.2)

Pour Deq,1 = 10−11 m2 s−1 et Deq,2 = 6 · 10−12 m2 s−1, le temps caractéristique pour les
deux gaz correspond à quelques jours. Après cette durée, la différence de la pression entre
la matrice et les cleats restera petite au cours de la période de production.

• Force de solvatation
La figure 5.3 montre la force de solvatation Π en fonction des densités moléculaires ρm,1

et ρm,2. Notons d’abord que cette force est toujours négative : le gaz exerce non pas une
pression mais au contraire une traction sur la paroi solide. Cette traction diminue quand
les densités moléculaires augmentent. Elle est supérieure en valeur absolue à la pression
d’équilibre du mélange pm : la valeur minimale de |Π| vaut environ 23.7 MPa tandis que
la valeur maximale de pm vaut 13.3 MPa.

Figure 5.3 – Force de solvatation Π.

• Coefficients de Biot-Willis modifiés de la matrice
Les coefficients de Biot-Willis modifiés de la matrice α∗

m,1 et α∗
m,2 sont définis par

la relation (4.3.43). Ils prennent en compte les dérivées de la force de solvatation par
rapport à la pression partielle de chaque constituant de la phase gazeuse et par rapport à
la porosité de la matrice. Le calcul des pressions partielles pm,1 et pm,2 est effectué selon
la méthode détaillée au chapitre 3. Ces valeurs sont fonctions des densités moléculaires
qui sont les variables qui apparaissent dans le modèle DFT-FMT. Il est facile de calculer

138



numériquement leurs variations en fonction des densités moléculaires des deux gaz. Le

calcul des dérivées partielles
∂Π

∂pm,1
et

∂Π

∂pm,2
inconnues est obtenu à partir du théorème de

dérivation des fonctions composées
∂Π

∂ρm,1

∣∣∣∣
ρm,2

=
∂Π

∂pm,1

∂pm,1

∂ρm,1

∣∣∣∣
ρm,2

+
∂Π

∂pm,2

∂pm,2

∂ρm,1

∣∣∣∣
ρm,2

∂Π

∂ρm,2

∣∣∣∣
ρm,1

=
∂Π

∂pm,1

∂pm,1

∂ρm,2

∣∣∣∣
ρm,1

+
∂Π

∂pm,2

∂pm,2

∂ρm,2

∣∣∣∣
ρm,1

(5.3.3)

Les dérivées de la force de solvatation en fonction des densités moléculaires des membres de
gauche des deux équations précédentes sont aisément obtenues à partir du calcul conduisant
à la figure 5.3.

Les coefficients de Biot-Willis α∗
m,1 et α∗

m,2 sont donnés sur les figures 5.4 et 5.5. L’am-
plitude de variation de ces coefficients est plus grande que l’intervalle entre 0 et 1 du
coefficient de Biot-Willis classique. Notons aussi que le coefficient α∗

m,2 pour CO2 possède
des valeurs négatives dans certaines zones. Il faut noter qu’au contraire du modèle clas-
sique où le coefficient de Biot-Willis n’est fonction que de la porosité et des propriétés
mécaniques du milieu, ces nouveaux coefficients contiennent l’effet de la force de solvata-
tion qui dépend de la pression partielle (ou de la densité moléculaire) de chaque gaz dans
le mélange. Ce comportement non trivial demande des calculs prudents en appliquant la
procédure indiquée par l’équation (5.3.3).

Figure 5.4 – Coefficient de Biot-Willis modifié de la matrice α∗
m,1 pour CH4.

Perméabilité et pression capillaire des cleats

En utilisant la cellule unité de la figure 4.15a du chapitre 4 (deux cleats en croix), la
perméabilité et la porosité des cleats s’écrivent :

Kf = ζ
H3

12s
(5.3.4)

ϕf =
2H

s
(5.3.5)
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Figure 5.5 – Coefficient de Biot-Willis modifié de la matrice α∗
m,2 pour CO2.

où H désigne l’ouverture des cleats et s est la distance entre deux cleats. Un coefficient
ζ pris constant a été introduit devant la valeur théorique de la perméabilité pour tenir
compte des irrégularités de la surface des cleats. En supposant que le changement de taille
de la matrice est négligeable par rapport au changement de la porosité des cleats ϕf , la
relation entre ϕf et Kf peut être décrite par la loi cubique [71] :

Kf

Kref
f

=

(
ϕf

ϕreff

)3

(5.3.6)

Le calcul des perméabilités relatives du gaz et de l’eau ainsi que de la pression capillaire
utilisera le modèle de Brooks-Corey [19]

krg = (1− S∗)2
[
1− (S∗)

2
λ
+1
]

(5.3.7)

krw = (S∗)
2
λ
+3 (5.3.8)

pc = pe(S
∗)−1/λ (5.3.9)

S∗ =
S − Srw

1− Srg − Srw
(5.3.10)

où S∗ désigne la saturation normalisée de l’eau et pe est la pression capillaire d’entrée.

5.3.2 Implémentation numérique

Par souci de simplicité, la cavité nanométrique est toujours prise de forme sphérique.
La simulation numérique est effectuée avec le logiciel commercial “COMSOL Multiphysics
with MATLAB” pour résoudre l’ensemble des équations aux dérivées partielles (4.3.79),
(5.2.25), (5.2.26). Le module “Coefficient Form PDE” est utilisé pour mettre en œuvre les
équations pour les densités des gaz dans les cleats. Le système à résoudre s’écrit :

ea
∂2ρ̄g,i
∂t2

+ da
∂ρ̄g,i
∂t

+∇ · (−c∇ρ̄g,i − αρ̄g,i + γ) + β ·∇ρ̄g,i + aρ̄g,i = f (5.3.11)
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Afin d’appliquer ce module, on a besoin de convertir l’équation (5.2.26) de transport des
gaz sous la forme suivante en omettant l’indice supérieur (0) et l’indice inférieur x :

ϕf (1− S)
∂ρ̄g,i
∂t

+∇ · (− [Ke ·∇pg +De ·∇wi] ρ̄g,i − ρ̄g,jD
e ·∇wi)

+

(
αt,i + (1− S)

∂ϕf
∂t

)
ρ̄g,i = αt,i ⟨ρ̄m,i⟩m

(5.3.12)

où i et j indiquent les gaz i et j. On a :

ea = 0

da = ϕf (1− S)

c = 0

α = Ke ·∇pg +De ·∇wi

γ = −ρ̄g,jDe ·∇wi

β = 0

a = αt,i + (1− S)
∂ϕf
∂t

f = αt,i ⟨ρ̄m,i⟩m

(5.3.13)

Les équations de transfert des gaz entre la matrice et les cleats ne comprennent pas de
terme de dérivation spatiale. Ces équations peuvent alors être implémentées à l’aide du
module “Domain ODES and DAES” dans COMSOL de forme générale :

ea
∂2 ⟨ρ̄m,i⟩m

∂t2
+ da

∂ ⟨ρ̄m,i⟩m

∂t
= f (5.3.14)

Les équations dans la matrice se réécrivent finalement :

(1− ϕf )ϕmGi
∂ ⟨ρ̄m,i⟩m

∂t
= αt,i [ρ̄g,i − ⟨ρ̄m,i⟩m]− (1− ϕf )ϕm ⟨ρ̄m,i⟩m

∂Gi

∂t

+ϕmGi ⟨ρ̄m,i⟩m
∂ϕf
∂t

(5.3.15)

On a donc :
ea = 0

da = (1− ϕf )ϕmGi

f = αt,i [ρ̄g,i − ⟨ρ̄m,i⟩m]− (1− ϕf )ϕm ⟨ρ̄m,i⟩m
∂Gi

∂t
+ ϕmGi ⟨ρ̄m,i⟩m

∂ϕf
∂t

(5.3.16)

L’équation pour l’équilibre mécanique (4.3.79) est considérée comme un comportement
quasi-statique et peut être résolue par le module “Solid Mechanics” en tenant compte du
terme de précontrainte résultant des pressions des fluides.

Le couplage entre le transport et la mécanique est lié à la variation de porosité des cleats.
On résout les équations du transport et de la mécanique simultanément dans COMSOL.
La méthode incrémentale présentée au chapitre 4 sera utilisée pour résoudre l’équation
mécanique à l’échelle macroscopique. Du fait de la taille très grande des calculs et de leur
forte non-linéarité, la simulation sera entièrement implémentée et contrôlée dans MATLAB
avec l’aide du module “LiveLinkTM for MATLAB®” fourni par COMSOL. La figure 5.6
représente le schéma de calcul du modèle macroscopique.
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{Gi, α
∗
m,i, pi} sont d’abord calculés aux échelles nanoscopique et microscopique afin de

créer une base de données qui permettra une interpolation de ces paramètres aux valeurs
nécessaires pour le calcul.

On sélectionne ensuite des temps de référence tk pour la mise à jour des propriétés des
cleats. En partant du temps de référence tk−1, le calcul simultané du transport et, sous
forme incrémentale, de la mécanique est effectué jusqu’au temps de référence suivant tk
par des itérations en COMSOL en faisant varier en même temps la porosité des cleats
ϕf suivant l’équation (4.3.78) et en actualisant en permanence tous les paramètres sauf
{Kn,Kτ , H}. Au temps tk, les propriétés des cleats {Kn,Kτ , H} sont alors recalculées, ce
qui va entraîner la remise à jour des paramètres {Ceff , JηK, αT } fonctions des propriétés
des cleats. Le temps tk est pris comme nouveau temps de référence avec une redéfinition
de l’ensemble des valeurs de référence et le calcul recommence.

Dans le cas où il faut résoudre l’équation de transport de l’eau, la condition S ≤ 1 sera
examinée à chaque temps de référence. À cause de la sensibilité des calculs, on a besoin de
choisir un petit pas de temps de référence en début de simulation que l’on peut l’augmenter
ensuite. A titre d’exemple, le calcul 3D de la section (5.3.5) utilise trois pas de temps :
∆t1 = 0.1 jours, ∆t2 = 5 jours, ∆t3 = 10 jours.

5.3.3 Comparaison avec des données de terrain

Une validation entre les résultats numériques et des résultats réels est nécessaire pour
prouver l’efficacité du modèle développé. Dans cette section, une comparaison sera effectuée
avec la production de méthane à partir d’une mine de charbon du Horseshoe, un bassin
sédimentaire de l’ouest canadien. Un ensemble de données de terrain a été présenté par
Gerami et al. [32]. Dans ce cas particulier, il n’y a pas ou très peu de production d’eau. La
table 5.2 reproduit les paramètres fournis par Gerami et al. pour un réservoir cylindrique.

Paramètres Unité Valeur
Température T K 289
Pression initiale du CH4 MPa 1.413
Épaisseur du réservoir h m 8.99
Rayon du puits de production rp m 0.0914
Porosité initiale des cleats ϕif 0.5 %

Saturation de l’eau S 0.1
Gaz volume initial in-situ Sm3 6.36 ×106

Table 5.2 – Données fournies par Gerami et al. [32] pour une mine de charbon du Horse-
shoe.

Pour faire fonctionner notre modèle, on a besoin d’autres paramètres tels que le rayon
du réservoir rc, la taille des nanopores Dp, la porosité de la matrice ϕm et la perméabilité
apparente Kf du réseau des cleats.

Le méthane se situe à la fois dans la matrice et dans les cleats (faible volume mais non
nul). Le volume stocké de CH4 dans le réservoir en mètres cubes standard in situ (Sm3 ou
Standard cubic meter) est donné par :

V in-situ
CH4

=
⟨ϕf (1− S) ρ̄f,1⟩+ ⟨(1− ϕf )ϕmG1 ρ̄m,1⟩

ρ̄std1

Vréservoir (5.3.17)

où ⟨.⟩ désigne l’opérateur moyenne volumique sur le volume du réservoir Vréservoir et ρ̄std1 =
0.671 kg m−3) la masse volumique standard du CH4.
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Départ

Input: conditions initiales et aux limites,
valeurs des paramètres
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Figure 5.6 – Schéma de calcul pour le couplage entre le transport multiphasique et la
mécanique.

143



Au moyen de la formule (5.3.17) et en choisissant rc et Dp, on est capable de déduire
la valeur de ϕm en respectant la quantité initiale du gaz en place. On suppose qu’il existe
toujours une petite quantité bloquée de CO2 dans le réservoir (≃ 0.085 MPa). Cette quan-
tité joue un rôle significatif car elle influence le comportement de coefficient de partage G1

du CH4. Les paramètres de Barton-Bandis ont les valeurs fournies dans la table 5.5 de la
section §5.3.5. Les autres paramètres nécessaires sont donnés dans la table 5.3.

Paramètres Unité Valeur
Perméabilité initiale des cleats m2 15 ×10−15

Rayon du réservoir rc m 190
Diamètre moléculaire dCH4 m 3.6 ×10−10

Diamètre moléculaire dCO2 m 4 ×10−10

Diamètre de Lennard-Jones σffCH4
m 3.81 ×10−10

Diamètre de Lennard-Jones σffCO2
m 4.13 ×10−10

Diamètre des pores Dp = 2R m 6 dCH4

Porosité de la matrice ϕm 5.26 %

Table 5.3 – Autres paramètres utilisés dans le modèle.
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Figure 5.7 – Pression au puits de production.

La figure 5.7 représente la pression imposée au puits de production en fonction du
temps. Par souci de simplification, le modèle ajuste les données réelles par des fonctions
exponentielles indiquées par la courbe bleue. Elles sont utilisées comme une condition limite
de Dirichlet.

La variation de la porosité des cleats est donnée par l’équation (4.3.78) en négligeant
dans des calculs le premier terme lié à la déformation macroscopique. Ceci nous permet
de tirer profit de la simplicité d’une résolution par le modèle 2D. La pertinence de cette
approximation sera discutée dans la sous-section 5.3.5.

La figure 5.8 montre le taux de production Q de CH4 en fonction du temps d’exploi-
tation. Les résultats fournis par le modèle sont en très bon accord avec des résultats in
situ du réservoir. Quand le réservoir est considéré sec (sans l’écoulement d’eau), Q dimi-
nue progressivement quand le temps augmente sauf qu’il existe une légère croissance entre
t = 170 jours et t = 200 jours. Ceci provient de la chute abrupte de la pression du puits à
t = 170 jours alors qu’elle avait une valeur presque constante aux temps antérieurs.
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Figure 5.8 – Taux de production instantané de CH4.

5.3.4 Première phase de l’exploitation : production d’eau et de CH4

Cette section vise à modéliser la première phase de l’exploitation du réservoir correspon-
dant à l’élimination de l’eau occupant le volume des cleats avec une production simultanée
de méthane. Dans ce cas, la variation de la saturation de l’eau S dans les cleats donnée par
l’équation (5.2.23) doit être prise compte. À cause de la pression initiale ou de référence
faible de CO2 (0.2 MPa), on suppose que sa densité reste constante au cours de l’exploita-
tion. Ceci nous permet de calculer la pression de CH4 par l’équation de Bender présentée
au chapitre 3 sans avoir à réaliser le calcul de la pression partielle du mélange.

L’objectif est d’estimer les productions d’eau et de méthane (instantanées ou cumulées)
en fonction du temps t. Plutôt que de calculer les flux de gaz ou d’eau à partir des flux
au puits de production, un bilan global sur le réservoir donnera des valeurs plus précises.
Le volume initial stocké de CH4 dans le réservoir V in-situ

CH4
en mètre cube standard (Sm3 ou

Standard cubic meter) est donné par l’équation (5.3.17) présentée dans la section §5.3.3.
Le volume initial d’eau stockée dans les cleats du réservoir est donné quant à lui par

V in-situ
H2O = ⟨ϕf S ⟩ Vréservoir (5.3.18)

Le volume cumulé de production V acc
CH4

et V acc
H2O à l’instant t est donc calculé par :

V acc
CH4

= V in-situ
CH4

(t = 0)− V in-situ
CH4

(t) (5.3.19)

V acc
H2O = V in-situ

H2O (t = 0)− V in-situ
H2O (t) (5.3.20)

À partir de l’équation (5.3.19), on est capable de calculer le taux de production instan-
tané QCH4 (Sm3/jour) de CH4 et QH2O (m3/jour)

QCH4 =
∂V acc

CH4
(t)

∂t
= −

∂V in-situ
CH4

(t)

∂t
(5.3.21)

QH2O =
∂V acc

H2O(t)

∂t
= −

∂V in-situ
H2O (t)

∂t
(5.3.22)

Configuration de la simulation du réservoir

La simulation utilise les valeurs de la table 5.4. Les autres paramètres sont donnés dans
la table 5.5. Avec les mêmes arguments que ceux développés dans la partie précédente, la
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simulation est toujours effectuée en 2D. En revanche, la variation de la porosité des cleats
dépend maintenant non seulement de la pression du gaz mais aussi de la pression de l’eau.
On va considérer pour simplifier que les cleats sont occupés par une phase fluide homogène
dont la pression pf est la moyenne de la pression de la phase gazeuse pg et de l’eau pw

pf = S pw + (1− S) pg = S (pg − pc) + (1− S) pg = pg − S pc (5.3.23)

Paramètres Unité Valeur
Pression de référence du CH4 p

ref
1 MPa 6

Pression minimale du CH4 au puits de production pmin
Dir,1 MPa 1

Saturation initiale de l’eau 0.8
Saturation finale de l’eau 0.2
Pression d’entrée capillaire MPa 2

Table 5.4 – Paramètres pour la simulation du réservoir.

Figure 5.9 – Configuration du réservoir pour la simulation de l’écoulement simultané de
l’eau et du méthane.

La simulation numérique du réservoir de gaz est réalisée en 2D sur le réservoir de la
figure 5.9 d’une extension de 150× 150 m2 avec une épaisseur de 3 m. Le CH4 est produit
dans le coin supérieur droit. Le problème considéré est donc un problème d’écoulement
diphasique comprenant l’équation de transport de l’eau dans les cleats (5.2.23) et deux
équations pour le méthane, l’une pour l’échange entre la matrice et les cleats (5.2.25) et
l’autre pour le transport du méthane dans les cleats (5.2.26).
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Figure 5.10 – Taux de production de H2O pour trois valeurs de la perméabilité de réfé-
rence.
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Figure 5.11 – Taux de production de CH4 pour trois valeurs de la perméabilité de réfé-
rence.
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Résultats numériques

Les figures 5.10 et 5.11 représentent respectivement le taux de production instantané de
l’eau et du méthane en fonction du temps pour trois valeurs de la perméabilité de référence.
La production de l’eau se réduit avec le temps mise à part une petite augmentation aux
temps très courts. On note qu’au bout d’une centaine de jours le taux de production en
eau devient quasi nulle. Ce phénomène est à l’inverse du cas d’un réservoir conventionnel
où le taux de production de l’eau toujours croît avec le temps.

Les courbes du gaz montrent un comportement plus compliqué qui peut être retrouvé
dans les études de Seidle [88] ou de Zhang [112]. Quand le puits est initialement ouvert,
l’eau et le gaz sortent immédiatement et la production de CH4 atteint un premier pic.
Ensuite, le débit diminue peu à peu correspondant à une petite partie descendante. Et
puis, on s’aperçoit que Q monte jusqu’à un deuxième pic (sauf pour la courbe bleue car
ses valeurs sont très petites par rapport aux autre courbes) après certain temps. Puis, le
taux de production aura tendance à se réduire au fil du temps.

5.3.5 Récupération assistée par injection de CO2 : discussion sur les
effets mécaniques

L’ensemble des données nécessaires aux simulations numériques est donné dans la table
5.5. Les propriétés mécaniques ont déjà été présentées dans la table 4.2 au chapitre précé-
dent.

Configuration de la simulation du réservoir

Dans cette section, on effectue une simulation numérique 3D du réservoir de gaz de
dimensions de 150×150×3 m3 représenté sur la figure 5.12. Le CO2 est injecté dans le coin
inférieur gauche tandis que le CH4 est extrait dans le coin supérieur droit. La simulation
traite seulement du deuxième stade de production, c’est-à-dire que l’on considère que l’eau
a été évacuée et a atteint sa teneur irréductible. La saturation de l’eau S est alors un
paramètre constant dans le calcul. Le problème maintenant est de résoudre les quatre
équations de transport des gaz et l’équation d’équilibre mécanique. Le couplage entre le
transport et la mécanique est dû à la variation de porosité des cleats qui va modifier leur
perméabilité et donc les champs de pression des gaz, lesquels vont à leur tour affecter
l’échange entre la matrice et les cleats, qui va entraîner une variation des dimensions de la
matrice, laquelle va modifier l’ouverture des cleats comme mentionné dans le chapitre 4.

Résultats numériques

La pression initiale de CH4 et CO2 dans le réservoir est respectivement égale à 4 MPa
et 0.2 MPa. La pression d’injection de CO2 augmente au fur et à mesure jusqu’à 6 MPa. De
toute évidence, le méthane ne peut pas sortir complètement. Par conséquent, la condition
de Dirichlet minimale pour CH4 est fixée à 0.1 MPa au puits d’injection et à 1 MPa au
puits de production. En admettant que CO2 n’est pas transporté au travers du puits de
production, la valeur de la pression de CO2 en sortie est fixée à 0.2 MPa correspondant à
sa pression initiale. Pour les autres côtés du réservoir, le flux est supposé être nul. En ce
qui concerne le problème mécanique, l’hypothèse d’un volume de réservoir constant sera
adoptée avec un déplacement nul sur les bords.

La figure 5.13 montre deux profils de pression de CH4 dans les cleats après 180 et
720 jours de production. La pression pg,1 diminue progressivement au voisinage des deux
puits avec une réduction plus rapide de la pression du méthane autour du puits d’injection
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Paramètres Unité Valeur
Taille du VER microscopique l m 0.004
Masse molaire de CH4 M1 kg/mol 0.016
Masse molaire de CO2 M2 kg/mol 0.044
Viscosité du gaz µg Pa.s 1.2× 10−5

Viscosité de l’eau µw Pa.s 8× 10−4

Saturation résiduelle du gaz Srg 0.1
Saturation résiduelle de l’eau Srw 0.15
Saturation de l’eau S 0.2
Constante de Brooks-Corey λ 1.5
Densité de CH4 à l’état standard kg/m3 0.671
Densité de CO2 à l’état standard kg/m3 1.847
Perméabilité de référence des cleats Kref

f m2 1e-15
Coefficient de diffusion effective
dans la matrice du CH4 Deq,1 m2/s 1× 10−11

Coefficient de diffusion effective
dans la matrice du CO2 Deq,2 m2/s 6× 10−12

Coefficient de diffusion effective
macroscopique du mélange De m2/s 1× 10−5

Espacement entre les cleats s m 0.004
Porosité de référence des cleats ϕreff % 0.41
Pression de référence du CH4 p

ref
1 MPa 4

Pression de référence du CO2 p
ref
2 MPa 0.2

Pression d’injection maximum du CO2 p
max
inj MPa 6

Pression minimale du CH4 au puits d’injection pmin
Dir,1 MPa 0.1

Pression minimale du CH4 au puits de production pmin
Dir,1 MPa 1

Pression minimale du CO2 au puits de production pmin
Dir,2 MPa 0.2

Table 5.5 – Paramètres de la simulation pour un mélange de CH4 et de CO2
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Figure 5.12 – Configuration de la simulation du réservoir avec un mélange de CH4 et
CO2.

Figure 5.13 – Pression de CH4 correspondant à t = 180 jours et à t = 720 jours.

qu’autour du puits de production. Elle résulte du remplacement du CH4 par du CO2 à
cause de l’affinité plus forte de ce dernier avec les molécules de carbone du charbon.

La figure 5.14 montre la distribution de la pression de CO2 pg,2 dans les cleats à deux
moments différents. Cette pression augmente progressivement et atteint le maximum d’in-
jection après un temps court. Cette augmentation se propage du puits d’injection vers
l’intérieur du réservoir. À t = 720 jours, le CO2 n’est pas encore parvenu au puits de
production.

La figure 5.15 représente la porosité des cleats aux deux instants considérés. ϕf diminue
rapidement au voisinage du puits d’injection. La raison en est le gonflement de la matrice
dû au comportement de la force de solvatation qui est dominée par l’adsorption du CO2.
Pour un réservoir à volume constant, l’expansion de la matrice va causer la fermeture des
cleats. Autour du puits de production, on observe au contraire une légère augmentation de
la porosité des cleats. Dans un milieu poroélastique classique, la chute de la pression de la
phase gazeuse devrait engendrer une fermeture des cleats. Mais la contraction de la matrice
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Figure 5.14 – Pression de CO2 correspondant à t = 180 jours et à t = 720 jours.

Figure 5.15 – Porosité des cleats correspondant à t = 180 jours et à t = 720 jours.

Figure 5.16 – Composant Ceff
1111 correspondant à t = 180 jours et à t = 720 jours.
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du fait de la diminution de pression de la phase gazeuse induisant une désorption du CH4

entraîne l’ouverture des cleats, ce second phénomène étant dominant puisque la force de
solvatation a une magnitude beaucoup plus grande que la pression de bulk. Par ailleurs, une
réduction de ϕf s’accompagne d’une augmentation de la rigidité du réservoir que l’on peut
observer dans le coin en bas à gauche de la figure 5.16. Ce phénomène gouverné par la loi
non linéaire hyperbolique de Barton-Bandis ralentit la fermeture des cleats. Le réseau des
fractures naturelles reste donc toujours ouvert en permettant le transport des gaz au cours
de l’injection et de l’exploitation. À l’opposé de ce comportement, le réservoir devient moins
rigide dans le coin en haut à droite à cause de l’augmentation de la porosité des cleats. En
combinant l’ensemble de ces résultats, on a un réservoir non seulement anisotrope du fait
de la structure des cleats mais aussi hétérogène à cause des phénomènes différents qui se
déroulent à différents endroits du réservoir.
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Figure 5.17 – Production cumulée de CH4 avec et sans injection de CO2.

Les courbes de production cumulée de CH4 assistée ou non par injection de CO2 sont
montrées sur la figure 5.17. Comme attendu, l’injection de CO2 accélère la récupération de
CH4 au fil du temps. Au bout de deux ans, la quantité récupérée de méthane est augmentée
d’environ 28% par rapport à la méthode d’exploitation traditionnelle.

Effet de la déformation macroscopique

Dans cette partie, on analyse l’effet de la déformation macroscopique sur la production
du méthane. Rappelons que la variation de la porosité des cleats donnée par l’équation
(4.3.79) prend la forme suivante en omettant l’indice (0) :

dϕf = α : Ex (du)− ⟨∇y · η⟩
ν∑

i=1

(
αf − α∗

m,i

)
dpg,i (5.3.24)

Le calcul en 3D de la partie précédente a été effectué avec un couplage complet entre
le transport et la mécanique. Si l’on néglige le premier terme Ex (du), le problème dans
le réservoir devient un problème de transport pur en gardant uniquement les termes de
variation de la porosité des cleats dans dϕf en fonction des pressions du fluide. En revanche,
la grandeur ⟨∇y · η⟩ reste toujours dépendante de la loi de Barton-Bandis. Dans ce cas, le
calcul 3D peut être réduit à un calcul 2D. Un calcul en supposant ϕf constant sera aussi
effectué.
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Figure 5.18 – Production cumulée de CH4 pour trois scénarios différents.

La figure 5.18 compare les courbes de production cumulée de CH4, d’une part, en faisant
varier la porosité des cleats avec et sans le terme Ex (du) et, d’autre part, pour une porosité
fixée des cleats. Il n’y a pas de différence entre deux premiers scénarios de calcul. Cela
signifie que si l’on considère le volume de réservoir constant avec un déplacement nul sur
les bords, l’effet de la déformation volumique ne joue presque aucun rôle sur la production
de méthane. En revanche, si l’on garde une valeur constante de ϕf , la production de gaz
va être surestimée d’environ 24,6% (par rapport à la courbe bleue) à t = 720 jours. Ce
comportement résulte principalement du fait d’avoir négligé la fermeture des cleats au
voisinage du puits d’injection de CO2. Ces résultats permettent de ramener le problème
3D à un problème 2D en négligeant le terme Ex (du) dans la variation de ϕf sans perdre
en précision sur le résultat du calcul.

5.4 Conclusion

Un modèle d’écoulement multiphasique a été développé dans ce chapitre par la méthode
de l’homogénéisation périodique. Le transport des gaz dans la matrice est gouverné par une
loi de Fick. En supposant que le coefficient de diffusion dans les nanopores est beaucoup
plus grand que celui de la phase solide, l’équation de diffusion moyenne dans la matrice
combine la capacité de stockage des gaz dans les nanopores caractérisée par l’introduction
des coefficients de partition Gi (i = 1 pour CH4 et 2 pour CO2) et le transport diffusif au
travers de la phase solide de la matrice.

Une approche de type double porosité est retenue pour décrire le problème à l’échelle
microscopique entre la matrice et le réseau des cleats. Dans les cleats, l’eau et les gaz
s’écoulent en suivant une loi de Darcy relativement à leurs gradients de pression. Dans le
cas d’un mélange de gaz, il faut combiner ce mouvement moyen de la phase gazeuse et la
diffusion entre les deux composantes. En admettant que le transport diffusif des gaz est
beaucoup plus rapide dans les cleats que dans la matrice, le problème est ramené à une
formulation de type Warren et Root où l’échange entre la matrice et les cleats est réduit à
un coefficient de transfert de masse (appelé facteur de forme dans le domaine pétrolier).

Puis, le modèle du transport est couplé avec le modèle poromécanique décrit au chapitre
4. Le lien entre les deux modèles est au travers de la porosité des cleats ou de leur ouverture.
Le changement de la pression des fluides induit un changement de la force de solvatation
qui va modifier à la fois l’ouverture des cleats et les propriétés mécaniques du milieu.
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Une comparaison entre résultats numériques et données de terrain est d’abord effectuée
pour vérifier la capacité du modèle à reproduire une situation réelle. Ensuite, la simulation
est mise en oeuvre pour deux cas : CH4-H2O & CH4-CO2. Le premier cas correspondant
à la période d’ouverture du réservoir montre un comportement typique des réservoirs non
conventionnels avec des pics de production du gaz et une réduction progressive de la pro-
duction d’eau au cours du temps. Le deuxième cas combine une injection de CO2 avec la
récupération de CH4. Dans ce scénario, les mécanismes physiques se comportent de manière
couplée avec, soit une adsorption des gaz entraînant un gonflement de la matrice qui va
entraîner une fermeture des cleats, soit au contraire une désorption des gaz conduisant à
une contraction de la matrice et au final une ouverture des cleats. Les résultats numériques
montrent l’efficacité de l’injection de CO2 dans l’augmentation de la production cumulée
de CH4.
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Conclusion et perspectives

L’objectif de la thèse est l’étude de la production de méthane assistée par injection puis
stockage de dioxyde de carbone dans des veines de charbon ou coalbed (CB) en anglais.
Nous avons développé un modèle théorique multiéchelle et effectué des simulations numé-
riques pour étudier le couplage des phénomènes physiques se déroulant dans le réservoir.

Le CB est un milieu hétérogène qui possède une structure très complexe allant de
l’échelle moléculaire à l’échelle macroscopique. À chaque échelle de longueur, nous devons
faire face à un problème physique différent gouverné par des loi locales. À l’échelle molécu-
laire, quand la taille des pores est de l’ordre de quelques diamètres moléculaires, la physique
statistique au moyen de la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) et la théorie fon-
damentale de la mesure (FMT) sont utilisées afin d’étudier la distribution des densités
moléculaires d’un gaz pur ou d’un mélange de gaz constitué de sphères dures interagissant
par un potentiel de Lennard-Jones. De plus, les molécules de carbone du charbon exerce
un potentiel extérieur qui s’applique sur les molécules des différentes espèces. Pour un
potentiel extérieur donné, les densités moléculaires à l’intérieur des nanopores dépendent
fortement de la taille et de la forme des pores.

Une nouvelle méthode numérique a été développée dans le cadre de cette thèse qui
nous permet de résoudre les équations du modèle DFT-FMT pour une cavité de forme
quelconque. Elle est basée sur une discrétisation spatiale 3D du domaine en voxels et
l’application d’une transformation de Fourier rapide pour traiter les termes de convolution
apparaissant dans les équations. Cette méthode est comparée à d’autres approches utilisées
dans la littérature telles que les méthodes de Monte Carlo ou la dynamique moléculaire.

Le chapitre 2 se concentre sur le comportement d’un mélange de dioxyde de carbone
et de méthane confinés dans un nanopore sphérique ou ellipsoïdal. Si les pores sphériques
ont déjà étudiés, l’analyse de la forme ellipsoïdale est originale et présente des difficultés
spécifiques. La comparaison des profils de densités moléculaires montre que CO2 a une
capacité d’adsorption plus élevée que CH4 du fait d’une affinité plus forte avec les molécules
de carbone. Cette adsorption plus forte de CO2 est la motivation pour une récupération
du CH4 assistée par une injection de CO2.

À partir de la distribution des densités des gaz, une nouvelle formule générale est
proposée pour calculer la force de solvatation Π. Π a une magnitude plus grande que la
pression du bulk et va agir sur la phase solide entourant les nanopores. Le milieu peut alors
gonfler ou se contracter en fonction du contexte considéré. Au contraire du cas sphérique
où Π se réduit à une pression uniforme sur la surface du pore, la force de solvatation dans le
cas ellipsoïdal se compose d’une partie normale et d’une partie tangentielle plus petite que
la composante normale. Notons que la méthode proposée peut avoir des applications pour
d’autres problèmes d’adsorption comme le contrôle de l’humidité, la catalyse hétérogène,
etc.

Si le modèle DFT-FMT est un outil puissant pour étudier les phénomènes à l’échelle
nanoscopique, il est aussi capable de s’appliquer à l’étude des grands volumes (bulk) et de
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calculer l’équation d’état des gaz ou des mélanges de gaz. Le chapitre 3 vise à l’optimisa-
tion des paramètres du modèle de DFT-FMT pour retrouver les équations d’état des gaz
et assurer ainsi une même description avec les mêmes paramètres à toutes les échelles. Une
révision des différentes formes d’équation d’état pour des gaz réels est réalisée et confron-
tée avec des données expérimentales. On a choisi les équations d’état les plus couramment
admises pour CH4 et CO2 afin de mettre en oeuvre l’optimisation. Les paramètres trouvés
indépendamment pour chaque gaz pur peuvent aussi être utilisés pour prévoir l’équation
d’état d’un mélange de gaz. Une détermination de la pression partielle de chaque compo-
sante dans un mélange est enfin proposée par application du théorème du contact dans
ce cas où l’interaction a lieu non seulement entre les molécules du même gaz mais aussi
avec celles de l’autre gaz. Ces études sont une fondation solide pour mener des travaux à
l’échelle supérieure et établir un cadre théorique pour la mécanique et le transport.

Un modèle poromécanique est ensuite développé en considérant que le CB est un milieu
à double porosité. La simulation numérique (Direct Numerical Simulation ou DNS) est une
méthode très coûteuse voire impossible à utiliser dans le cadre d’une géométrie complexe.
Cet obstacle peut être franchi en utilisant la méthode de l’homogénéisation appliquée à des
cellules-unités périodiques. Elle permet de propager les informations de l’échelle locale à
l’échelle supérieure. Une première homogénéisation est consacrée au développement d’une
équation pour le champ des contraintes dans la matrice composée d’une phase solide et
d’une phase de nanopores. L’introduction de la force de solvatation en plus de la pression
d’équilibre qui est la seule introduite dans le cas de la poroélasticité classique, cause un
effet non trivial sur la déformation de la matrice. Dans des cas complexes tels que la cavité
ellipsoïdale, la force de solvatation qui n’est plus uniforme sur la surface, va produire
un terme additionnel au terme de Biot-Willis. En outre, la présence de Π peut modifier
légèrement le tenseur de rigidité de la matrice qui dépend usuellement de sa porosité et
des propriétés mécaniques de la phase solide. Ce qu’il faut surtout remarquer est que
la force de solvatation induit une augmentation significative du coefficient de Biot-Willis
classiquement limité à une valeur unitaire. Le modèle considérant des nanopores sphériques
et ellipsoïdaux est testé par comparaison avec des résultats expérimentaux. Il montre la
capacité du modèle à décrire l’expansion du charbon dans le cas d’une injection de CO2.

La seconde homogénéisation à l’échelle microscopique concerne la matrice poreuse par-
courue par un réseau de fractures naturelles dénommées cleats. Le comportement des cleats
est décrit par une approche de type Barton-Bandis. Leur rigidité augmente hyperbolique-
ment avec la réduction de leur ouverture. De plus, la présence des cleats entraîne une
discontinuité du champ de déplacement sur l’interface matrice-cleats. À partir d’une ho-
mogénéisation réitérée, une équation macroscopique pour les contraintes est construite
simultanément avec une équation décrivant la variation de la porosité des fractures. Le
tenseur de rigidité effective à trois échelles prend en compte la contribution non linéaire de
la rigidité des cleats. Le gonflement de la matrice peut provoquer soit une réduction soit
une augmentation de la porosité des cleats en fonction des conditions extérieures appli-
quées. Dans le cas d’une fermeture des cleats, la croissance de la rigidité effective du milieu
Ceff induite par les coefficients de rigidité normale et tangentielle des cleats {Kn,Kτ} va
ralentir la réduction de leur porosité ϕf et laisser des chemins ouverts pour la circulation
des fluides, ce qui permettra d’assurer l’injection de CO2.

L’objectif final de ce travail est de disposer d’un modèle de couplage dans le réservoir
entre, d’une part, le transport des gaz et de l’eau et, d’autre part, la poromécanique.
Dans le dernier chapitre, nous avons d’abord développé un modèle pour un écoulement
multiphasique dans un réservoir à double porosité par la méthode de l’homogénéisation
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périodique. Au contraire d’un réservoir conventionnel où les gaz existent sous forme libre,
le gaz de houille est majoritairement stocké dans les nanopores de la matrice poreuse. Une
fois l’eau éliminée, la pression diminue dans les cleats et les gaz stockés sont libérés allant
de la matrice vers les cleats puis sont ensuite transportés au travers du réseau de cleats
vers le puits de production.

La première tâche est à l’échelle de la matrice. Le transport des gaz dans la matrice est
gouverné par une diffusion de type Knudsen du fait de la faible taille des pores. En négli-
geant la présence d’eau dans la matrice, le problème d’homogénéisation traite seulement
un écoulement de gaz par diffusion. Fondé sur l’hypothèse d’un équilibre thermodynamique
instantané dans des nanopores, on considère que la phase des nanopores possède un coef-
ficient de diffusion plus élevé que la phase solide. Une équation de diffusion moyenne dans
la matrice est établie qui tient compte du stockage des gaz, CH4 ou CO2, en introduisant
des coefficients de partition.

La deuxième tâche poursuit la description à l’échelle microscopique du transport si-
multané dans la matrice et dans le réseau des cleats. Les mouvements de l’eau et des gaz
dans des cleats sont gouvernés par une loi de Darcy et dépendent des gradients de pression
respectifs. A côté de ce mouvement moyen, le transport des gaz contient un terme diffusif
représentant le mélange entre les différentes composantes. Pour décrire l’échange de masse
entre la matrice et les cleats, en supposant que le transport diffusif des gaz dans les cleats
est beaucoup plus rapide que dans la matrice, une formulation de type Warren et Root a
été adoptée en introduisant un coefficient de transfert de masse appelé facteur de forme
dans la littérature pétrolière.

Le précédent modèle d’écoulement est couplé avec le modèle poromécanique au travers
de la variation de la porosité ϕf des cleats. Un changement de pression du fluide va causer
une forte modification du comportement mécanique dominé principalement par la force
de solvatation. Dans l’autre sens, la mécanique joue sur la variation de ϕf qui est liée à
la perméabilité des cleats par l’intermédiaire de la fameuse loi cubique pour l’écoulement.
Les premiers résultats numériques reproduisent de manière très satisfaisante des résultats
réels dans le cas d’un réservoir sec au Canada qui extrait simplement le méthane. Puis, une
simulation diphasique CH4–H2O est effectuée pour étudier la phase initiale d’exploitation
du réservoir. Le taux de production de méthane passe par un pic de production tandis que
le taux de production de l’eau diminue progressivement.

L’objectif ultime de la thèse est l’étude numérique du couplage entre la poromécanique
et le transport dans un cas tridimensionnel de production de CH4 avec injection de CO2.
La simulation numérique combine l’adsorption de CO2 avec la désorption de CH4 qui
ont d’importantes conséquences sur le plan mécanique. Autour du puits de production,
l’injection de CO2 cause un gonflement de la matrice qui tend à fermer les cleats tandis
que l’extraction du CH4 au voisinage du puits de production provoque une contraction
de la matrice entraînant une ouverture des cleats. Grâce à la simulation, on s’aperçoit
que la production du méthane peut être augmentée significativement par rapport à une
production traditionnelle.

En résumé, la thèse a proposé un modèle à la fois théorique et numérique pour mieux
comprendre les phénomènes physiques rencontrés dans un réservoir non conventionnel de
gaz. Le choix d’utiliser une méthode de changement d’échelle rigoureuse sur le plan ma-
thématique nous a permis de développer un modèle du couplage adsorption-transport-
mécanique qui commence à l’échelle moléculaire, passe par l’échelle microscopique et se
termine à l’échelle macroscopique du réservoir. La comparaison avec des données de ter-
rain et les résultats numériques obtenus nous permettent de vérifier la pertinence du modèle
ainsi que d’analyser les avantages et les inconvénients d’une méthode de récupération de
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CH4 assistée par injection/stockage géologique de CO2.

Bien que les travaux accomplis couvrent différents aspects des réservoirs de gaz de
charbon, il reste de nombreux axes ouverts qui pourront être l’objet d’une recherche future.
Citons quelques points qui nous semblent particulièrement intéressants.

• Obtenir les distributions moléculaires des gaz par résolution directe de l’équation
d’Ornstein–Zernike sans utiliser l’approximation de la théorie du champ moyen (mean-
field approximation).

• Considérer du point de vue mécanique le déséquilibre entre la pression des cleats
et la pression dans la matrice : un terme additionnel va apparaître dans la résolution du
problème poromécanique qui sera susceptible de faire varier la porosité des cleats.

• Considérer la présence d’eau dans la matrice afin de tenir compte de l’effet de l’hu-
midité sur la production de CH4 et l’injection de CO2.

• Appliquer notre modèle au cas d’un réservoir réel avec une couche de charbon entourée
par des couches géologiques aux propriétés différentes.
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Annexe A

Équations DFT-FMT en géométrie
sphérique

L’objectif de cette annexe est d’expliciter le calcul de la distribution des sphères dures
de rayon R dans une cavité sphérique de rayon Rcav. Dans une première partie, nous
calculerons les différentes fonctions poids ωα données par (avec r = |r|) :

ω0(r) =
ω2(r)

4πR2

ω1(r) =
ω2(r)

4πR
ω2(r) = δ(R− r)
ω3(r) = Θ(R− r)

ω1(r) =
ω2(r)

4πR
ω2(r) =

r

r
δ(R− r)

(A.0.1)

A.1 Calcul des fonctions poids

Appelons r′ le rayon vecteur issu du centre O de la cavité qui joint le point M′ avec
||
−−→
OM′|| = r′. La densité est une fonction ρ(r′). Appelons d’autre part χ le rayon vecteur

Figure A.1 – Schéma de principe.
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issu du centre C de la sphère de rayon R (||
−→
OC|| = r) sur laquelle on fait la moyenne. On

a :

−→
OC =

0
0
r

 −−→
CM′ = χ

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ


−−→
OM′ =

−→
OC+

−−→
CM′

r′2 = r2 + 2rχ cos θ + χ2

soit cos θ =
r′2 − r2 − χ2

2rχ
(A.1.1)

où θ est l’angle entre l’axe Or passant par C et le vecteur
−−→
CM′. Quand θ varie de 0 à π, r′

varie de r + χ à |r − χ|. 0 < φ < 2π est l’angle dans le plan perpendiculaire à Or.
On suppose que la densité moléculaire ρ n’est fonction que de la coordonnée radiale

r. On peut étendre la fonction ρ(r) pour les valeurs négatives de r avec la convention
ρ(−r) = ρ(r). Notons enfin que ρ(r) = 0 pour |r| > Rcav − d/2 où Rcav est le rayon de
la cavité et d le diamètre des sphères dures (ceci est sans importance pour les calculs qui
suivent).

A.1.1 Calcul du poids scalaire ω3

n3(r) =

∫
ρ(r′)ω3(r− r′)dr′ avec ω3(χ) = Θ(R− χ) (A.1.2)

où Θ(R− χ) = 0 si R− χ < 0 et = 1 si R− χ > 0 est la fonction de Heaviside.

n3(r) =

∫ R

0
χ2dχ

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θρ(r′)dθ (A.1.3)

Du fait de l’invariance en φ, il vient :

n3(r) = 2π

∫ R

0
χ2dχ

∫ 1

−1
ρ(r′)d(cos θ) (A.1.4)

On va effectuer le changement de variable (χ, cos θ) → (χ, r′) :

J =
D(χ, cos θ)

D(χ, r′)
=

∣∣∣∣∣∣
1 0

−1

r

r′

rχ

∣∣∣∣∣∣ = r′

rχ
(A.1.5)

et

dχd cos θ = |J |dχdr′ = r′

rχ
dχdr′ (A.1.6)

Remarque : notons que χ, r et r′ qui sont des rayons sont positifs.

n3(r) =
2π

r

∫ R

0
χdχ

∫ r+χ

r−χ
ρ(r′)|r′|dr′ (A.1.7)
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0 R
0

r−R

r

r+R

χ

r’
r+χ

r−χ

(a) (a) : r > R

0 r R
0

r
R−r

r+R

χ

r’

r−χ χ−r

r+χ

(b) (b) : r < R

Figure A.2 – Domaine d’intégration.

Examinons le cas r > R. Le domaine d’intégration en (χ, r′) est indiqué sur la figure A.2a.

n3(r) =
2π

r

∫ R

0
χdχ

∫ r+χ

|r−χ|
ρ(r′)r′dr′ =

2π

r

∫ R

0
χdχ

∫ r+χ

r−χ
ρ(r′)r′dr′ (A.1.8)

On calcule l’intégrale par parties

u =

∫ r+χ

r−χ
r′ρ(r′)dr′ dv = χdχ

du = [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ v = χ2/2

(A.1.9)

n3(r) =
π

r

{[
χ2

∫ r+χ

r−χ
r′ρ(r′)dr′

]R
0

−
∫ R

0
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ

}

=
π

r

{
R2

∫ r+R

r−R
r′ρ(r′)dr′ −

∫ R

0
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ

}
(A.1.10)

On a ∫ R

0
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ

=

∫ R

0
χ2(r + χ)ρ(r + χ)dχ+

∫ 0

−R
χ2(r + χ)ρ(r + χ)dχ

=

∫ R

−R
χ2(r + χ)ρ(r + χ)dχ =

∫ r+R

r−R
(r′ − r)2 r′ ρ(r′)dr′

(A.1.11)

D’où

n3(r) =
π

r

∫ r+R

r−R
r′ρ(r′)

[
R2 − (r − r′)2

]
dr′ (A.1.12)

=
π

r

∫ ∞

−∞
r′ρ(r′)

[
R2 − (r − r′)2

]
Θ(R− |r − r′|)dr′ (A.1.13)
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Une alternative plus simple est d’effectuer d’abord l’intégration en r′. Soit :

n3(r) =
2π

r

{∫ r

r−R
ρ(r′)r′dr′

∫ R

r−r′
χdχ+

∫ r+R

r
ρ(r′)r′dr′

∫ R

r′−r
χdχ

}
=

π

r

{∫ r

r−R
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r − r′)2

]
+

∫ r+R

r
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r′ − r)2

]}
=

π

r

∫ r+R

r−R
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r − r′)2

]
(A.1.14)

Examinons maintenant le cas r < R. Il faut intégrer en séparant les valeurs χ < r et
χ > r (voir figure A.2b) :

n3(r) =
2π

r

∫ R

0
χdχ

∫ r+χ

|r−χ|
ρ(r′)r′dr′

=
2π

r

{∫ r

0
χdχ

∫ r+χ

r−χ
r′ρ(r′)dr′ +

∫ R

r
χdχ

∫ r+χ

χ−r
r′ρ(r′)dr′

}
(A.1.15)

On va effectuer une intégration par parties ; pour le premier terme du membre de droite

u(χ) =

∫ r+χ

r−χ
r′ρ(r′)dr′ dv = χdχ

du = [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ v = χ2/2

(A.1.16)

et pour le second terme

u(χ) =

∫ r+χ

χ−r
r′ρ(r′)dr′ dv = χdχ

du = [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(χ− r)] dχ v = χ2/2

(A.1.17)

Il vient

n3(r) =
π

r

{[
χ2

∫ r+χ

r−χ
r′ρ(r′)dr′

]r
0

−
∫ r

0
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ

+

[
χ2

∫ r+χ

χ−r
r′ρ(r′)dr′

]R
r

−
∫ R

r
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(χ− r)] dχ

}
(A.1.18)

Avec la convention ρ(−r′) = ρ(r′), l’équation précédente s’écrit :

n3(r) =
π

r

{
r2
∫ 2r

0
r′ρ(r′)dr′ +R2

∫ R+r

R−r
r′ρ(r′)dr′ − r2

∫ 2r

0
r′ρ(r′)dr′

−
∫ R

0
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ

}
=

π

r

{
R2

∫ R+r

R−r
r′ρ(r′)dr′ −

∫ R

0
χ2 [(r + χ)ρ(r + χ) + (r − χ)ρ(r − χ)] dχ

}
(A.1.19)

En posant χ′ = −χ pour les termes en (r − χ) du deuxième terme :

n3(r) =
π

r

{
R2

∫ R+r

R−r
r′ρ(r′)dr′ −

∫ R

−R
χ2(r + χ)ρ(r + χ)dχ

}
(A.1.20)
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puis en posant r′ = r + χ dans le deuxième terme

n3(r) =
π

r

{
R2

∫ R+r

R−r
r′ρ(r′)dr′ −

∫ r+R

r−R
(r − r′)2(r′)ρ(r′)dr′

}
(A.1.21)

En notant que ∫ R−r

r−R
r′ρ(r′)dr′ = 0 (A.1.22)

il vient finalement

n3(r) =
π

r

∫ r+R

r−R
r′ρ(r′)

[
R2 − (r − r′)2

]
dr′

=
π

r

∫ ∞

−∞
r′ρ(r′)

[
R2 − (r − r′)2

]
Θ(R− |r − r′|)dr′

=
1

r

∫ ∞

−∞
r′ρ(r′) ωS

3 (r − r′)dr′

(A.1.23)

avec

ωS
3 (r) = π

(
R2 − r2

)
Θ(R− |r|) (A.1.24)

Pour vérifier le calcul, on peut inverser l’ordre des intégrations (cf. figure A.2b) :

n3(r) =
2π

r

{∫ r

0
ρ(r′)r′dr′

∫ r+r′

r−r′
χdχ+

∫ R−r

r
ρ(r′)r′dr′

∫ r′+r

r′−r
χdχ+

∫ R+r

R−r
ρ(r′)r′dr′

∫ R

r′−r
χdχ

}

=
π

r

{∫ R−r

0
ρ(r′)r′dr′4rr′ +

∫ R+r

R−r
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r′ − r)2

]}
=
π

r

{∫ R−r

0
ρ(r′)r′dr′4rr′ −

∫ R−r

r−R
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r′ − r)2

]
+

∫ r+R

r−R
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r′ − r)2

]}
=
π

r

{∫ R−r

0
ρ(r′)r′dr′4rr′ −

∫ R−r

r−R
ρ(r′)r′dr′2rr′ +

∫ r+R

r−R
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r′ − r)2

]}
=
π

r

∫ r+R

r−R
ρ(r′)r′dr′

[
R2 − (r′ − r)2

]
(A.1.25)

Enfin on peut vérifier (avec r′′ = r′ − r) que

1

r

∫ ∞

−∞
r′ωS

3 (r − r′)dr =
1

r

∫ r+R

r−R
πr′
[
R2 − (r − r′)2

]
dr′ =

1

r

∫ R

−R
π(r + r′′)

(
R2 − r′′2

)
dr′′

=
π

r

∫ R

−R

(
rR2 − rr′′2 +R2r′′ − r′′3

)
dr′′

= 2π

∫ R

0

(
R2 − r′′2

)
dr′′ =

4πR3

3
(A.1.26)

A.1.2 Calcul du poids scalaire ω2

n2(r) =

∫
ρ(r′)ω2(r− r′)dr′ avec ω2 = δ(R− r) (A.1.27)
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n2(r) =

∫ R

0
χ2dχ

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θρ(r′)δ(R− χ)dθ (A.1.28)

Du fait de l’invariance en φ et en effectuant l’intégration en χ, il vient :

n2(r) = 2πR2

∫ 1

−1
ρ(r′)d(cos θ) (A.1.29)

Comme sur la surface de la sphère de rayon R, cos θ =
r′2 − r2 −R2

2rR
et d cos θ =

r′dr′

rR
, on

obtient finalement :

n2(r) =
2πR

r

∫ r+R

|r−R|
r′ρ(r′)dr′

=



2πR

r

∫ r+R

r−R
r′ρ(r′)dr′ si r > R

2πR

r

∫ r+R

R−r
r′ρ(r′)dr′ =

∫ r+R

R−r
r′ρ(r′)dr′ +

∫ R−r

r−R
r′ρ(r′)dr′

=

∫ r+R

R−r
r′ρ(r′)dr′ si r < R

=
1

r

∫ ∞

−∞
r′ρ(r′)ωS

2 (r − r′)dr′ (A.1.30)

avec

ωS
2 (r) = 2πRΘ(R− |r|) (A.1.31)

Enfin, on vérifie que

1

r

∫ ∞

−∞
r′ωS

2 (r − r′)dr′ =
2πR

r

∫ r+R

r−R
r′dr′ =

πR

r

[
r′2
]r+R

r−R
= 4πR2 (A.1.32)

A.1.3 Calcul du poids vectoriel ω2

n2(r) =

∫
ρ(r− r′)ω2(r

′)dr′ avec ω2(r) = δ(R− r)
r

r

=

∫
ρ(r′)ω2(r− r′)dr′ avec ω2(r− r′) = δ

(
R− |r− r′|

) r− r′

|r− r′|
(A.1.33)

Comme r− r′ = −χ (voir figure A.1), il vient :

n2(r) = −
∫ R

0
χ2dχ

∫ 2π

0
dφ

∫ π

0
sin θρ(r′)δ(R− χ)

χ

χ
dθ (A.1.34)

Après intégration en φ, seule la composante radiale est non nulle, d’où en utilisant les
résultats de (A.1.1) :

n2|r(r) = −2π

∫ R

0
χ2dχ

∫ π

0
ρ(r′)δ(R− χ) sin θ cos θdθ = −2πR2

∫ π

0
ρ(r′) sin θ cos θdθ

= −2πR2

∫ 1

−1
ρ(r′) cos θd(cos θ) (A.1.35)
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On opère de la même manière que précédemment :

n2|r(r) = −2πR2

∫ r+R

|r−R|
dr′ρ(r′)

r′2 − r2 −R2

2rR

r′

rR

= − π

r2

∫ r+R

|r−R|
dr′r′ρ(r′)

(
r′2 − r2 −R2

)
(A.1.36)

Comme

r′2 − r2 −R2 = (r − r′)2 − 2r(r − r′)−R2 (A.1.37)

n2|r(r) = − π

r2

∫ r+R

|r−R|
dr′r′ρ(r′)

[
(r − r′)2 − 2r(r − r′)−R2

]
(A.1.38)

Si r > R

n2|r(r) = − π

r2

∫ r+R

r−R
dr′r′ρ(r′)

[
(r − r′)2 − 2r(r − r′)−R2

]
= − π

r2

∫ ∞

−∞
dr′r′ρ(r′)

[
(r − r′)2 − 2r(r − r′)−R2

]
Θ(R− |r − r′|)(A.1.39)

Si r < R, la relation (A.1.39) est toujours valide si l’on prolonge la définition de ρ(r′) pour
les valeurs négatives en posant que ρ(−r′) = ρ(r′) puisqu’alors :∫ R−r

r−R
dr′ρ(r′)r′

(
r′2 − r2 −R2

)
= 0 (A.1.40)

En séparant en deux parties le terme à intégrer, il vient :

n2|r(r) =
1

r2

∫ ∞

−∞
dr′r′ρ(r′)π

[
R2 − (r − r′)2

]
Θ(R− |r − r′|)

+
1

r

∫ ∞

−∞
dr′r′ρ(r′)2π(r − r′)Θ(R− |r − r′|)

=
1

r2

∫ ∞

−∞
dr′r′ρ(r′)ωS

3 (r − r′) +
1

r

∫ ∞

−∞
dr′r′ρ(r′)ωS

2 (r − r′) (A.1.41)

où ωS
3 est donné par la relation (A.1.24) et

ωS
2 (r) = 2πrΘ(R− |r|) (A.1.42)

où ωS
2 est une fonction scalaire.Vérifions la relation précédente en montrant que si ρ est

uniforme, la moyenne vectorielle est nulle. Calculons (avec r′′ = r′ − r) :

1

r2

∫ ∞

−∞
dr′r′ωS

3 (r − r′) =
4πR3

3r

1

r

∫ ∞

−∞
dr′r′ωS

2 (r − r′) =
2π

r

∫ r+R

r−R
dr′r′(r − r′) = −2π

r

∫ R

−R
dr′′r′′(r + r′′)

= −4πR3

3r
(A.1.43)

La somme des deux relations précédentes est bien nulle.
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A.2 Calcul de la densité volumique ρ(r)

A.2.1 Équation à résoudre

L’équation à résoudre dans la cas d’une seule espèce (ν = 1) est l’équation (2.1.9) qui
s’écrit :

ρ(r) = ρb exp

[
β

(
µexb − V ext(r)− δFex[ρ]

δρ(r)

)]
(A.2.1)

où

βFex =

∫
dr′Φ({nα}] (A.2.2)

avec

nα(r) =

∫
dr′ρ(r′)ωα(r− r′) (A.2.3)

où les fonctions ωα sont données par (A.0.1). Comme

δnα(r)

δρ(r′)
= ωα(r− r′) (A.2.4)

il vient

β
δFex[ρ]

δρ(r)
=
∑
α

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)

δnα(r
′)

δρα(r)
=
∑
α

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωα(r

′ − r)dr′

=
3∑

α=0

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωα(r− r′)dr′−

2∑
α=1

∫
dr′

∂Φ

∂nα
(r′)ωα(r− r′)dr′ (A.2.5)

puisque les fonctions scalaires sont paires et les fonctions vectorielles impaires.

A.2.2 Rappel sur les moyennes

En coordonnées sphériques, on a

nα(r) ≡ nα(r) =
1

r

∫
dr′r′ρ(r′)ωS

α(r − r′) =
1

r

[
(rρ)⊛ ωS

α

]
(A.2.6)

n2(r) ≡ n2(r)er =

{
1

r2

∫
dr′r′ρ(r′)ωS

3 (r − r′) +
1

r

∫
dr′r′ρ(r′)ωS

2 (r − r′)

}
er

=

{
1

r2
[
(rρ)⊛ ωS

3

]
+

1

r

[
(rρ)⊛ ωS

2

]}
er (A.2.7)

n1(r) ≡ n1(r)er =

{
1

r2

[
(rρ)⊛

ωS
3

4πR

]
+

1

r

[
(rρ)⊛

ωS
2

4πR

]}
er (A.2.8)

où “⊛” désigne la convolution :

[f ⊛ g] (r) =

∫
dr′f(r′)g(r − r′) (A.2.9)
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et où

ωS
0 (r) =

ωS
2 (r)

4πR2
(A.2.10)

ωS
1 (r) =

ωS
2 (r)

4πR
(A.2.11)

ωS
2 (r) = 2πRΘ(R− |r|) (A.2.12)
ωS
3 (r) = π

(
R2 − r2

)
Θ(R− |r|) (A.2.13)

ωS
1 (r) =

ωS
2 (r)

4πR
(A.2.14)

ωS
2 (r) = 2πrΘ(R− |r|) (A.2.15)

A.2.3 Calcul des termes scalaires

3∑
α=0

β
δFex[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
nα

=
3∑

α=0

1

r

[(
r
∂Φ

∂nα

)
⊛ ωS

α

]
(A.2.16)

A.2.4 Calcul des termes vectoriels

Le problème est de calculer

− β
δFex[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
n2

=

∫
dr′

∂Φ

∂n2
(r′)ω2(r− r′) (A.2.17)

Avec r′ > 0 pour l’instant

∂Φ

∂n2
(r′) = γ2(r

′) er′ = γ2(r
′)
r′

r′
(A.2.18)

ω2(r− r′) = δ
(
R− |r− r′|

) r− r′

|r− r′|
(A.2.19)

D’où

− β
δFex[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
n2

=

∫
dr′γ2(r

′)
r′

r′
· r− r′

|r− r′|
δ
(
R− |r− r′|

)
(A.2.20)

= R2

∫ 2π

φ=0
dφ

∫ π

θ=0
dθ sin θ γ2(r

′)
r′

r′
· r− r′

|r− r′|
(A.2.21)

puisque l’intégrale a lieu sur la sphère de centre C, de rayon R et de surface élémentaire
R2dφ sin θdθ. En regardant la figure A.1 avec maintenant le point M ′ sur le cercle de centre
C et de rayon R :

r′ =
−−−→
OM ′ =

R sin θ cosφ
R sin θ sinφ
r +R cos θ

 r− r′

|r− r′|
=

−−−→
M ′C

R
= −

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

 (A.2.22)
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D’où :

r′2 = r2 + 2rR cos θ +R2 (A.2.23)

cos θ =
r′2 − r2 −R2

2rR
(A.2.24)

d cos θ = − sin θ dθ =
r′dr′

rR
(A.2.25)

r′

r′
· r− r′

|r− r′|
= −R+ r cos θ

r′
= −r

′2 +R2 − r2

2Rr′
(A.2.26)

A l’aide de la relation (A.2.24), il est immédiat de vérifier que quand θ = 0, r′ = r+R
et quand θ = π, r′ = |r −R| (jusqu’ici r′ est toujours positif). On obtient finalement :

− β
δFex[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
n2

= −π
r

∫ r+R

|r−R|
γ2(r

′)
(
r′2 +R2 − r2

)
dr′ (A.2.27)

Si maintenant l’on prolonge γ2(r′) pour les valeurs négatives de r′ en supposant que γ2(r′)
est impair (γ2(−r′) = −γ2(r′)), il vient :

− β
δFex[ρ]

δρ(r)

∣∣∣∣
n2

= −π
r

∫ r+R

r−R
γ2(r

′)
(
r′2 +R2 − r2

)
dr′

= −π
r

∫ r+R

r−R
γ2(r

′)
[
(r − r′)2 +R2 − 2r(r − r′)

]
dr′

= −π
r

∫ r+R

r−R
γ2(r

′)
[
(r − r′)2 +R2

]
dr′ + 2π

∫ r+R

r−R
γ2(r

′)(r − r′)dr′

= −π
r

∫ +∞

−∞
γ2(r

′)
[
(r − r′)2 +R2

]
Θ
(
R− |r′ − r|

)
dr′

+2π

∫ +∞

−∞
γ2(r

′)(r − r′)Θ
(
R− |r′ − r|

)
dr′

= −π
r

[
γ2 ⊛ ωS

4

]
+
[
γ2 ⊛ ωS

2

]
(A.2.28)

où la fonction ωS
2 est définie par la relation (A.1.42) et la fonction ωS

4 par :

ωS
4 (r

′′) =
(
r′′2 +R2

)
Θ
(
R− |r′′|

)
(A.2.29)

A.2.5 Récapitulation

Il vient donc finalement :

β
δFex[ρ]

δρ(r)
=

3∑
α=0

1

r

[(
r
∂Φ

∂nα

)
⊛ ωS

α

]
+
π

r

[
γ1 ⊛

ωS
4

4πR
+ γ2 ⊛ ωS

4

]
− γ1 ⊛

ωS
2

4πR
− γ2 ⊛ ωS

2

=

3∑
α=0

1

r

[(
r
∂Φ

∂nα

)
⊛ ωS

α

]
+
π

r

[ ( γ1
4πR

+ γ2

)
⊛ ωS

4

]
−
( γ1
4πR

+ γ2

)
⊛ ωS

2

(A.2.30)

avec pour i ∈ {1, 2} :

γi(r) =


∂Φ

∂ni
· er pour r > 0

−γi(−r) r < 0
(A.2.31)
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A.2.6 Cas particulier d/2 < Rcav < d

Quand d/2 < Rcav < d, une seule molécule de diamètre d = 2R peut être présente
dans la cavité de rayon Rcav. Dans le cas où il n’y a pas de potentiel extérieur, toutes les
positions dans la sphère de rayon Rcav − d/2 sont équivalentes. La densité volumique ρ est
uniforme et alors

ρ
4

3
π

(
Rcav −

d

2

)3

= 1 (A.2.32)

soit

ρd3 =
3

4π

1(
Rcav

d
− 1

2

)3 (A.2.33)
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Annexe B

Dérivées des modèles tensoriels et
transformée de Fourier de ωi

m

Pour utiliser le modèle FMT en considérant un terme tensoriel avec la méthode numé-
rique proposée au chapitre 2, il est indispensable de trouver une transformée de Fourier ana-
lytique pour le poids tensoriel ωi

m. Ce nouveau poids va introduire une nouvelle moyenne
tensorielle nm et entraîner une modification des modèles de Rosenfeld et du White Bear.
Ce nouveau terme permet d’éviter la divergence de l’énergie libre d’excès pour des densités
très élevées de fluides confinés [84].

Rappelons d’abord que pour une matrice symétrique X et un vecteur a donnés sous
forme colonne, on a :

∂aTXa

∂X
= aaT

∂aTXa

∂a
= 2aTX

∂Tr(Xk)

∂X
= kXk−1

(B.1)

• Version de Rosenfeld modifiée

∂ΦR−T

∂n0
= − ln(1− n3) (B.2)

∂ΦR−T

∂n1
=

n2
1− n3

(B.3)

∂ΦR−T

∂n2
=

n1
1− n3

+
n22 − nT

2 n2

8π(1− n3)2
(B.4)

∂ΦR−T

∂n3
=

n0
1− n3

+
n1n2 − nT

1 n2

(1− n3)2
(B.5)

+

[
n32 − 3n2n

T
2 n2 + 9nT

2 nmn2 −
9

2
Tr(n3

m)

]
1

12π(1− n3)3
(B.6)

∂ΦR−T

∂n1
=

−nT
2

1− n3
(B.7)

∂ΦR−T

∂n2
=

−nT
1

1− n3
+
(
−n2nT

2 + 3nT
2 nm

) 1

4π(1− n3)2
(B.8)
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∂ΦR−T

∂nm
=

(
3n2n

T
2 − 9

2
n2
m

)
1

8π(1− n3)2
(B.9)

• Version du White Bear modifiée

∂ΦWB−T

∂n0
= − ln(1− n3) (B.10)

∂ΦWB−T

∂n1
=

n2
1− n3

(B.11)

∂ΦWB−T

∂n2
=

n1
1− n3

+
(
n22 − nT

2 n2

) n3 + (1− n3)
2 ln(1− n3)

12πn23(1− n3)2
(B.12)

∂ΦWB−T

∂n3
=

n0
1− n3

+
n1n2 − nT

1 n2

(1− n3)2
+

[
n32 − 3n2n

T
2 n2 + 9nT

2 nmn2 −
9

2
Tr(n3

m)

]
×

[
− 2− 5n3 + n23
36πn23(1− n3)3

− ln(1− n3)

18πn33

]
(B.13)

∂ΦWB−T

∂n1
=

−nT
2

1− n3
(B.14)

∂ΦWB−T

∂n2
=

−nT
1

1− n3
+
(
−2n2n

T
2 + nT

2 nm

) n3 + (1− n3)
2 ln(1− n3)

12πn23(1− n3)2
(B.15)

∂ΦWB−T

∂nm
=

(
3n2n

T
2 − 9

2
n2
m

)
n3 + (1− n3)

2 ln(1− n3)

12πn23(1− n3)2
(B.16)

La deuxième étape est de trouver la transformation de Fourier de ωi
m :

ω̂i
m(k) =

∫∫∫
ωi

m(r) exp(−ik.r)dr

=

∫∫∫ (
rrT

r2
− I

3

)
ωi
2(r) exp(−ik.r)dr

=

∫∫∫
rrT

r2
ωi
2(r) exp(−ik.r)dr−

I

3

∫∫∫
ωi
2(r) exp(−ik.r)dr

= Ai − I

3
ω̂i
2(k) (B.17)

Rappelons que l’indice supérieur indique l’espèce i du mélange. En considérant des coor-
données sphériques :

r =


x = r sin θ cosφ 0 ≤ θ ≤ π
y = r sin θ sinφ 0 ≤ φ < 2π
z = r cos θ 0 ≤ r ≤ R

(B.18)

On pourra choisir le vecteur k de sorte qu’il soit aligné avec l’axe Oz.

k =

 0
0
|k|

 (B.19)

kkT

|k|2
=

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 (B.20)
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On note |k| = k. Dans ce cas, le terme Ai se réduit à :

Ai =

∫ Ri

0

∫ π

0

∫ 2π

0

rrT

r2
δ(Ri − |r|) exp(−ik.r)r2 sin θdrdθdφ

= R2
i

∫ π

0

∫ 2π

0

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

sin θ cosφ
sin θ sinφ

cos θ

T

e−ikRi cos θ sin θdθdφ

= R2
i

∫ π

0

π sin3 θ 0 0
0 π sin3 θ 0
0 0 2π sin θ cos2 θ

 e−ikRi cos θdθ

= R2
i

∫ π

0

π sin3 θ 0 0
0 π sin3 θ 0
0 0 2π sin θ − 2π sin3 θ

 e−ikRi cos θdθ

= R2
i

∫ π

0

2π sin θ
0 0 0
0 0 0
0 0 1

+ π sin3 θ

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 e−ikRi cos θdθ

= R2
i

∫ π

0

[
2π sin θ

kkT

k2
+ π sin3 θ

(
I− 3

kkT

k2

)]
e−ikRi cos θdθ

= 2πR2
i

kkT

k2

∫ π

0
sin θe−ikRi cos θdθ +

(
I− 3

kkT

k2

)∫ π

0
πR2

i sin
3 θe−ikRi cos θdθ

=
kkT

k2
ω̂2(k) +

(
I− 3

kkT

k2

)∫ π

0
πR2

i sin
3 θe−ikRi cos θdθ (B.21)

Dans l’équation précédente, reste à calculer la grandeur B :

B =

∫ π

0
πR2

i sin
3 θ exp (−ikRi cos θ) dθ

= πR2
i

∫ π

0
sin3 θe−ikRi cos θdθ = πR2

i

∫ π

0
(1− cos2 θ) sin θe−ikRi cos θdθ (B.22)

En posant a = cos θ, B devient :

B = πR2
i

∫ 1

−1
(1− a2)e−ikRiada

= πR2
i

[
ie−ikRia

kR

]1
−1

− πR2
i

([
ia2e−ikRia

kRi

]1
−1

− 2i

kRi

∫ 1

−1
ae−ikRiada

)

= πR2
i

[
ie−ikRia

kR

]1
−1

− πR2
i

([
ia2e−ikRia

kRi

]1
−1

− 2i

kRi

[
iae−ikRia

kRi
+
e−ikRia

k2R2
i

]1
−1

)
= πR2

i

i

kRi

(
e−ikRi − eikRi

)
− πR2

i

(
i(e−ikRi − eikRi)

kRi
− 2i

kRi

[
i(e−ikRi + eikRi)

kRi
+
e−ikRi − eikRi

k2R2

])
=

2iπRi

k

[
2i cos(kRi)

kRi
− 2i sin(kRi)

k2R2
i

]
=

−4π cos(kRi)

k2
+

4π sin(kRi)

k3Ri

=
4π

Ri

sin(kRi)− kRi cos(kRi)

k3
=
ω̂3(r)

Ri
(B.23)
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En combinant les équations (B.17), (B.21), (B.22) et (B.23), on obtient la transforma-
tion de Fourier de la fonction de poids tensorielle :

ω̂i
m(k) =

kkT

k2
ω̂2(k) +

(
I− 3

kkT

k2

)
ω̂3(r)

R
− I

3
ω̂2(k)

=

(
kkT

k2
− I

3

)(
ω̂2(k)− 3

ω̂3(r)

R

)
(B.24)
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Annexe C

Preuve de la symétrie

Dans le cas de la poromécanique classique, un résultat classique est [3]

⟨∇ · ξ⟩ = ⟨σ (η)⟩ (C.1)

L’objectif de cette annexe est de vérifier cette relation dans le cas non linéaire de la loi
de Barton-Bandis pour le comportement mécanique des cleats.

ξ est un tenseur d’ordre trois. Si les deux derniers indices p and q sont fixés, à partir
de la relation (4.3.65), en utilisant la notation tensorielle, le problème pour le vecteur ξpq

s’écrit
∂

∂yj

[
C∗
ijkl Ekl(ξ

pq)
]

= 0 dans Ym

C∗
ijkl

[
Ekl

(
ξpq+

)
+ δkp δlq

]
n+j = C∗

ijkl

[
Ekl

(
ξpq−

)
+ δkp δlq

]
n+j

= KnJξpqi Kn +Kτ Jξ
pq
i Kτ sur ∂Yfm

(C.2)

avec JξpqKn = n+
(
n+ · ξpq+ + n− · ξpq−

)
et JξpqKτ = ξpq+ − ξpq− − JξpqKn où les indices

n and τ désignent les composantes normale et tangentielles de ξpq sur les deux surfaces ±
du cleat (voir figure 4.2).

Le problème pour le vecteur η s’écrit
∂

∂yj

[
C∗
ijkl Ekl(η)

]
= 0 dans Ym[

C∗
ijkl : Ekl (η

+) + δij

]
n+j =

[
C∗
ijkl : Ekl (η

−) + δij

]
n+j sur ∂Yfm

= KnJηiKn +Kτ JηiKτ

(C.3)

avec JηKn = (n+ · η+ + n− · η−)n+ et JηKτ = η+ − η− − JηKn.
Le réseau des cleats divise la matrice Ym en des sous-domaines Ymα avec 1 ≤ α ≤ M .

Pour tout champ de déplacement Y-périodique u satisfaisant sur chaque partie Ymα de
la cellule-unité l’équation d’équilibre, ∇ · σ(u) = 0 et pour tout vecteur Y-périodique ω
différentiable sur chaque partie Ymα , nous avons (en notant que la normale externe à Ymα

sur ∂Y ±
mα

est n∓)

0 =

∫
Ym

∂σij(u)

∂yj
ωi dV =

∑
α

∫
Ymα

∂σij(u)

∂yj
ωi dV

=
∑
α

∫
∂Y −

mα

σij(u)ω
−
i n

+
j dS +

∑
α

∫
∂Y +

mα

σij(u)ω
+
i n

−
j dS −

∑
α

∫
Ymα

σij(u)
∂ωi

∂yj
dV

= −
∑
α

∫
∂Ymα

σij(u) JωiKn+j dS −
∑
α

∫
Ymα

σij(u)
∂ωi

∂yj
dV (C.4)

177



avec ∂Y +
mα

≡ ∂Y −
mα

et JωK = ω+ − ω−. En utilisant la symétrie de σ(u) = C∗ : E(u), on
obtient ∑

α

∫
Ymα

C∗
ijkl Ekl(u) E ij(ω)dV = −

∑
α

∫
∂Y +

mα

σij(u) JωiKn+j dS (C.5)

En appliquant la relation précédente pour u = η and ω = ξpq et en utilisant la condition
aux limites (C.3) sur ∂Yfm, l’orthogonalité des composantes normale et tangentielles, le
théorème de divergence et la périodicité, il vient∑

α

∫
Ymα

C∗
ijkl Ekl(η)E ij(ξ

pq) dV

= −
∑
α

∫
∂Ymα

(
−n+i +KnJηiKn +Kτ JηiKτ

)
(Jξpqi Kn + Jξpqi Kτ ) dS

= −
∑
α

∫
∂Ymα

(
−n+i Jξpqi K +KnJηiKnJξpqi Kn +Kτ JηiKτ Jξ

pq
i Kτ

)
dS

= −
∑
α

∫
Ymα

∂ξpqi
∂yi

dV −
∑
α

∫
∂Ymα

(KnJηiKnJξpqi Kn +Kτ JηiKτ Jξ
pq
i Kτ ) dS

(C.6)

En utilisant à nouveau la relation (C.5) mais maintenant avec u = ξpq et ω = η, on obtient∑
α

∫
Ymα

C∗
ijkl Ekl(ξ

pq) E ij (η) dV

= −
∑
α

∫
∂Ymα

(
−C∗

ijpq n
+
j +KnJξpqi Kn +Kτ Jξ

pq
i Kτ

)
(JηiKn + JηiKτ ) dS

= −
∫
Ym

C∗
ijpq E ij (η) dV −

∑
α

∫
∂Ymα

(KnJξpqi KnJηiKn +Kτ Jξ
pq
i Kτ JηiKτ ) dS

(C.7)

Du fait de la symétrie du tenseur d’élasticité (C∗
ijkl = C∗

klij), les deux termes de gauche des
relations (C.6) et (C.7) sont égaux et donc∫

Ym

∂ξpqi
∂yi

dV =

∫
Ym

C∗
ijpq E ij (η) dV

⟨∇y · ξpq⟩ = ⟨σpq (η)⟩ (C.8)

Ce qui est le résultat annoncé.
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Annexe D

Solution analytique pour la rigidité
effective à trois échelles

D.1 Problème à résoudre

Considérons un réseau de cleats immergé dans la matrice caractérisée par les paramètres
de Lamé λ et µ avec une structure des cleats représentée sur la figure 4.15a. Le cleat (I) avec
des rigidités normale et tangentielle (KI

n,K
I
τ ) est localisé en y1 = l/2 tandis que le cleat

(II) de rigidités (KII
n ,K

II
τ ) se situe en y2 = l/2. L’objectif est de résoudre la fermeture

(C.2) où le tenseur de rigidité de la matrice et le tenseur des déformations sont donnés par

C∗
ijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) (D.1.1)

Ekl(ξ
pq) =

1

2

(
∂ξpqk
∂yl

+
∂ξpql
∂yk

)
(D.1.2)

En utilisant la relation (4.3.67), le tenseur de rigidité effective s’écrit

Ceff
ijpq = C∗

ijkl

(
δkpδlq +

1

2

〈
∂ξpqk
∂yl

+
∂ξpql
∂yk

〉)
(D.1.3)

La condition sur l’interface matrice-cleats pour les deux cleats I et II est donnée par

δ1j [λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)]

[
δkqδlq +

1

2

(
∂ξpqk
∂yl

+
∂ξpql
∂yk

)]
= KI

n∆ξ
pq
1 δi1 +KI

τ∆ξ
pq
2 δi2 +KI

τ∆
Iξpq3 δi3 (D.1.4)

δ2j [λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)]

[
δkqδlq +

1

2

(
∂ξpqk
∂yl

+
∂ξpql
∂yk

)]
= KII

n ∆IIξpq2 δi2 +KII
τ ∆IIξpq1 δi1 +KII

τ ∆IIξpq3 δi3 (D.1.5)

D.2 Cas p = 1(2) et q = 1(2)

En effectuant la projection normale, on peut écrire

λ+ 2µ+ λ

(
∂ξ111
∂y1

+
∂ξ112
∂y2

+
∂ξ113
∂y3

)
+ 2µ

∂ξ111
∂y1

= KI
n∆

Iξ111 (D.2.1)

λ

(
1 +

∂ξ111
∂y1

+
∂ξ112
∂y2

+
∂ξ113
∂y3

)
+ 2µ

∂ξ112
∂y2

= KII
n ∆IIξ112 (D.2.2)
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où ∆I(II) indique le saut de part et d’autre du cleat I(II). Il faut noter qu’il n’existe pas
de déplacement suivant la troisième direction du fait de la structure des cleats. En utilisant
la condition de périodicité, il vient

∆Iξ111 + ℓ
∂ξ111
∂y1

= 0

∆IIξ112 + ℓ
∂ξ112
∂y2

= 0

(D.2.3)

La solution finale est

∂ξ111
∂y1

= − 4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KII
n ℓ

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2
(D.2.4)

∂ξ112
∂y2

= − λKI
nℓ

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2
(D.2.5)

Suivant la définition du tenseur de rigidité effective (D.1.3), les composantes Ceff
1111 et Ceff

2211

prennent la forme

Ceff
1111 =

KI
nℓ
[
4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KII

n ℓ
]

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2
(D.2.6)

Ceff
2211 =

λKI
nK

II
n ℓ

2

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2
(D.2.7)

Comme les deux cleats ont un rôle similaire, on peut facilement en déduire la compo-
sante Ceff

2222

Ceff
2222 =

KII
n ℓ
[
4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KI

nℓ
]

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2
(D.2.8)

D.3 Cas p = 3 et q = 3

Par projection sur les axes normaux aux cleats, il vient

λ+ (λ+ 2µ)
∂ξ331
∂y1

+ λ
∂ξ332
∂y2

+ λ
∂ξ333
∂y3

= KI
n∆

Iξ331 (D.3.1)

λ+ (λ+ 2µ)
∂ξ332
∂y2

+ λ
∂ξ331
∂y1

+ λ
∂ξ333
∂y3

= KII
n ∆IIξ332 (D.3.2)

Notons que
∂ξ333
∂y3

= 0 à cause de la structure de la cellule-unité. On a la condition de

périodicité :

∆Iξ331
l

+
∂ξ331
∂y1

= 0 (D.3.3)

∆IIξ332
l

+
∂ξ332
∂y2

= 0 (D.3.4)

On trouve :

∂ξ331
∂y1

=
−λ(2µ+KII

n ℓ)

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)
(D.3.5)

∂ξ332
∂y2

=
−λ(2µ+KI

nℓ)

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)
(D.3.6)
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Finalement,

C3333 = (λ+ 2µ)

(
1 +

∂ξ333
∂y3

)
+ λ

∂ξ331
∂y1

+ λ
∂ξ332
∂y2

(D.3.7)

= λ+ 2µ− λ2(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ)

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)
(D.3.8)

C1133 = λ

(
1 +

∂ξ332
∂y2

+
∂ξ333
∂y3

)
+ (λ+ 2µ)

∂ξ331
∂y1

(D.3.9)

=
λ(2µ+KII

n ℓ)K
I
nℓ

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)
(D.3.10)

C2233 = λ

(
1 +

∂ξ331
∂y1

+
∂ξ333
∂y3

)
+ (λ+ 2µ)

∂ξ332
∂y2

(D.3.11)

=
λ(2µ+KI

nℓ)K
II
n ℓ

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)
(D.3.12)

D.4 Cas p = 1 et n = 2

Par projection sur les axes parallèles aux cleats, il vient

µ

(
1 +

∂ξ121
∂y2

+
∂ξ122
∂y2

)
= KI

τ∆
Iξ121 (D.4.1)

µ

(
∂ξ123
∂y1

+
∂ξ121
∂y3

)
= KI

τ∆
Iξ123 (D.4.2)

µ

(
1 +

∂ξ121
∂y2

+
∂ξ122
∂y1

)
= KII

τ ∆IIξ121 (D.4.3)

µ

(
∂ξ123
∂y2

+
∂ξ122
∂y3

)
= KII

τ ∆IIξ123 (D.4.4)

Notons que pour m = 1 et n = 2, seul existe un cisaillement dans le plan Oxy avec
∆Iξ123 = ∆IIξ123 = 0. Les équations sur les cleats s’écrivent :

µ

(
1 +

∂ξ121
∂y2

+
∂ξ122
∂y1

)
= KI

τ∆
Iξ122 (D.4.5)

µ

(
1 +

∂ξ121
∂y2

+
∂ξ122
∂y1

)
= KII

τ ∆IIξ121 (D.4.6)

La condition de périodicité s’écrit :

∆Iξ122 + l
∂ξ122
∂y1

= 0 (D.4.7)

∆IIξ121 + l
∂ξ121
∂y2

= 0 (D.4.8)

Les solutions sont données par :

∂ξ121
∂y2

= − KI
τµ

µ(KI
τ +KII

τ ) +KI
τK

II
τ ℓ

(D.4.9)

∂ξ122
∂y1

= − KII
τ µ

µ(KI
τ +KII

τ ) +KI
τK

II
τ ℓ

(D.4.10)
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Finalement,

C1212 = µ

[
1 +

1

2

(
∂ξ121
∂y2

+
∂ξ122
∂y1

)]
+
µ

2

(
∂ξ121
∂y2

+
∂ξ122
∂y1

)
=

µKI
τK

II
τ ℓ

µ(KI
τ +KII

τ ) +KI
τK

II
τ ℓ

(D.4.11)

D.5 Cas p = 1(2) et q = 3

Le problème revient à chercher le cisaillement quand le déplacement dans la direction
y3 fonction seulement de y1 est donné. Il est dès lors suffisant d’effectuer la projection du
problème pour le cleat I suivant l’axe y3 :

µ

(
1 +

∂ξ131
∂y3

+
∂ξ133
∂y1

)
= KI

τ∆
Iξ133 (D.5.1)

Rappelons que seul ξ133 est différent de 0. En combinant avec la condition de périodicité,
on a

µ

(
1 +

∂ξ133
∂y1

)
= KI

τ∆
Iξ133 (D.5.2)

∂ξ133
∂y1

+
∆Iξ133
ℓ

= 0 (D.5.3)

La solution est donnée par :

∂ξ133
∂y1

=
−µ

µ+KI
τ ℓ

(D.5.4)

Finalement,

C1313 = µ

(
1 +

∂ξ133
∂y1

)
=

µKI
τ ℓ

µ+KI
τ ℓ

(D.5.5)

De la même façon, quand p = 2 et q = 3 pour C2323, on obtient

C2323 =
µKII

τ ℓ

µ+KII
τ ℓ

(D.5.6)
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En résumé, on a trouvé toutes les composantes du tenseur de rigidité effective

Ceff
1111 =

KI
nℓ
[
4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KII

n ℓ
]

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2

Ceff
2222 =

KII
n ℓ
[
4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)KI

nℓ
]

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2

Ceff
3333 = λ+ 2µ− λ2(4µ+KI

nℓ+KII
n ℓ)

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)

Ceff
1122 = Ceff

2211 =
λKI

nK
II
n ℓ

2

4µ(λ+ µ) + (λ+ 2µ)(KI
n +KII

n )ℓ+KI
nK

II
n ℓ

2

Ceff
1212 =

µKI
τK

II
τ ℓ

µ(KI
τ +KII

τ ) +KI
τK

II
τ ℓ

Ceff
1133 =

λ(2µ+KII
n ℓ)K

I
nℓ

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)

Ceff
2233 =

λ(2µ+KI
nℓ)K

II
n ℓ

λ(4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ)(2µ+KII

n ℓ)

Ceff
1313 =

µKI
τ ℓ

µ+KI
τ ℓ

Ceff
2323 =

µKII
τ ℓ

µ+KII
τ ℓ

(D.5.7)

Il faut noter que le milieu correspond au cas isotrope transversal si et seulement si

KI
n = KI

τ = KII
n = KII

τ . Alors C1212 =
C1111 − C1122

2
.
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Annexe E

Solution analytique pour η à l’échelle
microscopique

Le problème pour η posé sur une cellule-unité périodique composée de deux cleats
verticaux orthogonaux (voir figure 4.15a) peut être résolu analytiquement pour {Kn,Kτ}
donnés. Du fait de la structure des cleats, il n’existe pas de déformation dans la troisième
direction, i.e. ϵ33 = 0. Le tenseur des contraintes de la matrice est donné par

σ(η) = λ(ϵ11 + ϵ22)

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+ 2µ

ϵ11 0 0
0 ϵ22 0
0 0 0


=

(λ+ 2µ)ϵ11 + λϵ22 0 0
0 (λ+ 2µ)ϵ22 + λϵ11 0
0 0 λ(ϵ11 + ϵ22)

 (E.1)

Notons que les cleats (I) and (II) correspondent aux vecteurs normaux n+
1 = (1, 0, 0) et

n+
2 = (0, 1, 0). La condition sur l’interface pour la fermeture (4.3.72) s’écrit

σ(η) · n+
1 · n+

1 = KI
nJηnKI − 1

σ(η) · n+
2 · n+

2 = KII
n JηnKII − 1 (E.2)

avec les conditions périodiques

JηKI + ϵ11ℓ = 0

JηKII + ϵ22ℓ = 0 (E.3)

Les solutions pour le saut de η sont données par

JηKI =
ℓ
(
2µ+KII

n ℓ
)

λ (4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ) (2µ+KII

n ℓ)

JηKII =
ℓ
(
2µ+KI

nℓ
)

λ (4µ+KI
nℓ+KII

n ℓ) + (2µ+KI
nℓ) (2µ+KII

n ℓ)
(E.4)
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Annexe F

Coefficient de Biot du cleat

Considérons un cleat de vecteur normal supérieur n+. La contrainte de contact, continue
de part et d’autre du cleat, s’écrit sous forme incrémentale

dσf = dσm · n+ = KnJdunK + Kτ Jduτ K − αf dpg n
+

= KnJ(du · n+)n+K + Kτ Jdu− (du · n+)n+K − αf dpg n
+ (F.1)

où JdunK et Jduτ K représentent le saut normal et le saut tangentiel du déplacement au
travers du cleat, αf est le coefficient de Biot des cleats, Kn et Kτ sont les rigidités décrites
par les relations de Barton et Bandis

Kn =
KniV

2
m

(Vm + JunK)2

Kτ =
KτiV

2
m

(Vm + JunK)2

(F.2)

oùKni,Kτi et Vm sont les rigidités normale et tangentielle initiales et la fermeture maximale
des cleats quand σn → ∞.

Pour déterminer le coefficient αf , la charge normale P perpendiculaire au plan du cleat
est augmentée de dP tandis que la pression du fluide dans le cleat pg est augmentée de
dpg. Dès qu’une procédure incrémentale est effectuée, le chargement est considéré linéaire
et divisé en deux étapes distinctes. Dans une première étape, le fluide a une pression fixée
pg et la charge est augmentée de dP −dpg. Dans la deuxième étape, la charge et la pression
du fluide sont augmentées de dpg. Seul le déplacement normal est considéré. Lors de la
première étape, selon la relation Barton-Bandis, on a

−d(P − pg) = KndJuInK (F.3)

Lors de la deuxième étape, le tenseur des contraintes est uniforme dans les phases solide et
fluide et est égal à −dpgI. Donc, le fluide peut alors être remplacé par la phase solide. Le

tenseur des déformations du solide est −dpg
3ks

I où ks est le module d’élasticité isostatique.

Par conséquent, la déformation est donnée par :

dJuIIn K
Vm + JunK

=
−dpg
3ks

(F.4)

Le déplacement total est la somme des déplacements de chacune des deux étapes

dJunK = dJuInK + dJuIIn K (F.5)
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En combinant les deux relations précédentes, on obtient

−dP = Kn

(
dJunK + dpg

Vm + JunK
3ks

)
− dpg

= KndJunK −
[
1− Kn

3ks
(Vm + JunK)

]
︸ ︷︷ ︸

αf

dpg (F.6)

En utilisant la relation (4.2.3), le coefficient de Biot du cleat est donné par

αf = 1− Kn

3ks
(Vm + JunK) = 1− KniVm − σ̄BB

n

3ks
(F.7)

Il faut noter que le numérateur à gauche est négligeable par rapport à ks. Il est donc
pertinent de prendre la valeur αf = 1 dans des calculs numériques.
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Modélisation multiéchelle du couplage adsorption-transport-mécanique
dans les réservoirs de gaz de charbon : récupération assistée par

injection de CO2

Un modèle théorique multiéchelle combinant adsorption, transport et poromécanique
du réservoir est développé. À la plus petite échelle, les molécules de gaz sont considérées
comme des sphères dures interagissant avec la paroi des nanopores par un potentiel de
Lennard-Jones. Une nouvelle méthode numérique utilise la théorie de la fonctionnelle de
densité (DFT) et la théorie fondamentale de la mesure (FMT) pour calculer les distribu-
tions moléculaires d’un mélange de gaz pour une géométrie quelconque des nanopores qui
permettent de déterminer la force de solvatation exercée par la phase fluide sur la surface
des nanopores. La méthode de l’homogénéisation périodique permet de passer de l’échelle
du nanopore à l’échelle microscopique et d’obtenir la réponse de la matrice de charbon
qui est une version avancée du modèle classique de Biot. En appliquant de nouveau la
méthode de l’homogénéisation, la matrice est ensuite combinée avec le réseau des cleats
en considérant le contact à l’interface matrice-cleats caractérisé par la loi hyperbolique de
Barton-Bandis qui modifie la rigidité effective ainsi que la perméabilité du réservoir. Les
équations moyennes de conservation de la masse des deux gaz (CH4 et CO2) dans la matrice
prennent en compte les phénomènes d’adsorption caractérisés par des coefficients de parti-
tion et une diffusion effective de type Knudsen. Une équation moyenne macroscopique pour
la diffusion des gaz dans la matrice et le transport gaz-eau dans les cleats est développée en
considérant l’échange de masse entre la matrice et les cleats. Des simulations numériques
démontrent la corrélation cruciale entre les distributions de pression des gaz, l’ouverture
des cleats et la rigidité du réservoir.

Mots-clés : Adsorption, poromécanique, écoulement multiphasique, homogénéisation.

Multiscale modeling of the coupling adsorption-transport-mechanics in
coalbed gas reservoirs: enhanced recovery by CO2 injection

A multiscale theoretical model combining adsorption, transport and reservoir porome-
chanics is developed. At the smallest scale, the gas molecules are considered as hard spheres
interacting with the nanopore wall through a Lennard-Jones potential. A new numerical
method uses the Density Functional Theory (DFT) and the Fundamental Measure The-
ory (FMT) to calculate the molecular distribution of a mixture of gases for any nanopore
geometry, which allows to determine the solvation force exerted by the fluid phase on the
surface of the nanopores. The periodic homogenization method is used to upscale the
nanopore model and to obtain the response of the coal matrix at the microscale, which
extends the classical concept of the Biot model. By using the homogenization method re-
iteratively, the matrix is then combined with the cleats network by taking into account the
joint stiffness at the matrix-cleats interface characterized by the hyperbolic Barton-Bandis
law, which modifies the effective stiffness and the permeability of the reservoir. The av-
erage mass conservation equations for the two gases (CH4 and CO2) in the matrix take
into account adsorption phenomena characterized by partition coefficients and an effective
Knudsen-type diffusion. A macroscopic average equation for gas diffusion in the matrix
and gas-water transport in the cleats is developed by considering the mass exchange be-
tween the matrix and the cleats. Numerical simulations illustrate the crucial correlation
between gas pressure distributions, cleat opening and reservoir stiffness.

Keywords: Adsorption, poromechanics, multiphase flow, homogenization.
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