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Résumé

Le gaz de charbon est une ressource énergétique dont I'exploitation peut étre accélérée
par injection de gaz carbonique (COg2) combinant ainsi production de méthane (CHy4) et
stockage du gaz carbonique produit par sa combustion.

La structure du réservoir est considérée comme un milieu & double porosité avec des
fractures naturelles (cleats) et une matrice contenant une phase solide et des nanopores
(de taille inférieure & 2 nm) ou le gaz est stocké par adsorption sur la paroi solide. Le COq
est plus facilement adsorbé que le CHy.

Un modéle théorique multiéchelle combinant adsorption, transport et poromécanique
du réservoir est développé. A la plus petite échelle, les molécules de gaz sont considérées
comme des sphéres dures interagissant par un potentiel de Lennard-Jones. Une nouvelle
méthode numérique utilise la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) et la théorie
fondamentale de la mesure (FMT) pour calculer la distribution des densités moléculaires
d’un mélange de gaz pour une géométrie quelconque des nanopores. La paroi solide exerce
un potentiel extérieur répulsif a trés courte distance et attractif a plus grande distance sur
les molécules de gaz. A partir des distributions moléculaires des gaz, la force de solvatation
exercée par la phase fluide sur la surface des nanopores est calculée précisément.

La méthode de '’homogénéisation asymptotique permet de passer de ’échelle du nano-
pore & I’échelle microscopique et d’obtenir la réponse de la matrice de charbon. Le modéle
poroélastique de Biot est modifié par la force de solvatation qui agit comme le principal
facteur gouvernant le gonflement ou la contraction de la matrice. Les équations moyennes
de conservation de la masse des deux gaz (CH4 et CO3) dans la matrice prennent en compte
les phénomeénes d’adsorption caractérisés par des coefficients de partition et une diffusion
effective de type Knudsen.

Une seconde homogénéisation vise a obtenir la loi macroscopique & 1’échelle du réservoir
en combinant le réseau de cleats et la matrice solide. Le contact & I'interface matrice-cleats
est caractérisé par la loi hyperbolique de Barton-Bandis qui modifie la rigidité effective
ainsi que la perméabilité du réservoir. Aprés homogénéisation, le réservoir est un milieu
hétérogéne et anisotrope du fait de la structure des cleats et de la variation spatiale de la
pression du fluide. Une équation moyenne macroscopique pour la diffusion des gaz dans la
matrice et le transport gaz-eau dans les cleats est développée en considérant 1’échange de
masse entre la matrice et les cleats gouverné par I’approximation de Warren et Root .

Des simulations numériques démontrent la corrélation cruciale entre les distributions
de pression de gaz, 'ouverture des cleats et la rigidité du réservoir. L’injection de COq
améliore significativement la production de CHy. Elle permet le stockage souterrain de
CO4 contribuant a réduire les émissions de gaz a effet de serre.
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Abstract

Coal seam gas is an energy resource whose exploitation can be enhanced by injecting
carbon dioxide (CO3), thus combining the production of methane (CH4) and the storage
of carbon dioxide produced by its combustion.

The structure of the reservoir is considered to be a double-porosity medium with natural
fractures (cleats) and a matrix containing a solid phase and nanopores (less than 2 nm in
size) where the gas is stored by adsorption on the solid wall. COg is more easily adsorbed
than CHy.

A multiscale theoretical model combining adsorption, transport and reservoir poro-
mechanics is developed. At the smallest scale, the gas molecules are considered as hard
spheres interacting through a Lennard-Jones potential. A new numerical method uses Den-
sity Functional Theory (DFT) and Fundamental Measure Theory (FMT) to calculate the
distribution of molecular densities of a mixture of gases for any nanopore geometry. The
solid wall exerts an external potential that is repulsive at very short distances and attrac-
tive at longer distances on the gas molecules. From the molecular distributions of the gases,
the solvation force exerted by the fluid phase on the surface of the nanopores is precisely
calculated.

The asymptotic homogenization method is performed to upscale the nanopore-scale
model and to obtain the response of the coal matrix at the microscale. The Biot poroelastic
model is modified by the solvation force, which acts as the main factor governing matrix
swelling or contraction. The average mass conservation equations for the two gases (CHy
and CO2) in the matrix take into account adsorption phenomena characterized by partition
coefficients and an effective Knudsen-type diffusion.

A second homogenization aims at obtaining the macroscopic law at the reservoir scale
by combining the cleats network and the solid matrix. The joint stiffness at the matrix-
cleats interface is characterized by the hyperbolic Barton-Bandis law, which modifies the
effective stiffness and the permeability of the reservoir. After homogenization, the reservoir
is a heterogeneous and anisotropic medium due to the structure of the cleats and the spatial
variation of the fluid pressure. A macroscopic average equation for gas diffusion in the
matrix and gas-water transport in the cleats is developed by considering the mass exchange
between the matrix and the cleats governed by the Warren and Root approximation.

Numerical simulations illustrate the crucial correlation between gas pressure distribu-
tions, cleat opening and reservoir stiffness. COs injection significantly improves CHy pro-
duction and enables a underground storage of COg2, which contributes to reducing green-
house gas emissions.

17



18



Nomenclature

C,, tenseur d’élasticité effectif de la matrice
tenseur d’élasticité effectif modifié de la matrice
Cs tenseur d’élasticité du solide

CefT tenseur d’élasticité effectif a trois échelles

Fq tenseur de gonflement

F énergie libre intrinséque

Fe*  énergie libre d’excés

Fid  énergie libre idéale

I tenseur identité d’ordre quatre

D pression du bulk ou pression d’équilibre

Pe pression capillaire

Dy pression totale les cleats

Dg pression d’équilibre du gaz dans les cleats
DPm pression d’équilibre du gaz dans la matrice
Pw pression de I'eau dans les cleats

Dgi  pression du bulk de la composante ¢ dans les cleats
Pm,i  pression de bulk de la composante ¢ dans la matrice
u vecteur déplacement

uy vecteur déplacement des cleats

u, vecteur déplacement de la matrice

u, vecteur déplacement des nanopores

u, vecteur déplacement du solide

Vet potentiel extérieur du composant i

Y cellule-unité périodique & I’échelle nanoscopique

Yy domaine des cleats dans la cellule-unité de Y

Y domaine de la matrice dans la cellule-unité Y
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A cellule-unité périodique a I’échelle nanoscopique
Zn domaine des nanopores dans la cellule-unité Z
g domaine solide dans la cellule-unité Z
Symboles grecs

o, tenseur de Biot-Willis de la matrice

tenseur de Biot-Willis modifié de la matrice

I',s  interface nanopore-solide

7% potentiel chimique total du composant ¢
II force de solvatation
Pi densité moléculaire du composant ¢

Pg.i masse volumique du composant ¢ dans les cleats
Pm,  masse volumique du composant ¢ dans la matrice
of tenseur des contraintes du fluide dans les cleats
om tenseur des contraintes de la matrice

o, tenseur des contraintes du fluide dans les nanopores
o tenseur des contraintes du solide

bf porosité des cleats (fractures) = [Yy|/]Y|

¢m  porosité de la matrice = |Z,|/|Z]

Q grand potentiel

Q, domaine des nanopores

Qg domaine solide

0Yy,; interface matrice-cleats dans la cellule-unité Y’

0Z,s interface nanopore-solide dans la cellule-unité Z
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Introduction

Le gaz naturel est une source d’énergie présente dans de multiples secteurs : I’électricité,
I'industrie, le commerce et les transports. De plus, le remplacement du charbon par le gaz
naturel aide a réduire les émissions de dioxyde de carbone (COg) comme le montre la figure
1 issue du rapport 2019 de I'International Energy Agency (IEA) [44]. Ce type d’énergie est
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FIGURE 1 — Réduction des émissions de COy en Millions de tonnes (Mt) en remplagant
le charbon par le gaz naturel dans diverses régions par rapport a 'année 2010 [44]. Les
émissions de COs dans le monde sont de 'ordre de 35 Gt par an, le charbon représentant
environ 40 % des émissions.

localisé dans les couches souterraines et est classé en deux types suivant son origine : le
gaz naturel conventionnel et celui non conventionnel.

Cette recherche se concentre sur la source d’énergie non conventionnelle représentée
par le gaz de houille (coalbed methane en anglais). Le gaz de houille est une forme de
gaz naturel composé essentiellement de méthane (CHy) extrait des gisements houillers. Le
terme se référe au méthane piégé dans les veines de charbon. La présence de ce gaz est bien
connue en référence aux coups de grisou qui peuvent apparaitre lors de I'exploitation des
mines souterraines de charbon ot il présente un risque grave pour la sécurité.

Signalons qu’apres la vapeur d’eau et le dixoyde de carbone, le CHy est le troisiéme
gaz contributeur a l'effet de serre dont il est responsable pour environ 20 %. Son GWP
(Global Warming Power) est 25 fois supérieur a celui du COsq. Il provient essentiellement
de lagriculture (riziéres, élevage), du traitement des déchets ménagers et enfin des pertes
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dans ’exploitation et la distribution du gaz naturel. La récupération du gaz de houille
devra donc limiter les fuites de CHy vers I’atmospheére.

A contrario la récupération du gaz de charbon peut étre accélérée et écologiquement
vertueuse si elle est assistée par une injection de COs2 produit par la combustion de CHy
(figure 2). L’ECBM pour Enhanced Coal Bed Methane est la combinaison de I’exploitation
du méthane avec la séquestration du CO,. L’exploitation du gaz de charbon consiste a
récupérer le gaz de houille contenu dans les veines de charbon. La désorption du méthane
a lieu en abaissant la pression du gaz. La fracturation naturelle des veines de charbon due
aux fractures naturelles ou cleats suffit & assurer la circulation du méthane vers le puits
d’extraction. La récupération assistée par injection de COs consiste a utiliser ’adsorption
préférentielle du COg par rapport au CH4. En installant des usines a c6té du réservoir
de houille, le dioxyde de carbone produit par la combustion du méthane peut étre capté
puis réinjecté dans la veine du charbon pour augmenter la production de méthane. Les
avantages sont multiples : accélération de la production de CHy, séquestration du COq
produit, circuit court entre la production du méthane et le stockage du CO;. Le bilan
carbone d’une telle opération est trés favorable puisque ’on verra que ’on peut stocker
davantage de molécules de CO4 que 'on extraira de molécules de CHy.

FIGURE 2 — Schéma de principe d’'une exploitation de gaz de charbon avec injection de
COg (d’apres S. Reeves, Houston, Texas).

Afin d’appliquer avec succés cette procédure de récupération assistée, il est nécessaire
de décrire avec précision un ensemble de phénoménes couplés complexes qui se produisent
a des échelles de longueur différentes. La compréhension fine du comportement du mélange
gazeux et de son adsorption dans des pores de la taille de quelques molécules, la micro-
structure de la veine de charbon qui est un milieu naturellement fracturé, I’évacuation (ou
I'injection) des gaz vers le puits d’exploitation nécessitent un examen rigoureux. Les varia-
tions dimensionnelles de la matrice de charbon induites par ’adsorption ou la désorption
des gaz vont entrainer une modification de la perméabilité gazeuse de la veine. Le couplage
entre la poromécanique et les phénoménes de transport sera donc un aspect essentiel de ce
travail.

Pour étudier avec une certaine rigueur I’ensemble de ces phénoménes, nous avons choisi
d’utiliser les méthodes de changement d’échelle capables de propager la physique de 1’échelle
locale ot 'on peut distinguer les molécules a 1’échelle macroscopique du réservoir qui in-
téresse le producteur de gaz. Suivant la taille, la maniére de décrire les processus change :
un peu de physique statistique dans les pores les plus petits puis, en accord avec ma for-
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mation d’ingénieur, de la mécanique des milieux continus aux échelles supérieures. Pour
relier les différentes échelles entre elles, dans la logique des travaux poursuivis par I’équipe
de recherche depuis plusieurs années, nous utiliserons la méthode de 'homogénéisation
périodique. Dans cette construction de modéles certes simplifiés, il est fascinant de voir
I'influence des détails a la plus petite échelle qui perdurent dans le modéle macroscopique
et de réaliser 'infinie complexité du monde.

Enfin, une fois le réservoir de gaz de charbon résumé a un jeu d’équations aux dérivées
partielles, la partie finale de ce travail fournira grace a un logiciel commercial des résultats
numériques permettant d’appréhender son fonctionnement, de discuter du couplage entre
poromécanique et transport et d’imaginer les problémes pouvant advenir durant ’exploi-
tation de la veine de charbon.
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Chapitre 1

Introduction au gaz de houille

Ce chapitre est une introduction au gaz de houille. Plutét que de répéter le contenu
d’ouvrages trés complets sur le sujet auxquels nous renvoyons le lecteur, par exemple le
livre de Seidle [87], nous dégagerons ici les principaux éléments nécessaires & comprendre
la modélisation multiéchelle qui est I'objectif de cette thése. Signalons également que la
situation particuliére de la Lorraine a fait I’objet d’une analyse détaillée aussi bien en termes
techniques que sociétaux dont les principales conclusions se trouvent dans la référence [37].

1.1 Génération du gaz de houille

Le gaz de houille a deux origines distinctes : biogénique et thermogénique. Le gaz
biogénique est généré grace a 'activité des bactéries et des micro-organismes tandis que le
gaz thermogénique est lié & une évolution dans le temps due a la chaleur et a la pression.
La figure 1.1 montre les deux types de méthane selon le rang du charbon [66]. Plus le rang
d’un charbon est élevé, plus sa teneur en eau est faible et sa teneur en carbone élevée, donc
meilleur est son pouvoir calorifique.

0.2 0.3 05 06 1.0 1.8 2.2 3.0 Vitrinite

Reflectance

peatification bituminization debituminization graphitization
dehydration

oil window

Thermogenic

Methane

~Biogenic

~
~

FIGURE 1.1 — Schéma de la production de gaz biogénique et thermogénique [66].

Les charbons de rang élevé possédent un méthane de type thermogénique tandis que
les charbons les plus pauvres possédent un méthane biogénique. Pour le coalbed, le plupart
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du CHy est généré par le processus thermogénique [24].

1.2 Etat des ressources

Les ressources mondiales de gaz de houille sont estimées & plus de 256 trillions de métres
cubes [87|. La table 1.1 due a Godec et al. [33] fournit une estimation de ces réserves selon
les pays. La premiére exploitation de ce type de gaz a commencé aux Etats-Unis. La
majorité de la production de gaz de charbon ou Coal Bed Methane (CBM) dans ce pays
provient de trois bassins : le Black Warrior (Alabama), San Juan (Nouveau-Mexique, Utah
et Colorado) et Powder River [66]. En plus des Etats-Unis, le gaz de houille est aussi exploité
dans d’autres pays comme I’Australie, le Canada et la Chine. En Europe, les réservoirs de
méthane non conventionnel sont distribués dans plusieurs pays : en particulier la Suéde,
la Pologne, 1’Autriche et I’Allemagne (Westphalie), mais aussi la Belgique, la Grande-
Bretagne (South Yorkshire, East Midlands), le Danemark, les Pays-Bas, la Bulgarie et
la France (Nord-Pas-de-Calais, Jura, Provence et Lorraine) [37]. La quantité de gaz de
charbon en Lorraine est estimée a 371 milliards de métres cubes, soit environ 6 années de
la consommation francaise en gaz (source : Frangaise de I’Energie).

1.3 Description de la veine de charbon

La veine de charbon peut étre considérée comme un milieu multiéchelle & double porosité
(voir figure 1.2a). A 1’échelle macroscopique ou échelle du réservoir, le charbon est organisé
en couches géologiques qui se situent profondément dans le sous-sol, entre 200 m et 1350
m de profondeur [21].

Butt cleat
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FIGURE 1.2 — Echelles de longueur naturelles d’un réservoir de méthane de houille.

La couche de charbon se compose d’une phase que l'on appellera matrice et d’une
phase de fractures naturelles dénommeées cleats en anglais. Ces fractures sont organisées
suivant des plans verticaux perpendiculaires entre eux et sont catégorisées en deux types
différents : les face cleats et les butt cleats représentés sur la figure 1.2b. Les face cleats
sont continus tout au long du réservoir tandis que les butt cleats sont discontinus avec une
longueur limitée séparés par les face cleats. La figure 1.3 représente une visualisation 3D
du systéme des cleats utilisant la tomographie par rayons X. La reconstruction est établie
par soustraction des images d’un échantillon sec puis saturé par un fluide atténuant le
rayonnement X [67]. Cette figure montre que si la structure réelle du réseau des cleats est
plus complexe que celle idéalisée de la figure 1.2b, il existe bien des fractures longues (face
cleats) et courtes (butt cleats). De plus, 'ouverture des cleats est trés petite par rapport a
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Pays Réserves CBM gaz en place | CBM recouvrable
Millions de tonnes Tef Tem Tef Tem
Etats-Unis 237 295 1746 49 170 4.82
Canada 6 582 550 15.6 184 5.21
Mexique 1211 9 0.3 1 0.04

| AmériquedeNord | 245088 [ 2305 | 653 | 355 | 10.06 |

Brésil 4 559 36 1.0 5 0.15
Colombie 6 746 23 0.7 3 0.1
Venezuela 479 17 0.5 3 0.07
Autres et Amérique centrale 724 0.0 0 0.00

Bulgarie 2 366
République tchéque 1 100 13 0.4 2 0.06
Allemagne 40 699 106 3.0 16 0.45
Grecque 3020 0.0 0 0.00
Hongrie 1 660 4 0.1 1 0.02
Kazakhstan 33 600 50 1.4 10 0.28
Pologne 5 709 50 1.4 5 0.14
Roumanie 291
Fédération de Russie 157 010 1682 47.6 200 5.66
Espagne 530
Turquie 2 343 51 1.4 10 0.28
Ukraine 33 873 170 4.8 25 0.71
Royaume-Uni 228 102 2.9 15 0.43
Autres Europe et Eurasie 22 175

Bostwana 105 3.0 16 0.45
Mozambique 88 2.5 13 0.37
Namibie 104 2.9 16 0.44
Afrique du Sud 30 156 60 1.7 9 0.25
Zimbabwe 502 60 1.7 9 0.25
Autre Afrique 1034
Moyen-Orient 1203

Australie 76 400 153 6.4 34 0.95
Chine 114 500 1299 36.8 19 5.52
Inde 60 600 80 2.3 20 0.57
Indonésie 5 529 453 12.8 68 1.93
Japon 350
Nouvelle-Zélande 571
Corée du Nord 600
Thailande 1 239
Vietnam 150
Autre Asie-Pacifique 3707
Asie-Pacifique 265 843 1 985 58.2 316 8.96

TABLE 1.1 — Réserves mondiales de gaz de charbon [33].
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FIGURE 1.3 — Visualisation 3D du systéme des cleats [67].

la taille du bloc et est estimée de niveau submillimétrique. Les cleats s’occupent donc une
fraction volumique faible d’une valeur de 'ordre voire inférieure a 1 % [87].

La matrice comporte une phase solide et une phase de pores & 1’échelle nanoscopique
que nous désignerons par le terme de nanopores constituant un autre niveau de la porosité.
Leur taille approximative est de quelques diamétres d’une molécule de méthane (CHy).
C’est dans ces nanopores qu’est stocké le méthane de houille retenu par un mécanisme
d’adsorption (figure 1.2¢). Pour mieux comprendre ce mécanisme, il est nécessaire d’étudier
le comportement & 1’échelle moléculaire comme indiqué sur la figure 1.2d ot 'on observe
la distribution des molécules de fluide confinées dans les nanopores.

L’observation de la structure du charbon & I’échelle nanoscopique est un probléme dif-
ficile. La figure 1.4 représente la morphologie des nanopores dans deux sections de taille
500 nm x 500 nm (figure 1.4a et c¢) et 125 nm x 125 nm (figure 1.4b et d) utilisant la tech-
nique du microscope a force atomique (AFM) pour examiner la structure respectivement
d’un charbon bitumineux volatil et d’un anthracite. L’image 1.4a présente une structure
en réseau avec des protubérances vertes correspondant & des chaines de macromolécules
de charbon. Les zones rouge sombre entre ces chaines correspond & des dépressions sur
I'image bidimensionnelle et constituent les nanopores. Les nanopores dans le cas du char-
bon bitumineux volatil (figure 1.4a et ¢) sont de forme elliptique avec un diamétre du
petit axe allant de 2 & 7 nm pour une moyenne d’environ 3.5 nm et un diamétre du grand
axe qui varie considérablement atteignant parfois la taille des mésopores. Quand le rang
du charbon augmente (figure 1.4b et d), le réseau des macromolécules devient plus dense,
les chaines moléculaires sont comprimées et les nanopores entre les molécules diminuent
progressivement de taille [111]. Notons que les auteurs de cet article ont utilisé le terme
“pores intermoléculaire” tandis que nous utilisons le terme de nanopores.

A cette échelle trés petite ot I'on peut distinguer les molécules, les phénomeénes seront
analysés en utilisant les concepts de la physique statistique. Une fois étudiée la physique
de la sorption & 1’échelle moléculaire, la description des processus aux échelles successives
(nano-micro-macro) utilisera la mécanique des milieux continus.

28



The grid array

structure of coal
macromolecule

structure of coal
macromolecule
with close packing

100

FIGURE 1.4 — Images de la structure des nanopores du charbon. (a) Les macromolécules de
charbon sont disposées suivant une structure en réseau assez lache ; les protubérances vertes
de la surface correspondent & des chaines de macromolécules de charbon ; les dépressions
rouge foncé entre les chaines adjacentes constituent les nanopores (charbon bitumineux
volatil de la province du Jiangxi, Chine). (b) Caractéristiques structurelles d’un réseau
dense de macromolécules de charbon (anthracite de la province du Jiangxi, Chine). (c)
Version tridimensionnelle de I'image (a). (d) Version tridimensionnelle de I'image (b) [111].

1.4 Phénoménes physiques considérés

1.4.1 Adsorption dans le charbon

Que le gaz de charbon soit d’origine thermogénique ou biogénique, les deux types
conduisent a une prédominance du méthane par rapport aux autres gaz. Par exemple,
la composition des gaz produits dans les six bassins américains est en moyenne de 93 % de
méthane, 3 % de vapeur d’eau, 3 % de dioxyde de carbone et 1 % d’azote [87].

Contrairement aux réservoirs conventionnels de gaz, le gaz confiné dans les nanopores
est a I’état adsorbé plutdét que libre [35]. Ce phénomeéne vient de U'interaction moléculaire
entre les molécules de méthane et les molécules de carbone de la paroi solide. Cette in-
teraction peut étre décrite par un potentiel de type Lennard-Jones. Les cavités dans la
matrice ont une grande surface interne et peuvent stocker une grande quantité de méthane
adsorbé |27]. Il faut noter que ces cavités sont de petite taille [111], de 'ordre du diamétre
de quelques molécules de gaz. Du fait de I'interaction entre le gaz et la paroi, la densité
des gaz adsorbés est beaucoup plus grande que leur densité de bulk (grand volume de gaz
sans potentiel extérieur) en équilibre.

La quantité de gaz adsorbé dépend principalement de la pression (ou de la densité
volumique) du gaz dans le bulk ainsi que de la taille des pores. En plus, elle peut étre
influencée par d’autres facteurs comme la température, I’humidité ou le rang du charbon.
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FIGURE 1.5 — Adsorption d’excés du méthane dans le charbon correspondant a 7' = 308
KetaT =328 K [85].
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FIGURE 1.6 — Isotherme d’adsorption du méthane pour quatre types de charbon [87].

La figure 1.5 représente la courbe d’adsorption d’excés du méthane pour deux tempé-
ratures T = 308 K et T" = 328 K. L’adsorption d’excés est la quantité de CHy stockée
au-dela du remplissage de la porosité par la densité du bulk rapportée & la masse de char-
bon. ’augmentation de la température va réduire la capacité d’adsorption du gaz dans le
charbon [85]. En plus de la température, le rang du charbon est aussi un indicateur im-
portant influencant le phénomeéne d’adsorption. La figure 1.6 montre la dépendance de la
quantité de gaz contenue pour quatre types de charbon : sub-bitumineux (subC), fortement
volatil (hvA), moyennement volatil (mv) et enfin bitumineux faiblement volatil (fv). Un
charbon riche en carbone contient plus de méthane adsorbé & cause d’une surface interne
plus grande que les autres types de charbon [87].

Par ailleurs, il faut considérer le réle de I’humidité dans la matrice sur ’adsorption du
gaz. Comme le montre la figure 1.7, quand le charbon est sec, correspondant & une humidité
égale a 0 %, le charbon est au maximum de sa capacité d’adsorption. Au fur et & mesure
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FIGURE 1.7 — Isotherme d’adsorption du méthane en fonction de la pression pour des
humidités différentes [22].
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FIGURE 1.8 — Isotherme d’adsorption de COg, CHy et Ng pur dans le charbon [91].

de I'augmentation de I’humidité, le stockage du méthane dans le charbon a tendance &
diminuer [72, 22].

La capacité d’adsorption du charbon est aussi trés différente selon les différentes espéces
de gaz. Par exemple, la figure 1.8 montre les isothermes d’adsorption des gaz COs, CH4 et
Ny (azote) purs dans un charbon sec [91]. On observe que le COg est le gaz le plus adsorbé
suivi par CHy et Ns.

Dans la littérature, 'adsorption d’un gaz pur est décrite généralement par un modéle
de Langmuir qui considére une unique couche d’adsorption a la surface de '’adsorbant. La
quantité totale adsorbée en fonction de la pression p; de bulk du gaz s’écrit :

o Vimy

= 1.4.1
ads PL + pp ( )
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ou Vi, et P, sont des paramétres choisis pour faire coincider au mieux la courbe de Langmuir
avec les données expérimentales [26].

L’adsorption d’un mélange peut étre représentée par un modéle plus avancé fourni
par Clarkson et al. [23]|. Cependant, ces modéles ne sont pas capables de tenir compte de
I'influence de la forme des pores sur la phase adsorbée. Pour dépasser cette limitation,
des méthodes plus sophistiquées ont été utilisées afin de décrire plus rigoureusement le
comportement des gaz confinés. La méthode de la dynamique moléculaire a été appliquée
par Vandamme et al. [104]. Brochard et al. [18] ont réussi a décrire le comportement des gaz
en tenant compte de l'interaction fluide-fluide et fluide-solide. Yang et al. [110] utilisent
la théorie de la fonctionnelle de densité basée sur la physique statistique & 1’équilibre
thermodynamique. Le et al. [51]|, de maniére analogue, donnent la distribution de densité
de la phase fluide confinée dans une cavité de I'ordre du nanomeétre. Toutes ces méthodes
permettent de calculer la densité non uniforme des gaz adsorbés dans les nanopores qui est
trés différente de la densité uniforme dans le bulk.

1.4.2 Déformation de la matrice

La déformation de la matrice provenant de ’adsorption ou la désorption des gaz est
un probléme connu dans la littérature. L’adsorption va causer le gonflement de la matrice
[35, 57| tandis que la désorption entraine la contraction de la matrice [28|. La compréhen-
sion profonde de ces mécanismes est trés importante dans la prévision des processus de
transport aussi bien pour la production de méthane que pour l'injection de COs. En effet,
le changement de volume de la matrice va provoquer une modification de 'ouverture des
cleats et faire varier leur porosité. Ceci va influer sur la perméabilité du réservoir qui est
le facteur principal qui décide de la performance de ’exploitation et de I'injection des gaz.

Pour étudier ce probléme, Pini et al. ont réalisé des expériences d’injection de COa,
CHy, N2 et d’hélium (He) dans un échantillon de charbon dans des conditions de laboratoire
[75]. Leurs mesures montrent que le COq fait gonfler le charbon davantage que le CHy, lui-
méme davantage que No. En revanche, I’hélium qui ne s’a dsorbe pas ou trés peu ne modifie
quasiment pas le volume de I’échantillon (figure 1.9).
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FIGURE 1.9 — Déformation volumique du charbon en fonction de la pression des gaz [75].

Un comportement similaire est rapporté par Cui et al. [27] pour COy, CHy et No et
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par Day et al. [28] pour COs. A partir de ces observations, le remplacement de CHy par
CO> dans la veine de charbon peut provoquer une expansion significative du volume de
la matrice entrainant une réduction de la perméabilité du réservoir. Ceci peut conduire a
rendre inefficace la stratégie d’injection de COg pour accélérer la production de méthane
du réservoir.

Du fait de sa simplicité, un modéle type de Langmuir est largement utilisé par les cher-
cheurs pour décrire la courbe de changement de volume induit par I’adsorption [75, 27,
70, 28]. Ce type de modéle se concentre seulement sur I'observation du comportement d’un
bloc de charbon sans décrire les phénoménes a 1’échelle locale. Pour surmonter cette restric-
tion, des modeéles plus sophistiqués ont été développés en utilisant des approches relevant
de la thermodynamique et de la poromécanique. Ravikovitch et Neimark [77] ont utilisé
la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) pour calculer la pression de solvatation II
qui est définie comme la force exercée par la phase fluide sur la paroi solide au-dela (ou
en dega) de la pression de bulk en équilibre. Puis ils ont considéré que la déformation du
milieu est purement due & II et que la modification du volume est égale a celle du pore.
D’une maniére différente de 'approche de Ravikovitch et Neimark, Vandamme et al. [104]
ont avancé une analyse poromécanique couplée avec la thermodynamique. Leur modéle
combine l'effet d’adsorption des gaz en introduisant un terme dénommé contrainte surfa-
cique qui joue le role d'une prédéformation dans I’équation de la poroélasticté classique. Le
changement de volume provient alors non seulement de la phase des pores mais aussi de la
phase solide. Ils utilisent un modéle de Langmuir et la simulation moléculaire pour estimer
les paramétres des matériaux. Ceci crée un lien direct entre le phénomeéne d’adsorption et
la déformation macroscopique. Le et al. [54] utilisent la DFT afin d’analyser la distribution
des gaz confinés dans les nanopores. A la différence de la procédure utilisée par Ravikovitch
ou Vandamme, ’équation de Biot classique est modifiée par I'ajout direct d’un terme de
force de solvatation qui s’ajoute & la pression d’équilibre de bulk en considérant des nano-
pores sphériques. Ce modéle respecte la forme de la poroélasticité classique et ne demande
pas d’inventer de nouveaux parameétres.

En plus de I'adsorption-gonflement de la matrice, I'interaction entre la matrice et les
cleats joue un réle important dans la déformation macroscopique qui influe & son tour sur
I'évolution de la perméabilité du milieu. Liu et al. [61] ont proposé un modéle utilisant
une contrainte de gonflement interne en considérant que la matrice n’est pas totalement
séparée par les fractures mais reste en partie connectée. Leur modéle est développé pour le
cas d'une déformation uniaxiale pour un milieu soumis & une contrainte imposée constante.
Peng et al. [74] ont aussi utilisé le concept de déformation de gonflement interne €;,, définie
comme la déformation autour de la fracture. Leur modéle fondé sur le principe d’une
variation cubique de la perméabilité avec la porosité ¢y des cleats fournit une relation
pour le rapport entre valeur instantanée k¢ a I'instant ¢ et valeur initiale de référence k;ef
de la perméabilité des cleats :

k —
krzf =exp[-3Cr A (G —pr) — 3Aein) (1.4.2)
f
ol & = —ogk/3 avec oy désignant la trace du tenseur des contraintes totales, A 'écart

entre les valeurs a l'instant ¢ et dans la configuration de référence, py la pression du fluide
dans les cleats (fractures) et Cy la compressibilité des cleats définie par la relation

_ 199y
! ¢5 Opy

Elle peut étre estimée au moyen d’expériences [87].

(1.4.3)
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Récemment, Bertrand et al. [15] ont construit un modéle pour combiner la rigidité des
cleats avec le gonflement ou retrait de la matrice. La déformation des zones de contact
au niveau des cleats joue un role important sur la déformation du réservoir. Cet effet a
été étudié par Barton et Bandis dans le cas de la mécanique des roches [7, 10, 9, 11]. Le
réservoir de charbon se comporte de la méme maniére bien que le charbon soit moins rigide
que la roche. En pratique, les cleats sont idéalisés comme des surfaces planes qui possédent
une surface irréguliére avec des aspérités en contact ou non avec 'autre coté de la surface.
Quand le milieu est sollicité par une compression, 'ouverture des cleats est réduite mais
simultanément la rigidité des cleats augmente rapidement. A partir de certaines valeurs
de compression, les cleats deviennent trés rigides empéchant ainsi leur fermeture. Dans le
cas des réservoirs de gaz de charbon, il existe donc une compétition entre le changement
de volume de la matrice et la déformation non linéaire des cleats. Ces deux phénomeénes
opposés vont décider la réponse du réservoir a 1’échelle macroscopique.

Tous les travaux mentionnés visent & améliorer la description de la réponse mécanique
du milieu qui affecte sa perméabilité. Le probléme reste encore ouvert sur plusieurs as-
pects. Par exemple, les approches |77, 104, 54| traitent la force de solvatation comme une
composante normale & l'interface solide-pore. En réalité, les nanopores ont une forme plus
complexe qui peut produire une composante tangentielle de cette force [34|. En outre, par
souci de simplicité, les auteurs supposent généralement que le milieu est isotrope. Mais
cette hypothése n’est sans doute pas trés réaliste vu la structure anisotrope du charbon.

1.4.3 Ecoulement des gaz

Le transport du gaz dans la couche de charbon est un processus complexe qui a lieu a
deux niveaux de porosité, dans la matrice et dans les cleats.

Dans la matrice, le méthane est retenu sous forme adsorbée dans les nanopores qui
jouent un role de stockage [35]. Le mouvement des molécules de gaz a lintérieur de la
matrice résulte de la combinaison entre trois types de diffusion : la diffusion de Knudsen,
la diffusion de bulk (ou diffusion intermoléculaire classique) et diffusion de surface [94, 90|.
Si le diameétre des pores est dix fois plus grand que le libre parcours moyen des molécules
de gaz, les interactions entre molécules dominent et la diffusion est une diffusion inter-
moléculaire comme dans un bulk. Si le libre parcours moyen est dix fois plus grand que
le diamétre des pores, 'interaction entre les molécules de gaz et la paroi plutdt que leur
interaction mutuelle prévaut et la diffusion est une diffusion de Knudsen. Enfin, dans le
cas de pores trés petits, les molécules des gaz n’échappent jamais au potentiel externe de
la surface adsorbante et leurs mouvements sont gouvernés par une diffusion de surface [90].

Le second niveau de porosité est celui des cleats. Dans la situation initiale, les cleats
sont saturés par de l’eau liquide sous pression qui assure I’étanchéité du réservoir. La
dépressurisation du réservoir va entrainer 1’élimination progressive de ’eau qui va étre
remplacée par du méthane [87]. Dans la phase initiale, le transport dans les cleats sera
donc d’abord un transport diphasique eau liquide et gaz gouverné par une loi de Darcy
généralisée. Quand I’eau liquide aura atteint sa saturation irréductible, I’écoulement sera un
écoulement de Darcy monophasique gaz auquel il faudra ajouter un transfert par diffusion
intermoléculaire dans le cas d'une injection de COy. Contrairement aux nanopores, le gaz
dans les cleats existe a 1’état libre et non plus adsorbé, les effets de paroi ayant disparu vu
la taille des cleats (une fraction de millimétre).

Le méthane lui est désorbé de la matrice, puis est transféré vers les cleats pour atteindre
le puits d’exploitation. Le transport dans le réseau fracturé des cleats est principalement
controlé par la perméabilité. Si le réservoir se situe a une grande profondeur, I’exploitation
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devient plus difficile car la perméabilité est réduite a cause de la pression lithostatique (la
charge des couches de roche au-dessus de la veine de charbon). Ce facteur a une contribu-
tion significative sur la performance de la production. L’expérience des Etats-Unis suggére
que la perméabilité absolue doit étre plus grande que 1 mD pour obtenir une production
commerciale [89]. La figure 1.10 représente le comportement typique d’un réservoir non
conventionnel de maniére générale et de gaz de charbon en particulier. La production de
méthane passe par un pic aprés un certain temps d’exploitation. Au contraire d’un réservoir
de type conventionnel, la production d’eau diminue progressivement au cours du temps.
Des données de terrain du bassin de Bowen en Australie sont présentées dans la figure
1.11. En réalité, la forme des courbes de production varie selon le rang et ’épaisseur de la
couche de charbon, la pression du gaz et la conception des puits [66].
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FIGURE 1.10 — Schéma typique de production du gaz de charbon [4].
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FIGURE 1.11 — Cas réel : production du bassin de Bowen (Australie) [66].
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1.5 Récupération de CH, assistée par injection de CO,

1.5.1 Injection du CO,

L’injection de dioxyde de carbone dans le réservoir est considérée comme une méthode
potentielle pour accélérer la production de méthane [36, 87|. Nous avons vu dans la partie
précédente, que le CO2 est davantage adsorbé dans le charbon que le CH4 dans les mémes
conditions de pression et de température. C’est la raison pour laquelle le COs va remplacer
le CH4 confiné & l'intérieur des nanopores et améliorer la vitesse de libération du CHy.
De plus, I'injection de COq aide & réduire la pression partielle de CHy. Dans ce scénario,
les phénomeénes multiphysiques se produisant dans le réservoir sont trés complexes. En
premier lieu, I’adsorption de COs et la désorption de CH,4 ont lieu & 1’échelle nanoscopique.
En deuxiéme lieu, la diffusion dans la matrice est maintenant le probléme du mélange de
CH4 et de COs. En troisiéme lieu, le transport dans les cleats est un écoulement avec deux
composantes dans la phase gazeuse.

Le probléme de transport se produit toujours simultanément avec le probléme méca-
nique. Le couplage entre ces deux aspects est un travail indispensable pour obtenir un mo-
déle réaliste. La production de méthane est divisée en deux périodes. La premiére période
correspond & la production simultanée de CHy et de HoO alors que la seconde s’occupe de la
production de méthane assistée ou non par injection de COs. Durant la premiére période, la
réduction initiale de I’eau contenue dans le réservoir cause une augmentation de la perméa-
bilité au gaz des cleats. En revanche, la désorption du CHy provoque une contraction de la
matrice [57]| qui a tendance & augmenter 'ouverture des cleats entrainant une augmentation
de la perméabilité. Pendant la seconde période, on a une séquence d’adsorption-désorption
des molécules gazeuses. Notons que 'adsorption de COs correspond & un gonflement de la
matrice [28]| qui s’oppose au retrait occasionné par la désorption du méthane. En plus du
changement de volume de la matrice, les cleats comme mentionné dans la partie précédente
se comportent de maniére non linéaire en suivant la description de Barton et Bandis.

La question est maintenant de savoir & quel moment peut démarrer I'injection de COq
dans le réservoir pour maximiser la production de méthane. Si on procéde a ce processus
dés le début de I'exploitation, cela peut provoquer une perte d’injectivité du COq & cause
la réduction rapide de la perméabilité résultant du gonflement de la matrice. Dans ce cas,
I'injection n’a pas une efficacité significative pour accélérer la production. En revanche, si
le dioxyde de carbone est injecté trop tard quand la plupart du CHy est sorti du réservoir,
I'injection ne va pas influer sur la production par rapport & I’exploitation traditionnelle.

1.5.2 Stockage du CO,

Le CO9 est un des facteurs principaux provoquant l’effet de serre. Les émissions mon-
diales de CO5 ont rebondi en 2021 pour atteindre le niveau annuel le plus élevé jamais
enregistré. Avec une augmentation de 6 % par rapport a 2020, les émissions ont atteint
36.3 gigatonnes (Gt) [43]. Le stockage géologique du COq est considéré comme une mé-
thode potentielle pour réduire les émissions de dioxyde de carbone et freiner le changement
climatique.

Pour mettre en ceuvre cette solution, le CO9 émis a besoin étre directement capturé
apres le processus de combustion avant d’étre stocké. Trois types principaux de formations
géologiques sont couramment considérés pour le stockage du COs : des gisements de pétrole
et de gaz déplétés (épuisés ou presque épuisés), des veines de charbon (CB) inexploitables
ou des aquiféres salins [56]. Il existe d’autres types de formations qui peuvent étre utilisées.
La figure 1.12 empruntée & Aminu et al. [2] récapitule de fagon schématique les diverses
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options pour le stockage géologique du COs.

Geological Storage Options for CO, e——— Produced ol of gas
' MN““"'W‘ ----------------- h”dco'

2 Use of CO, in enhanced oil recovery BN stored CO,

3 Deep unused saline water-saturated reservoir rocks

4 Deep unmineable coal seams

5 Use of CO, in enh d coal bed meth y

6 Other suggested options (basalts, oil shales, cavities)

FIGURE 1.12 — Diverses options pour le stockage géologique du CO4 [2].

Le cas qui nous intéresse ici est bien str celui des veines de charbon et de voir s’il
est possible et intéressant de combiner extraction du CHy avec le stockage du COs. Le
CO» s’adsorbe plus facilement sur le charbon que CHy. Il peut donc remplacer le CHy et
davantage de COq peut étre stocké que de CHy émis dans le réservoir de charbon.

Le projet d’Allison Unit est le premier projet de terrain au monde pour évaluer 1’avan-
tage de l'injection de COq sur l'accélération de la production de CHy et I’évaluation du
potentiel de stockage des veines de charbon. Ce projet a été effectué dans le bassin San
Juan aux Etats-Unis d’avril 1995 & aott 2001 [79]. Les résultats obtenus montrent que
I'injection de CO2 a entrainé une récupération supplémentaire du méthane par rapport
a la récupération primaire ultime estimée, dans une proportion d’environ un volume de
méthane pour trois volumes de COq injectés. Cette nouvelle méthode a attiré ’attention
des chercheurs au niveau international. Des recherches de terrain similaires ont été mises
en ceuvre au Canada, en Australie, au Japon, en Chine et en Pologne [109].

Un probléme important posé par le stockage du CO2 dans les réservoirs de gaz de
charbon est que la perméabilité du réservoir peut étre réduite significativement pendant
le processus d’injection du COy [79]. Cui et al. [27] ont proposé d’injecter un mélange de
COs et Ny tirant profit de la moindre capacité d’adsorption du N9 dans le charbon afin de
limiter le gonflement de la matrice causé par le CO2. Quoique les chercheurs aient fait de
nombreux efforts pour mieux comprendre ’ensemble des phénoménes physiques entrainés
par Pinjection de COg, ce probléme trés complexe demande encore davantage d’efforts de
recherche.

1.5.3 Aspect économique

L’injection de CO2 dans le réservoir est une méthode cotiteuse. Elle demande d’abord
des traitements gazeux pour récupérer le COgy dans les gaz de production, le transport de
ce gaz du lieu de combustion jusqu’au puits de stockage et des infrastructures pour son
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injection dans le réservoir. Des solutions existent pour minimiser les cofits. Une premiére
idée serait d’installer les usines & proximité des réservoirs de charbon pour réduire le prix
du transport. Une autre idée serait d’injecter directement les gaz de combustion contenant
outre le CO4 de la vapeur d’eau, de 'azote et d’autres sous-produits de la combustion.

Résultats économiques pour I'analyse des scénarios
Scénario Durée des NPV7,, | ROL, % [ CHy récupéré, | COg2 séquestré,
projets, année | $ million % %GOIP GT
Sans injection 26 1.55 24.3 717 0
(épuisement de la pression)

Injection des 17 -0.81 5.4 70.2 133,358
gaz de combustion
Injection de CO2 19 -36.2 0 88.2 6,223,292

NPV7 : valeur actualisée nette a un taux d’actualisation de 10%
ROI : taux de retour sur investissement
GOIP : gaz en place a l'origine
TABLE 1.2 — Comparaison de trois scénarios de production [81].
La table 1.2 présente trois scénarios pour l'exploitation du gaz de charbon : sans in-

jection, avec injection directe des gaz de combustion et avec injection de COg pur. Elle
montre que le deuxiéme scénario (avec injection directe des gaz de combustion) est le plus
économique mais que la quantité stockée de COq est plutdt faible. Le troisiéme scénario
(injection de COg9 pur) récupére beaucoup plus de CHy que les deux autres solutions mais
a un colt plus élevé essentiellement & cause du coiit de la séparation du COy des autres
gaz de combustion [93]. Ce troisiéme scénario présente I'avantage de stocker beaucoup plus
de COs. Si 'on veut maximiser & la fois la production de CHy et le stockage géologique
de COg2, l'injection de CO2 pur est la solution appropriée. Il faut espérer que I’évolution
technologique permettra & 'avenir une réduction du coiit de la séparation du COs.

1.6 Motivations de la recherche

1.6.1 Problémes a résoudre

Le réservoir de charbon (CB) se comporte de maniére complexe du fait de sa structure,
de son hétérogénéité et des phénoménes physiques rencontrés. La période de production
initiale correspond & l'extraction de I’eau des cleats et du méthane. Suit une période de
production du méthane que l'on peut stimuler (quand la production tend & diminuer)
par une injection de COq pour récupérer le maximum de la quantité restante de CHy. Un
modéle réaliste doit prédire le comportement du réservoir aussi bien en période d’extraction
de l'eau, de production simple du CHy ou de production stimulée par injection de COs,
voire I’ensemble des processus.

Cependant, & ce jour, les modéles sont toujours établis & I'aide d’hypothéses qui idéa-
lisent la complexité des phénoménes multiphysiques. Les approches phénoménologiques
visant & raffiner la description des problémes en combinant ensemble un grand nombre
d’effets micromécaniques engendrent énormément de difficultés de formulation [14]. Des
points essentiels sont parfois négligés dans la littérature :

e pas de description du comportement & 1’échelle moléculaire mais le recours pour
I’adsorption & un modéle largement empirique de type Langmuir ;

e pas de prise en compte de l'interaction entre le comportement de la matrice et des
cleats qui est pourtant & la base de I’évolution de la perméabilité du réservoir ;

e une utilisation peu réaliste du concept de gaz idéal.
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L’objectif de ce travail est donc de construire un modéle pouvant capturer tous les
problémes mentionnés. De plus, le choix est fait de construire ce modéle de maniére a ce
qu’il soit capable de propager la physique en allant des petites échelles (moléculaires) vers
I’échelle du réservoir en choisissant comme méthode de changement d’échelle privilégiée
I’homogénéisation périodique.

1.6.2

Objectifs du travail

Ce projet de thése propose donc la construction rigoureuse d’une théorie multiéchelle
globale des réservoirs de gaz de charbon en vue d’une exploitation assistée avec injection
et stockage de CO9 capable :

1.6.3

d’analyser la distribution des gaz & 1’échelle des nanopores et ses conséquences sur
le comportement global du réservoir;

de coupler la poromécanique induite par l'adsorption de gaz dans des milieux &
simple et double porosité en prenant en compte la force de solvatation due & la
sorption des gaz. Ensuite, le comportement non linéaire du réseau des cleats gou-
verné par la loi de Barton-Bandis sera pris en compte dans le modéle;

de décrire dans ce systéme le transport de I'eau et des gaz considérés comme des gaz
réels : le transport dans les cleats reléve d’une description classique du transport
multiphasique et multicomposant en milieux poreux. Le transport dans la matrice
est gouverné par un mécanisme de diffusion avec un transfert de masse avec le réseau
des cleats;

de mettre en ceuvre un code numérique permettant d’effectuer des simulations réa-
listes a grande échelle.

Structure de la thése

Pour répondre aux objectifs du paragraphe précédent, la thése sera structurée comme

suit :
[ ]

Le chapitre 2 réalise une étude a ’échelle nanoscopique en utilisant le cadre de la
théorie de la fonctionnelle de densité (DFT : Density Functional Theory) et de la
théorie fondamentale de la mesure (FMT : Fundamental Measure Theory).

Le chapitre 3 effectue une révision des équations d’état et présente des calculs de la
pression d’équilibre dans le cadre de la théorie DF'T-FMT pour assurer une conti-
nuité de la description de I’équation d’état du gaz entre les nanopores et le bulk. En
outre, ce chapitre permettra d’optimiser les parameétres nécessaires a la description
des équations d’état des mélanges de gaz en utilisant le modéle de DFT-FMT. Il
proposera aussi une maniére de calculer la pression partielle d’un constituant dans
un mélange de gaz réels.

Le chapitre 4 construit un modéle poromécanique a trois échelles (nano-micro-
macro) en étendant le modéle classique de Biot de la poroélasticité par l'ajout
d’un terme de force de solvatation résultant de ’adsorption & I’échelle moléculaire.
La rigidité des cleats suit la description de Barton-Bandis. L.e modéle développé
sera établi par une méthode de changement d’échelle (homogénéisation périodique)
puis comparé avec des données expérimentales.

Enfin le chapitre 5 présente d’abord les équations macroscopiques du transport
obtenues par changement d’échelle. Dans les cleats, on a un écoulement diphasique
eau et gaz avec deux constituants. Cet écoulement est le siége d’un échange avec
la matrice supposée imperméable ou les deux gaz CHy et COg stockés dans les
nanopores se déplacent par diffusion. Des simulations numériques du réservoir de

39



charbon seront effectuées en tenant compte du couplage entre les phénoménes de
transport et le comportement mécanique.
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Chapitre 2

Etude a ’échelle nanoscopique

Le comportement des fluides dans des nanopores & ’échelle moléculaire est non trivial.
L’interaction entre le fluide et la paroi n’est plus limitée & la seule pression exercée par
le fluide. Il existe un potentiel extérieur exercé par le solide sur les molécules de fluide.
La distribution spatiale des molécules dans le pore va jouer un réle important sur les
contraintes mécaniques exercées par le fluide sur la paroi du pore. Ce chapitre vise a
résoudre ce probléme en utilisant la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) et la
théorie fondamentale de la mesure (FMT).

D’abord, le cadre théorique de ces outils est présenté en considérant 1’équilibre ther-
modynamique. Puis, une formule générale pour calculer la force exercée par la phase fluide
sur la paroi solide est établie. Ensuite, une nouvelle méthode numérique est développée
capable de calculer la distribution spatiale des densités de molécules pour des mélanges de
fluides confinés dans une géométrie arbitraire. Une validation de cette méthode avec les
résultats de la littérature est effectuée. Finalement, ces résultats sont appliqués au cas des
réservoirs de gaz de charbon en considérant un mélange des deux gaz CHy et COs.

2.1 Théorie de la Fonctionnelle de Densité

2.1.1 Généralités

La théorie de la fonctionnelle de densité ou Density Functional Theory en anglais (DFT)
basée sur un principe variationnel a été développée tout d’abord pour étudier la structure
électronique par Hohenberg and Kohn [49]|. La DFT est ensuite appliquée dans les années
1970 a des systémes de fluide classique ou les effets quantiques sont négligés. L’idée centrale
est d’exprimer le grand potentiel et I’énergie libre d’un fluide non homogéne sous la forme
d’une fonctionnelle de la densité moléculaire p(r) (le nombre de particules par unité de
volume) [31]|. C’est un des outils d’approche trés puissants pour étudier les propriétés d’un
systéme a 1’équilibre thermodynamique en présence d’un potentiel extérieur. Les densités de
molécules a ’échelle nanoscopique ne sont alors plus uniformes et la DFT va justement nous
permettre de calculer cette distribution moléculaire. Il existe une relation mathématique
rigoureuse qui dit qu'un systéme atteint son état d’équilibre si et seulement si la fonction
caractéristique thermodynamique correspondant aux contraintes imposées au systéme est
extrémale. Cela joue un role essentiel dans 'application de la DFT. Au moyen de cette
théorie, nous pouvons décrire en particulier la quantité de fluide adsorbée par un solide du
fait du potentiel extérieur exercé par la phase solide sur le fluide [84]. Ceci nous permettra
de calculer également la force de solvatation qui est la force exercée par le fluide contenu
dans un nanopore sur le solide [77, 54]. Cette grandeur est bien siir essentielle pour analyser
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la contraction ou le gonflement de la matrice solide contenant les nanopores.

2.1.2 Grand Potentiel

Afin de construire numériquement un modéle d’adsorption isotherme dans des nano-
pores, nous nous concentrons sur la description locale pour un mélange de v espéces de gaz
de densité moléculaire p; pour le composant ¢ (1 < i < v) avec une densité moléculaire to-
tale p = )", p;. Pour un systéme a volume, température 7" et potentiel chimique de chaque
espéce p; fixés, le potentiel thermodynamique qui doit étre minimum a ’équilibre est le
grand potentiel. En présence d’'un potentiel extérieur V;e"”t s’appliquant au constituant ¢,
les densités moléculaires ne sont pas uniformes dans ’espace et il faut donc retenir une
formulation non locale du grand potentiel 2 défini par [84] :

Q{pi(r)}] = Fl{pi(r)}] + Z/m(r) Vit (x) — i) dr (2.1.1)

ot F désigne I'énergie libre intrinséque (en I’absence de potentiel extérieur), V%! (r) le
potentiel extérieur décrivant I'interaction entre le solide et le composant ¢ du fluide, p; =
1;+ V¥ le potentiel chimique total du composant i qui est la somme du potentiel chimique
intrinséque v; et du potentiel extérieur V. p;(r) est la densité moléculaire du composant i
a la position r. La notation entre crochets et accolades, par exemple Q[{p;(r)}] indique que
le grand potentiel €2 est une fonctionnelle (une fonction dépendant d’une autre fonction)
dépendant de I'ensemble des densités moléculaires {p;}.

Le fluide contenu dans une cavité (nanopore) est supposé en équilibre avec un grand
volume de fluide extérieur (sans potentiel extérieur) dénommé bulk. Le potentiel chimique
de chaque espéce i du bulk est uniforme, u; = uﬁ-’. Il est décomposé en la somme d’une
partie idéale correspondant aux particules sans interaction entre elles (gaz parfait) et d’une
partie d’excés et est donné par

pl = kpT In(p?A) + 2% 1<i<v (2.1.2)

ol kp est la constante de Boltzmann, T la température absolue, A; la longueur d’onde
thermique de de Broglie (cette grandeur ne jouera aucun réle dans le développement qui suit
mais est nécessaire pour adimensionner 'argument du logarithme) et ,ui-’ez est le potentiel
d’excés du bulk. A I’équilibre thermodynamique, le grand potentiel est minimum :

M:O 1<i<v (2.1.3)

épi(r)

ou §/9 désigne la dérivée fonctionnelle.
L’énergie libre intrinséque F est décomposée en une partie idéale et une partie d’excés

F =Fid 4 Fez (2.1.4)

ou la partie idéale est donnée par :
Fil{pi(r)}] = kBTZ/m(r)(ln[m(r)A?] — 1)dr (2.1.5)

La dérivation fonctionnelle ! est immédiate :

0F[{pi}] _ 0F[{pi}] | 6F[{pi}] 57 [{pi}]
dpi(r) dpi(r) dpi(r) dpi(r)

1. De maniére simple, la dérivée fonctionnelle est la dérivée de I'intégrande par rapport a la variable.

= kpT In[p;(r)A7] +

1<i<v (2.1.6)
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Comme en utilisant (2.1.1)

50Upd) _ FUpl] | ewery
Spir) ~ op(r) TV ) (2.1.7)

le principe variationnel (2.1.3) s’écrit :

kpT In[p;(r)A3] + W + V) —pb=0 1<i<vw (2.1.8)
Pi
En posant 8 = 1/(kgT) et en combinant la relation précédente avec la définition du

potentiel chimique de chaque espéce dans le bulk (2.1.2), on en déduit finalement la densité
de 'espéce i :
OF < { pi .
R L 0} | BT A AT
épi(r)

Si I’on se donne la forme de I’énergie libre d’excés F¢* et le potentiel extérieur agissant sur
chaque espéce V| la relation (2.1.9) peut étre utilisée pour calculer les profils de densité
locale. Pour calculer I’énergie libre d’excés, nous allons calculer ’énergie libre d’excés d’un
gaz ou toutes les molécules sont considérées comme des sphéres dures (HS comme Hard
Spheres). Le potentiel d’interaction pour deux sphéres dures de rayon R; et R; s’écrit :

Y) = 0 si [r—r|>R;+R;j
o oo si ‘I‘—I‘/|<Ri+Rj

HS

ij (r,r) = U'HS(|1' -

u ij

(2.1.10)
oul r et r’ sont les positions des deux molécules i et j.

Pour compenser en partie la répulsion due aux sphéres dures, une perturbation attrac-
tive est introduite au moyen d’un potentiel intermoléculaire & longue distance. En suppo-
sant que les densités moléculaires ne sont pas trop élevées, cette perturbation sera traitée
par une approximation de type champ moyen, c’est-a-dire sans prendre en compte les cor-
rélations qui existent entre les positions des différentes molécules (Kierlik and Rosinberg,
[47]). 11 vient

Felipl) = Fisliod) + 3 5 | [ ooyt . x'yarar (2.111)

ol w;j(r,r’) est le potentiel d’interaction fluide-fluide entre la molécule ¢ située a la position
r et la molécule j située a r’. Pour simplifier le probléme, toutes les dimensions sont
adimensionnées par le diameétre du premier gaz d; = 2R; et toutes les densités moléculaires
sont adimensionnées par d‘i’. Pour le potentiel intermoléculaire w;;, on utilisera un potentiel
de Lennard-Jones intermoléculaire de type 12-6 (figure 2.1) :

=t () ()] i

oll 0;; est un diameétre caractéristique et €;; une énergie caractéristique de I'interaction
entre les molécules 7 et j. Le terme a la puissance 12 représente la force de Pauli répulsive
a courte distance due au chevauchement des orbitales électroniques. Le terme & la puissance
6 attractif dominant & grande distance porte le nom d’interaction de Van der Waals. Les
parametres o;; et €; sont calculés par les regles de combinaison de Lorentz-Berthelot
[62, 13] :

oi; = 2 J; % (2.1.13)
€ij = \/€€j (2.1.14)



Le potentiel de Lennard-Jones peut étre partagé entre une partie répulsive et une partie
attractive (voir figure 2.1) :

wflt (') = wll (e — ')

—€ij Cdiy < s < 20
= wij(s) = deij (&)12_ <&>6 s > 2%y
S S
i ] (2.1.15)
W (r,x') = w7 (e~ )
[ /i 12 g\ 6]
= wij(s) = €ij s s/ | Ty © = oy
0 s > 21/6%;’

ou d;; est la somme des rayons des sphéres dures des molécules i et j, €;; est la profondeur
du puits de potentiel et o;; est la distance ot le potentiel intermoléculaire est égal a zéro.
Comme le potentiel de Lennard-Jones est ajouté pour contrecarrer la (trop) forte répulsion

4 v .
. === = WCA
: =
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o s
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FIGURE 2.1 — Potentiel intermoléculaire : sphéres dures (HS), Lennard-Jones 12-6 (LJ) et
approximation WCA (w).
introduite par les sphéres dures, on n’en retiendra que la partie attractive w%tt, ce qui
constitue 'approximation classique dite modéle WCA [108].

Il reste a calculer I’énergie libre d’excés des sphéres dures qui va étre calculée en utilisant
la théorie fondamentale de la mesure (FMT) discutée dans la section suivante.

2.2 Théorie fondamentale de la mesure (FMT)

2.2.1 Généralités

Dans la théorie de la fonctionnelle de densité, I’énergie libre intrinséque F est la somme
d’une partie idéale F@ et d’une partie d’excés Fe* (équation (2.1.4)). L’expression de
Fid est donnée par I'équation (2.1.5) tandis que la partie d’excés F€* est décomposée en
deux composantes : une partie due aux spheres dures F’s et une partie due au potentiel
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attractif donnée par 'équation (2.1.15). Pour trouver la densité moléculaire du systéme
dans I'équation (2.1.9), une formulation de la partie d’excés des sphéres dures Fjg est donc
nécessaire. La théorie fondamentale de la mesure (FMT : Fundamental Measure Theory)
développée a la fin des années 1980 par Rosenfeld [82], Kierlik et Rosinberg [47] est un
outil puissant pour résoudre ce probléme dans le cas d’'un mélange de sphéres dures. Une
introduction utile et synthétique peut étre trouvée dans le livre de Hansen et McDonald
[38] ou dans Roth [84].

2.2.2 Fonctions poids — Densités moyennes

Considérons un systéme avec v espéces de sphéres dures de rayon R; (1 < i < v).
Introduisons pour chaque espéce 7 quatre fonctions poids scalaires et deux fonctions poids
vectorielles définies par :

47 R;
; wy(r) 221
br) = S5 220

- 4 R;

avec r = |r| et ou H(r) désigne la fonction de Heaviside et d(r) la distribution de Dirac.
A T'aide de ces fonctions poids, on peut définir un ensemble de densités moyennes nq(r)
pour le mélange & v composantes :

14

Na(r) = Z(Pz ® Wl Z/dr pi(r —1') Z/dr pi(x)wl(r —1') (2.2.2)

=1

ol « prend les quatre valeurs des poids scalaires et les deux valeurs des poids vectoriels.
Dans le bulk o1l les densités sont uniformes désignées par pi’, les deux moyennes vectorielles
n; et ng sont nulles tandis que les quatre moyennes scalaires se réduisent aux valeurs
dénommeées SPT (Scaled-Particle-Theory) :

4 &
nb = = > piR? (2.2.3)
=1
nb = 4n Z PP R? (2.2.4)
=1
14
=> pR; (2.2.5)
=1

ng =Y p (2.2.6)
=1

2.2.3 Energie libre d’excés d’un fluide de sphéres dures

La fonctionnelle d’énergie libre d’excés Fig[{pi}] n’est pas connue exactement mais
pour des particules interagissant deux par deux avec un potentiel u;;, un développement
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de ce terme aux faibles densités est donné par [84]
1
BFisl{pi}] = —2Z/drl/erPi(rl)pj(rZ)fij(T12)
,J

_(15Z/drl/dr?pi(rl)ﬂj(1'2)Pk(1“3)fij(7‘12)fik(7"13)fjk(1"23)+O(p4)
i’j7k
(2.2.7)

ou r4j = |r; —rj| et fi; est la fonction de Mayer
fij(r) = e Put) —1 (2.2.8)
Dans le cas des sphéres dures la fonction de Mayer fil;[ S a une interprétation purement

géométrique consistant a marquer le volume inaccessible & une sphére de 'espéce ¢ au
voisinage d’une sphére d’une autre espéce j :

r ullS(r) | fI5(r)
r < R+ R; 00 —1 (2.2.9)
sinon 0 0

Pour des sphéres dures, il est facile de prouver en utilisant la transformation de Fourier
que la fonction de Mayer peut s’exprimer au moyen des fonctions poids et que :

S = HR A+ Ry —1) = wh®wh+uwh®w)+uh®w] +uwl ®w)

A noter que dans la référence [84], une erreur de signe sur les termes de fonctions poids
vectorielles est présente.

Cas des faibles densités moléculaires

Aux faibles densités, seul est retenu le premier terme du développement (2.2.7). En
remarquant que

/dr’” wa(r =1 — ") ws(”) = /dr” wa(r — ") ws(r” — ') (2.2.11)
en ayant posé r’ = r’ + r"” et en notant que les fonctions poids scalaires sont paires et les
fonctions poids vectorielles sont impaires

wg(r—r') = wg(r' —r)

wg(r — r’)) = —ws(r' —r) (2.2.12)

a partir des équations (2.2.2), (2.2.7) et (2.2.10), il vient alors (noter le signe — devant le
terme de moyennes vectorielles) :

BFis = /dr [no(r) n3(r) + ni1(r) na(r) — ni(r) - ny(r)] (2.2.13)
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Densités moléculaires plus élevées

Dans le cas des plus fortes densités moléculaires, Rosenfeld [82, 83] propose que I’énergie
libre d’excés d’un fluide de sphéres dures soit mise sous la forme :

iollo = [ lna(m)dr (22.14)

ou P est une fonction d’énergie libre volumique adimensionnée par kg1'. Dans l'esprit
d’une expansion du viriel, on exprime ® comme une combinaison linéaire des plus faibles
puissances des n, et de leurs produits. Comme ® a la dimension d’une densité, les seuls
termes possibles sont : ng, ning, n%, np - ny et nony - ny. Soit

D ({na}) = dono + p1nang + dani + ¢3ng - Ny + Gamans - Ny (2.2.15)

ou ¢q, ¢1, P2, ¢3 et ¢4 sont des fonctions de la seule grandeur adimensionnelle ng. Dans le
cas d’un fluide uniforme ou bulk, il vient :

® ({na}) = gonl + $ininl + gond’ (2.2.16)

Comme le potentiel chimique d’excés de sphéres dures de 'espéce ¢ est la dérivée fonc-
tionnelle de I'énergie libre d’excés relativement a la densité moléculaire de ’espéce, le grand
potentiel d’excés s’écrit :

welip)) = ~ [ piFl{oidr = Fifs - Z / Pl e (227)

ol pi* est la partie d’excés de la pression. Comme

dng(r') ;o
=w,(r —r 2.2.18
opi(e) R (2215
et donc 5 Fes
HS i
s 5/)1 § /d — L' —r) (2.2.19)
on a

Z/pz 6st ZZ/pZ dr [ a2 @l 0 - x)

=1 «
Z/d /ana N (r') (2.2.20)

I1 vient donc :

o
Bpt = -0+ > ——nq (2.2.21)

0 (Fs/V) 0% onb, 0D _, )
Pt =6 =—— = > ok o~ ot O (R?) (2.2.22)

ol Vpi désigne le volume d’une particule ¢. Dans la Scaled-Particle Theory, on montre
que pour les grandes valeurs de R, u = p, V}, [80] : le potentiel chimique d’excés d'une
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particule correspond au travail effectué pour ouvrir une cavité de la dimension de la sphére
dure dans un fluide & la pression p,. Comme les forces volumiques de pression (en R3)
deviennent dominantes vis-a-vis des forces de tension interfaciale en R?, on a :

0P
BV = va + 0 (R?) (2.2.23)
3

On identifie alors

0P -
o = PP = By + Bps™ = no + Bp§” (2.2.24)
n3
La relation précédente est étendue aux situations inhomogénes et est combinée avec la
relation (2.2.21) pour donner

9% 9P
— = - — Ny, 2.2.2
O * za: B, e 10 (2.2.25)

On reporte alors la relation (2.2.15) dans la relation précédente (on rappelle que les ¢;
dépendent de n3) et 'on identifie successivement les différents termes.
e Terme en ¢gng

d d
ﬂ77,() = —¢ong + Ppono + ngﬂno + no (2.2.26)
dng dng
D’ou
d 1
JZZ 1 — ¢ = —In(1—ng) + consty (2.2.27)
e Terme en ¢ining
d d
711712ﬂ = —¢1ning + 2¢1ning + ﬂ713711712 (2.2.28)
dnsg dns
D’ou
doy d1 consty
- N = 2.2.2
dng ]. —ns3 ¢)1 1 — N3 ( 9)
e Terme en ¢on3
dga dgo
3 3 3 3
— =— 3 — 2.2.30
ny dns Pany + 3pany + dns nang ( )
D’ou
dgo 2¢9 consts
— = = —— 2.2.31
dng 1—ng %2 (1 —n3)2 ( )
e Terme en ¢3ng - ny
dos ¢3 consts
— N = 2.2.32
dng 1-— ns ¢3 1-— ns ( )
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e Terme en ¢4 nons - Ny

dos doy
ding = (Z)4 + 3(Z)4 + dn3 n3 (2233)
D’ou
d 2 t
01 _ 204 By = oSt (2.2.34)

d’rlg N 1— ns (1 — n3)2

En combinant les relations (2.2.27, 2.2.29, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.34) avec la relation (2.2.15),
il vient

t t
® ({ny}) = [consty—1In (1 —mnz)]ng+ ions Lning (100:1232)2n%
consts consty
01 -0y + o e ez - 1 2.2.35
1 —ng3 ! 2+(1—n3)2n22 2 ( )

Il reste & déterminer les constantes constg, consti, consts, consts, consty.
Par comparaison avec la relation (2.2.13), en faisant un développement de la formule
(2.2.35) pour p — 0, il vient :

constyg =0 const; =1 consts = —1 (2.2.36)

On remarquera que les constantes consts et consty qui restent & déterminer correspondent
aux termes d’ordre supérieur dans le développement du viriel. Il vient donc finalement

consty
® ({na}) = —noln(l—n3)+ T n3n1n2 + mn%
t
— consta NonNy - 19 (2237)

n; -n P u—
T—ng = 727 (1-ng)?

Pour déterminer les constantes consts et consty, pour simplifier I'exposé, on se place dans
le cas d’un seul type de sphéres dures. On va alors faire coincider la fonction de corrélation
directe ¢(r) avec r = |r; — rj| calculée (de maniére approchée) par la formule analytique
de Percus-Yevick qui peut étre mise sous la forme [38]

c(r) = Z CaB Wa @ wg (2.2.38)
a7ﬁ

(ot les cqp sont des quantités connues avec o et [ correspondant aux quatre fonctions
poids scalaires et aux deux fonctions vectorielles) et la relation (exacte) de définition de la
fonction de corrélation directe a partir de I’énergie libre d’excés [38] :

52fex
o))

avec r = |r—r’| en effectuant une double dérivation fonctionnelle de la relation (2.2.14) avec
® ({ny}) donné par (2.2.37). Le calcul un peu lourd analytiquement ne sera pas reproduit
ici. Les deux expressions (2.2.38) et (2.2.39) sont rigoureusement égales si consty = 1/(24)
et consty = —1/(8n). La procédure peut étre généralisée avec le méme résultat au cas d’un
meélange de sphéres dures de différents diameétres [82]. L’expression de 1’énergie libre d’excés
volumique dans 'approche de Rosenfeld est donc finalement donnée par :

c(r) = (2.2.39)

ning — 1Ny - N2 n‘% — 3n2n2 - Ng
1—mng 247 (1 — ng)?

q)RF

= —noln(1 — ng) + (2.2.40)
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Dans le bulk, on a :

ning TL%

1—n3  247(1 — ng)?

O = —noIn(1 —ng) + (2.2.41)

Calculons maintenant le potentiel chimique d’excés de sphéres dures de ’espéce ¢ qui est
la dérivée fonctionnelle de I’énergie libre d’excés relativement a la densité moléculaire de
I’espéce

ﬁ‘SFHS Z/d / 5:;2 )) (2.2.42)

En utilisant la relation (2.2.20) et en rappelant que les poids scalaires sont des fonctions
paires tandis que les poids vectoriels sont des fonctions impaires, 1’équation précédente
devient :

B— Z/d '— (r—r’)—O;/dr’ana(r/)wa(r—r’)
3 2
Y2 - 2 (2.2.43)
o ong f on

Le potentiel chimique d’excés du bulk est la somme des potentiels chimiques d’excés dus
aux sphéres dures et aux interactions de Van der Walls entre les molécules. Il est donné
par :

ex ex 0P 871
Bub™ = Bt Vus + B )vaw = E an 8p p?wij(]der (2.2.44)
i dij
8(1)1) 0Py 8<I>b 5(131, /
—V; A+ i 2.2.45
“ont o g " ﬁZ L, Bo(edr (2245

ot une molécule de gaz de rayon R; a une surface A; = 4w R? et un volume V; = (4/3)7R?.
“VdW?” désigne I'interaction de Van der Waals entre les molécules. Notons que dans le calcul
en champ moyen de la contribution des forces de Van der Walls, I'intégration a lieu sur
tout 'espace sauf dans la zone d’exclusion de rayon d;; = R; + R;.

L’équation (2.1.9) s’écrit :

0d . 0d ,
pi(r) = p} exp [B(#fez—zan@w&‘FZ ® w,

_ Zp (r) ® watt(|r|) fot(r)>] (2.2.46)

J
A partir de I'équation (2.2.40), le calcul des dérivées de la fonction d’énergie libre réduite
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de Rosenfeld est immédiat :

ODRE
— _ln(1— 2.2.47
P = (1 =) (2:2.47)
8<I>RF no
= 2.2.48
8711 1-— ns ( )
OPrr n n2 nyn
=" 2 _ . (2.2.49)
aTLQ 1 —n3 87r(1—n3) 87r(1—n3)
aq)RF . no " nine — N9 i ng NnoNoNy (2 9 50)
ang N 1-— ns (1 — TL3)2 1271'(1 — n3)3 471'(1 — n3)3 o
8<I>RF o 1n; Nnony (2 9 51)
ang B 1-— ns 471'(1 — n3)2 -
6<I>RF o
- _ 2.2.52
(9n1 1-— n3 ( )

Dans le bulk, le systéme est uniforme, ny et ny sont nuls.
A l'aide du modéle de Rosenfeld, il est immédiat de calculer la pression d’équilibre du
bulk en utilisant la relation (2.2.24). Il vient

0P no n ning n%
onsg  1-ng (1—-n3)2  127(1 —n3)?

Bpy = (2.2.53)

correspondant a 1’équation de compressibilité de Percus-Yevick.

Modéle du White Bear

La pression donnée par 1’équation de compressibilité de Percus-Yevick est moins pré-
cise que la pression donnée par I'équation d’état de Mansoori-Carnahan-Starling-Leland
(MCSL) [64] qui est la généralisation pour un mélange de sphéres dures & v composantes
de la formule classique de Carnahan-Starling et qui s’écrit

gpMesL _ 0 n1ng n s (2.2.54)

1o (1—n3)2 " 127(1 —n3)®  367(1 —n3)?

On va toujours chercher ® sous la forme (en gardant au final pour les moyennes vecto-
rielles la structure de ’équation (2.2.40)) :

o = f1 (ng) ng + fz(ng) ning + f4(n3) ’I’L% (2255)
et réutiliser I’équation (2.2.21)

oD
By =) 5Tl = 10 (2.2.56)

en imposant p, = pé\/l CSL (le terme ng correspond au gaz idéal). En reportant la proposition
(2.2.55) dans la relation précédente (mais bien sir en renoncant a la relation (2.2.24)), un
modéle plus précis pour ’énergie libre réduite ® a été développé et intitulé version du
“White-Bear” (WB) [84]. Il est donné par :

ng + (1 — n3)? In(1 — n3)

36mn3(1 — ngz)?
(2.2.57)

ning —Ning 3

VB = _nyln(1 — n3) + + (n” — 3nanana)

1—n3

niny | n’lng+ (1 —n3)?In(1 — n3)]
1—ng 36mn3(1 — ng)?

VP = —ngln(1 — n3) + (2.2.58)
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Le calcul des dérivées de la fonction d’énergie libre du modéle “White-Bear” est donné par :

aq)WB
= —1In(1-— 2.2.59
y =l m) (2259
(I)WB
0077 _ _ma (2.2.60)
877,1 1-— ns
9pWB _om 4 n3 — nony L+ (n2 — nany) In(1 — n3) (2.2.61)
Ono 1—n3 127n3(1 —n3)? 127n3 o
6<I>WB no ning — NNy 3 2 — 5713 + TZ2 ln(l — n3)
P ey s e LR B el o e R T
(2.2.62)
ooWEB n; ns -+ (1 — n3)2 111(1 — ng)
= — — 2.2.63
Ony 1—ng 6mn3(1 — ng)? 2 ( )
(I)WB
0077 m (2.2.64)
81’11 1-— ns

Pour traiter des problémes plus sophistiqués tels que le cas de la transition fluide-
solide, une fonction poids tensorielle est introduite par Tarazona [98] et s’écrit sous la
forme suivante [86] :

wh(r) = (rrT - 3) wh(r) (2.2.65)

ol I est la matrice d’identité.
Cela va entrainer des modifications pour le troisiéme terme du modéle de Rosenfeld et
du modéle “White-Bear” [84] :

_nT
(I)R_T — g In (1 _ n3) i ning n; ny
1-— ns
1
247‘((1 - 713)2

+ [n% —3nonlng + 9nlnmn, — %Tr(nil)}

B T p—
(I)WBfT = —ng In (1 _ n3) 4 ninz n; np
1-— ns

‘ nz + (1 —n3)*In(1 — ny)
\ + [n‘g — 3ngndny + 9n§n:mn2 - %Tr(nfn)} 36mn3(1 — n3)?

(2.2.66)
v
ol Ny (r) = Z pi(r) ® %(r) et nl est le vecteur transposé du vecteur ny. Les dérivées
- b+
de ces modeles en fonction des densités moyennes n,(r) sont détaillées dans 1’Appendice
B.
2.2.4 Potentiel extérieur

Dans I’équation (2.2.46), il reste & exprimer le potentiel extérieur V,***(r). Nous allons
supposer que seules les premiéres molécules & la surface du solide ont une action sur les
molécules du fluide. Considérons un volume V de surface S fermée. Chaque élément d.S de
la surface S exerce sur un élément de volume dV du fluide un potentiel v;(s) sur le i*™°
gaz ou s est la distance entre ’élément d.S de la surface et ’élément dV du fluide avec

s* = (z—25)’ + (y —ys)* + (2 — 25)° (2.2.67)
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ou (z,y, z) représente un point courant du volume V et (zg,ys, zg) un point courant de la
surface S. A titre d’exemple, le potentiel v;(s) peut étre un potentiel de Lennard-Jones 12-6
d’énergie €,z entre les atomes psA par unité de surface de S appartenant & une couronne
d’épaisseur A supposée infinitésimale ol py est la densité moléculaire (nombre de molécules
par unité de volume) de la phase solide :

i(5) = degipsA {(08)12 - (”)6] (2.2.68)

S

Notons que v;(s) est un potentiel (une énergie) par unité de surface. Le potentiel extérieur
Vet exercé par la surface S sur le fluide est obtenu en intégrant la relation (2.2.68) sur la
surface S :

VErt(e,y,2) = /S vi(s)dS = /S 4€S,~pSA[(%>12—(08i)6} dS  (2.2.69)

S S

0si et €5 désignent les paramétres du potentiel de Lennard-Jones agissant sur la molécule
de gaz i en lien avec le solide. Ils s’écrivent :

(2.2.70)
€si = \/€s€i (2.2.71)

ol o et €; désignent les paramétres du potentiel de Lennard-Jones agissant entre deux
molécules de solide. Dans la suite, nous allons calculer le potentiel V;*** & partir du potentiel
v; pour deux géométries : d’abord une cavité sphérique puis une cavité ellipsoidale.

e Cas d’une cavité sphérique
Dans le cas d’une sphére de rayon R, réécrivons la relation (2.2.68) sous la forme

vi(s) = deg; Ne [(U‘Q’l) v (Jm')ﬁ} avec  w;(s) = (@) v (%)6 (2.2.72)

A7 R? s s s

oit N¢ = ps4mR?A est le nombre d’atomes de carbone dans le cas du charbon localisés sur
I'interface.
Introduisons le systéme de coordonnées sphériques (r, 6, ) (voir figure 2.2) :

FIGURE 2.2 — Coordonnées sphériques.
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x = rsinf cosyp 0<r<R
y = rsinfsing 0<f<nm (2.2.73)
z = rcosf 0<p <2

Les éléments différentiels de volume dV et de surface dS de la sphére de rayon R sont
donnés par

dV = r2dr sinfdfde

dS = R?sinfgdfsdes
La distance s entre un point de la surface de la sphére de coordonnées (R, fg, pg) et une
molécule du fluide au point de coordonnées (r, 6, ¢) est donnée par

2

s° = — Rsinfg cosps)? + (y — Rsinfg singg)? + (z — Rcosfg)?

(
(
+ (rcosf — Rcosfg)® + R?

= 72— 2rR[sinfs sinf cos(pg — ) + cosbg cosb] + R (2.2.74)

rsinf cosp — Rsinfg cospg)® + (rsinf sing — Rsinfg sinpg)?

Le potentiel extérieur total V% exercé par toute la surface de la cavité S sur une molécule
de fluide située au point (r, 6, ) s’écrit de maniére générale :

2m
sinfg ng/ desvi(s) (2.2.75)
)

s=0

™

Ve, ) = [ uils)ds = 2

S 0s=0
Vu la géométrie sphérique, on s’attend a ce que Vf“(r; R) ne dépende que de r et soit
indépendant de 6 et de ¢. Pour simplifier, on fait donc le calcul en § = 0 et ¢ = 0. Il vient
alors

s> = r2—2rR cosfg + R? (2.2.76)

et comme s2 ne dépend pas de @g :

V¥t (r; R) = 2 R? / sin 05 dfs vi(s)
05=0

= 2€SiNC/ sinfg dfs w;(s) (2.2.77)
6

5=0

B B S S
Rr 5(R+7r)10 " 5(R—r)l0 2(R+r)* 2(R—r)*
ot V;#* a la dimension d’une énergie. La force qui agit sur le fluide par unité de volume

est — > . pi(r)VVE ou pi(r) est la densité moléculaire de l'espéce i du fluide fonction
uniquement du rayon 7.

e Cas d’un ellipsoide

Un ellipsoide de demi-axes a, b, ¢ vérifie I’équation :

() (- e

Une maniére alternative de définir la surface est d’utiliser les équations paramétriques qui
s’écrivent :

r = a sinfg cos pg
Os

2.2.79
o (2.2.79)

o o
IAINA

X =< y=>bsinfgsinypg o

VANVAN

z = c cosfg
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Deux vecteurs tangents & l’ellipsoide sont obtenus en différentiant les expressions précé-
dentes par rapport a g et g

oX
E7 P (acosfg cospg,bcosbgsinpg, —c sinfg) (2.2.80)
S
0X . . .
905 = (—asinfgsin pg, bsin O cos ¢g, 0) (2.2.81)
L’élément de surface dS et le potentiel extérieur V(r) s’en déduisent immédiatement :
X 09X

= \/a2b2 cos2 fg + (a2c? sin? pg + b2c2cos2pg) sin? fg sin fgdfgdeg

et

S

Vert(r) = 453ipsA/ [(Uj)u— (Uﬂ s (2.2.83)

Notons que le vecteur normal unitaire de la surface est donné par :

besin fg cos pg

0X A oX acsin fg sin pg

N 00s " dps abcosfg
X A 0X V22 sin? Og cos? pg + a2c? sin? Og sin? pg + a2b? cos? fg
d0s  Ops

(2.2.84)

2.3 Force de solvatation

La théorie de la fonctionnelle de densité nous fournit un outil puissant pour calculer la
quantité de molécules fluides adsorbées par le solide. Elle permet aussi de déterminer la force
de solvatation (ou pression de disjonction) qui est la contrainte additionnelle par rapport
a la pression du bulk exercée par les molécules de fluide sur les parois solides de la cavité.
Cette force de solvatation est dépendante de maniére non triviale de la géométrie du pore, de
la densité du bulk ainsi que des propriétés du solide. Ce probléme a été étudié par Yang et al.
[110] au moyen de la QSDFT (Quenched Solid Density Functional Theory), par Balbuena
et al. [5] avec le modeéle de DFT proposé par Tarazona [99] pour le méthane confiné entre
deux parois paralléles de carbone (slit-pore) en prenant un potentiel de Lennard-Jones
pour l'interaction fluide-solide. Ravikovitch et al. [77], Le et al. [54] ont étudié la force de
solvatation dans un nanopore sphérique.

Dans le cadre de ce travail, on s’intéressera plus particuliérement & des cavités sphé-
riques ou ellipsoidales. Le cas ellipsoidal est un nouveau probléme qui demande des calculs
précis et délicats. Ces calculs sont trés importants si nous voulons ensuite homogénéiser le
probléme pour passer de ’échelle nanoscopique des pores a 1’échelle microscopique de la
matrice puis a I’échelle macroscopique du réservoir. Il s’agit de construire un modéle ca-
pable d’incorporer les effets de la force de solvatation comme composante supplémentaire
dans le principe de la contrainte effective. Les coefficients poroélastiques qui apparaissent
alors sont non linéaires et dépendent en particulier de la composition des gaz dans les
nanopores. Deux approches différentes peuvent étre utilisées pour calculer la force de sol-
vatation : une approche mécanique ou une approche thermodynamique. Leur présentation
est I'objet des deux paragraphes suivants avant de les appliquer aux deux types de cavités
étudiées : sphérique et ellipsoidale.
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2.3.1 Tenseur des contraintes a 1’échelle moléculaire

Avant de commencer le calcul de la force de solvatation, il faut définir rigoureusement
le tenseur des contraintes du fluide a ’échelle nanoscopique. La difficulté est de prolonger
la définition d’un tenseur de Cauchy usuellement utilisé en mécanique des milieux continus
pour des forces de contact au cas de forces intermoléculaires qui contiennent non seulement
des forces de contact mais aussi des forces & distance données par exemple par un potentiel
de Lennard-Jones. Sans entrer dans des détails compliqués, nous ne donnerons ici que les
quelques éléments nécessaires a la bonne compréhension des phénomeénes.

Dans la phase fluide, le tenseur des contraintes est la somme de quatre termes : un
terme de gaz idéal ox = —kpT ), p;I, un terme d’excés dii aux sphéres dures o core, Un

terme lié & l'interaction de type Lennard-Jones entre les molécules du fluide aﬁ;’; et un
dernier terme o'/, provenant du potentiel extérieur exercé par la paroi solide.
LJ LJ
On=0K + Ocore + Tiy + Teny (2.3.1)

Les tenseurs ogore €t a’ﬁ;{ sont des tenseurs non locaux définis a l’aide de ’approche

d’Irving-Kirkwood qui sont continus en espace et qui s’annulent dans la zone d’exclu-
sion au voisinage d’une paroi solide [52]. Le tenseur de gaz idéal ok subit un saut a la
limite de la zone d’exclusion mais, pour assurer ’équilibre des contraintes, il est prolongé
dans la zone d’exclusion & sa valeur c6té fluide a la limite de cette zone selon la normale
au solide. Enfin le dernier terme 0'51‘:{5 correspond & l'interaction solide fluide supposée de
type Lennard-Jones qui satisfait a

V- ol = fLJ (2.3.2)

ext s—f

ou £ ¢ est la force exercée par le solide sur le fluide par unité de volume de fluide.

L’équation d’équilibre s’écrit donc :

V'Un:V'O-K+V'O'core+v‘o'LJ+V'0'LJ 0 (233)

int ext —

En notant n = ny_,; le vecteur normal extérieur du nanopore, écrivons maintenant I’ex-
pression de la contrainte normale & la surface S du nanopore :

on-n=(og+ a’eLx‘{f) ‘n = —kBTZpi (r — Rm)n — &7 (2.3.4)

ou ffLis est la force exercée par le fluide sur une unité de surface du solide du fait du

potentiel de Lennard-Jones entre le fluide et le solide. Notons que le premier terme dii au
tenseur cinétique o g sera toujours trés faible et pourra étre négligé. En effet, la répulsion
a courte distance imposée par le potentiel de Lennard-Jones va faire que la densité de
molécules & la limite de la zone d’exclusion sera toujours trés faible dans nos applications.
De ce fait, la correction pour le tenseur cinétique due & la courbure de 'interface introduite
dans Le et al. [54] est ignorée ici.

2.3.2 Approche mécanique

L’objectif de cette partie est de calculer le terme f;_,,, le potentiel pouvant a priori
étre quelconque l'indice supérieur LJ sera supprimé. Considérons le cas ol un élément
de surface dS de la paroi de la cavité exerce sur un élément de volume dV du fluide qui
contient v espéces de gaz une force F,_,; dérivant des potentiels v; donnée par :

PFop =dfepdV = =) pi(r)Voi(s) dSdV (2.3.5)
=1

56



ol s est la distance entre I’élément de la paroi d.S et 1’élément de fluide dV, p;(r) la densité
de molécules de gaz i au point r = (z,y, z). d*°F,_, 7 est une force doublement différentielle
puisque relative a I’élément d.S de la surface solide (le potentiel exercé par la surface solide
est v; dS puisque v; est un potentiel par unité de surface) et dV du fluide.

En utilisant le principe de 'action et de la réaction, un élément de volume dV du fluide
exerce sur un élément de surface d.S de la paroi de la cavité une force égale en module mais
de sens opposé :

PPFyos =Y pi(r)Voi(s) dSdV (2.3.6)
=1

La force exercée par le volume dV fluide sur le solide s’écrit d*F f—s = dfy_,dS on dfy_
est la force élémentaire exercée par le volume dV par unité de surface. D’oul

Aty = Y pim)Vuls)dv = pilr) dﬁf) VsdV (2.3.7)
=1 =1

avec s2 donné par 1’équation (2.2.67). Le gradient relatif & r = (z,y,2) est donné par
Vs = (r—rg)/s. La force de solvatation au point rg de la surface du nanopore est obtenue
en intégrant la relation (2.3.7) sur le volume V' de la phase fluide :

trntrs) =3 [ 00" (- rgav (238
=1

S

2.3.3 Approche thermodynamique

L’objectif est de calculer la force exercée par le fluide par unité de surface de la cavité
mais maintenant en utilisant une approche thermodynamique. Rappelons d’abord quelques
résultats classiques de la DFT. L’expression différentielle de I’énergie interne U résultant
d’un changement infinitésimal de I’état d’équilibre est donnée classiquement par

oU = ToS+ i:/p,(r) SV (r) dr + EV:/AZ- IN; (2.3.9)
i=1 i=1
L’expression différentielle pour ’énergie libre totale F' = U — T S est donnée par
SF = —So6T+ i/pi(r) SV (r) dr + zy: i ON; (2.3.10)
i=1 i=1
Le grand potentiel €2 est défini par
Q = F—ZV:,uiNi (2.3.11)
i=1
et sa version différentielle est donnée par
60 = —S6T + ZV: / pi(r) SV (r) dr — zyj N; Su; (2.3.12)
i=1 i=1

= —S50T— Z/Pi(r) 6ti(r) dr (2.3.13)
=1
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ot ; = p; — V¥ (r) désigne le potentiel chimique intrinséque de l'espéce i. D’out

o0
Shi(r) |7

Dans une approche thermodynamique classique, en regardant le systéme de ’extérieur,
on sait que

= —pi(r) (2.3.14)

dQ = —8dT — ppdV = ) Nydp, (2.3.15)
=1

oll pp est la pression, S Pentropie, N; le nombre de molécules de I'espéce i. A température
T et potentiels chimiques pu; fixés

dQ = —p,dV (2.3.16)

Si la force extérieure exercée par le fluide sur la surface de la cavité de normale extérieure
n n’est plus réductible & une seule pression mais est une contrainte oyn;, ol o est le
tenseur symétrique des contraintes, en désignant le déplacement de la surface de la cavité
par dup = mida, ol le vecteur unitaire m coincide avec la direction du déplacement. Le
travail des forces extérieures sur la cavité est maintenant :

o) = Z/Uklnl5ukd5 = Z/UkmlmkéadS (2.3.17)
i=1 i=1

En comparant la variation du grand potentiel déterminée par la vision interne (2.3.13) et
par une vision externe (2.3.17), il vient

o0 v / e 0 [pi — Ve (r; )]
R = Jklnlmkds = — / pPilr dr
604 T.u ZZ; S zzl v ( ) 80& T
v ext (1.
= Z/ pi(r) dr V) (2.3.18)
= Jv Oa T

ot Ve est donné par (2.2.69). Comme

ext (.
Vw4 U vils) dS] _ / ()9 ds (2.3.19)
oa g,  dalls s - da
avec
$2(a) = ||(rs+am—r)|]? (2.3.20)
25§ = 2 (rs+am—r) -m|a:0 :2(1‘5—1’) -m (2321)
da|,—o

la relation (2.3.18) s’écrit finalement

ZZV;/S(cr.n)-mdS = Zi;/‘/m(r)dr/svéis) (rg — 1) mds

= Z/S/Vpi(f) dfvéis) (rs —r)-mdS  (2.3.22)
=1
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en ayant interverti les intégrations sur la surface et le volume. La force exercée par le fluide
sur le solide est alors obtenue en identifiant les termes correspondant

fs=—0-n=— Z; /V pi(r) drvg(s) (rg —r) (2.3.23)

S

ce qui est exactement la méme formule que celle fournie par 'approche mécanique (2.3.8).
Notons que les efforts exercés par le fluide sur la surface .S peuvent étre décomposés en
une partie suivant la normale f]? s = f]’} .1 et une partie tangentielle f]tc sl

{ ff_m = (ff{5s-nn=—(n-o-n)n (2.3.24)
fi o = fr5s— s nn=-0-n+(n-o-n)n

Si le tenseur des contraintes dans le le fluide se réduit & une pression p alors o = —pI ol
I est le tenseur identité. La partie tangentielle est nulle (f} _,, = 0) et la partie normale de

la force exercée par le fluide sur la paroi est f;} ', = pn ou n est la normale extérieure au
fluide.

Finalement, comme la définition de la force de solvatation est la contrainte d’excés
par rapport au bulk, il faut tenir compte de la pression du bulk dans le calcul de la force
solvatation, On obtiendra donc la formule :

II = ff_>s — ppn (2.3.25)

ou IT désigne la force de solvatation et p, la pression totale du bulk.

2.3.4 Application aux géométries sphérique et ellipsoidale

e Cas d’un ellipsoide

Considérons un ellipsoide de demi-axes (a, b, ¢)

2 2 2
x Yy z
StEta=1 (2.3.26)
en utilisant comme paramétrage de sa surface
x = asinfg cospg 0<6g<m
X=¢ y = bsinfg sinpsg 0<pg <27 (2.3.27)
z = ccosbg
Il vient
s* = (x — asinfs cospg)? + (y — bsinfg sinpg)? + (2 — ccosfg)? (2.3.28)

ol (z y z) est un point du volume fluide V' et donc

T —asinflg cospg
Vs? =2 | y—bsinfs singg (2.3.29)
z —ccosfg

Finalement, on obtient

£l 05) = [ pie) Vus(s) av
=1

x —asinfg cospg (2.3.30)

v /
= Z/ pi(r)vi(s) y —bsinfg sinpg | dedydz
=17V 5 2z —ccosfg
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o, si 'on utilise le potentiel de Lennard-Jones (12-6) donné par 1’équation (2.2.68),
/

vils) _ desipsA [_12 (&)14 46 (U)s] (2.3.31)

S g S S

st
Une fois connue la distribution des densités moléculaires, la force de solvatation peut étre
calculée en chaque point de la surface de l'ellipsoide.

e Cas des oblates et des prolates

Dans ce paragraphe, on se limite a des ellipsoides de révolution oblates (I’axe de rotation
est le petit axe) ou prolates (I’axe de révolution est le grand axe), en prenant Oz comme
axe de révolution avec a = b = a et ¢ = b. Ils obéissent & I'équation

— =1 (2.3.32)

La paramétrisation des ellipsoides devient

r = asinfg cospg 0<0s<m
X=<¢ y = asinfg sinpg 0<pg<2m (2.3.33)
z = bcosbg

Les sections de ’ellipsoide par des plans paralléles a Oxy sont des cercles. Deux vecteurs
du plan tangent & la surface sont donnés par

a cosfg cospg —a sinfg sinpg
Xps = | a cosfg sinpg Xyos = | asinfs coseg (2.3.34)
—bsinfg 0

et le vecteur normal unitaire extérieur a l’ellipsoide est donné par

b sinfg cos g
Xp, AN X 1
= s $s_ — b sinfg sinpg (2.3.35)
[1Xos A Xopsll /a2 cos? 05 + b2 sin® g a cosfg

L’invariance en g peut étre utilisée en posant ¢g = 0 (y = 0) (on considére Uellipse du
plan zOz) :

froa0s,05=0) = 3 / pi(x) Vus(s) AV (2.3.36)
— Jv
— asinfg
_ Z/ y dedydz  (2.3.37)
z—bcosbg
2 = (z—asinfs)? +y*+ (2 — b cosfg)? (2.3.38)

On obtient :
fr (05,05 =0)-n

v

Z/ pi(r v [(x — asinfg)b sinfg + (z — beosfg)a cosfg|dV

v
Va2 cos? g + b2 sin? g (2.3.39)
Z / pilr )dV
v

\/a2 cos2 fg + b2 sin® g
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e Cas d’une sphére

Le cas sphérique est le cas d’un oblate ou d’un prolate pour lesquels a = b = R. Comme
la force de solvatation se réduit & une pression uniforme sur toute la surface du pore, on a
seulement besoin d’utiliser ’équation (2.3.39) en un point particulier que 'on choisit par
simplicité étre le point g =0 :

L)
==X [ e =y av (2.3.40)

S

avec s =+/r2 —2rR cosf + R2.
En notant que z = rcos et dV = dr = r2 dr sin § df dyp, en utilisant 1’équation (2.2.72)
pour v;(s), on a

v

R s U/«(S)
fros = —2772/ 2 pi(r) dr / sinfdf (R — rcosf) -
0 0

_ S
i=1 =0

R2 =0 S
2¢5i No = [Tt , T ds  wi(s)
7 ;/0 r* pi(r) 7“/6511(1 R s
s

v R ™
= —% ;/0 2 pi(r) dr [Zesi N¢ /azgiHHdeg(s)aR (2.3.41)

La dérivation doit étre effectuée & nombre de molécules de carbone fixé. Le potentiel exté-
rieur dans le cas d’une sphére de rayon R est donné par la relation (2.2.77). Sa dérivée par
rapport au rayon de la cavité R est alors donnée par

A GED)
OR

2 siN Y R ™ /
- B : : Z/ T2 pl(r) dr/ Slnede (R - TCOSH) wl(s)
i=1"0 0

Y g 0s
= 2e4 N, sin f¢ df ; — 2.3.42
€ C;/eszo infg Sw(s)aR ( )

En introduisant I'expression (2.3.42) dans la relation (2.3.41), la pression f;_,4 s’écrit fina-
lement

fres = —1Z/ORr2 pi(r) d7“M (2.3.43)

o VL R)
OR

est calculé ci-dessous :

V(i R) _ esiNoog? [-11R+r  11R+7
T (e L e
esiNCO'gi |:—(5R+T) 5R—’r‘:|

R | (R1rp | (R—r)p (2:344)

—+

2.4 Meéthode numérique

2.4.1 Discrétisation

L’objectif est de résoudre numériquement les équations du modéle DFT-FMT pour une
géométrie 3D quelconque. Pour le réaliser, on utilise une discrétisation de type “Voxel” du
domaine et des transformations de Fourier afin de calculer les convolutions.
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Dans notre probléme, on souhaite calculer la densité de chacune des espéces de gaz dans
les nanopores. La forme des pores peut étre trés compliquée et a priori quelconque. Il sera
donc impossible de réaliser des calculs purement analytiques. Si nous pouvons capturer la
forme de ces pores par des images, nous pourrons calculer la distribution des densités des
différentes composantes du gaz par une approximation numérique. Dans le cadre de cette
thése, nous choisissons d’étudier des cavités soit sphériques soit ellipsoidales. La forme de
la cavité va étre décrite par la méthode “Voxel”. On crée un grand cube de taille 1égérement
supérieure a la plus grande dimension de la cavité. Ce cube est ensuite divisé en N3 petits
cubes ou voxels comme indiqué sur la figure 2.3. Si un petit cube est & l'intérieur de

e
adRy >
L
Hiiln gl
SIENNARNEESC g
AUSRURRRRNSE S g
NRANREC s=0es e

{ §§>< £

-

FIGURE 2.3 — Définition la cavité par des voxels.

Dellipsoide, il lui est assigné la valeur 1 (en vert sur la figure 2.3). Sinon, il lui est assigné la
valeur 0 (en gris sur la figure). Si les petits cubes sont divisés assez finement, on obtiendra
une bonne approximation de la forme de la cavité.

2.4.2 Transformation de Fourier

L’équation (2.2.46) comporte des convolutions. Pour les calculer, on peut utiliser la
fonction conv dans le programme MATLAB mais cela devient vite trés coliteux en temps
de calcul surtout pour des calculs 3D. Une maniére de résoudre ce probléme est d’utiliser
la transformation de Fourier en espace qui transforme les convolutions dans ’espace réel
en produits simples dans ’espace de Fourier selon le théoréme suivant :

— 1

feg=(f9) (2.4.1)

ol ® désigne la convolution, fdésigne la transformée de Fourier de la fonction f et f_
sa transformée de Fourier inverse.

MATLAB fournit un outil trés pratique qui est la transformation de Fourier rapide fft
(FFT = Fast Fourier Transform) pour la transformation directe et ifft pour la transformée
de Fourier inverse. Afin d’économiser du temps de calcul, on peut calculer directement de
maniére analytique les transformées de Fourier de fonctions pas trop compliquées comme
les fonctions poids.

La transformation de Fourier V (k) dans I'espace & trois dimensions d’une fonction V(r)
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et sa transformation inverse sont définies par :
V(k) = / / / V(r) exp(—ik.r)dr (2.4.2)
1 N
V(r) = W /// V (k) exp(ik.r)dk (2.4.3)

Si la fonction V(r) ne dépend que du rayon r = |r|, sa transformation de Fourier dépend
uniquement de k = |k|

Vk) = dr /Ooo V(T)TSHLMOZT (2.4.4)

En particulier, la fonction de Heaviside H (R — r) devient :

R . . .
A(R—r) = 47r/ rsu;(kr)dr _ 47rs1n(kR) kk;R cos(kR) (2.4.5)
0

Les transformées de Fourier des différentes fonctions poids définies par les relations (2.2.1)
sont données par :

i sin(kR;) — kR; cos(kR;)

wy(r) =4r 13

Dy(r) = 4rR; bm(kR )

e sin(kR;)

wl(r) - k;

i, sin(kR;)

Bi(r) = — VG = — ik, = 4mi 1S R;):,)_Sln( i)y
N &b (r) _ kR;cos(kR;) — sin(kR;)
“ilr) = iR, R, K
N ~(kk" TN [ ws(r)
om0 = (S5 - 1) (2200 -5

\

La transformée de Fourier Wm(k) de la fonction poids tensorielle donnée par la relation

(2.2.65) est démontrée a 1’ Appendice B. k est un vecteur dans 'espace Fourier 3D et N est
le nombre de points :

_ 2mm N -1 _N-1
(k‘x)m — ngm - 9 S m = B
2mm N -1 N -1
k= (ky)m = Lz — g Sms (2.4.7)
21m N -1 N -1
(k:)m = Taz — 5 <m<—

ou Ly, Ly, L7 sont les longueurs maximales dans chaque direction de I'espace réel.

Les calculs seront effectués sur le domaine complet, les densités moléculaires étant mises
a zéro dans la phase solide. La dérivée de I’énergie libre d’excés par rapport aux densités
moléculaires est aussi une convolution, qui peut étre calculée dans ’espace de Fourier. Il
faut enfin souligner que la précision de cette méthode numérique dépend fortement du
nombre de voxels et de la description de la surface solide.
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2.4.3 Reésolution numérique de I’équation pour les densités moléculaires

Dans ’équation (2.1.9) régissant la répartition spatiale des densités moléculaires, le
terme dF*[{p;}]/dpi(r) contient des termes intégraux dépendants des densités molécu-
laires p;(r). Cette équation doit donc étre résolue numériquement. La méthode de Newton-
Raphson est une méthode classique mais elle demande le calcul des dérivées. De plus,
I'équation (2.1.9) est de la forme = = f(z). C’est la raison pour laquelle on peut sim-
plement utiliser une méthode de point fixe de type Picard. Le calcul est effectué selon le
principe pf ™ (r) = f(p¥(r)) ot k désigne le numéro de I'itération, répété jusqu’au moment
ot la différence |pf ™ (r) — p¥(r)| est inférieure & une valeur de tolérance. Pour améliorer
la performance de la convergence, la nouvelle densité pf“(r) a l'itération k + 1 va étre
une somme pondérée de p¥(r) a litération k et de f(p¥(r)) en utilisant un paramétre de
relaxation o.

PET(r) = af (pF(r) + (1 — a)pf () (2.4.8)

ol « appartient a 'intervalle [0,1]. La procédure est nommeée itération de Krasnoselskij
[12]. Les premiéres itérations sont effectuées avec une valeur faible de « afin d’éviter une
divergence. Puis, pour accélérer la vitesse de convergence, on peut augmenter la valeur de
a [84]. Cette méthode dépend fortement de la densité initiale imposée pY(r) pour démarrer
les itérations. De maniére simple, on va choisir ici p?(r) = pf pour tous les calculs.
Pour des densités de bulk du gaz i (1 < i < /) données p?, la solution p;(r) est cherchée

par l’algorithme suivant :

e Initialisation p)(r) = p?

e A l'itération k + 1, on connait pf(r)

14

e Calcul des fonctions densités moyennes scalaires et vectorielles nf+!(r) = Z ,Of (r)®

=1

w!, a I’aide de la transformée de Fourier
Ppk+1

e Calcul des dérivées de la fonction d’énergie libre réduite
Mo
3 2
OPkF1 , 0 ,
e (Calcul des termes ® w’ et P — ® w' en utilisant la transformée
az_% Ong, @ Z_:l on, @

de Fourier
e Trouver la fonction f(pf(r)) selon I'équation (2.1.9)
e Calcul de la nouvelle densité p*!(r) selon 'équation (2.4.8)
e Réitérer le calcul jusqu’a ce que 'erreur maximale de |p’-ngl

(2
au criteére de convergence.

(r) — p¥(r)]| soit inférieure

Pour des géométries simples comme la fente ou la spheére, I'équation (2.1.9) qui doit
étre résolue dans l'espace 3D peut étre ramenée a une équation dans un espace 1D. La
densité p;(r) est une fonction du rayon r = y/x2 + y2? + 22 dans le cas sphérique. Pour la
fente, comme la longueur et la largeur sont considérées infinies, les densités moléculaires
ne varient que suivant la direction de I’épaisseur. Cette transformation de la convolution
pour la cavité sphérique est détaillée dans I’Appendice A.

2.5 Validation du modéle

Tout d’abord, il faut vérifier ’exactitude du modéle en le comparant avec des résultats
existants de la littérature.
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2.5.1 Cas des sphéres dures
Un gaz

La comparaison est faite avec des simulations numériques de la littérature utilisant la
méthode de Monte Carlo pour étudier les propriétés d’équilibre d’un fluide de densité de
bulk fixée.

3 T T T T T T T T

—DFT-FMT 3D
25F = Monte-Carlo

FIGURE 2.4 — Densité moléculaire dans une cavité sphérique de rayon R4, pour un rapport
rayon de cavité sur diameétre d de molécule Req,/d = 5 et un nombre de molécules fixé
N = 277 calculé selon la formule 2.5.1. Les résultats de la FMT sont comparés avec ceux
de la simulation Monte Carlo présentée dans [48].

La figure 2.4 représente la distribution de densité moléculaire p(r) d’un fluide de sphéres
dures de diamétre d contenu dans une cavité sphérique de rayon R, calculée par la version
de Rosenfeld de la FMT (courbe bleue). Cette densité est bien sir nulle dans la zone
d’exclusion radiale externe d’épaisseur d/2. Elle est comparée avec la simulation de Monte
Carlo (carrés rouges) de Kim et al. [48]. La comparaison entre les deux méthodes est trés
satisfaisante. Le calcul [48] est effectué dans I’ensemble canonique avec un nombre N de
molécules fixé

Reav—d/2
N = / p(r)dr (2.5.1)
0

alors que dans 'approche de la FMT le potentiel chimique est fixé en équilibre avec une
densité du bulk fixée. Pour pouvoir comparer nos résultats avec les résultats de Kim et
al [48], il est nécessaire de trouver par interpolation la densité du bulk correspondant au
nombre N de molécules imposé.

Afin d’affirmer l'efficacité de ce modéle, d’autres géométries sont testées comme le pore
cylindrique de la figure 2.5. Dans le pore cylindrique, la longueur du cylindre est supposée
beaucoup plus grande que le rayon du pore. On peut alors négliger I’effet de la longueur dans
les calculs. Comme la distribution des molécules est uniforme dans la direction longitudinale
du pore, la densité adimensionnée pd® est représentée en fonction de la distance a la ligne
de centre. Elle est nulle dans la zone d’exclusion radiale externe. La précision du modéle
FMT 3D est encore trés bonne par rapport aux simulations de Monte Carlo.

Mélange de deux gaz

Dans la partie précédente, on a abordé le profil de densité dans le cas d’un seul gaz
et vu efficacité du modéle FMT. Dans cette partie, un gaz supplémentaire va étre ajouté

65



3 T T T T T T

25t —DFT-FMT 3D
’ = Monte-Carlo

0 0.5 1 15 2 25 3 35

FIGURE 2.5 — Densité moléculaire dans une cavité cylindrique circulaire de rayon R4, = 4d
avec ppd® = 0.6. Les résultats de la FMT sont comparés avec des simulations de Monte
Carlo présentées dans [17].

possédant un diamétre moléculaire différent du premier gaz. Si on réalise les calculs par une
méthode semi-analytique pour ce probléme [84, 54, 53, 50], il est nécessaire que le rapport
des diamétres des molécules des deux gaz soit un nombre entier ou une fraction avec un
numérateur et un dénominateur qui sont de petits nombres. En revanche, si I'on effectue
directement les calculs par Fourier dans 'espace 3D, cette difficulté n’existe plus. Dans
notre programme, toutes les longueurs sont adimensionnées par le diamétre des petites
sphéres dures et toutes les densités sont adimensionnées par le cube de ce diamétre.

La figure 2.6 montre la distribution dans un pore sphérique de deux gaz confinés s et
b (comme small et big) avec deux diameétres moléculaires différents (d/ds = 1.5) et deux
nombres de molécules fixés (Ng = 23 et N, = 66) qui sont calculés par la formule

I'ECGALJ*di/2
N; = / pi(r)dr i€ {s,b} (2.5.2)
0

Le bulk choisi selon les données fournies dans la référence [48] a une compacité totale
n = m(pbd® + pbd3) /6 = 0.293.

La courbe la plus haute correspond & la densité des grandes sphéres dures p‘gdi tandis
que la courbe la plus basse correspond a la densité des petites sphéres dures pgdg. Les
résultats de la méthode FMT sont bien en accord avec les simulations de Monte Carlo.

2.5.2 Cas des fluides de Lennard-Jones

Dans la partie précédente, notre méthode a été comparée avec des simulations de Monte
Carlo pour le cas de sphéres dures confinées dans un pore cylindrique ou sphérique. Dans
cette partie, on va calculer la distribution des fluides de Lennard-Jones entre deux plaques
paralléles (fente) quand toutes les interactions moléculaires fluide-fluide et solide-fluide sont
prises en compte.

Les calculs sont effectués pour mélange argon-krypton confiné dans une fente de lar-
geur H = boa, a la température satisfaisant 7% = kpT/ear—ar = 2. La densité to-
tale adimensionnée du bulk pboir est égale a 0.444 avec une fraction molaire d’argon
par/(par + prr) = 0.262. Notons que les paramétres sont adimensionnés par le diamétre
de Lennard-Jones de I’argon plutot que par son diameétre de sphére dure. C’est la raison
pour laquelle on utilise la relation da,/oa, = (a1T* + a3) /(2T 4 1) proposée par Lu et
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1 1 1 1
——DFT-FMT 3D-Small molecule
0.6 | [—DFT-FMT 3D-Big molecule
’ MC-Small molecule

= MC-Big molecule

FIGURE 2.6 — Densités moléculaires dans une cavité sphérique de rayon R.q, = 5d :
Ny =23 et Ny = 66; rapport dp/ds = 1.5. La figure compare les résultats entre la méthode
FMT a trois dimensions utilisant la méthode DFT-FMT 3D et la méthode de Monte Carlo
présentée dans [48].

4 T T T T
——DFT-FMT RS 3D-Argon
35} ——DFT-FMT RS 3D-Krypton H
/ — DFT-FMT RS-T 3D-Argon
3r | DFT-FMT RS-T 3D-KryptonH
“ + MD-Argon
25} : MD-Krypton a
mg: 2} i
QL
15 .
1 -
05F
0
0

2/0Ar

FIGURE 2.7 — Densités moléculaires dans une fente de longueur H = 504, pour un mélange
d’argon et de krypton a la température satisfaisant 7% = kpT/ea;—ar = 2. La figure
compare les résultats entre la méthode DFT-FMT 3D discrétisée par des voxels et la
méthode de la dynamique moléculaire présentée dans [96].
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al. [63] ou a1 = 0.3837, ag = 0.4293 et ag = 1.068 donné dans [105]. La discussion de
cette relation est aussi abordée dans le travail de Kierlik et Rosinberg [47]. Afin d’avoir

une comparaison raisonnable, le potentiel extérieur est pris de la forme d’un potentiel de
Lennard-Jones 9-3 selon [96] :

Vet = V() = S [(22) - (2] (.59

Ce potentiel prend les valeurs suivantes :

Paramétre | Unité Ar Kr
Tii m | 3.405 x 10710 [ 3.63 x 10710
ei/kp K 119.8 163.1
Osi/OAL 0.5621 0.588
€si/€Ar 9.2367 12.1744

TABLE 2.1 — Paramétres du potentiel de Lennard-Jones pour le mélange argon-krypton.

Comme attendu, la figure 2.7 montre un bon accord entre la méthode DFT-FMT 3D
discrétisée par des voxels et les résultats donnés par la dynamique moléculaire (MD) pour
le mélange des deux gaz argon et krypton. Méme au voisinage de la paroi ot il y a simul-
tanément une interaction attractive-répulsive, le modéle de Rosenfeld avec ajout du terme
tensoriel (symbolisé par “RS-T”) adhére mieux au pic correspondant au maximum que la
version originale. Cela prouve encore la capacité de notre modéle qui peut résoudre aussi
bien des géométries fermées que des géométries ouvertes telles que la fente (slit-pore).

2.6 Effet de la géomeétrie sur la force de solvatation

Cette partie vise a étudier I'effet de la géométrie des nanopores sur la force de solvatation
I1, en particulier d’examiner la variation de II relativement a la forme et a la taille des pores.
Les géométries choisies sont la fente et la cavité sphérique pour lesquelles le probléme 3D
peut étre ramené & un probléme 1D. Les calculs sont effectués dans le cas d’un seul gaz de
type Lennard-Jones : COg ou Ns. Les paramétres pour CO9 sont donnés dans la table 2.2
tandis que ceux pour Ny sont pris dans l'article de Balzer et al. [6].
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FIGURE 2.8 — Force de solvatation en fonction du diamétre d’un pore sphérique ou de la
largeur d’une fente dénommés H dans le cas de CO4y avec pCOQd%O2 =0.2.
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FIGURE 2.9 — Force de solvatation en fonction du diamétre d’un pore sphérique ou de la
largeur d'une fente dénommeés H dans le cas de Ny avec pn, d%z =04.

Les figures 2.8 et 2.9 indiquent la variation de la force de solvatation II en fonction du
parameétre H qui est le diamétre du pore sphérique ou I’épaisseur entre les deux plaques
paralléles d’une fente en considérant une densité de bulk constante pour CO9 ou Ny. Dans
les deux cas, on s’apercoit que la force de solvatation est trés sensible & la taille du pore.
Elle peut varier d’une valeur positive correspondant & une pression sur la paroi solide
du pore & une valeur négative correspondant au contraire a une traction sur la paroi du
pore. Pour le pore sphérique, la force II varie de maniére monotone. En revanche, la fente
conduit & des oscillations de IT pour les deux gaz. Cette différence de comportement de
la force de solvatation entre les deux types de géométrie est un résultat de calcul d’inter-
prétation difficile. Les deux cas sont réalisés par un calcul unidimensionnel mais le pore
sphérique est totalement fermé tandis que la fente est ouverte en ayant seulement défini la
distance entre les deux plaques. L’effet de paroi dii aux autres directions est donc négligé.
Ce comportement non trivial de la fente est abordé et discuté dans la littérature [39, 45].

2.7 Application aux réservoirs de gaz de charbon

Dans cette section, notre modéle est appliqué au cas d’un réservoir de gaz de charbon
(Coalbed Methane) (voir figure 2.10). Le réservoir est caractérisé par deux niveaux de po-
rosité : nanopores et cleats saturés par un mélange CH4-COs. La formation géologique est
formée d’une matrice solide de charbon contenant des nanopores qui jouent le role de sites
de stockage en adsorbant les deux gaz. Cette matrice est parcourue par un réseau de cleats
ayant une perméabilité assez élevée. On va reconstruire numériquement les isothermes d’ad-
sorption dans les nanopores des deux gaz avec les paramétres thermodynamiques pour le
CHy et le CO2 donnés dans la table 2.2. La caractérisation de ces paramétres sera présentée
en détail au chapitre 3. Selon cette table, on observe que le potentiel intermoléculaire de
CO2-COq est 1.5 fois plus grand que celui de CH4-CHy. En appliquant la formule (2.2.72),
le potentiel extérieur exercé par les molécules solides sur les molécules de CO4 sera évidem-
ment plus grand que celui sur les molécules CHy. Le calcul pour le CBM est effectué avec
des densités faibles des gaz. C’est la raison pour laquelle la version originale de Rosenfeld
est choisie. L’objectif essentiel est de comprendre ’adsorption différente des deux gaz.
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FIGURE 2.10 — Structure générale d’un réservoir de gaz de charbon (Harpalani et Chen,
1997) [40].

Paramétre | Unité CHy4 COq
Os m 3.4x10710 | 34x10°10
esi/kB K 64 83
A m 3.6 x 10710 | 3.6x 10710
Ds m~3 | 114 x 10> | 114 x 10%7
ei/kp K 148 246
Tii m | 3.75x 10710 | 3.95 x 10710
T K 333 333
d m | 3.53x10710 | 3.83 x 10710

TABLE 2.2 — Paramétres des potentiels de Lennard-Jones.
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2.7.1 Cavité sphérique

Dans une cavité sphérique de diamétre D = 4 dcp,, nous imposons les densités de bulk
pour le méthane et le dioxyde de carbone : pl()JH4d?())H4 = Pl()pod%m = 0.05. La température
est fixée & T = 333 K. Selon la table 2.2, on a dcy, = 3.53 x 1071% m et dgo, = 3.83 x
10710 m. Il existe une petite différence de diamétre entre les deux gaz. Toutes les longueurs
sont adimensionnées par le diamétre de la molécule de méthane dcp, et toutes les densités
sont adimensionnées par d?éH4'
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FIGURE 2.11 — Densités moléculaires pour CHy et COs confinés dans un pore sphérique.

Sur la figure 2.11, on peut observer la domination de CO2 en comparaison de CHy. La
raison vient de ce que le dioxyde de carbone CO4 a un potentiel d’adsorption plus de 1.5 fois
plus grand que celui du méthane CHy. C’est pourquoi, quand COs apparait dans la cavité,
il provoque une réduction de la densité de CHy. CO9 a tendance & occuper tout 1'espace
disponible libérant ainsi le CHy. L’augmentation du COs revient a diminuer ’adsorption
du CHy. Proche de la paroi du solide (mais pas au contact), la densité des gaz passe par un
maximum correspondant au maximum de la force attractive entre les molécules du solide et
les molécules du fluide. Si 'on se rapproche encore plus de la paroi, la densité moléculaire
est décroissante et tend vers 0. La raison vient de la composante répulsive du potentiel de
Lennard-Jones qui éloigne les molécules de gaz de la paroi.

La figure 2.12 montre la dépendance de la force de solvatation II vis-a-vis de la densité
de chaque gaz dans le bulk en faisant varier la densité de COs pour une densité fixée de
CHy4. On observe d’abord que cette force est négative. C’est le principe de 1'adsorption.
Le solide attire les molécules de gaz. Du fait du principe de I'action et de la réaction, la
force exercée par le fluide sur le solide est donc une traction. Notons aussi que cette force
de solvatation II est en valeur absolue beaucoup plus grande que la pression d’équilibre.
Quand la pression du bulk est encore faible, les molécules des gaz ont tendance a occuper
la zone attractive du pore. Par conséquent, la force de solvatation II diminue rapidement
(augmente rapidement en valeur absolue). Cette tendance se poursuit jusqu’au moment
ol la zone attractive devient saturée. Ce phénoméne correspond au minimum de la courbe
quand la paroi solide attire au maximum les molécules de la phase fluide. Puis, les molécules
des gaz, faute de place, se situent partiellement dans la zone répulsive. C’est la raison pour
laquelle la force de solvatation augmente (diminue en valeur absolue) quand la pression du
bulk devient plus élevée. Le relachement de la force attractive & la surface du pore fait que
le volume du pore a tendance & augmenter. La force II joue un role capital dans le modéle
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FIGURE 2.12 — Force de solvatation en fonction de la densité moléculaire des deux gaz confi-
nés dans un pore sphérique de diameétre D = 4 dcy, avec pléH4 d%H4 = 0.005;0.025;0.05 et
0 < o, ddy, < 0.05.

poromécanique qui sera construit au chapitre 4.

2.7.2 Cavité ellipsoidale

Les calculs dans une cavité ellipsoidale (figure 2.13) sont plus difficiles que dans une
cavité sphérique parce que la densité des molécules dépend des coordonnées ponctuelles et
plus seulement du rayon quand les trois demi-axes a > b > ¢ sont différents. De plus, il
faut déterminer le potentiel extérieur selon I'équation (2.2.69) en chaque point du fluide en
intégrant sur tous les éléments de surface du pore.

Pour faciliter cette tache, on considére le cas d’un oblate qui comporte deux grands axes
ayant la méme dimension et un petit axe (voir figure 2.13). Les calculs sont effectués avec
les données suivantes : a = b = 4.5dcn,, ¢ = 3.5dcn, et P%Hﬂ%m = Pbcogd?ém = 0.05 et
T =333 K.

FI1GURE 2.13 — Illustration d’une cavité oblate.

La complexité des distributions de densité est aisément perceptible sur les figures. Elles
sont trés différentes de celles obtenues dans un pore sphérique. Un demi-quart de Iellipsoide
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FIGURE 2.14 — Densité de CHy en trois dimensions avec a =b = 4.5dcn,, ¢ = 3.5dcn, et
P, din, = Poo,dy, = 0.05 a T = 333K.
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FIGURE 2.15 — Densité moléculaire de CO2 en trois dimensions avec a = b = 4.5dcn,,
¢ =3.5dcm, et phy,diy, = Pho,din, = 0.05 4 T = 333K.

est représenté afin d’observer la distribution des gaz dans les deux plans Oyz et Oxz. Les
figures 2.14 et 2.15 donnent la densité adimensionnée de chaque gaz pour tous les points
dans les trois dimensions. Les figures en une dimension 2.16 et 2.17 donnent la densité
des deux gaz suivant les deux axes principaux Oz et Oz. Comme le potentiel d’adsorption
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FIGURE 2.16 — Densités moléculaires de CHy et COg selon 'axe Ox avec a = b = 4.5dcn,,
¢ =3.5dcn, et ply,diy, = pPbo,den, = 0.05 a T = 333K.
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FIGURE 2.17 — Densités moléculaires de CHy et CO3 selon I'axe Oz avec a = b = 4.5 dcn,,
¢ =3.5dcm, et ply,diy, = Pho,den, = 0.05 4 T = 333K.

est plus élevé, CO9 a tendance & occuper les sites au voisinage de la paroi. Cependant, les
concentrations de CHy restent plutdt petites par rapport aux concentrations de COs. Sur la
figure 2.16, la densité de CO2 du premier pic & gauche vaut approximativement 2.5 tandis
que celle de CH4 vaut 0.5. Le rapport entre la densité des deux gaz est donc de 'ordre de 5.
Sur la figure 2.17, cette proportion est de 'ordre de 4. Le dioxyde de carbone domine donc
presque entiérement ’espace & I'intérieur du pore. L’asymétrie entre les axes provoque une
anisotropie de la densité moléculaire du mélange des deux gaz. Pour la densité de COg, le
pic le plus élevé appartient a I’axe Ox et est trés proche de la paroi. En revanche, les pics
les plus hauts pour CHy sur les deux axes Ox et Oz ont presque la méme valeur.

Dans les études présentées ci-dessus, le potentiel extérieur exercé par le solide sur le
fluide est calculé en appliquant I’équation (2.2.69). Cette méthode n’est efficace que pour
des géométries paramétrisées par des équations telles que la fente, le cylindre, la sphére ou
Iellipsoide dont nous connaissons parfaitement la localisation (voire 1’équation) des points
de la surface. La difficulté du calcul augmente considérablement dans le cas d’une cavité de
forme quelconque. Pour résoudre cette difficulté, la surface est alors approchée en utilisant
les points au bord du maillage tridimensionnel fourni par les voxels. La construction de la
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FIGURE 2.18 — Maillage surfacique de la cavité.
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FIGURE 2.19 — Densités moléculaires de CHy et CO5 dans une cavité oblate selon ’axe
Oz avec a = b =4.5dcn,, c = 3.5dcn, et pléH4d%H4 = p%OQd%m =0.05aT =333K.

surface est établie en utilisant une triangulation de Delaunay implémentée dans MATLAB.
Pour vérifier que cette procédure est correcte, nous allons la tester sur I’ellipsoide représenté
sur la figure 2.18. En définissant la surface par les points de bord du maillage, on est capable
de calculer le potentiel extérieur (ainsi que la densité de particules de gaz). Les résultats
obtenus par cette méthode sont comparés avec les solutions utilisant la formule (2.2.69).
On observe sur les deux figures 2.19 et 2.20 que les résultats pour les deux méthodes sont
pratiquement identiques aussi bien pour CH4 que pour COs. Il faut toutefois noter que
I'exactitude de I'approximation de la surface par les points au bord du maillage est trés
dépendante du nombre total de voxels choisi.

Le modéle précédent peut étre appliqué au calcul des propriétés thermodynamiques
comme 'adsorption d’excés I'. L’adsorption d’excés du gaz i avec i= CHy ou COs est
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FIGURE 2.20 — Densités moléculaires de CHy4 et CO5 dans une cavité oblate selon ’axe Oz
avec a = b =4.5dcn,, ¢ = 3.5dcm, et ply, diy, = plo,diy, = 0.05 4 T = 333K.

définie par :
1 b
r = (ps(r) — pl)dr (2.7.1)
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FIGURE 2.21 — Adsorption d’excés isotherme I' pour a = b = 4.5dcy, et ¢ = 3.5dcn,
avec une densité de bulk de CHy fixée p%H4d%H4 = 0.05 et une densité de bulk de COq

variant de ,()%Oz)d?(’jH4 0.00001 & 0.05.

Sur la figure 2.21, on présente 'adsorption d’excés isotherme des deux gaz en fonction
de la densité de bulk de COs pour une densité de bulk de CHy fixée. La quantité de COq
adsorbée augmente avec pco,. De plus, ce comportement cause une forte réduction de la
concentration de CHy dans la cavité en raison du potentiel d’adsorption plus élevé du COq
avec le solide qui est ici le carbone.

Enfin, la formule (2.3.30) établie dans la partie précédente nous permet de calculer la
force de solvatation & la surface de Iellipsoide pour les mémes données. On sait que la force
s’exergant sur la surface n’est plus réductible & une pression (force normale uniforme) quand
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FIGURE 2.22 — Partie normale de la force de solvatation pour a = b = 4.5dcp, et ¢ =
3.5dcn, avee ply, diy, = 0.05, plo, déy, = 0.05 4 T = 333K.
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FIGURE 2.23 — Valeurs absolues de la partie tangentielle de la force de solvatation pour

a=0b=45dcn, et ¢ =3.5dcn, avec p%H4d30H4 = 0.05, p%OQd?ém =0.05aT =333K.

les trois axes n’ont pas la méme valeur. Grace a la symétrie par rapport a chaque plan (Ox,
Oy), (Oy, Oz) et (Oz, Ox), on peut représenter la force uniquement aux positions z > 0,
y > 0et z > 0. En outre, la section perpendiculaire a I’axe z est un disque circulaire. Il suffit
donc de tracer la force en fonction de la coordonnée z du petit axe de demi-longueur c. La
figure 2.22 représente la composante normale de la force de solvatation exercée par le fluide
sur la surface de la cavité ellipsoidale pour trois valeurs de ¢ = [3.5, 4, 4.5] dcn, tandis
que les deux autres demi-axes de méme longueur (a = b = 4.5dcp,) sont fixés. On observe
que cette force est attractive (toutes ses valeurs sont négatives), oscille de z/dcy, = 0 a
z/dcn, = c et passe par un maximum a 'extrémité de Uellipsoide z/dcp, = c¢. La force
normale est négative et beaucoup plus élevée en valeur absolue que la pression du bulk
pp = 8.31 MPa. Pour les petites valeurs de c¢/a, cette composante varie considérablement
en fonction de la position sur la surface, tendant a étre uniforme lorsque ¢/a — 1. La figure
2.23 montre amplitude de la composante tangentielle IT* en fonction de z. Nous pouvons
observer que cette composante tangentielle est beaucoup plus petite que la composante
normale et peut donc étre négligée dans le calcul de la force de solvatation. De plus, pour
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une cavité sphérique, la composante tangentielle s’évanouit comme prévu.

2.8 Accélération de méthode par GPU (Graphics Processing
Unit)

Un des grands avantages de notre nouvelle méthode est de pouvoir étre exécutée sur des
processeurs graphiques (GPU ou Graphics Processing Unit) pour accélérer les performances
de calcul. Les GPU possédent plusieurs petits coeurs qui sont plus efficaces que ceux du
systéme CPU (Central Processing Unit). D’autre part, le systéme GPU a une architecture
paralléle qui permet de mettre en ceuvre simultanément plusieurs taches.

MATLAB fournit une boite & outils puissante pour le calcul sur GPU. On peut trans-
férer des variables de CPU a GPU par la fonction gpuArray et les récupérer sur CPU aprés
avoir terminé le calcul par la fonction gather.
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FIGURE 2.24 — Comparaison du temps de calcul par GPU et par CPU avec D = 5dcp,
avec pl()l‘H4d%H4 = 0.1 pour N = [64, 128, 256].

La comparaison est réalisée sur le centre de calcul EXPLOR de I’Université de Lorraine.
Le systéme CPU utilisé comporte deux processeurs de type Broadwell Intel Xeon E5-
2683 v4 (16 cceurs cadencés a 2.10 GHz, soit 32 coeurs par nceuds) tandis que le systéme
GPU utilise deux cartes de NVIDIA GeForce GTX 1080 Ti (Lien consulté http://explor-
tech.univ-lorraine. fr/fr/materiel/). La comparaison est effectuée dans le cas D = 5dcp,
avec p%H4d?éH4 = 0.1 pour N = [64,128,256]. Il faut rappeler que le milieu (solide +
nanopores) est discrétisé en N3 voxels. La figure 2.24 représente le temps de calcul en
fonction de N pour les deux systémes. La différence de temps de calcul entre les deux
méthodes est négligeable quand N est petit. L’écart augmente au fur et & mesure avec V.
L’écart le plus important est avec N = 256 o le calcul sur GPU est 4 fois plus rapide que
celui sur CPU. GPU est manifestement plus performant pour de gros calculs.

2.9 Conclusion

Une nouvelle méthode numérique pour résoudre les équations DF'T-FMT appliquées a
un mélange fluide de Lennard-Jones dans un nanopore de forme arbitraire a été développée
dans ce travail. La discrétisation en voxels et la transformation rapide de Fourier permettent
de résoudre efficacement les termes de convolution en utilisant une formule analytique pour
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les transformées de Fourier des fonctions poids. Cette méthode a 1’énorme avantage de
pouvoir calculer les densités de fluide adsorbé pour n’importe quelle structure de pore.

Une fois la distribution des densités de fluide dans le nanopore connue, la force de
solvatation, c’est-a-dire la force exercée par les molécules de gaz adsorbées sur la surface
solide, peut étre calculée a partir d’'une nouvelle formulation basée sur deux approches
différentes : soit une approche mécanique soit une approche thermodynamique. Une analyse
précise du comportement de la force de solvatation a été réalisée dans le cas d’'un mélange
de CHy et de COy adsorbé dans les nanopores d’une veine de charbon ou le dioxyde de
carbone remplace le méthane lors de la récupération améliorée du gaz de houille (ECBM).
Il a été démontré qu’il s’agit d’une force attractive qui dépend des densités de fluide et de la
dérivée du potentiel extérieur. Pour des géométries complexes comme un pore ellipsoidal,
la force de solvatation est composée d’une partie normale, qui provoque le gonflement ou
le retrait du pore et d’'une composante tangentielle qui est beaucoup plus petite que la
composante normale.
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Chapitre 3

Pression du bulk et équation d’état

L’objectif de ce chapitre est de déterminer I’équation d’état et le potentiel chimique d’un
gaz ou d'un mélange de gaz dans un bulk, c’est-a-dire en ’absence de potentiel extérieur.
Deux raisons justifient cet exercice. D’abord, nous avons vu au chapitre précédent que le
bulk sert d’état de référence pour le gaz. Il est donc important d’avoir une méme description
avec les mémes paramétres pour le gaz dans le bulk que pour le gaz dans les nanopores.
Ensuite, pour avoir un comportement plus réaliste du gaz, nous avons introduit un potentiel
intermoléculaire de type Lennard-Jones qui fait apparaitre différents paramétres qu’il s’agit
de déterminer & partir de I’équation d’état du bulk.

Un gaz réel se comporte difféeremment d’un gaz parfait. L’écart entre les deux types de
gaz est généralement évalué a ’aide du facteur de compressibilité Z introduit par la relation
pV = ZnRT ou py est la pression du gaz réel, V le volume qu’il occupe, n le nombre de
moles, T la température absolue et R la constante des gaz parfaits. A 1'évidence, pour
un gaz parfait Z = 1. Les équations d’état a température T fixée seront généralement
représentées sous la forme d’une courbe Z en fonction de la pression py. Aux faibles valeurs
de la pression, la densité moléculaire est faible et les molécules éloignées les unes des autres
n’ont pas ou peu d’interaction entre elles. C’est la condition d’application de la théorie du
gaz parfait et alors Z = 1.

Dans ce chapitre, nous appliquons la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) ainsi
que la théorie fondamentale de la mesure (FMT) pour calculer la pression réelle non seule-
ment d’un gaz pur mais aussi d’'un mélange de gaz en prenant en compte 'interaction entre
les molécules. L’estimation de cette pression joue un réle trés important pour le probléme
de transport en milieu poreux. Nous considérons que les molécules sont des sphéres dures.
Le modéle comprend trois paramétres pour chaque gaz : le diamétre de sphére dure, le
diameétre apparaissant dans ’expression du potentiel de Lennard-Jones et le puits minimal
de ce potentiel. Ces trois paramétres seront optimisés par rapport & des équations d’état
“raisonnables” soit théoriques soit expérimentales. Il faut noter que 'on travaille & des
températures éloignées de la température critique surtout pour le méthane.

Différentes équations d’état classiques seront d’abord passées en revue et comparées
avec des données expérimentales. Le calcul de la pression d’équilibre en utilisant le concept
de la DFT-FMT sera ensuite présenté. Puis, 'optimisation des paramétres du modéle
DFT-FMT sera effectuée en ayant préalablement vérifié la sensibilité de ces paramétres sur
le calcul de I’équation d’état. Enfin, on discutera d’une méthode de détermination de la
pression partielle d’un gaz dans un mélange de gaz réels.
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3.1 Equations d’état typiques

La variation de la pression d’un gaz réel en fonction du volume et de la température a
toujours été un sujet attirant pour les chercheurs. Il y a cent-cinquante ans, en 1873, Van
der Waals (VAW) a proposé dans sa thése une nouvelle équation d’état [106]. Cette équation
plus précise que la loi du gaz parfait prend en compte la taille finie des molécules ainsi
que leur interaction attractive. La forme de ’équation de Van der Waals est trés simple :
deux paramétres empiriques a et b sont introduits sur la base de mesures expérimentales
et sont reliés a la pression et a la température critiques. Redlich et Kwong ont formulé une
équation plus précise que celle de VAW [78]. Les paramétres a et b sont maintenant définis
par des formules explicites dépendant de la pression et de la température critiques. Ils ont
aussi montré que le terme attractif dépend de la température. Plus tard, Soave a modifié
I'équation de Redlich-Kwong en introduisant le facteur acentrique w inventé par Pitzer [76].
Ce terme prend en compte la non-sphéricité (centricité) des molécules afin de décrire plus
rigoureusement l'interaction intermoléculaire. L’équation de Peng et Robinson en modifiant
la formulation du terme attractif fournit un bon accord avec le comportement PVT des
gaz [73]. D’autres équations existent décrivant assez correctement la pression des gaz réels
comme celle de Patel-Teja-Valderrama [103]. Pour chaque gaz spécifique comme CHy ou
COa2, on peut utiliser des équations semi-empiriques contenant de multiples coefficients
basées respectivement sur les résultats expérimentaux de Bender [92] et Span-Wagner [97].

3.1.1 Equation de Van der Waals

L’équation de Van der Waals [106] s’écrit sous la forme :

RT a

Py =
ou
e V,, est le volume molaire (m?/mol),
e a et b sont des coefficients dépendant de la température et de la pression critiques
du gaz considéré.

Par rapport a la loi du gaz parfait, Van der Waals a introduit le paramétre b qui re-
présente le volume occupé par les molécules et le paramétre a qui traduit l'interaction
attractive entre les molécules. Ces paramétres sont obtenus a partir des données expéri-
mentales et sont reliés a la température et a la pression critiques.

3.1.2 Equation de Soave-Redlich-Kwong

L’équation de Soave-Redlich-Kwong [95] est une version avancée de celle introduite par
Redlich-Kwong [78|. Elle propose que le coefficient a de VAW ne dépende pas seulement des
propriétés critiques mais aussi de la température considérée. Ce coefficient est modifié par
I’ajout d’un paramétre supplémentaire pour décrire plus exactement 'interaction attractive
entre les molécules. De plus, le coefficient a dépend maintenant du facteur acentrique
w introduit par Pitzer [76]. Ce facteur prend en compte leffet des molécules complexes
non sphériques quand la force intermoléculaire résulte de la somme de l'interaction entre
I’ensemble des atomes au lieu de se limiter & une interaction entre les centres des molécules.

RT a

— 1.2

by =

ou
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272
o a = 0.42747 &

a(T)

Cc

T
avec a(T) = (1 + (0.48 + 1.574w — 0.176w?) (1 — T>*))? et T, = T

g (&
P

C
ou P, est la pression critique et 7). est défini comme le rapport entre la température T’
considérée et la température critique 7.

3.1.3 Equation de Peng-Robinson

Basée sur la simplicité d’une équation d’état & deux constantes, Peng et Robinson ont
proposé une modification de I’équation d’état en faisant dépendre le terme attractif du
volume molaire V;,, [73].

_RT _ a
Vo, —b V2 —2bV,, — b?

Db (3.1.3)

ol les paramétres a et b sont maintenant donnés par

2T2
o a= 0.45724RP <a(T)

C
avec a(T) = (1 + (0.37464 + 1.54226w — 0.26992w?)(1 — T°-5))?

RT,
b=0.
. 0.07780 P

C
Selon la littérature, cette équation fonctionne bien a 1’équilibre liquide-vapeur et pour
des mélanges de gaz [73].

3.1.4 Equation de Patel-Teja-Valderrama

En plus de ces trois équations trés utilisées dans la pratique, ’équation de Patel-Teja-
Valderrama [103| qui fait intervenir trois parameétres a., b, ¢ est une alternative intéressante :

RT aca(TR)

= - 3.1.4
P T Vi (Vi - 0) + (Vi — D) (3-14)
ou :
22
@ = o, 1
P,
RT,
b = o
P,
RT.
c = Q.
P, (3.1.5)
Qu = 0.66121 — 0.761052,
Q = 0.02207 + 0.208687Z,
Q. = 0.57765 — 1.87080Z,
a(Tg) = 1+ FQ1 -T2
F = 0.46283 + 3.58230(wZ.) + 8.19417(wZ,.)?

Z. est la compressibilité critique égale a :

P,
Lo = <
pckBTc

(3.1.6)

Notons que la densité critique p. est définie par le nombre de molécules par meétre cube.
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3.1.5 Equation de Bender pour CH,4

Les équations indiquées ci-dessus sont des équations générales qui peuvent s’appliquer
a tous les gaz. Une équation dédiée au méthane construite sur ’expansion de la pression
en fonction de la densité molaire (expansion du viriel) a été proposée par Bender [92].

py = RTpy + Bpy, + Cpyy, + Dpy, + Epy, + Fpl,

+(G + Hpp,)py, exp(—azopy,) (3.1.7)

oil py, est la densité molaire exprimée en (mol/dm?).

= al/T—ag—ag/T—a4/T2—a5/T3
= agT + a7 + ag/T

= agT' + ayo

anT + ayo

= ais

= a14/T2—|—a15/T3—|—a16/T4

= a17/T? + ars/T? + arg/T*

(3.1.8)

TQTEmOQl
I

Les coefficients a1 & asg de ’équation de Bender sont donnés dans la table 2 de 'article
de Sievers et Schulz [92].

3.1.6 Equation de Span-Wagner pour CO,

L’équation de Span-Wagner est établie a partir de données expérimentales et des pro-
priétés thermodynamiques du dioxyde de carbone. Elle fournit une forme explicite de
I’équation d’état jusqu’a une pression 800 MPa. En raison de la complexité de cette équa-
tion, nous renvoyons le lecteur a I'article de Span et Wagner [97].

3.1.7 Comparaison des équations d’état avec des résultats expérimen-
taux

La table 3.1 donne les propriétés physiques et les paramétres des équations d’état pour
le méthane et le dioxyde de carbone.

Paramétre Unité CHy COq
T. K 190.546  [1] | 304.1272 [97]
P. MPa 4599 1] | 7.3773  [97]
Pe kg/m? 162.7 1] 467.6  [97]
w 0.013 [76] | 0.225  [76]
aVIw Pa.mf/mol® | 0.225 [41] | 0.3637  [41]
pVaw m? /mol 4.28¢-5 [41] | 4.27e-5  [41]

TABLE 3.1 — Propriétés physiques et paramétres des équations d’état pour le méthane et
le dioxyde de carbone.

Méthane (CH4) Comme montré sur la figure 3.1, les équations d’état de Bender et de
Patel-Teja-Valderrama (PTV) sont les meilleures équations pour évaluer la compressibilité
de CHy4 en fonction de la pression tandis que la courbe donnée par VAW est loin des
résultats expérimentaux. Les équations de Soave-Redlich-Kwong et de Peng-Robinson sont
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FIGURE 3.1 — Comparaison des équations d’état avec les résultats expérimentaux de Tsuji
et al. [65] pour CHy a la température T = 323.15 K.

plus précises que ’équation de VAW. Les erreurs maximales entre les équations de Bender
et de PTV par rapport aux données expérimentales sont respectivement 0.09 % et 0.25 %.
De ce fait, I’équation de Bender sera choisie pour optimiser les paramétres de la théorie
DFT-FMT.
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FIGURE 3.2 — Comparaison des équations d’état avec les résultats expérimentaux de Mihara
et Sagara [102] pour CO3 a la température T' = 360 K.

Dioxyde de carbone (CO3) Parmi les équations présentées sur la figure 3.2, les équa-
tions de Span-Wagner, de PTV et de Peng-Robinson sont les courbes qui coincident le
mieux avec les résultats expérimentaux avec des erreurs maximales respectivement de
0.23 %, 1.3 % et 1.72 %. L’équation de Soave-Redlich-Kwong est légérement décalée par
rapport aux données expérimentales tandis que ’équation de VAW donne une courbe trés
différente des autres lorsque la pression du bulk augmente.

Notons que dans les comparaisons ci-dessus, en plus de I’équation de Bender pour
le CH4 et ’équation de Span-Wagner pour le COs, ’équation d’état générale de Patel-
Teja-Valderrama est une option convenable si 'on recherche une formule simple pour des
pressions pas trop élevées.
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3.2 Pression du bulk en tenant compte de ’interaction inter-
moléculaire

Par souci de cohérence avec 'analyse développée & 1’échelle nanoscopique, plutét que
d’utiliser une expression semi-empirique pour 1’équation d’état des gaz ou des mélanges de
gaz, le modéle du chapitre 2 va étre appliqué au cas d’un bulk. La section suivante optimi-
sera alors le choix des paramétres de ce modéle a partir des expressions semi-empiriques.

Le systéme considéré ici contient v espéces (1 < i < v) qui sont des sphéres dures avec
un potentiel intermoléculaire w;;(r,r’) = w;;(|r — r’|). Dans un bulk (volume V' de trés

grande taille), il n’y a pas de forces extérieures et les densités moyennes volumiques des v
espéces sont uniformes en espace (p;(r) = p;). L’énergie libre F d’un tel systéme s’écrit :

F=Fld pexr _ k?BTVZPi [ln (Alspi) — 1} + kT V®({na})

i=1
| ——
Gaz parfait Excés des sphéres dures
+ = ZZP“OJ //gw r,r’) w;;(Jr — r'|)drdr’ (3.2.1)
=1 j=1

Excés du potentiel intermoléculaire

ou g;j(r,r’) est la fonction de distribution de paire des molécules : p;g;;(r,r’) dr’ est le
nombre moyen de molécules j contenues dans le volume dr’ au voisinage du point r’ sa-
chant qu’une molécule 7 est située au point r. Les fonctions de distribution dans le bulk
ne dépendent que de la distance entre les molécules : g;;(r,r') = g;;(Jr — r'|). Avec une
hypothése de champ moyen (mean-field approzimation) (47|, la fonction g;;(r) est donnée
par

. . d; + d;
9ij(r) = { Losir>dij == (3.2.2)

0 sinon

La seconde condition est nécessaire sinon 'intégrale du terme de potentiel intermoléculaire
va diverger pour r = 0 (cas de la répulsion de Lennard-Jones ou des sphéres dures). En fai-
sant le changement de variable r” = r’ —r, 'intégrale du terme de potentiel intermoléculaire
s’écrit :

//Qz‘j<\r—r'|)wij(r—r’\)drdr’ = //gz‘j(‘r”’)wz‘j(\r”])drdr”
_ ( dr) ( r//zgglg|r”|)dr"> (3.2.3)

_ / wl |I‘H| dr”
|r”|>d



L’énergie libre du bulk par unité de volume s’écrit finalement :

; = ksTY_pi[ln (Alp) = 1]+ ksT®({na))

—_———
Gaz parfait Excés des sphéres dures

LSS / wy(Jef)dr

zl]l ‘r>1J

(3.2.4)

Excés du potentiel intermoléculaire
Le terme 1/2 devant l'intégrale de I'excés du potentiel intermoléculaire est da a la super-

position des sommes de ¢ et j.

Les moyennes pondérées dans le bulk s’écrivent avec d; = 2R; :

v

m = Zm g = g
Ny — ;pillﬂRi:;VZ‘hrR?
T isziZi]&Rz

n, = IIQZO

(3.2.5)

ol V; est le nombre de molécules 7 contenues dans le volume V.

Le potentiel chimique est obtenu en dérivant la relation (3.2.4) par rapport a V; :

af> X 9 ana

Gaz parfait
Excés des spheres dures

+ z/ wi )
[r|>d;;

Excés du potentiel intermoléculaire

(3.2.6)

La pression du bulk pp est obtenue en dérivant la relation (3.2.4) par rapport a V' :

= (g{;) ;kBT -0 VZ Ona <ana>T,Ni]
L1 ZZM / wiy(Jr)dr

i=1 j=1 [r>di;

(3.2.7)
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Il est immédiat de vérifier que V' <887;L}1) = —nq grace a la relation (3.2.5)

oOF
Do = — (W>T’Ni =  ksTpi +kpT ( ¢+ Z ana >

Gaz parfait

Excés des sphéres dures

(3.2.8)
3 oy
i=1 j=1 e|>di;
Excés du potentiel intermoléculaire
Une autre maniére de calculer la pression est d’introduire le grand potentiel :
Q=-pV=7F- ZNi Wi (3.2.9)
i
D’ow, avec f = 1/kpT, en combinant les relations (3.2.4) et (3.2.6) et en ayant noté que
on,
=Y 0 gt S s [ sl
i=1 j—=1 [r|>d;j
— Zno —q>+za—na Zzpﬂo]/ Bwg;(Jr|)dr
i=1 o e i=1 j=1 Ir[>di;
. ~ e N
Gaz parfait Exceés des sphéres dures  Excés du potentiel intermoléculaire

(3.2.10)
Les deux relations (3.2.8) et (3.2.10) sont bien évidemment identiques.

3.2.1 Sphéres dures

Les deux premiers termes de la relation (3.2.10) correspondent a la pression due aux
sphéres dures en y incluant le terme de gaz idéal. Conformément & la discussion du chapitre
précédent, si pour ® on choisit la version du “White Bear”, la somme de ces deux termes
va donner pour le mélange de sphéres dures la pression pM CSL de Mansoori, Carnahan,
Starling, Leland donnée par la relation (2.2.54).

3.2.2 Terme de Lennard-Jones

L’approximation WCA [108] divise le potentiel Lennard-Jones en une partie attractive
et une partie répulsive. La partie attractive, la seule retenue dans I’approximation WCA,
est de la forme :

dij <r< 21/60'1']‘ w = —€

N 12
21/602,], <r w = 4e; [(UU> —
r

<0'ij)6:| (3.2.11)

r

En nommant d;; = (d; +d;)/2 et en utilisant les équations (2.1.13) et (2.1.14), 'objectif
est de calculer

Z Z pipP;j / wij(r)dmridr (3.2.12)

zlgl r>d;j
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Soit

21/60L] 00
I:/ wij(r)47rr2dr:/ wij(r)47r7“2dr+/ wij(r)dmr?dr  (3.2.13)
r>d r

i =di 21/80; )
n I
D’une part,
47T6ij 3
I = (v2a} - d) (3.2.14)
et, d’autre part, en posant u = ( > du = —dr
0ij
=t (1 1Y,
3.2.15
_ 1671'01]6” { }OO _ _20W\/§U%€ij ( )
V3 9
D’ou /s
Are; 207 203»6ij
S | (Ve ) - YT
=1 j=1
5v/2
~— 39 ZZPZPJ% [(\/QJ?J - d?j) T3 05}-] (3.2.16)
i=1 j=1
Y 8v/2
2SS s | -
i=1 j=1

Le terme de Lennard-Jones (LJ) est négatif. Il correspond & une attraction entre les molé-
cules qui contribue & réduire la pression totale du bulk.

3.3 Optimisation des paramétres

Dans cette section, ’objectif est de trouver les meilleurs paramétres pour adapter le
modele précédent a ’équation d’état de Bender [92] pour CHy et de Span-Wagner [97] pour
COs.

L’optimisation des paramétres sera réalisée en utilisant la fonction lsgnonlin de MAT-
LAB avec I'algorithme “trust-region-reflective”. Pour cet algorithme, le systéme non linéaire
d’équations ne peut pas étre sous-déterminé, c’est-a-dire que le nombre d’équations doit
étre au moins aussi grand que le nombre des inconnues. La température considérée est
T = 318K.

3.3.1 Parameétres pour CH,

La figure 3.3 représente la structure moléculaire de CH4 avec un atome de carbone et
quatre atomes d’hydrogéne disposés symétriquement autour de lui. Vu la forme de cette
molécule, il est raisonnable de la considérer comme une molécule sphérique.

Pour vérifier la sensibilité des paramétres {d, off eff } qui influencent directement la
pression du bulk calculée par le modéle DET-FMT, on fait varier chaque paramétre d’une
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FIGURE 3.3 — Structure moléculaire du méthane.
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FIGURE 3.4 — Sensibilité des paramétres pour CHy.

quantité infinitésimale, les deux autres paramétres étant fixés. La sensibilité & un parameétre
est une fonction sans dimension dont ’expression est donnée ci-dessous :

— .8pb
fz = 1’18

avec x; € {d, ol el } (3.3.1)
T

L’intervalle de densité du bulk adimensionnée choisi pour l'optimisation est pyd® €
[0;0.15]. Le diameétre des sphéres dures d et les paramétres de Lennard-Jones oll, elf
pour le méthane sont respectivement d = 0.380 nm, o/ = 0.381 nm et e/f = 148.2kpT.
Sur la figure 3.4, on voit que le diamétre de sphére dure d et le diamétre de Lennard-
Jones o7 sont les facteurs les plus sensibles sur le comportement de la pression du bulk
alors que la profondeur du puits de potentiel e// joue un réle moins important que les
deux autres paramétres. En prenant I’équation (3.2.8), la pression du bulk comporte trois
termes. Le premier terme correspond & la pression du gaz parfait : il est indépendant des
paramétres considérés. Le deuxiéme terme provenant de I’énergie libre d’excés des sphéres
dures dépend uniquement du diamétre des sphéres dures. Enfin, le dernier terme qui tient
compte de l'interaction moléculaire de type Lennard-Jones dépend des trois paramétres. Si
I'on regarde la formule pour prJ dans I’équation (3.2.16), on se rend compte que d et o/f
apparaissent a la puissance 3 tandis que /7 apparait seulement a la puissance 1. Il faut
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également noter que les courbes de sensibilité pour ﬁeé{h (ou 8 =1/(kpT)) et 05{14 ont a

peu prés la méme allure (les deux courbes sont homothétiques). Ces deux paramétres sont
donc corrélés et il sera difficile sinon impossible de pouvoir les identifier séparément.

Il est donc raisonnable de rechercher dcy, et Ué{h pour une valeur fixée de ﬁeé{h. Pour
une température constante T' = 318 K, on va prendre Beé{h = 148.2 [29]. Le domaine de
variation des paramétres retenu est [3.;4.25] x 10719 m. La méthode utilisée est la méthode
des moindres carrés. Le critére de convergence est choisi de maniére & ce que la variation
absolue de la fonction objectif & minimiser entre deux pas consécutifs soit inférieure a
1. x 1075, Le diamétre de sphére dure dcy, trouvé est égal & 3.56 X 10710 m et le diamétre
de Lennard-Jones est Ué{h =3.78 x 10710 m.

1 T T T T T T
-e-Bender
098 L _DFT-FMT_
0.96 b
0.94F b
N
0.92f b
0.9 b
0.88f b
086 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12
po(Pa) x10°

FIGURE 3.5 — Comparaison entre le modéle DFT-FMT et ’équation d’état de Bender pour
CH4.

Sur la figure 3.5, la pression maximale dépasse presque deux fois la pression critique du
méthane mais le modéle fonctionne encore bien par rapport a ’équation de Bender. Grace
a cette figure, on se rend compte que le facteur de compressibilité Z du CHy n’est pas trés
éloigné de 1.

3.3.2 Parameétres pour CO,

FIGURE 3.6 — Structure moléculaire du dioxyde de carbone.
La figure 3.6 représente la structure moléculaire du dioxyde de carbone. COy posséde

une structure trés différente de celle du méthane. Le CO5 est une molécule linéaire avec un
atome de carbone au centre et deux atomes d’oxygéne de chaque c6té. Rappelons que le
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FIGURE 3.7 — Sensibilité des paramétres pour COa.

concept de sphére dure considére le CO4 comme une molécule sphérique. L’optimisation des
paramétres est faite sur un intervalle de densité du bulk adimensionné pyd® € [0;0.2]. Le
diameétre des sphéres dures d et les paramétres de Lennard-Jones o/7, /7 pour le dioxyde
de carbone sont respectivement 0.38 nm, 0.40 nm et 246.15 kgT.

Comme dans le cas du CHy, le diamétre de sphére dure et le diamétre de Lennard-Jones
influent considérablement sur la pression du bulk, davantage que le puits de potentiel eé{)Q.

De la méme maniére que pour CHy, on fixe une valeur Beé{b = 246.15 [29] pour T = 318
K et on utilise le méme critére de convergence que dans la section précédente. La solution
optimale pour le diamétre de sphéres dures est doo, = 3.9 x 10719 m et pour le diamétre
de Lennard-Jones, 05]82 =4.0 x 10710 m.

1.1 T T T T T
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FIGURE 3.8 — Comparaison entre le modéle DFT-FMT et I'équation d’état de Span-Wagner
pour COs.

La figure 3.8 représente le facteur de compressibilité Z de CO2 en fonction de la pression
de bulk calculée par le modéle DFT-FMT et par I’équation de Span-Wagner. Un excellent
accord entre les deux approches est montré méme si la pression du bulk p, dépasse la
pression critique P, = 7.38 MPa.
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3.3.3 Application aux mélanges

Les optimisations séparées pour CHy et COq fonctionnent parfaitement pour donner
les équations d’état relatives a chacun des deux gaz purs. Le probléme posé maintenant est
d’estimer si ces paramétres trouvés indépendamment pour chaque gaz peuvent étre utilisés
pour prévoir ’équation d’état d’un mélange de ces deux gaz.

Dans cette partie, les valeurs optimisées séparément pour le calcul de I’équation d’état
de CHy et CO4 purs vont étre utilisées pour le calcul de I’équation d’état de leur mélange.
L’interaction intermoléculaire se produit désormais non seulement entre deux molécules
d’un méme gaz mais aussi entre deux molécules de gaz différents. Les paramétres corres-
pondant & l'interaction entre CH4 et COo vont étre déterminés en utilisant les régles de
Lorentz (2.1.13) et Berthelot (2.1.14).

6
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b d3
PCo,“CH,

FIGURE 3.9 — Comparaison entre le modéle DFT-FMT et les données de Brugge [20] pour
un mélange de CHy et COo.

La figure 3.9 montre la pression totale pr en fonction de la densité adimensionnée de
COg pour quatre rapports différents de densités volumiques des deux gaz pco,/pcu,- Les
courbes bleues continues sont obtenues par le modéle DFT-FMT tandis que les points
rouges correspondent aux données semi-empiriques fournies par Brugge et al. [20]. Il faut
noter que dans les expériences de Brugge, la température T est égale a 320 K et les pa-
ramétres des gaz sont optimisés pour une température T = 318 K. Cette différence est
négligeable et ’on observe que les courbes théoriques prédisent assez bien le comportement
du mélange CH4 — CO4 pour les quatre ratios.

3.4 Pression partielle d’'un mélange de gaz réels

La définition de la pression partielle d’'un gaz dans un mélange de gaz réels est une
notion délicate. Dans ce paragraphe, nous allons proposer une méthode permettant de
calculer précisément la contribution mécanique de chacun des composants d’un mélange.

On rappelle que la pression totale réelle du mélange est donnée par :

py = i)+ (y”)" (3.4.1)

ou (pH T représente la partie due aux sphéres dures tandis que (pE7)T correspond a la

partie due au potentiel intermoléculaire de Lennard-Jones.
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En utilisant I’équation (3.2.16), la part due au potentiel de Lennard-Jones (prJ )T peut
étre redistribuée séparément pour chaque gaz i comme indiqué ci-dessous :

2w z 8v2
()i = F )iz + (087 )iy = 3P Zpgfz‘j [3 ol — d?j] (3.4.2)
j=1
avec i,j € {CHy, CO2}.
La difficulté vient maintenant de la décomposition de la part due aux sphéres dures

(pf AT pour chaque gaz.

T
YO VDD
PEP4 44440

+4
‘4
‘e
++
+4
‘4

F1GURE 3.10 — Fluide confiné par deux plans durs.

Pour résoudre ce probléme, on va utiliser le théoréme du contact. Quand un fluide de
sphéres dures est confiné au voisinage d’un plan dur (figure 3.10), ce théoréme dit que la
pression exercée par le fluide sur la paroi est donné par I'expression usuelle des gaz parfaits
avec la densité moléculaire du fluide au contact (& un demi-diameétre de sphére) de la paroi.
Ce sujet est discuté en détail par Hansen et McDonald [39] et peut s’étendre pour calculer
la pression totale du mélange :

- H —d;
(i) = kT pl'(z = :
i=1

2

) (3.4.3)

Quand la distance entre les deux plans durs est assez grande, la concentration des
sphéres dans la zone centrale est uniforme correspondant aux conditions d’un bulk. L’équi-
libre mécanique du systéme impose que la pression (égale a la pression du bulk) soit iden-
tique dans chaque plan paralléle aux plans de confinement. Le pic de concentration maxi-
male a la paroi qui devient alors une constante pour chaque espéce du mélange comme
montré sur la figure 3.11 permet de calculer la pression partielle de bulk des sphéres dures
du gaz 7 basée sur son profil entre les plans durs en utilisant le théoréme du contact :

 H—d,

(pE'5); = kpTpS (= 5

) (3.4.4)
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FiGURE 3.11 — Distribution des sphéres dures du mélange correspondant & Hpep =
[7,12]d;.

En combinant I’équation (3.4.2) et I’équation (3.4.4), la pression partielle du mélange des
gaz réels s’écrit comme suit :

i H : - 8v2
by = (pgiS) + (pb )i = kBszHS(Z = Z - _pz ijfzj [_ 3 — d3] (3.4.5)

0.15
0.05 0.05

p PCH AR,
PCO,%CH,

FIGURE 3.12 — Pression partielle de CHy.

Les figures 3.12 et 3.13 montrent les pressions partielles de CHy et CO2 dépendant de
la densité dans le bulk du mélange de CHy et de CO9 avec T' = 318 K. Il faut rappeler que
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FIGURE 3.13 — Pression partielle de COs.
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FIGURE 3.14 — Pression totale du mélange de CHy et COs.
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I'interaction moléculaire se produit non seulement entre les molécules du méme gaz mais

aussi avec les molécules de 'autre gaz. Avec les mémes densités dans le bulk, prH4 est en

général plus grande que pgoz car le potentiel de Lennard-Jones de COs est plus grand que
celui de CHy en rappelant que le terme de Lennard-Jones tend & diminuer la pression. La
figure 3.14 fournit la pression totale du mélange donnée directement par le modéle FMT ou
calculée par la somme de la pression partielle des composants. Comme attendu, les courbes
sont en trés bon accord méme avec la densité la plus élevée. L’erreur relative maximum
entre les deux maniéres de calculer est égale & 1.65 %. Cela prouve la rationalité de notre

méthode de calcul de la pression partielle d’'un mélange du gaz réel.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre est présentée une revue rapide des équations d’état commencant avec
Van der Waals et couvrant une époque allant de 150 ans en arriére jusqu’a une période
récente. Paralléelement aux équations simples qui peuvent s’appliquer a différents gaz, des
équations spécifiques ont été établies pour des gaz particuliers. Une comparaison entre
équations théoriques et données expérimentales montre que ’équation de Bender [92] pour
CHy4 et I'équation de Span-Wagner [97] pour COg9 sont les meilleurs choix pour ce travail.

On est alors capable de trouver des parameétres raisonnables pour chaque gaz en utilisant
le concept de la théorie de la fonctionnelle de la densité DFT (Density Functional Theory)
et de la théorie fondamentale de la mesure FMT (Fundamental Measure Theory). Il faut
remarquer que ces théories fonctionnent non seulement pour un gaz pur mais aussi pour un
mélange de gaz en utilisant pour les paramétres les régles de Lorentz-Berthelot. La figure 3.9
de ce chapitre prouve que les paramétres optimisés indépendamment pour chacun des deux
gaz peuvent étre utilisés avec succés pour prédire les propriétés d'un mélange CHy — COs.
Enfin, la derniére partie de ce chapitre a détaillé une méthode de détermination de la
pression partielle de chaque composant dans un mélange a 1’aide du théoréme du contact.
Cette décomposition montre que la pression partielle de chacun des gaz peut étre calculée
dés que la densité de bulk de chaque gaz est connue.
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Chapitre 4

Modéle poromécanique

Ce chapitre établit un modéle poromécanique pour le réservoir de gaz de charbon en
allant de I’échelle nanoscopique a 1’échelle macroscopique en utilisant comme méthode de
changement d’échelle I’homogénéisation périodique. Les pores sont occupés un mélange de
gaz (CHy et COg). La matrice de charbon est parcourue par un réseau percolant de fractures
naturelles dénommées cleats. Les gaz sont adsorbés & 'intérieur des nanopores et diffusent
a travers la matrice vers le réseau des cleats ot le déplacement des gaz est gouverné par
la loi de Darcy. La matrice de charbon est supposée purement élastique et soumise a la
force de solvatation induite par l'interaction entre les molécules de fluide et la paroi solide
comme présenté dans le chapitre 2. Cette force provoque le gonflement ou la contraction
de la matrice qui modifie 'ouverture des cleats affectant directement la perméabilité du
réservoir. Le réseau de cleats est traité comme un systéme de dimension den—1otin = 2,3
est la dimension du réservoir. Les contraintes dans les cleats ont des composantes normale
et tangentielle données par la description postulée par Barton et Bandis |7, 10, 9, 11]. Ce
chapitre commence par analyser le réle de la force de solvatation dans probléme mécanique
a I’échelle nanoscopique puis introduit la description de Barton-Bandis retenue pour décrire
le comportement mécanique des cleats.

4.1 Force de solvatation dans le probléme mécanique

A Déchelle nanoscopique un mélange de gaz confiné occupe les nanopores en respectant
I’équilibre thermodynamique. Contrairement au bulk, la distribution des molécules de gaz
a lintérieur du pore est non uniforme & cause du potentiel extérieur de Lennard-Jones
solide-gaz qui entraine une force répulsive & courte distance et une force attractive a longue
distance. Sur la figure 4.1, €),, représente les nanopores tandis que la phase solide est notée
Q. Le fluide adsorbé exerce une force surfacique éventuellement non uniforme sur la paroi
solide. Cette force surfacique est la somme de la force solvatation IT (définie par rapport
a la pression de bulk du fluide) et de la pression d’équilibre donnée par fy_,s = II 4+ p, n
oll n = ny_,, est le vecteur normal unitaire extérieur a la phase fluide. Elle comporte une
partie normale £ , et une partie tangentielle f% , .

f—s
L’équation d’équilibre dans les nanopores s’écrit

{V~an =0 dans 2,

op,-n = —fp o surl

(4.1.1)
ol o, est le tenseur des contraintes dans la phase fluide des nanopores présenté au chapitre

2 (§ 2.3.1). Notons que sans la force de solvatation II, 'équation précédente se raméne au
probléme de poroélasticité classique.
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FIGURE 4.1 — Illustration des domaines dans la matrice de charbon.

4.2 Comportement élastique non linéaire des cleats

Pour compléter la description locale, mais maintenant a 1’échelle de la matrice de char-
bon parcourue par le réseau de cleats, considérons la description du contact au travers
des fractures en utilisant la description de Barton-Bandis [7, 10, 9, 11]. Dans ce modéle, la
contrainte entre les cleats est présentée en terme de perturbation de ’ouverture caractérisée
par la distance moyenne d entre les deux faces opposées + et — (figure 4.2).

FIGURE 4.2 — [llustration de I'interaction mécanique entre deux faces opposées a la surface
du cleat.

La fermeture in-situ a cause de la compression est définie comme la différence entre
I'ouverture maximale V;,, (correspondant & une contrainte normale nulle) et 'ouverture
réelle d

[un] = d — Vi, (4.2.1)

ol [uy] est le saut normal de déplacement défini a partir de 'ouverture maximale. Quand
les cleats sont ouverts d = V;,, et Ju,] = 0. En revanche, quand ils sont totalement fermés
[un] = =V

Dans le cadre de notre travail, on s’intéresse a la perturbation relative & un état de
référence (indice 0) qui est quantifiée par le saut de déplacement normal a cause de la
compression [uy .]. Pour une pression donnée 558 entre les deux zones + et — de chaque
coté du cleat, la fermeture du cleat est définie relativement & 1’état de référence par la
relation suivante :

[un] = [uno] + [un,c]- (4.2.2)
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avec [upc] = ut -nt +u”-n” = (ut —u") - nt ot ut et n* sont le déplacement et
le vecteur normal correspondant de chaque coté du cleat (figure 4.2). Par conséquent, en
suivant la formulation [7], la relation constitutive entre la fermeture du cleat et la pression
de contact est gouvernée par 1’équation hyperbolique proposée par Barton et Bandis

~BB
lopotnd 7%
= — 4.2.3
K,V
57133 - M (4.2.4)
Vin + [[un]]
ot 758 dénote la composante normale du vecteur contrainte sur la surface des cleats et
K, ; est la rigidité normale initiale obtenue pour BB = 0. Cette relation peut s’écrire sous
forme incrémentale :
KoV,
daPB = Kpdfu,) = ——=" _d[u,] (4.2.5)
" (Vi + [[un]])z

La figure 4.3 représente un profil typique de la composante normale de la contrainte associé
avec la loi de Barton-Bandis. On peut observer la croissance asymptotique de la rigidité
normale K,, quand [u,] — —V},.

——
Vm . [[unyc]]

F1GURE 4.3 — Courbe typique associée & la loi hyperbolique de Barton-Bandis.

A coté de la composante normale 758 du vecteur contrainte, la composante tangentielle
6173]3 se comporte de maniére plus compliquée |7, 8]. Cependant, dans la limite d’un saut
tangentiel de déplacement [u,] petit (la contrainte tangentielle doit étre moins de 30% la
valeur au pic de cette contrainte [8]), la friction induit un comportement qui reste élastique
linéaire. Par souci de simplification, notre développement ultérieur sera restreint & une
dépendance linéaire de 728 fonction du saut tangentiel de déplacement et gouvernée par
un coefficient de friction constant 0 < p. < 1, défini comme le ratio entre la rigidité
tangentielle et la rigidité normale du cleat.

[I((; = ZLZ with  p = Kri _ II;TL (4.2.6)

Kni
ou K; désigne la rigidité tangentielle initiale.
Finalement, en dénotant o' et o~ les tenseurs des contraintes sur les deux cotés de la
fracture, le vecteur de la traction £y est donnée par

tr=0"-n" =0 -n"=0o-n" (4.2.7)
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Cette relation peut étre écrite :
o-n" = K,[u,] + K:[u,] (4.2.8)

La relation précédente s’écrit sous forme incrémentale

dot-nt = do~ -nt =do-n*
do-nt = K,[du,]+ K,[du,] (4.2.9)
avec [du,] = (du®-n*+du” -n")n" =[(dut —du") -nt|n* -
et [du,] = du®—du — [du,]

4.3 Homogénéisation réitérée

L’objectif de cette partie est d’effectuer une homogénéisation de la description mé-
canique allant de I’échelle nanoscopique a 1’échelle macroscopique en adoptant pour la
porosité une description lagrangienne. La premiére homogénéisation concernera la matrice
de charbon contenant les nanopores. Puis, ce modéle microscopique sera homogénéisé en
considérant le systéme discontinu des cleats décrit par la loi de Barton-Bandis.

4.3.1 Modéle nanoscopique

Comme décrit dans la section 4.1, I’échelle nanoscopique comporte une phase solide
désignée par )5 et une phase fluide dans les pores désignée par €2, ot le comportement
des gaz a déja été moyenné en utilisant la physique statistique. L’interface entre les deux
phases est dénotée I',,5s. L’équation de I’équilibre mécanique s’écrit :

V-0,=0 dans Q,
{ V.o0,=0 dans (4.3.1)
avec comme conditions sur 'interface I';,
op-n=0s-n=—II+pyn) (4.3.2)

ol n désigne le vecteur normal extérieur a la phase fluide. Le tenseur des contraintes de la
phase solide est donné par :

os =cs: E(uy) dans €, (4.3.3)

ol cs est le tenseur de rigidité du solide, us; dénote le déplacement et €(us) = (Vu, +
(VuS)T) /2 représente le gradient symétrique du déplacement en adoptant I'hypothése des
petites déformations.

4.3.2 Changement d’échelle pour la matrice

Aprés avoir établi le modéle nanoscopique, ’étape suivante est le changement d’échelle
en utilisant la procédure de I’homogénéisation périodique pour obtenir le comportement
poroélastique de la matrice. Le milieu est supposé constitué de cellules-unités de longueur
caractéristique £ supposées représentatives du milieu qui sont reproduites périodiquement
en espace. Elles se composent d’un domaine solide Z; et du domaine fluide des nanopores
Zy avec linterface 0Z,s. La longueur caractéristique de la matrice est L et ’on suppose
que ¢ < L. On introduit le petit paramétre de perturbation ¢ = /L < 1. Deux systémes
de coordonnées supposées a prior: indépendantes en suivant le principe de séparation des
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échelles sont introduits : une variable dite rapide z définie telle que z/¢ = O(1) et une
variable lente y telle que y/L = O(1).

En adoptant un point de vue macroscopique (c’est-a-dire en considérant L comme
longueur de référence), 'opérateur dérivation spatiale est défini par :

VY 2) = Vi (4, 2) + Vel (y,2) (134)

Notons que dans I’équation précédente € joue un réle purement formel indiquant simple-
ment 'ordre de grandeur en e des différents termes.
Enfin, chaque variable f sera supposée développable en série entiére du petit paramétre

FFly,z) =) My, 2) (4.3.5)
k=0

Le probléme mécanique nanoscopique dépendant de € est maintenant réécrit dans la
cellule-unité :

o = cs: S(uge)) =Cs: <8y(ug€)) + 6715Z(uga))) dans Z,
v - Uge) = (Vy+ eV, - (cS : S(uge))> (4.3.6)
Vv - US) =0 dans Z,
c®.n = o®.n=_ ( ©n + H(e)) sur 9Zns

Enfin sur la surface extérieure 0Z;. de la cellule-unité que l'on supposera fermée (voir
plus loin) sont appliquées des conditions de périodicité : égalité des déplacements et des
contraintes normales pour les points se correspondant par périodicité.

On procéde alors au regroupement des termes suivant leur ordre de grandeur en puis-
sance de €. Pour la phase solide Z, on a :

Vv, - [cs : 8z(u(0))] =0

VZ-UgO) =0

Vy-a'go) +VZ-0'§1) =0

o =, [£,u) 1 £.(u0)

(4.3.7)

De méme pour la phase fluide des pores Z,, on a :

{ VZ-G;O):O

\ R 0'7(10) +V,- 0',(11) =0 (438)

La condition sur I'interface fluide solide 07, s’écrit :

A 0 (4.3.9)

oy Nn=o0;

{ 0'510) ‘n= aff’) ‘n = —(pg,g)n + H(O))
n

A partir des équations (4.3.7), on obtient que u®(y, z) = u(®(y), c’est-a-dire que ul®

est une variable lente ne variant qu’avec la coordonnée y. De plus, le terme de fluctuation
en uM) est solution du probléme suivant :

V.- (cs : 8Z(u(1))) = 0 dans Z,
C,: [,u) + £ uM)] - n = —(pn+TO) sur 9z, (4.3.10)
Périodicité sur 02,
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Trois termes de forgage (c’est-a-dire empéchant la solution en u) d’étre constante en
z) apparaissent dans le probléme précédent : le gradient macroscopique de déformation
E y(u(o)), la pression de bulk pﬁfi) et la force de solvatation II(). Tirant profit de la linéarité

du probléme, le probléme en u®) est décomposé en
ulM = ul + pOy 4+ M) (4.3.11)

Le probleme en u™ est donc ramené a la résolution des trois problémes suivants.

V.- <cs : 8z(ué1)) = 0 dans Z,
Cs: [gy(u(o)) + £Z(u£1))} ‘n = 0 sur 0Z,; (4.3.12)
Périodicité sur 0Ze
avec
V. (cs:€,(n)) = 0 dans Z;
(cs:&€:(m+I)-n = 0 sur 0Z,, (4.3.13)
Périodicité sur 07,
et
Vv, - (cs : Ez(ugrl))) = 0 dans Z,
Cs : 8Z(u7(r1)) ‘n = MO sur 97, (4.3.14)
Périodicité sur 90Zg,

(1)

Par linéarité, la solution du probléme élastique en ue’ est cherché sous la forme :
ul) = ¢£(z): €,u®) (4.3.15)

ou le tenseur d’ordre 3, £(z), satisfait au probléme de fermeture :

V. (cs:E,(&) = 0 dans Zs
n-cs:[[+&.(8)] = 0 surdZ,; (4.3.16)
Périodicité sur 0Zg,

1
La notation I représente le tenseur identité d’ordre 4, I;ji; = 3 (0361 + 0udjk) ot 6

est le symbole de Kronecker. Il faut noter que pour une géométrie de pore arbitraire, la
force de solvatation dépend de la variable rapide, n® =m® (2z). Cette force ne se réduit
a une pression uniforme que dans le cas d’un pore sphérique, d’un pore cylindrique ou de
deux plans paralléles.

Aprés avoir considéré le probléme local, on construit maintenant les équations a 1’échelle
supérieure de la matrice. Le tenseur des contraintes totales est défini comme la somme des
moyennes volumiques du tenseur des contraintes dans chacune des deux phases constitu-
tives

a0 = (¢ 4 (o)) (4.3.17)

m n

ou (.) désigne I'opérateur moyenne volumique sur la cellule-unité. En intégrant les équations
(4.3.7¢) sur la partie solide Zs et (4.3.8b) sur la partie fluide Z,, de la cellule, compte tenu
de la condition (4.3.9b) sur U'interface 0Z,; et des conditions de périodicité sur les bords
de la cellule, I’équilibre mécanique a 1'ordre O(e") s’écrit

V, o9 =0 (4.3.18)
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On introduit alors le tenseur des constantes élastiques de la matrice
Cn = (cs: (I+E&:(8))) (4.3.19)

En moyennant 1'équation (4.3.7) et en utilisant la décomposition (4.3.11), il vient

(o) = (cs: (T+E.(6))) : £,(u) + (cs : E.(m)p) + (s : E-(ul)))

=C,,: gy(u(o)) + < 52(77)>p£2) + <Cs : 5Z(u§rl))> (4320)

Reste a calculer la contrainte moyenne dans la phase fluide (0'510)> induite par la force de

solvatation. Pour simplifier, on considére seulement ici le cas des pores fermés. Basé sur

(0)

I’équilibre local V, - 5”7 = 0 et la symétrie du tenseur des contraintes, on déduit que
V. (6Vgz)=c? (4.3.21)

En utilisant le théoréme de divergence ainsi que la condition (4.3.9a) sur linterface 07,5,
on obtient

(o)) = (Vs (o) ® 2)) = o)) ®z nds

12l Joz,,
1 1
_ (0) - = (0) (0)
= o, n)®zdS = pyy/n +IIVY) ® 2dS 4.3.22
21 )y, (0 0) 2] Jos,' ) (43.22)
= —Gmp VT — 1 " ® zds
\Z] Joz,,,
Finalement
o ® = Cp: £,(u®) = amp® + (c, : £.(u)) — é' [ m0szds @32

ol oy, = oI — (cs 1 £.(m)) est le tenseur de Biot-Willis. En utilisant la relation classique
(cs 1 €2(m)) = (V- &) démontrée dans [3], on peut déduire que :

am = oI —{cs: E.(M) = I — (V.- &) (4.3.24)

En résumé, le tenseur de gonflement est défini par :

Fg=(c,:E,(ulM)) — ‘;‘ g % @ zds (4.3.25)

Le tenseur des contraintes dans la matrice s’écrit :

o) = Cp: £,(0) — pl) + Fs (4.3.26)
Cette équation comporte trois termes : un terme de contrainte effective, le terme de Biot
classique et une nouvelle composante provenant de la force de solvatation.

Le modéle poromécanique a deux échelles établi ci-dessus permet de décrire le compor-
tement de la matrice. En supposant que p£2> = p$2) (y), dans le domaine €,,, occupé par la
matrice, le probléme homogénéisé de la matrice s’écrit :

L0
Vy 0'?8) =0 o dans Q,, (4.3.27)
om’ = Cp:E,Y) —a,py + Fs
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4.3.3 Formulation incrémentale

e Généralités

Le tenseur de gonflement F'g se comporte de maniére non linéaire, car il dépend de la
porosité ¢,, de la matrice et de la pression du mélange des fluides ainsi que de la forme
des nanopores. En utilisant le cadre traditionnel de la mécanique du solide et en omettant

les indices supérieurs, la contrainte de la matrice est reconstruite sous forme incrémentale
de la maniére suivante :

doy = Cp:E(du) — amdpm + Y ¥idpm,i + v dom (4.3.28)
=1

OFs . _ OFs

apm,'i B 8¢m

OU P, représente la pression partielle de bulk du gaz i (1 < i < v) et ¢, est la porosité
lagrangienne de la matrice.

Il reste maintenant & calculer la variation de la porosité lagrangienne. On va d’abord
prolonger le déplacement ug appartenant & la phase solide dans la phase fluide. Il suffit
par exemple de remplacer la phase fluide par une phase poroélastique dont les propriétés
¢lastiques correspondant au tenseur élastique Cjy sont évanescentes (C; — 0). Elles ne
joueront donc aucun réle sur 1’équilibre du systéme. Le déplacement dans la phase fluide
va s’écrire

Yi = (4.3.29)

u,(y,2) = ul(y) +uP(y,2) + .. (4.3.30)
Le vecteur déplacement s’écrit dans chaque phase :

{u = u, dans Z;

u = u, dans 2, (4.3.31)

Le calcul est effectué sur une cellule périodique & Pétat de référence Z"¢f. Lorsque la
cellule se déforme, cela va entrainer un changement d|Z,| du volume de la phase fluide.
Cette variation de volume par rapport au volume total de la configuration de référence
Zref représente la variation de la porosité lagrangienne [25] :

Cdjz. 1

d — —
Om = (gres] = 77| Jy

du, - n,dS (4.3.32)

En considérant le domaine fermé des pores Z, d’interface 07, = 0Z,s a lintérieur de
cellule unité Z = Z,, U Z,, on a

1 1
doy, = ——+ du, - n,dS = ———+ V - du,dV
!Z;ef | Sz, 1Z7¢0] [z, ( )
4.3.33
= —— [ V-dudV — —— V - dugydV
|27/ | /z 1Z7¢0| J z,
= (V-du) — (1 - ¢p)(V -duy)®
ou () = ()/(1 — ¢p) est la moyenne volumique intrinséque sur la phase solide.
En utilisant la condition périodique et en tenant compte de la relation u® = u(so) =
u&o), le premier terme s’écrit :
V.du)=(V, - du® + Vv, . du")y =V, - du® + — [ duV . n.dS
( )=y )=V Z| Joz (4.3.34)

=V, - du” =v,.dul?
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Le deuxiéme terme du membre de droite de I’équation (4.3.33c) se décompose en :
(V-duy)® =V, -dul? + (V. -dulM)® (4.3.35)

Comme il reste seulement le déplacement de la phase solide dans les différentes expressions,
u, est remplacé par u. La variation de la porosité de la matrice se transforme en :

ddm = bm (Vy : du<0>) - <VZ : du<1>> (4.3.36)
Comme la fluctuation du déplacement est donnée par
du) = ¢(2) : £, (qu®) + dp{Y)n + du) (4.3.37)
on a
<vz . du<1>> —(V,-£(2)): € (du<°>) +apO (V. ) + <VZ - du,<3>> (4.3.38)
Sachant que (V- &) = ¢ I — oy, selon (4.3.24), il vient :
dpm = am: &, (du<0>> —dpO (V. ) — <Vz - du§3>> (4.3.39)

En introduisant la compressibilité du grain solide par rapport a chaque pression partielle
de gaz, en sommant les composantes mécanique et de force de solvatation avec

i _apa(ox ((ve-ul?)) = (92 -m)

et en admettant comme approximation raisonnable que pp, = Y ;| Pm,i, la variation de la
porosité lagrangienne s’écrit :

ddm = om:E, (du<0>) I i B; dp?; (4.3.40)
=1

En combinant les relations (4.3.28) et (4.3.40), on déduit que :

doe® = C* € <du(0)) +3 (1 + v Bi — ) dpll; (4.3.41)
i=1
avec C;, = C,+v Qo (4.3.42)

Cette relation conduit a la définition d’un nouveau module tangent pour la matrice incluant
la composante de la force de solvatation associée au changement de porosité de la matrice.
Le paramétre de Biot-Willis modifié qui incorpore maintenant les effets de la force de
solvatation s’écrit

Qi = — Y — VB (4.3.43)

L’équation (4.3.41) prend la forme finale :
do,, = C;, :E&(du) — Z o AP, (4.3.44)
i=1

Il convient de noter que, contrairement a o, le parameétre modifié o, ;
b

propriété de la matrice mais dépend également de chaque gaz du mélange.

n’est pas une
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e Cavité sphérique

Comme le cas des cavités sphériques est beaucoup plus simple a traiter sans modifier
fondamentalement la physique des phénoménes, on va considérer dans les applications que
la matrice contient des pores sphériques.

Dans ce cas, la force de solvatation IT est uniforme sur la surface du pore et va pouvoir
étre simplement sommée a la pression du bulk p,, sous réserve que toutes les cavités soient
de méme rayon. En notant R le rayon de la cavité et n la normale extérieure unitaire, en
invoquant (4.3.22) avec la relation

4
/ n®ndS = gTrRQ I (4.3.45)
S

on obtient

<U£10)> = —Cﬁmpgg) - L H(O) ® ZdS = _Qbmp?(vg) - H(O)i
Z| Joz,. 2] Joz,..

= o) + IO

n® (Rn)dsS

(4.3.46)
(1)

De plus, comme II est constant dans le pore sphérique, la solution du probléme en uj

vaut
ull) = 110y (4.3.47)

ou le vecteur m est la solution du probléme (4.3.13). On a donc
(Cs: E.(uM))) = (Cy - E.())TI? (4.3.48)
En combinant avec 'équation (4.3.24), le tenseur de gonflement (4.3.25) devient
Fs=((cs: E.(n)) — ¢ D) IO = —a,, 11O (4.3.49)
Le tenseur des contraintes dans la matrice est donné par :

o® = Cpi £,(u) = (Y +TO) (6,1 — (C, : £.(m)))
= Co: £,?) = (¥ +TV)a,, (4.3.50)

En supposant que le tenseur de Biot-Willis e, est isotrope, les équations (4.3.41) et
(4.3.44) peuvent étre réécrites sous la forme :

dow = Ch:E(Au)+> (i +vpBi— om)dpm; I (4.3.51)
=1
do,, = C;,:E(du) — Za;‘mdpm’il (4.3.52)
i=1
avec C;, = Cp+vay,lel et o, =an—7—vp (4.3.53)

Finalement, en combinant I’équation (4.3.40) avec la relation (V - u§1)> =NV, - n),
on obtient

d¢m - amvy . du(o) - dp1(7(")¢) <VZ . 77> - <Vz : dugr1)>

= anV,-du® - S (v, p)(dply); +an®) (4.3.54)

m,i
i=1
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Le dernier terme a droite peut étre écrit sous la forme dII1(®) = > i1 (dAIL/dpp, i )dpm,i- Cela
entraine :

A = 4,V - (du(O)) + ZV: Bi dpfg?i
i=1

Pour le cas isotrope ou — (V- n) = (am - rmef> ks

dIl Qi — Tmef
P = 1 4.3.55
IB <dpm,z' * ) ks ( )

ol ks est le module d’élasticité isostatique des grains solides [3].

4.3.4 Homogénéisation avec le réseau de cleats

Dans cette partie est réalisée 'homogénéisation de 1’échelle microscopique a I’échelle ma-
croscopique en incorporant le réseau des fractures naturelles ou cleats. Le modéle poromé-
canique homogénéisé nano-micro des paragraphes précédents est combiné avec le compor-
tement non linéaire des cleats gouverné par la loi hyperbolique de Barton-Bandis. Contrai-
rement au modéle précédent, les cleats sont traités en tant que variété a (n— 1) dimensions
ol n est la dimension de la matrice (n = 2 en 2D; n = 3 en 3D). En notant respective-
ment /, et L, les longueurs caractéristiques des échelles micro et macro, le parameétre de
perturbation est maintenant réécrit € = £,/L, ol « est la variable lente tandis que y est
maintenant la variable rapide, y = x/e. La cellule périodique Y est entiérement occupée
par le domaine Y;,, de la matrice. Elle est coupée par le réseau des cleats avec une frontiére
entre les deux bords de la matrice désignée par 0Y, ;.

e Modéle microscopique

Pour simplifier les notations, les indices supérieurs du modéle microscopique seront
omis.

V.do,, =0

do,, = C}, : E(du) — oy, idpm i
; : (4.3.56)

dfm = 2 €y (du) + ) Bidpp,
=1

Bien que le champ de déplacement de la matrice soit discontinu sur l'interface matrice-
cleat, le vecteur de la contrainte est toujours continu. En considérant l'effet du contact
entre deux surfaces opposées des cleats, la forme incrémentale de la condition d’équilibre
matrice-cleat est donnée par :

doy, -nt = K,[du,] + K;[du,;] — aydp,n*

4.3.57
dpm,i = dpg,i ( )

oll pyi, Pg €t ay sont respectivement la pression partielle, la pression totale des gaz et
le coefficient de Biot de la fracture. Si on considére la présence de I'eau, le terme p, est
remplacé par la pression totale de la fracture définie par py = Spy,, + (1 — S)py ou S
représente la saturation et p, la pression de ’eau dans la fracture. Dans ce chapitre, le
modéle sera développé dans le cas du mélange des gaz. La loi de Barton-Bandis entraine
un comportement non linéaire supplémentaire dépendant aussi de la pression des gaz.
Plus précisément, la relation entre le coefficient de Biot des cleats oy et les parameétres
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de Barton-Bandis est examinée dans I’Appendice F. On montre qu’il est raisonnable de
prendre une valeur oy = 1 en supposant que la rigidité des cleats n’est pas grande vis-a-vis
de la rigidité du solide. Cette valeur ay = 1 correspond au cas ou les fluides appliquent
entierement leur pression sur 'interface matrice-cleat.

De plus, afin de restreindre les effets de la loi de Barton-Bandis aux fluctuations des
contraintes a l'intérieur d’une cellule, le terme de Barton-Bandis doit étre remis & 1’échelle
et prémultiplié par un terme ¢~!. Cela donne

do®) . pt =1 ( Ko [dud] + K, [dul ﬂ)—afdpgew (4.3.58)

e Homogénéisation de ’échelle microscopique a I’échelle macroscopique

Les résultats s’écrivent pour chaque ordre successif en ¢ :

O(2) : V, [Ck: Ey(du®)] =0
o) : v, dol¥ =0

da'( )= : [E2(du®) + £, (duM)] =37 o dpgg?i
O@E) : V,-dolV +V, dol) =0

(4.3.59)

La condition d’équilibre sur l'interface matrice-cleat s’écrit :

OE1) : Ci: 8y(du(0)) nt = K,y[dul] + K, [du”]
0(e) C:, ¢ [Ex(du®) + €y (dutM)] .nt =
Ck, : [£x(du®) y(du’(l))]-n+ = K,[dul’] + K, [dul"]

— LV (apdp)) T — o, dpl,) - mt

(4.3.60)

Des conditions de périodicité doivent bien siir étre ajoutées sur les bords extérieurs

OY e de la cellule-unité.

En integrant les équations (4.3.59a) et (4.3.60a), on obtient du® (z,y,t) = dul® (x, 1)

et [[du ]] = [[d ]] = 0. Le fait d’avoir ajouté un terme e~! dans 'équation (4.3.58)

implique que la combinaison des matrices et des cleats se comporte comme un milieu rigide
a lordre O(e"). Le probléme de fermeture pour u® est donné par :

\ [Cin : Sy(du(l))]
Ci, : [E.(du?) + £y (dutM)] - nt
C:, : [€:(du®) + £ (duM)] .0t = K, [dul]+ K, [dul]
— > (oI — ay, ;) dpé?g -t sur 9Y,,s
(4.3.61)
Par souci de simplification, dans le probléme mécanique, la différence de pression entre
I'intérieur de la matrice et les cleats sera négligée. Cette hypothese d’équilibre quasi-statique
entre la matrice et le cleat entraine que pfg?i = pél) = pgoz) (z,t). Par conséquent, le terme
de droite dans ’équation (4.3.61a) disparait. Il faut noter que dans le cas instationnaire ot

(0) (0)

Pinsi = Prn, ;(x,y,t), un terme additionnel reliant la différence de pression entre la matrice
et le cleat doit étre pris en compte [69, 50]. De méme que pour le modéle & deux échelles, le

i Vy- (a:n,idpgn,i> dans Yy,

terme de fluctuation du® se décompose en du®® = dugl) + dugrl) correspondant au terme
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élastique et au terme de force de solvatation. On a :
A\ [Cfn : Sy(dugl))} =0 dans Y,
Ct - [Em(dugo)) + &, (du; (U)} nt = C [gl,@ug% + £, (duy (1))] .ot
= K, [[du((alr)l]] + K, [[duélT) sur Y, s

(4.3.62)
et
v, G &y@l)] = o dans Y7o
- +O)] pt = o ] nt
Ck, - [sy(dmr )] n Ch [%(duw )] n (4.3.63)

= K,[dul)] + K. [dul)]
— i (I —ar ) dpg?i) -nt sur 9Y,,f

ol [[dug,)l]], [[dug)ﬂ, ﬂdugrlzl et [[dugrl)T]] sont respectivement les sauts normaux et tangentiels

des déplacements dugl) et du&l). Comme dugl) dépend linéairement de £, (du(o))

du(l) =¢: gm(du(o)) + du7(r1) (4.3.64)

A la différence du probléme a deux échelles (4.3.16) ou le tenseur d’ordre 3, &, dépend
uniquement des propriétés élastiques de la phase solide et de la géométrie de la cellule-
unité, ce tenseur comprend maintenant une contribution liée au comportement non linéaire
des cleats et a travers le tenseur C;, une contribution liée & la pression des fluides.

V,-[C;, : €,(8)] =0 dans Y,
nt-Ch o [I4+Ey(ET)] = nt-Ch: [I+E,(&7)] (4.3.65)
= Kn[[&n]] + K- H&T]] sur ame

avec [€,] =nT (nT- &Y +n™-€7) et [¢,] = &7 —€& —[€,]. La contrainte macroscopique
0'%9 ) est définie comme la moyenne de 0'52) en intégrant (4.3.59d) sur toute la cellule Y et

en utilisant (4.3.64), (4.3.59) et la périodicité sur les bords de la cellule :

V,-dol =0

do?) = €17 £,(du®) + (C;, + £, (dul)) = Y ag, dpll) (4366

g7Z
i=1
ou le tenseur d’élasticité effective du probléme & trois échelles est donné par

cr = (T4 &) (4.3.67)

qui dépend & la fois de la pression des fluides au travers de la dépendance de £ et des para-
meétres de Barton-Bandis. L’équation (4.3.66) donne la forme incrémentale de la contrainte
macroscopique en respectant le principe de la contrainte effective.

Le probléme maintenant est de développer une équation pour la variation de la porosité
des cleats. Tout d’abord, on détermine la variation d’ouverture des cleats H(y) générée
par la fluctuation du saut normal de u®

dH =n* - [€] : £,(du'”) +n* - [dul] (4.3.68)
avec " o .
@] = dud*  quld- (4.3.69)
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La variation de la porosité des cleats est calculée par intégration sur toutes les interfaces
matrice-cleats & I'intérieur de la cellule-unité.

1
d¢;= — [ dHdr (4.3.70)
Y| Joy

En combinant la théoréme de divergence et la périodicité, il vient :
deyp = — [(Vy €Y E, (du<0>> + <vy : du§3>>} (4.3.71)

e Application aux nanopores sphériques

Le cas des nanopores sphériques permet de simplifier le modéle & trois échelles en pas-
sant de termes tensoriels & des termes scalaires. Dans ce contexte, on introduit la fonction
caractéristique 7 solution de la fermeture suivante :

V- Cr &) = 0 dans Yy,
Ci:EMmT) nt = C;:E(n) nt (4.3.72)
= Kyu[n,] + K:[n,] —n" surdY,,;

ot [n,] =nt(mt -t +n"-n)etn]=n"—n —[n,] En utilisant le caractére
scalaire de a:‘n’i dans 'équation (4.3.53), on peut utiliser les équations introduites ci-dessus
et utiliser le probléme (4.3.63) pour réduire 1'équation (4.3.64) sous la forme

dulV = ¢: £,(du®) + 1 > (af - af,,;) ) (4.3.73)

g5t
i=1

Comme mentionné précédemment & propos de 1'équation (4.3.64) pour &, les fonctions £ et
1 de I’équation précédente ne doivent pas étre confondues avec leurs analogues introduites
a ’échelle nanoscopique dans les équations (4.3.11) et (4.3.15). Cette nouvelle forme de
u7(r1) correspondant au deuxiéme terme de I’équation (4.3.73) nous autorise & recomposer
la contrainte macroscopique dans la formulation (4.3.66) pour écrire

v

dol?) = €97 £,(du®) = [@las — al) + g 1] dpl) (4.3.74)
i=1
avec
a = —(C:Em)=—(Vy-§ (4.3.75)

Cette relation entre les deux fonctions caractéristiques 1 et € prouvée dans le cadre du
probléme poroélastique classique assure la symétrie des équations de Biot [3]. Cette égalité
reste toujours valide ici alors que n et € sont dépendants des rigidités de Barton-Bandis.
Les calculs sont détaillés dans I’Appendice C.

Le premier terme a droite dans I’équation (4.3.74) représente la forme incrémentale de
la contrainte effective macroscopique reliée directement & la déformation a I'ordre O(e)
tandis que le deuxiéme terme désigne le probléme de Biot non classique dépendant de la
pression des gaz.

Le tenseur de Biot-Willis modifié est défini ci-dessous :

af © = alay—ap,;) +anl

= aat+o,(I-a) —(v+v6) (I-a) (4.3.76)

Poroelasticité non-linéaire  Effets de solvatation

112



La décomposition aiT inclut une partie du probléme poroélastique classique en combi-
nant 'effet de Barton-Bandis pour les cleats et une partie découlant de la force de solvata-
tion. I1 faut noter que la deuxiéme partie va provoquer une augmentation significative de
a;fp par rapport & la valeur unité maximale du probléme de Biot classique.

Enfin, on va établir I’équation pour la perturbation de I'ouverture des cleats. En inté-
grant avec I’équation (4.3.73), on a :

dH = nt [€]: E(du®) +nt - [[n]]zy:(af—a;knyi)dp(o-) (4.3.77)
=1

En utilisant le théoréme de la divergence et en considérant la relation (4.3.75), on est
capable d’exprimer la variation de la porosité des cleats ¢y comme suit :

dg; = - [<Vy €)1 &, () + (v, m) Y (ag — o) dpl)
i=1
= a:&; (du(o)) —(Vy-m) Z (ap — oy, s) dpé?i) (4.3.78)
i=1

4.3.5 Résumé du modéle a trois échelles

Par souci de simplicité et afin de faciliter ’analyse des résultats numériques, la simu-
lation va seulement considérer sauf mention contraire la présence de nanopores sphériques
tous de méme taille.

Connaissant les parameétres { K, K} des cleats, les équations (4.3.65) et (4.3.72) per-
mettent de calculer les fonctions caractéristiques € et 1. Le modéle macroscopique a trois
échelles combinant force de solvatation et comportement non linéaire des cleats gouverné
par la loi de Barton-Bandis et en supposant un équilibre en pression entre la matrice et les
cleats s’écrit finalement :

V,-dol =0
dol?) = Ceff : £,(du®) — Y7, oT dp”) (4.3.79)

dor =a: €, (du®) —(V,-m) 37, (O‘f - a%,i) dpy)

avec les coefficients homogénéisés {C%//, aT'} donnés par (4.3.67) et (4.3.76).

Dans le cas d’une matrice dense (sans pores) (a;,, =~ 0), si 'on compte I"absence de la
force de solvatation & I'échelle nanoscopique (y; = v > 0) et I'on suppose le coefficient de
Biot des cleats ay = 1, la symétrie des équations de Biot est retrouvée :

dagg) _ (Ceffzé'x(du(o))—adpgo) (4.3.80)
a6y = @i & () (v, n)dpf (4.3.81)

4.4 Comparaison avec des résultats expérimentaux

Cette section vise & comparer les résultats numériques fournis par le modéle avec des
données expérimentales. La figure 4.4 représente l'installation expérimentale réalisée par
Day et al. [28] pour observer le gonflement du charbon lors de 'injection de gaz.

L’échantillon est mis & la température désirée et ’enceinte est remplie & la pression
requise. Le charbon est laissé au moins deux jours pour atteindre 1’équilibre avant la mesure.
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FIGURE 4.4 — Installation expérimentale pour le gonflement du charbon [28].

Dans ces conditions expérimentales, la pression du fluide sur le bord extérieur de
I’échantillon est égale a la pression présente dans des cleats. Il est donc légitime de supposer
que 'ouverture des cleats reste a une valeur constante pendant ’expérience. La déforma-
tion totale de I’échantillon est alors exactement la déformation de la matrice. Le modéle
théorique a trois échelles peut étre réduit au modeéle & deux échelles (solide + nanopores)
en négligeant le role des cleats.

4.4.1 Cas de nanopores sphériques

Pour effectuer la comparaison, le milieu est supposé se composer d’une phase solide et
de nanopores sphériques. Nous rappelons les équations appliquées aux cavités sphériques
. . . 5 . . _ v .
sous forme incrémentale en adoptant 'approximation py,, = > 7| Pm,

V-do,, = 0
do,, = Cp: E(du) — ay, (dpy, +dIN I
dom, = a,V-(du)+ >, Bidpm, (4.4.1)
dII QO — ,rﬁf
: = 1
ﬂ (dpm,i * ) ks

Nous allons comparer notre modéle & deux échelles avec les résultats expérimentaux
de Day et al. [28] dans le cas d’une injection de dioxyde de carbone pur. Le milieu sera
supposé isotrope et ’on introduit la déformation volumique ¢, = V - u.

Sur le bord extérieur de I’échantillon, une pression uniforme du gaz est imposée. La
variation cette pression va entrainer un changement du comportement de la matrice, en
particulier du module d’élasticité isostatique K,,. Le probléme obéit aux équations sui-
vantes :

—dp,, = Kpdey — oy, (dpp, + dI)
ref (4.4.2)

Um — Pm”

A = amdey + (dpy +dIT) =
S

Afin de résoudre complétement ce probléme, on a besoin de déterminer la valeur de

K, ainsi que celle du coeflicient Biot «a,,. K, est calculé a ’aide de ’approche analytique
de Mori-Tanaka. D’autres techniques pourraient étre utilisées : le modéle auto-cohérent
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[101] ou des approches numeériques soit par la méthode des éléments finis (FEM) soit par la
méthode utilisant la transformation de Fourier rapide [68]. En théorie, le milieu se comporte
non linéairement & cause la modification la taille des pores. On doit donc mettre & jour la
valeur de K, qui varie légérement & chaque pas de calcul.

Grace a la détermination de K, le coefficient de Biot est déduit par :

Km
ks

Comme hypothése de calcul, nous supposons que I’échantillon & I’état initial contient
toujours une petite quantité de gaz adsorbé méme apreés la procédure de dégazage. C’est
la raison pour laquelle a été choisie la valeur initiale de la pression de COs indiquée dans
la table 4.1.

oy =1 —

(4.4.3)

Paramétres Unité | Valeur
Température T' K 313
Diamétre de la molécule dco, m 3.9 x 10710
Diameétre du pore D), =2 R m 5dco,
Pression a I’état initial pi™ MPa | 0.35
Module d’élasticité isostatique kg GPa | 2.1
Coeflicient de Poisson de la phase solide vy 0.4
Porosité initiale de la matrice ¢ % 17.3

TABLE 4.1 — Paramétres pour la validation du modéle a deux échelles dans le cas de pores
sphériques.
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FIGURE 4.5 — Déformation volumique numérique et expérimentale 28] en fonction de la
pression de COq dans le cas de pores sphériques.

La figure 4.5 représente la déformation volumique du charbon en fonction de la pression
de COs injectée. La courbe rouge correspond aux résultats numériques tandis que les points
verts sont les données expérimentales. La valeur de €, croit rapidement au début quand
la pression du gaz est encore faible puis elle a tendance a ralentir pour des pressions plus
élevées. Le calcul numérique du modeéle & deux échelles est en trés bon accord avec les
résultats expérimentaux. La figure 4.6 montre la variation de la porosité de la matrice en
fonction de la pression p,, du gaz. Comme prévu, le gonflement du charbon s’accompagne
d’une augmentation du volume des nanopores.
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FIGURE 4.6 — Variation de la porosité de la matrice ¢y, en fonction de la pression de COs.

4.4.2 Cas de nanopores ellipsoidaux

Le calcul précédent a démontré 'efficacité du modéle utilisant des pores sphériques a
reproduire les résultats expérimentaux. A titre d’exercice nous allons maintenant considérer
que les nanopores sont des ellipsoides de type oblate ayant tous la méme taille. Les grands
axes mesurent a = b = 4dco, et le petit axe ¢ = 2dco,. Le calcul de DE'T-FMT est réalisé
a température constante T' = 313 K.

La figure 4.7 représente le profil de la force de solvatation en fonction de la coordonnée
z (adimensionnée par dco,) et de la pression d’équilibre de COg. Avec cette géométrie
de la cavité, la force de solvatation oscille entre valeurs positives et valeurs négatives.
Contrairement au cas ellipsoidal présenté dans le chapitre 2, la phase fluide tire sur la
paroi solide & certains endroits et la pousse & d’autres endroits.
d’ellipsoides. Pour effectuer les calculs, on construit une cellule-unité contenant la phase
solide et 100 nanopores ellipsoidaux distribués aléatoirement selon la position et ’angle de
rotation en s’assurant que les ellipsoides tous identiques ne se croisent pas (voir figure 4.8).
Les caractéristiques du milieu sont les mémes que dans la partie précédente (voir table
4.1) sauf que maintenant la porosité de la matrice vaut 10.4 %. Puisque la géométrie de
la cellule-unité est fixée, le calcul non linéaire de la partie précédente devient linéaire avec
un tenseur des constantes élastiques & 1’échelle microscopique C,, et un tenseur de Biot-
Willis e, constants. Cy, est calculé par application successive de tenseurs des déformations
moyens dans la cellule-unité suivant les différentes directions, procédure équivalente a la
résolution des problémes de fermeture (4.3.16) et a I’application de la relation (4.3.19). au,
est obtenu a 'aide de la solution du probléme de fermeture (4.3.13) et a application de la
formule (4.3.24).

Fg donné par I'équation (4.3.25) est calculé en résolvant dans la cellule-unité le pro-
bléme (4.3.14) en ugrl). La figure 4.9 montre les composantes diagonales Fg 11, Fi5922, Fi533
du tenseur F'g. Les trois termes sont presque identiques pour toutes les valeurs de p,.
L’effet local de IT a disparu puisque le milieu a été structuré de maniére aléatoire. Ces
composantes, d’abord positives (indiquant une traction exercée par le gaz sur la paroi)
aux faibles pressions de COs, passent ensuite par un maximum au voisinage de 0.36 MPa
(valeur que nous choisirons dans la suite comme pression de référence) avant de décroitre
quand la pression de COy augmente jusqu’a atteindre des valeurs négatives (pression exer-
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II (Pa)

z/ dCO2

FIGURE 4.7 — Force de solvatation II en fonction de la coordonnée z adimensionnée et de

la pression de COs.

FIGURE 4.8 — Cellule-unité pour la matrice comprenant des nanopores ellipsoidaux.
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cée par le gaz sur la paroi) aux grandes pressions de COg. Si 'on compare cette géométrie
ellipsoidale avec la géométrie sphérique de la figure 2.12 ot F'g = —ay, I1 1, nous observons
le méme type de comportement : & partir de la pression de référence, I’'augmentation de la
pression de CO2 conduit a relacher progressivement 'effort de traction puis & augmenter
la pression sur la paroi du nanopore.

Par ailleurs, la figure 4.10 indique les composantes hors diagonale du tenseur symétrique
de gonflement Fg 12, Fg 13, Fi523. Comme attendu, les termes non diagonaux sont trés faibles
d’environ deux ordres de grandeur par rapport aux termes diagonaux. Ceci montre que le
cisaillement est négligeable dans la configuration considérée.

.
25210 . . . . .

fa ——F 11
ok % ——F 0
F33

15} : -

1F : .

05F

Termes diagonaux de Fs (Pa)

-1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Pression de la matrice p,, (Pa) «108

FIGURE 4.9 — Termes diagonaux du tenseur de gonflement F'g en fonction de la pression

de COs.

x10

+Fs,12

1 ——F 13| |

Termes non-diagonaux de F (Pa)

0 1 2 3 4 5 6 7
Pression de la matrice p,, (Pa) %108

FIGURE 4.10 — Termes non diagonaux du tenseur de gonflement F'g en fonction de la
pression de COa.

L’équation d’équilibre de la matrice solide s’écrit

{V'am =0

on = Cpu: g(u) —ompm + Fg (4.4.4)

Pour simuler 'expérience de Day et al. [28], on considére que la condition sur le bord
extérieur de la matrice solide est une pression uniforme correspondant a la pression imposée.
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La solution du systéme d’équations (4.4.4) correspond donc & une contrainte uniforme dans
la matrice

Par conséquent, chaque composante du tenseur des déformations, uniforme en tout point
de la matrice (et satisfaisant donc nécessairement au principe de compatibilité des défor-
mations) est donné par :

E(w) = S, : [pm (m — I) — Fg] (4.4.6)

ot S,, = C,.} est le tenseur de souplesse ou tenseur de complaisance [30].
Dans le cas général, la déformation n’est pas nécessairement uniforme dans les trois
directions et la déformation volumique doit étre calculée par la formule €, = €11 + €29 + €33.

=
(&)]
T

——Modele
Donnees experimentales

Deformation volumique &(%)
o
wn =

O 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Pression de la matrice p,, (Pa) %108

FIGURE 4.11 — Déformation volumique théorique et expérimentale [28] en fonction de la
pression de COq dans le cas de pores ellipsoidaux.

Finalement, la figure 4.11 représente la courbe de déformation volumique de la matrice
en fonction de la pression de COs. Comme dans le cas sphérique, le modéle pour le cas
ellipsoidal montre un bon accord entre le calcul numérique et les données expérimentales
de Day et al. [28]. Il faut noter que ce résultat est obtenu pour une porosité de la matrice
¢m nettement plus faible que dans le cas sphérique. Ceci est sans doute di aux valeurs
plus importantes de la force de solvatation pour des nanopores ellipsoidaux.

4.5 Poromécanique a 1’échelle du réservoir

On considére seulement ici la présence de COy dans des nanopores sphériques ayant
tous le méme diameétre D), et avec une porosité donnée de la matrice.
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4.5.1 Coefficients v et v de la matrice

Dans cette partie, on va calculer les coefficients v et v du modéle & deux échelles qui
sont donnés par la dérivée de la pression de gonflement Fg relativement a la pression du
gaz et a la porosité de la matrice (voir équation (4.3.29)).

Paramétres Unité Valeur
Température T K 318
Diameétre moléculaire de CO3 dco, m 3.9 x 10710
Diameétre du pore D, =2 R m 5dco,
Pression de référence pfﬁf MPa 0.5

Module d’élasticité isostatique de la phase solide ks | GPa 4.5
Coeflicient de Poisson de la phase solide v, 0.4
Porosité de référence de la matrice ¢, % 18.5
Coefficient de Biot de matrice oy, 0.5

Module d’Young de la matrice F,, GPa 1.86
Coefficient de Poisson de la matrice vy, 0.36
Rigidité normale initiale K, [15] GPa/m | 6.6
Rigidité tangentielle initiale K; [15] GPa/m | 6.6
Ouverture initiale V;, [15] m 107 x 107
Rigidité normale de référence Kyl GPa/m | 1111
Rigidité tangentielle de référence K:ef GPa/m | 6.6
Ouverture de référence V¢l m 8.25 x 107
Porosité des cleats de référence qb}ef 0.41%

TABLE 4.2 — Paramétres du calcul.

Les paramétres nécessaires au calcul sont donnés dans la table 4.2. La figure 4.12 montre
la variation du coefficient  en fonction de la pression de CO5. On observe une chute initiale
suivie par une augmentation progressive. La valeur de « est toujours négative. Pour ces
pressions pas trop petites de CO2, quand on augmente la pression, davantage de molécules
de COs2 se trouvent dans la zone répulsive du potentiel de Lennard-Jones fluide-paroi et la
traction exercée par les molécules de fluide sur la paroi diminue.

Le coeflicient de Biot modifié¢ de la matrice «;, peut maintenant étre calculé a l'aide
de la relation (4.3.43) et est donné sur la figure 4.13 en fonction de pression de COs. Il
reproduit la tendance observée pour v et est plus grand que le coefficient de Biot de la
matrice oy, = 0.5 en I'absence de force de solvatation. o, augmente d’abord rapidement,
passe par un maximum, puis diminue avec ’augmentation de la pression du gaz. Cependant,
la valeur minimale de «;, reste supérieure & 1 qui est la limite supérieure d’un coeflicient
de Biot en poroélasticité classique.

En considérant la matrice isotrope, le module d’élasticité isostatique est calculé selon
la relation 9K}, = C;, : I : I en fonction du diamétre de la cavité pour trois valeurs
différentes de la pression du gaz. K, est peu sensible au changement de taille du pore et
a la valeur de p,,, méme aprés avoir tenu compte de 'effet de la force de solvatation via le
terme v = dFy/d¢y, (voir figure 4.14). De plus, a partir de I’équation (4.3.53), le second
coefficient de Lamé modifié 1, reste exactement égal a celui de la matrice. C’est la raison
pour laquelle on peut adopter I’approximation C? =~ C,, dans la suite des calculs.
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FIGURE 4.13 — a},/am, en fonction de la pression de COs.
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FIGURE 4.14 — Variation de K}, /K,, avec le diamétre des pores pour différentes valeurs
de la pression de COs.
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4.5.2 Résultats pour ’homogénéisation a trois échelles

On procéde maintenant au calcul des coefficients du modéle a trois échelles en intégrant
le role des rigidités {K,,, K;} introduites par Barton-Bandis pour décrire le systéme des
cleats. La simulation est effectuée pour les deux types de cellule illustrés dans la figure
4.15 : soit simplement deux cleats perpendiculaires soit une géométrie plus sophistiquée
basée sur le concept des face cleats et des butt cleats [87].

04 0.2
0} 0

0t \\ . Oﬁ\\ e
0.3 b, / 0.4 0}\ //4 0.6

k\/ 02 02 "0z 0.

0o 0 0
3 3
Ny L
(a) Cellule de type 1 (b) Cellule de type 2

FIGURE 4.15 — Deux configurations de la cellule-unité incluant les cleats.

Les deux configurations de la figure 4.15 possédent une méme valeur de la porosité
initiale ainsi que les mémes paramétres initiaux pour les cleats. Sur les bords de la cellule
sont imposées des conditions de périodicité. Pour la cellule de type 1, les problémes auxi-
liaires (4.3.65) et (4.3.72) peuvent étre résolus analytiquement pour {K,, K;} donnés (voir
les appendices D et E). La cellule de type 2 qui sera utilisée au §4.5.3 est de géométrie
plus complexe a cause du réseau de cleats. Le calcul sera alors réalisé numériquement en
utilisant le logiciel COMSOL Multiphysics with MATLAB | module Structural Mechanics
avec l'option “Thin Elastic Layer”.

Malgré la simplicité de la géométrie de type 1 (figure 4.15a), le changement d’échelle va
entrainer une anisotropie du milieu causée par la distinction entre les deux cleats perpen-
diculaires. Si le cleat (I) correspondant au plan y; = ¢/2 (£ est la taille de la cellule-unité)
posséde les rigidités normale et tangentielle { K, K1} et le cleat (II) localisé dans le plan
yo = £/2 posséde les rigidités {K ! KT} les composantes de la rigidité effective sont
données par :

celf KL [4p(N + 1) + (N + 2p) K1Y]
L g+ p) + N+ 2p) (KL + KN+ KIKII2
K [apN + p) + (A + 2p) K]

celf —
22227 4N+ ) + N+ 2u) (KT + KIT) ¢ 4 KIKI1p2
eff N (4p+ Kl + KJ'0)
Cazzy = A+ 20 — 7 7 T 7
Adp+ KLO+ KIT0) + (2 + KLO) (2 + KIT0)
)\KIKII£2

(Ceff — (Ceff —
W22 A (N ) + (N 20) (K 4+ KN+ KR
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pKEKIy

CTJ;{Q = N(K7I— —|—K7{I) —I—K£K7I_I£ (4.5.1)
cell _ A2u+ KHOKLe

W33 Ndp + KLe+ KIT0) + (2u + KLO) (2u + K11¢)
celf A2u+ KL Ky

2233 N(dp+ KLe+ K0y + (2u + KLO)(2u + K1L0)

eff _ KT

BB =V KIY

efy _ KT

2323 — /JJ+K71:I£

Le détail des calculs est présenté dans ’Appendice D. Par rapport aux propriétés de la
matrice dans le cas isotrope, le tenseur C¢/f a une forme plus complexe du fait du com-
portement des cleats. L’anisotropie provient non seulement de la structure géométrique de
la cellule-unité mais est aussi provoquée par les propriétés indépendantes des deux cleats.
Contrairement au cas isotrope classique, on s’apergoit que Cia12 # (C1111 — Ci122) /2 du
fait que la rigidité tangentielle du cleat K est différente de la rigidité normale K,,. Cela est
une source supplémentaire d’anisotropie. Par souci de simplicité, les paramétres des cleats
seront choisis de maniére & imposer une isotropie transversale au milieu homogénéisé. 11
s'agit de prendre deux cleats identiques ayant K! = K!T = KI = KII,

La figure 4.16 montre les valeurs horizontales af; = al, et les valeurs verticales a; des
composantes du tenseur de Biot-Willis global en fonction de la pression de COs. D’abord,
a’ monte du fait de augmentation de la force de solvatation pour les valeurs les plus
basses de p,,. Puis, il atteint un maximum au voisinage de 1 MPa. Ensuite, les courbes ont
tendance & diminuer pour des pressions plus élevées. De plus, on note la croissance de la
rigidité effective du réservoir illustrée par la composante Ci{{ 1 qui est présentée sur la figure
4.17 en fonction de la pression du gaz. La raison de cette croissance est 'augmentation de
la rigidité des cleats induite par le gonflement de la matrice.

5] T T T T T T

T — T
—o—Qq = Qy

451 ——al;

]

Pm (Pa) X 106

FIGURE 4.16 — Dépendance de o’ vis-a-vis de la pression du gaz.

4.5.3 Effet de la condition aux limites macroscopique

L’objectif du chapitre est d’étudier le comportement purement mécanique du milieu.
C’est la raison pour laquelle la pression du fluide est considérée partout uniforme a I’échelle
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FIGURE 4.17 — Dépendance de (C?lc{l vis-a-vis de la pression du gaz.

macroscopique. Le couplage entre les phénoménes du transport et la mécanique sera détaillé
au chapitre 5.

Considérons la condition aux limites & ’échelle du réservoir. Si I'on suppose d’abord
que son volume est constant avec des bords extérieurs fixés, comme la pression du gaz est
spatialement uniforme, le terme £, (du(o)) est nul dans le systéme d’équations (4.3.79).

La figure 4.18 montre la fermeture des cleats avec la croissance de la pression de COq
pour les deux types de cellules précédentes. Bien que les deux géométries soient trés diffé-
rentes, les deux courbes de porosité collent assez bien et tendent vers une valeur asymp-
totique quasi identique. Ces résultats soulignent la possibilité d’utiliser une cellule simple
plutét qu’une cellule sophistiquée tout en conservant la physique du probléme.

-3
45210 . . . . .
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FIGURE 4.18 — Variation de la porosité des cleats ¢; en fonction de la pression de COq
pour deux configurations microscopiques.

Pour montrer que la condition aux limites & 1’échelle macroscopique joue un réle crucial
sur la variation de la porosité des cleats, considérons maintenant que le réservoir est soumis
a une charge constante sur les bords. En faisant appel a la fermeture (4.3.79), on s’apergoit
que l'incrément de la contrainte totale est égal & zéro. Cette condition permet que le
milieu se déforme librement. Par conséquent, le terme &, (du(o)) est calculé en fonction
de C¢/f et de aT'. Ceci entraine une contribution de la déformation macroscopique sur le
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comportement de ¢. La cellule de type 1 est toujours choisie pour cette étude. La figure

0.025 T T T
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<
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pm(Pa) %108

FIGURE 4.19 — Variation de la porosité des cleats ¢ en fonction de la pression de COq
pour une charge imposée constante.

4.19 représente la dépendance de ¢ relativement a la pression de COgz en considérant une
contrainte macroscopique constante en faisant varier p,,. Sur cette figure, le comportement
de la porosité des cleats est totalement opposé & celui observé en utilisant I’hypothése
de volume constant du réservoir. L’augmentation de la pression du fluide provoque une
croissance rapide de ¢y, jusqu’a une valeur plus de 5 fois plus grande que la valeur initiale.
Ce phénoméne vient du déplacement libre sur les bords & 1’échelle macroscopique et son
mécanisme peut étre expliqué par deux éléments : d’abord le gonflement de la matrice puis
I'ouverture des cleats, les deux augmentant avec la pression du fluide tandis que la charge
est maintenue constante sur les bords du réservoir. Grace a ce résultat, on voit le réle trés
important de la condition aux limites & 1’échelle macroscopique sur la porosité des cleats.
Elle doit donc étre raisonnablement choisie pour chaque probléme physique considéré.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode de changement d’échelle par I’homogénéisation périodique
a été utilisée pour homogénéiser les équations locales de maniére réitérée. La premiére étape
vise & construire une équation pour la contrainte dans la matrice constituée d’une phase
solide et de nanopores fermés, quelle que soit leur géométrie. Contrairement au cas de
la poroélasticité classique, la présence de la force de solvatation IT entraine un effet non
trivial car sa magnitude est en général plus élevée que la pression d’équilibre des fluides.
Pour une cavité de forme complexe telle que la géométrie ellipsoidale, cette force n’est pas
uniforme et varie localement sur l'interface solide-pore. La force de solvatation IT va faire
augmenter le coefficient de Biot-Willis qui va pouvoir devenir supérieur & l'unité. Dans
une seconde étape, ’homogénéisation est ensuite réitérée pour décrire le comportement
macroscopique du réservoir composé de la matrice de charbon et d’un réseau de fractures
naturelles dénommeées cleats. Pour obtenir un modéle réaliste, on considére que les cleats
se comportent de maniére non linéaire au travers du contact entre les surfaces opposées des
cleats. La modélisation de ce phénoméne introduite par Barton-Bandis est appliquée aux
réservoirs de gaz de charbon. L’injection de CO5 dans le réservoir provoque une dilatation
du volume de la matrice qui peut entrainer une forte réduction de la porosité des cleats, ceci
dépendant des conditions extérieures appliquées. Cette réduction est bien str ralentie par
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les rigidités {K,,, K;} des cleats qui aident les cleats a rester ouverts et permet d’assurer
un transport régulier des gaz dans le réservoir.
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Chapitre 5

Modeéle a trois échelles pour le
transport des gaz et de 'eau

Contrairement aux réservoirs conventionnels, les réservoirs de gaz de charbon, (CoalBed
Methane ou CBM) contiennent principalement le méthane a ’état adsorbé a l'intérieur des
nanopores de la matrice. Le réseau des cleats est d’abord saturé principalement par ’eau et
par une petite quantité du gaz libre. Pour exploiter le gaz, 'eau doit étre d’abord retirée,
ce qui est obtenu simplement en réduisant la pression du réservoir. Une fois suffisamment
d’eau éliminée, le réseau des cleats devient percolant pour la phase gaz et le méthane sera
transporté par diffusion de 'intérieur de la matrice vers les cleats, puis évacué sous 'effet
du gradient de pression au travers du réseau de cleats vers le puits de production [100]. La
premiére période d’exploitation correspond donc a la production de I'eau. Suit la période
de production de CHy. Quand la production de méthane commence & diminuer significati-
vement, une injection de COy peut permettre d’accélérer la production de méthane. C’est
ce que 'on dénomme ECBM ou Enhanced CoalBed Methane. Un des avantages supplémen-
taires est de stocker COy qui est un des facteurs principaux provoquant l'effet de serre.
Dans ce chapitre, I'objectif est d’abord de construire, toujours par changement d’échelle,
les équations pour 1’écoulement multiphasique de CHy4 et de CO4 ainsi que de ’eau. Puis en
couplant les équations du transport avec le probléme poromécanique présenté au chapitre
précédent, des simulations numériques de ’exploitation de réservoirs de gaz de charbon
seront présentées.

5.1 Transport des gaz dans la matrice

Le transport des gaz au travers de la phase solide de la matrice est un probléme re-
doutablement complexe si I'on souhaite ’examiner & 1’échelle moléculaire. Toutefois ce
transport s’effectue sur des distances trés courtes de 'ordre du millimétre correspondant
4 un demi-espacement entre cleats et la constante de temps associée sera inférieure a la
journée alors que l'exploitation d’un réservoir de gaz de charbon se déroule sur des échelles
de temps de l'ordre de I'année. C’est pourquoi nous nous contenterons ici d’une description
trés simplifiée des processus de transport dans cette phase méme si le stockage du gaz dans
les nanopores est décrit précisément au moyen des outils développés dans le chapitre 2.

5.1.1 Equations a I’échelle des pores

On considére la matrice se composant d’'une phase solide dénotée 25 et d’une phase
de nanopores déconnectés €2,. Les nanopores sont supposés a I’équilibre thermodynamique
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décrit par une pression de bulk (le systéme est supposé isotherme). Dans la matrice, le
transport des gaz est dominé par une diffusion de type Knudsen & cause de la taille des
pores de l'ordre du diamétre moléculaire des gaz. On suppose que les molécules d’eau ne
peuvent pas pénétrer dans la matrice. Seuls diffusent au travers de la phase solide CHy et
COs. Dans la formulation simple retenue ici, notons que seules sont prises en compte les
interactions entre chaque espéce de gaz i et la phase solide et pas les interactions mutuelles
entre les deux espéces de gaz présentes. En négligeant la capacité de stockage de la phase
solide, I’équation de diffusion pour les gaz dans la phase solide s’écrit :

V - (Ds;iVpsi) =0 dans Qg (5.1.1)

ou ps; et Dg; sont la densité et le coefficient de diffusion du gaz i (i = CHy, CO3) dans la
phase solide.

Dans la matrice, le gaz est adsorbé (stocké) dans les nanopores comme détaillé au cha-
pitre 2. Le nombre de molécules de gaz ¢ contenues par unité de volume dans un nanopore
en équilibre avec un bulk de densité moléculaire py,; est p,;G; ou G; est le coefficient de
partition pour le gaz i. Le calcul de ce coefficient de partition est précisé par Le et al. [54]
dans le contexte de la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) et présenté au cha-
pitre 2. Méme si la distribution de densité moléculaire dans un nanopore a 1’équilibre est
trés complexe, nous allons supposer que ’équation de diffusion a l'intérieur d’un nanopore
est virtuellement donnée par

0 (Gippi)

9t =V . - (Dn;Vpy;) dansQ, (5.1.2)

ot D, ; est le coefficient de diffusion d’un nanopore et p,; une densité moléculaire de bulk
équivalente. Comme le nanopore est supposé a I'état d’équilibre thermodynamique, pour
décrire cette situation, le coefficient de diffusion D,, ; va étre supposé beaucoup plus grand
que le coefficient de diffusion du gaz dans la phase solide Dy ;.

La condition d’équilibre & I'interface solide-nanopore I'y5 s’écrit :

Pbvi = Ps,i
’ H 513
{ —DyiVpp;-n=—-Ds;Vps;-n ( )

5.1.2 Homogénéisation nano-micro

L’objectif est d’homogénéiser les équations locales (5.1.1-5.1.3) pour obtenir I’équation
moyenne de conservation de masse dans la matrice. En suivant la méme procédure que
celle présentée dans le chapitre précédent, on utilise une cellule périodique Z incluant
un domaine solide Zs et un domaine des nanopores Z, avec une interface 0Z,s. Pour
homogénéiser ce probléme, le coefficient de diffusion dans les nanopores D,, ; est supposé
étre de Pordre de O(e7!) celui de la phase solide Ds ;. Cette hypothése est basée sur l'idée
que I’équilibre thermodynamique dans les nanopores entraine une diffusion instantanée
tandis que le transport des gaz a intérieur du solide est gouverné par une diffusion de
type Knudsen.

Les équations locales & ’échelle d’une cellule-unité périodique sont résumeées ci-dessous

V - (DsiVpsi) =0 dans Z,

0 (Gipp) ~1

— =V (5 Dn,inbvi) dans Z,, (5.1.4)
Pbi = Ps,i sur 07,

—e_an,inbJ ‘n=—-Ds;Vps;-n sur 0Z,
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oV =¢1V >+ V. Les densités moléculaires py ; (y, 2) et psi(y, z) sont alors développées
en série entieére du petit parameétre €. Des conditions de périodicité s’appliquent pour p, ; sur
la frontiére extérieure 0Z,. de la cellule-unité. L’homogénéisation de ce probléme s’appuie
sur les références [58| et [59].

(0)

e Probléme en Ppi €t p

()

(0)
Sy
Le probléme en Pp.i s’écrit

V.- (Dn,ivng?i)) =0 dans Z,

(5.1.5)
—Dn’iVZpl()Oi) -n=20 sur 02,

(0)

Il est immédiat de vérifier que p,; ne dépend pas de la variable locale z soit pl(f)i) (t,y,z) =
0) (4
pb 7 ( 9 y)
De maniére similaire, le probléme en pgoi) est donné par

V. (DSiVZp(O)> =0 dans Z;

EX)
o0 = o) sur 07, (5.1.6)
Périodique sur 0Zpye

On trouve p(o-)(t,y,z) = pg?i)(t,y). Pour simplifier, on dénote p(o.)(t, y) = pl()ol)( y) =

8,1 Syt
pgg)l( y). Ici, pgg?i(t,y) représente l'ordre zéro de la densité moléculaire de gaz i dans la

matrice.

(1) (1)

e Probléme en p, s

(1

Le probléme en Pp.i ) dans les nanopores s’écrit

et p

V.- <Dn,inPl(771i)> =0 dans Z,, (5.17)
—Dy i (Vzpt()’li) + Vypgn)l> -n=0 sur 97, o
La solution pour pl()’ll.) prend la forme suivante :
. 0
,0( ) = Pz(, )(tay) -z Vypgn?i (5.1.8)

(1)

ol py ; (t,y) joue le role d'une constante d’intégration. En considérant une expansion de

() (1)

Taylor pour p, ’; et la relation (5.1.8) pour Pp.; » on obtient

Pty 2) = puki(ty) + 2 Vit y) + oy (L y, 2) + O()

= ph(ty) + 04 (L y) + OF) (5.0.9)
La densité moléculaire py; est donc constante dans la cellule-unité a Pordre O(e?).

Les densités de flux molaires & 'ordre O(¢”) dans la phase solide et dans les nanopores
sont données par

-]feoz) = —Ds; (Vngyli) =+ Vyﬂi,%) (5.1.10)
i z—Jm&Vmﬁ+VWﬁ) (5.1.11)
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(1)

Le probléme pour p,; dans la phase solide s’écrit

v V[ (vl el

. A MY _

_ vz.(Ds,,Vzpsz)—O dans Z, (5.1.12)
Perlodlque sur 0Zg,

(1)

.. est cherchée
b

Du fait de la condition non homogéne sur I'interface 0Z,, la solution pour p
sous la forme

1 A(1
pﬁ,} (t.y,2) = Pz(,,z-) +x(2)- Vypfn)z (5.1.13)
ou x est solution du probléme de fermeture

V. (DsiV.x) =0 dans Z

X=—-z sur 02,5 (5.1.14)
Périodique sur 0Zge
e Probléme pour pl(fi)
V. (Do (Vanfl) + i) )] =0 dans Zn 1 15)
~Dui (Varly) + 9upl) m= =D (Vapl) + Vyp) om s oz

3) (2)

e Problémes pour p;; et Ps.i périodiques sur 07,

0
(W = V.o D (Vapll) 4 9upfY)| dans 2,
+ V- D (Verl) + V0l
0 = V.. -Ds,i Vzp(SQZ) + Vyp“> dans Z; (5.1.16)
+ e D (V) + V)|
| D (Vzpéi)+vyp§i’) n = _DS,;(vngzuvypg )) n  sur 8%,

eEquations moyennes
En utilisant la condition de continuité sur l'interface 07, et la condition périodique
sur I'interface 0Z, la moyenne des équations ci-dessus est donnée par

0 <¢mGiP(O)‘) 1
S\ me _ O) . (0) _ . (0)
= |Z|[ v, ’ZdV—i—/ZSVy JS7ZdV:| v,- (i) (6117)

ou la porosité de la matrice est définie par ¢,, = |Z,|/|Z]. Les densités de flux molaires

(0 )

dans la phase solide j,;/ et dans les nanopores j OZ- sont données par les relations (5.1.10)
et (5.1.11). Rappelons les relations (5.1.12) et (5.1.15)

A\ _]i,oz) = 0 dans Z
V.- _]7(102 =0 dans Z, (5.1.18)
.]gol) = Jfloz ‘n sur 0Z,;
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Pour un vecteur densité de flux j défini sur Z et a divergence nulle (V,-j = 0), on a
j=V.-(j®z).Dou:

/jdV:/VZ-(j@)z)dV: n-(joz)dS= [ z(j-n)dS (5.1.19)
Z Z o4 oz

:(0)

-]n,i

(0)

EX

/jfff.dv = / 2 (i) - m,) as (5.1.20)
Zn ’ ns '

fitar = [ (@n)ast [ =(@m)as  Gaz

se

Appliquons cette relation aux vecteurs densités flux et j

En notant que n,, = —n;, et en combinant avec la condition limite pour le probléme en

pfi) , on obtient

<j2(0)> _ ’; . z('g)z')'HS) ds

= L zDg; [(Vzp(l) + Vyp(o)) . ns] ds

2] Jaz., > "
1 (0)
- —— Dy i(z@ng) - (I+V.x)dS| - Vyp, s
1Z| [Joz.. 7
= _Deq,i : Vypq(‘r(z],)z <5122)

ou le coefficient de diffusion effectif est donné par

1

Deai =171

[ Dus(z@my) - (I+ vzx>d5] (5.1.23)
0Zse

Finalement, I’équation homogénéisée du transport dans la matrice s’écrit :

0 (mGinly);)

= =V, (Degi - Vol (5.1.24)

m,i

I1 faut noter que cette procédure d’homogénéisation n’est pas classique car le coefficient
de diffusion dans les nanopores est un ordre plus grand que celui dans la phase solide. Le
résultat homogénéisé final montre que les nanopores jouent uniquement un réle de stockage
via les coefficients G; tandis que le coefficient de diffusion effectif a une forme particuliére
qui ne dépend que du coefficient de diffusion dans la phase solide.

5.2 Transport des gaz et de ’eau dans les cleats

5.2.1 Equations a ’échelle microscopique

On considére la présence d’eau et de gaz dans le réseau de cleats a 1’échelle micro-
scopique. La matrice occupe le volume (2, et les cleats occupent le volume €y avec une
interface matrice/cleats dénommeée I'f,,. Dans les cleats, 'eau s’écoule en suivant une loi
de Darcy en réponse a un gradient de pression de l'eau p,,. Le gaz lui se déplace par
convection en suivant une loi de Darcy en réponse a un gradient de pression du gaz p, et
chaque espéce relativement 1'une par rapport a 'autre par diffusion. Le mouvement di a
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I’équation de Darcy est un mouvement correspondant & la masse du gaz. La diffusion devra
donc étre décrite en terme massique [16]. C’est pourquoi au lieu des densités moléculaires
Pg,i» nous allons travailler avec les masses volumiques pg; = pg,; M; /Nay ot M; est la masse
molaire du gaz i et Ny, le nombre d’Avogadro. En supposant que ’eau est incompressible,
le transport des gaz et de l’eau dans les cleats est gouverné par la loi de Darcy pour le
mouvement moyen et par la loi de Fick pour la diffusion des gaz

(1 — S)pgi krk, _
O~ B)pys 5 Voi . (ﬁg,ﬂ; ngg+ngVwi> =0

g
S kK (5.2.1)
Y. w | =0
ar Y < Vp )
Py = Ez Pg,is Pg = Zz Pg.is wi = ﬁg,i/f_’g

ou S désigne la saturation de 'eau (volume occupé par I'eau / volume des cleats) et w; la
fraction massique du gaz ¢ dans les cleats. k¢, k4 et k., sont respectivement la perméabilité
intrinseque d’un cleat, la perméabilité relative du gaz et de 'eau, D est le coefficient de
diffusion binaire du mélange de CHy et COg, 1y et fi, les viscosités dynamiques du gaz et
de 'eau. La pression capillaire définie par p. = pgy — p.» est supposée seulement fonction de
la saturation de I'’eau S. Donc, les densités de flux de masse de gaz i et de flux volumique
d’eau sont données par

k gk _
Jg,i = _ﬁg,ingg_ngvwi
ok 9 (5.2.2)
J, = _Mva
Haw

En omettant les indices (0) et y, I’équation de transport de la masse dans la matrice
est reformulée

0 Gipm.i
W +Vjgi=0 dans Qp (5.2.3)
avec la densité de flux de masse de la matrice jy; = —Degi - Vpm,i ol pp; est la masse

volumique de bulk du composant ¢ dans la matrice.
La condition de transmission a l'interface cleat-matrice I, exprime la continuité de
la pression et de la densité de flux normale :

{ Jgi Npm =Jgi - Dpm sur Tt (5.2.4)
Pm,i = Pg,i

Pm,i dénote la pression partielle de bulk du gaz ¢ dans la matrice. Par souci de simplification,
a l'interface cleat-matrice, on utilise une condition de continuité de la pression plutot que
de la concentration car I’équation de Darcy dépend du gradient de pression. Ces deux
conditions sont bien siir équivalentes.

5.2.2 Homogénéisation micro-macro

De la méme fagon que pour 'homogénéisation nano-micro, les équations microscopiques
sont maintenant homogénéisées pour obtenir la loi de transport macroscopique a 1’échelle
du réservoir.

La cellule-unité périodique se compose d’un sous-domaine Y;,, correspondant & la ma-
trice et d'un sous-domaine Y} correspondant au réseau des cleats avec une interface 0Yy,,
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entre les deux domaines. La variable lente et la variable rapide sont désignées respective-
ment par x et y. Le paramétre de perturbation € est défini par y = ex. Les équations
s’écrivent

o[- 5,]

+V-Jy;, = 0 dansYy

ogs & (5.2.5)
5 +V.-J = 0 dans Yy
pe =Py — Py
avec
kpk
Vi =~ V0, — DR VS
kfkm/jg . (5.2.6)
J = — Vi + Vs
o M

Dans la matrice, le mécanisme de diffusion suit une diffusion de type Knudsen tandis que
dans les cleats la diffusion est moléculaire. Par conséquent, le coeflicient de diffusion dans
la matrice D¢, ; est plus petit que celui dans les cleats. En considérant le concept de double
porosité, il est raisonnable de prendre O(Dey ;) = £2D. On a donc j;i = —€2Deq7,~ Vg,
[69, 51, 55]. Soit

NPmGi i)

5 +V-j;; =0 dansV, (5.2.7)

avec la condition & l'interface

N =i ..
{ o =R oy, (529
m,i g,i

On va collecter les termes correspondant aux différentes puissances de . En utilisant I’équa-
tion (5.2.5) a l'ordre O(e72) et I'équation (5.2.8) a l'ordre O(¢~1), on a

ke,
v, <p§?3 72 Iv,pV) +Dp§0>vyw§°>> —0

dans Y (5.2.9)
k ko k ik f
—Vy ( ’ Vypéo)) +Vy- < ’ Vyp§°)> =0
Hw Hw
et
kek,
(ﬁg,)i) j; v,y + Dﬁéo)vyw§0)> =0 sur Ly (5.2.10)
g
On obtient
Py (@, y,t) = ply) (. )

Il faut rappeler que pgo) dépend uniquement de la saturation S. Donc, S(O)(:c,yjt) =

SO (z,1).

o Termes de fluctuation
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En collectant les termes & I'ordre O(s~1) dans 'équation (5.2.5) et a Pordre O(¢”) dans
I'équation (5.2.8), on a

g

g dans Y, (5.2.12)
etk krkra g
—Vy- < ];L Vyi’é”) +Vy- ( ];L Vypz(:l)) =0

w

ks
V- <p§03 J; =20V ypy) + Dpy v, ?”)_0

et

krk,
[ﬂéf ’; £ (V P + vl )) +DpY) (waZ(O) + Vywz(l))} ‘n=0
g

 kyk, kik, 2.
FfFrg (V PO+ v p(l)) Rfhrw (V MONR p(1)> ‘n=0 (5.2.13)
Hg Hw 5
sur 0Y .y,

Notons que ), w; = 1. Comme ), wZ(O) =1,onadonc ), wgl) = 0. En sommant les deux

équations (5.2.12a) pour les deux espéces, on obtient a partir du systéme (5.2.12)

ik,
v, p()];gv() -0
v, (p (O)DVyw( N =0 dasy; (5.2.14)
kfkrw
Vy . < f Vyp£1)> = O
Hw
(5.2.15)
et en faisant de méme avec la condition limite (5.2.13), il vient
Vp ( ) 4 Vyp( )> =0
V. (0) + V) n=0 sur 0¥, (5.2.16)

apl® 4 9,50) n =0

En considérant la linéarité des trois problémes indépendants ot le seul terme de forgage est

0) (1 ) w® (1)

respectivement prgo), Vmwg , Vmpg ), la, fermeture pour py’, w,’ et pe’ est cherchée

sous la forme

= ¢(y) - Vap” + py ()

(
Dy
w = ¢) - Vou” + (@) (5.2.17)
1) .
De :C( ) ng)_‘_pc(a:)
ou le vecteur ¢ périodique sur les bords de la cellule-unité satisfait a la fermeture standard

pour un probléme de diffusion dans une phase avec des conditions d’imperméabilité aux
interfaces :

Ay ¢ = 0 dansYy
{ (Vy¢+1I) = 0 sur dYyy, (5.2.18)

¢ Equations moyennes
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On va maintenant établir les équations macroscopiques de transport & I’échelle du
réservoir. En utilisant (5.2.5) et (5.2.7) a Pordre O(e?), il vient dans Yy

(1500 krk
| = n] v, |50 S (Ve + Vi)
L g
+ 07 (Vaul” + V)| 49,30 =0
o Ve Zm (Var? + V")
et dans Y,,
(¢m Z(O)pm)z) (1)
— 5 TV "Jgi =0 (5.2.20)
avec ‘];12 = —D¢g; - Vyﬁfg?i.
La condition aux limites s’écrit :
[—)(1)' _ ( )
Jg%z) ‘D, = J?Z Ngm sur anm (5221)

En moyennant 1’équation de conservation de la masse (5.2.19) dans la cellule-unité et
en prenant en compte la condition a l'interface (5.2.21), ’équation du transport de I’espéce
1 de la phase gazeuse s’écrit finalement

0 (d>f(1 - 5(0))/52?3)

2.22
- (5.2.22)
k ek _
~V,- (p;oz’;gg (VyC+1) - Vopl + 5D (V¢ +T) - Vx“’z@)
1 1

= (v, 3N = 3N ng,,dr = 3 gl

< v 9”> Y1 Jovy,, ! hdl 3Yfm " !

) _ (0) 5@ \™

:<V .j(1?>= <¢m ”m> :f)((l 01)6mGi <pmﬂ> )

Y Jdga ot ot

De méme I’équation pour la phase eau dans les cleats s’écrit

A(psS?) v.. <kf/<:rw

Kk
(Vy¢+1)- vxpg”) +V,- < J; (Vy¢+1) - Vzpé(”) =0

w
(5.2.23)
Si 'on admet que la pression capillaire p,. est une fonction décroissante de la saturation S,

ot

w

cette derniére équation peut étre écrite

0 S(O) k krw k krw 9 ¢
(5.2.24)

ot le terme du membre de droite est un terme de diffusion en saturation.
Dans le contexte de la double porosité, le probléme de cellule pour le transport de masse

(0) _ (0)

mi = Pg; sur I'interface Y.

dans la matrice est donné par (5.1.24) avec la condition p
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Plutét que de devoir résoudre ce probléme de cellule en chaque point macroscopique du
domaine, une approximation peut étre obtenue en remplagant ce terme de source en intro-
duisant un coefficient de transfert de masse constant entre la matrice et les cleats (souvent
appelé dans la littérature pétroliére facteur de forme matrice-fracture) et en écrivant

0 (1= 61)9mGO ()"
(1ot (2

= ()" (5.2.25)

ol ay,; représente le coefficient de transfert (facteur de forme). La conservation de la masse
du gaz ¢ dans les cleats s’écrit finalement

0 (¢>f(1 — S5O

> _v,. (ﬁ(O)Ke ) prg()) JrﬁéO)De ) wago))

ot 9:
m
= <<ﬁ7(73)z> - ﬁé??) (5.2.26)
ke (V Ik, Kk,
avec les coefficients effectifs & I’échelle macroscopique K¢ = 1 (VoG HT) kg = I o

Hg Hg
D¢ = D(V,{ +1) ot Ky est la perméabilité apparente du réseau des cleats calculée sur

la cellule-unité.

Cette forme d’équation est connue sous le nom de modéle de Warren et Root [107].
Le coefficient de transfert de masse a;; est dénommé dans le domaine pétrolier facteur
de forme matrice-fracture. Il est évalué a partir d’'une approximation de la solution de
I'équation de la diffusion (5.1.24) et dépend de la structure du milieu [50]. Différentes
valeurs sont proposées dans la littérature : Warren et Root [107], Kazemi et al. [46], Lim
et Aziz [60], Heinemann et Mittelmeir [42].

5.3 Simulations numériques a I’échelle du réservoir

5.3.1 Propriétés mécaniques et de transport du réservoir
Propriétés de la matrice

Dans ce paragraphe, nous allons d’abord calculer les propriétés nécessaires a écrire
I'équation de conservation de la masse (5.2.25) entre la matrice et les cleats. Les calculs
considérent que tous les nanopores sont sphériques et de méme diamétre. La porosité
de la matrice étant supposée constante, les pores gardent ce diamétre dans la suite des
calculs. Les paramétres correspondant aux nanopores sont donnés dans la table 5.1. Les
caractéristiques mécaniques de la phase solide ont été fournies dans la table 4.2 du chapitre
précédent.

Paramétres Unité | Valeur
Température T K 318
Diameétre moléculaire dey, | m 3.6 x 10710
Diamétre moléculaire dco, | m 3.9 x 10710
Diameétre du pore D, =2 R | m 4dcn,
Porosité de la matrice ¢y, 18.5%

TABLE 5.1 — Paramétres des nanopores.

e Coefficients de partition
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Les coefficients de partition G;, ou les indices 1 et 2 représentent respectivement CHy
et COa, sont le rapport entre la densité moléculaire (ou massique) moyennée sur le volume
des nanopores et la densité moléculaire (ou massique) de bulk en équilibre. Les figures 5.1
et 5.2 représentent les coefficients de partition de CHy et CO2 en fonction des densités
moléculaires des deux gaz dans la matrice. Comme le montrent ces figures, le coefficient de
partition pour COq, G2, est plus grand que le coeflicient de partition pour CHy, Gy, sur
I’ensemble des valeurs testées. COs est donc plus facilement adsorbé sur le charbon que
CHy : pour une méme concentration de bulk, la quantité de CO2 adsorbée sera plus grande
que la quantité de CHy. Ces coefficients ont tendance a diminuer avec 'augmentation de
la pression partielle.

Gy

0.1
0.08

0.06 0.06

0.04 0.04

0.02 0.02
Pm,2 0 0 Pm,1

FIGURE 5.1 — Coefficient de partition (G pour CHy.

60 80 100 120 140

150 5

100 S

0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02

Pm,2 0 0 Pm,1

FIGURE 5.2 — Coefficient de partition G pour COs.
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e Facteur de forme matrice-fracture
Le coefficient de transfert (facteur de forme) pour I’ensemble des deux fractures (voir
figure 4.15a) est donné par [60]

Q3 = ?De%i (5.3.1)

ou s est 'espacement entre les cleats. Le temps caractéristique de diffusion du gaz dans la
matrice peut alors étre estimé & partir de I’équation (5.2.25)

ty = (A~ ¢5)¢mGi (5.3.2)

Qg

Pour Deg1 = 107" m? 571 et Dego =6- 1072 m? s71, le temps caractéristique pour les
deux gaz correspond a quelques jours. Aprés cette durée, la différence de la pression entre
la matrice et les cleats restera petite au cours de la période de production.

e Force de solvatation

La figure 5.3 montre la force de solvatation II en fonction des densités moléculaires py, 1
et pm,2. Notons d’abord que cette force est toujours négative : le gaz exerce non pas une
pression mais au contraire une traction sur la paroi solide. Cette traction diminue quand
les densités moléculaires augmentent. Elle est supérieure en valeur absolue & la pression
d’équilibre du mélange p,, : la valeur minimale de |II| vaut environ 23.7 MPa tandis que
la valeur maximale de p,, vaut 13.3 MPa.

%107

-

(Pa

Force de solvatation II

0.1
0.08
0.06

0.06

0.04 0.04

0.02 0.02
Pm.2 Pm,1

FIGURE 5.3 — Force de solvatation II.

e Coefficients de Biot-Willis modifiés de la matrice

Les coefficients de Biot-Willis modifiés de la matrice oy, et ay, 5 sont définis par
la relation (4.3.43). Ils prennent en compte les dérivées de la force de solvatation par
rapport a la pression partielle de chaque constituant de la phase gazeuse et par rapport &
la porosité de la matrice. Le calcul des pressions partielles py, 1 et pp, 2 est effectué selon
la méthode détaillée au chapitre 3. Ces valeurs sont fonctions des densités moléculaires
qui sont les variables qui apparaissent dans le modéle DFT-FMT. Il est facile de calculer
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numériquement leurs variations en fonction des densités moléculaires des deux gaz. Le

oIl o1l
calcul des dérivées partielles et inconnues est obtenu & partir du théoréme de
0pm,1 8pm,2
dérivation des fonctions composées
oIl 0l Opma Ol Opm2
8pm’1 Pm,2 8pm’1 apm’l Pm,2 apm’z apm’l Pm,2 (5 3 3)
o1l _ o1l 8pm,l ol 8pm,2 o
Opm.2 Pm.1 OPm,1 Opm.2 P Opm,2 Opm2 Pm

Les dérivées de la force de solvatation en fonction des densités moléculaires des membres de
gauche des deux équations précédentes sont aisément obtenues a partir du calcul conduisant
a la figure 5.3.

Les coeflicients de Biot-Willis a7, ; et ag, 5 sont donnés sur les figures 5.4 et 5.5. L'am-
plitude de variation de ces coefficients est plus grande que l'intervalle entre 0 et 1 du
coefficient de Biot-Willis classique. Notons aussi que le coefficient oy, 5 pour CO2 posséde
des valeurs négatives dans certaines zones. Il faut noter qu’au contraire du modéle clas-
sique ol le coefficient de Biot-Willis n’est fonction que de la porosité et des propriétés
mécaniques du milieu, ces nouveaux coefficients contiennent l'effet de la force de solvata-
tion qui dépend de la pression partielle (ou de la densité moléculaire) de chaque gaz dans
le mélange. Ce comportement non trivial demande des calculs prudents en appliquant la
procédure indiquée par I’équation (5.3.3).

k
m,1

)
N
L

0.1

0.06

0.06

0.04 0.04

0.02 0.02
/)777,,2 0 0 l)mJ

FIGURE 5.4 — Coefficient de Biot-Willis modifi¢ de la matrice oy, ; pour CHy.

Perméabilité et pression capillaire des cleats

En utilisant la cellule unité de la figure 4.15a du chapitre 4 (deux cleats en croix), la
perméabilité et la porosité des cleats s’écrivent :

H3
2H
or = N (5.3.5)



0.06
0.04

0.02

Pm,1

FIGURE 5.5 — Coeflicient de Biot-Willis modifi¢ de la matrice ay, 5 pour COs.

ou H désigne l'ouverture des cleats et s est la distance entre deux cleats. Un coefficient
¢ pris constant a été introduit devant la valeur théorique de la perméabilité pour tenir
compte des irrégularités de la surface des cleats. En supposant que le changement de taille
de la matrice est négligeable par rapport au changement de la porosité des cleats ¢y, la
relation entre ¢ et Ky peut étre décrite par la loi cubique [71] :

3
Ky ( o5 >
e - T (536)
N

Le calcul des perméabilités relatives du gaz et de ’eau ainsi que de la pression capillaire
utilisera le modéle de Brooks-Corey [19]

ke = (1—8%)? [1—(5*)%“] (5.3.7)

krw = (S%)3F3 (5.3.8)
pe = pe(S)V (5.3.9)
. S—5Su

ou S* désigne la saturation normalisée de I’eau et p. est la pression capillaire d’entrée.

5.3.2 Implémentation numérique

Par souci de simplicité, la cavité nanométrique est toujours prise de forme sphérique.
La simulation numérique est effectuée avec le logiciel commercial “COMSOL Multiphysics
with MATLAB” pour résoudre ’ensemble des équations aux dérivées partielles (4.3.79),
(5.2.25), (5.2.26). Le module “Coefficient Form PDE” est utilisé pour mettre en ceuvre les
équations pour les densités des gaz dans les cleats. Le systéme & résoudre s’écrit :

aﬁg,i
ot

9 259,1'
caThi2

+dq

+V - (=cVpgi—apgi +7)+B-Vpgi+apg;=[f  (53.11)
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Afin d’appliquer ce module, on a besoin de convertir ’équation (5.2.26) de transport des
gaz sous la forme suivante en omettant l'indice supérieur (0) et I'indice inférieur z :

8/3 i e e — — e
¢f(1 — S) ai’ + V- (— [K . Vpg + D€ - le] Pgi — ng'D . sz)
06 (5.3.12)
+ <Oét,i + (1 — S>8tf) ﬁg,i = O <ﬁm7z>m
ol 7 et j indiquent les gaz i et j. On a :
eq =0
dq = ¢f(1—-5)
c=0
OKZKEVPQ-FDEVU)z
(5.3.13)

Y = ~pgiD° - Vi

p=0
a:at7i—|—(1—S)a;1f

f=awi(pmi)™

Les équations de transfert des gaz entre la matrice et les cleats ne comprennent pas de
terme de dérivation spatiale. Ces équations peuvent alors étre implémentées & 'aide du

module “Domain ODES and DAES” dans COMSOL de forme générale :

0? <ﬁm,i>m 0 <ﬁm,i>m

S b, = f (5.3.14)

€a

Les équations dans la matrice se réécrivent finalement :

0 Om. i mn _ _ m — m aGl
(100G = o0 s ()" = (= 9)om )"
_\m 00y (5:3.15)
+0mG; <pm,i> ot
On a donc :
eq =10
do = (1 = ¢5)PmGi o ) (5.3.16)
£ = 40 = {pm)™] — (1= 6)6m ()™ 52+ GG (i)™ oL

L’équation pour I’équilibre mécanique (4.3.79) est considérée comme un comportement
quasi-statique et peut étre résolue par le module “Solid Mechanics” en tenant compte du
terme de précontrainte résultant des pressions des fluides.

Le couplage entre le transport et la mécanique est lié & la variation de porosité des cleats.
On résout les équations du transport et de la mécanique simultanément dans COMSOL.
La méthode incrémentale présentée au chapitre 4 sera utilisée pour résoudre 1’équation
mécanique a 1’échelle macroscopique. Du fait de la taille trés grande des calculs et de leur
forte non-linéarité, la simulation sera entiérement implémentée et contrélée dans MATLAB
avec l'aide du module “LiveLink™ for MATLAB®” fourni par COMSOL. La figure 5.6
représente le schéma de calcul du modéle macroscopique.
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{Gi, Qi pi} sont d’abord calculés aux échelles nanoscopique et microscopique afin de
créer une base de données qui permettra une interpolation de ces paramétres aux valeurs
nécessaires pour le calcul.

On sélectionne ensuite des temps de référence t; pour la mise a jour des propriétés des
cleats. En partant du temps de référence t5_1, le calcul simultané du transport et, sous
forme incrémentale, de la mécanique est effectué jusqu'au temps de référence suivant t
par des itérations en COMSOL en faisant varier en méme temps la porosité des cleats
¢¢ suivant 'équation (4.3.78) et en actualisant en permanence tous les paramétres sauf
{Kn, K+, H}. Au temps t, les propriétés des cleats {K,,, K-, H} sont alors recalculées, ce
qui va entrainer la remise a jour des paramétres {C¢/f, [n],a”} fonctions des propriétés
des cleats. Le temps t; est pris comme nouveau temps de référence avec une redéfinition
de ’ensemble des valeurs de référence et le calcul recommence.

Dans le cas ou il faut résoudre ’équation de transport de I’eau, la condition S < 1 sera
examinée a chaque temps de référence. A cause de la sensibilité des calculs, on a besoin de
choisir un petit pas de temps de référence en début de simulation que ’on peut ’augmenter
ensuite. A titre d’exemple, le calcul 3D de la section (5.3.5) utilise trois pas de temps :
Aty = 0.1 jours, Aty = 5 jours, Ats = 10 jours.

5.3.3 Comparaison avec des données de terrain

Une validation entre les résultats numériques et des résultats réels est nécessaire pour
prouver 'efficacité du modeéle développé. Dans cette section, une comparaison sera effectuée
avec la production de méthane & partir d'une mine de charbon du Horseshoe, un bassin
sédimentaire de I'ouest canadien. Un ensemble de données de terrain a été présenté par
Gerami et al. [32]. Dans ce cas particulier, il n’y a pas ou trés peu de production d’eau. La
table 5.2 reproduit les paramétres fournis par Gerami et al. pour un réservoir cylindrique.

Parameétres Unité | Valeur
Température T K 289
Pression initiale du CHy MPa | 1.413
Epaisseur du réservoir h m 8.99
Rayon du puits de production 7, | m 0.0914
Porosité initiale des cleats qblj} 0.5 %
Saturation de ’eau S 0.1

Gaz volume initial in-situ Sm? 6.36 x10°

TABLE 5.2 — Données fournies par Gerami et al. [32] pour une mine de charbon du Horse-
shoe.

Pour faire fonctionner notre modéle, on a besoin d’autres paramétres tels que le rayon
du réservoir r., la taille des nanopores Dy, la porosité de la matrice ¢, et la perméabilité
apparente Ky du réseau des cleats.

Le méthane se situe a la fois dans la matrice et dans les cleats (faible volume mais non
nul). Le volume stocké de CHy dans le réservoir en métres cubes standard in situ (Sm? ou
Standard cubic meter) est donné par :

Vé%-:itu _ <¢f (1 - S) pf,1> + <(1 - ¢f) omG1 pm71> Vodservoin (5.3.17)

~std
pPi

ou (.) désigne 'opérateur moyenne volumique sur le volume du réservoir Vigseryoir €t ﬁftd =

0.671 kg m~2) la masse volumique standard du CHy.
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l Départ

Création d'une base des données ay,, ; , G; , p;
en fonction de p;, p,

A
[Input: conditions initiales et aux limites,]

valeurs des parametres

“
v

{Démarrer le calcul au temps tk]

A

[ Méthode explicite ]

{Kn, K-, H}(k) = {Kn, Kz, H}(k_l)

Mise a jour de {Ky, K, H, ¢,

= (= \M )
pg,u (Pm,;) ) S} comme les

inputs pour le pas k+1 Résolution des équations de transport et
de mécanique par COMSOL pour calculer
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Convergence?

Raffiner le pas de temps et
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par des formules analytiques

Arrét du calcul

FIGURE 5.6 — Schéma de calcul pour le couplage entre le transport multiphasique et la
mécanique.
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Au moyen de la formule (5.3.17) et en choisissant 7. et D), on est capable de déduire
la valeur de ¢, en respectant la quantité initiale du gaz en place. On suppose qu’il existe
toujours une petite quantité bloquée de CO4y dans le réservoir (~ 0.085 MPa). Cette quan-
tité joue un role significatif car elle influence le comportement de coefficient de partage G
du CHy. Les paramétres de Barton-Bandis ont les valeurs fournies dans la table 5.5 de la
section §5.3.5. Les autres paramétres nécessaires sont donnés dans la table 5.3.

Paramétres Unité | Valeur
Perméabilité initiale des cleats m? 15 x10~1®
Rayon du réservoir r, m 190
Diameétre moléculaire dcp, m 3.6 x10~10
Diamétre moléculaire dco, m 4 x10710
Diamétre de Lennard-Jones Ué{h m 3.81 x10710
Diamétre de Lennard-Jones Ué{h m 4.13 x10710
Diamétre des pores D, = 2R m 6 dcu,
Porosité de la matrice ¢y, 5.26 %

TABLE 5.3 — Autres paramétres utilisés dans le modéle.
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FIGURE 5.7 — Pression au puits de production.

La figure 5.7 représente la pression imposée au puits de production en fonction du
temps. Par souci de simplification, le modéle ajuste les données réelles par des fonctions
exponentielles indiquées par la courbe bleue. Elles sont utilisées comme une condition limite
de Dirichlet.

La variation de la porosité des cleats est donnée par I’équation (4.3.78) en négligeant
dans des calculs le premier terme lié a la déformation macroscopique. Ceci nous permet
de tirer profit de la simplicité d’une résolution par le modéle 2D. La pertinence de cette
approximation sera discutée dans la sous-section 5.3.5.

La figure 5.8 montre le taux de production () de CHy en fonction du temps d’exploi-
tation. Les résultats fournis par le modéle sont en trés bon accord avec des résultats in
situ du réservoir. Quand le réservoir est considéré sec (sans I’écoulement d’eau), @) dimi-
nue progressivement quand le temps augmente sauf qu’il existe une légére croissance entre
t = 170 jours et t = 200 jours. Ceci provient de la chute abrupte de la pression du puits a
t = 170 jours alors qu’elle avait une valeur presque constante aux temps antérieurs.
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FIGURE 5.8 — Taux de production instantané de CHy.

5.3.4 Premiére phase de ’exploitation : production d’eau et de CH,

Cette section vise & modéliser la premiére phase de ’exploitation du réservoir correspon-
dant & I’élimination de I’eau occupant le volume des cleats avec une production simultanée
de méthane. Dans ce cas, la variation de la saturation de I’eau S dans les cleats donnée par
I’6quation (5.2.23) doit étre prise compte. A cause de la pression initiale ou de référence
faible de CO4 (0.2 MPa), on suppose que sa densité reste constante au cours de ’exploita-
tion. Ceci nous permet de calculer la pression de CH4 par ’équation de Bender présentée
au chapitre 3 sans avoir a réaliser le calcul de la pression partielle du mélange.

L’objectif est d’estimer les productions d’eau et de méthane (instantanées ou cumulées)
en fonction du temps t. Plutét que de calculer les flux de gaz ou d’eau a partir des flux
au puits de production, un bilan global sur le réservoir donnera des valeurs plus précises.
Le volume initial stocké de CH4 dans le réservoir Vc”ﬁ'zit“ en métre cube standard (Sm? ou
Standard cubic meter) est donné par ’équation (5.3.17) présentée dans la section §5.3.3.
Le volume initial d’eau stockée dans les cleats du réservoir est donné quant a lui par

V}z{;gztu = <¢f S> Vréservoir (5318)

Le volume cumulé de production V&, et Vii'e a linstant ¢ est donc calculé par :

VER, = V™t = 0) — V™ () (5.3.19)
Viiso = Ving " (t = 0) — Vii3™(¢) (5.3.20)

A partir de 1’équation (5.3.19), on est capable de calculer le taux de production instan-
tané Qcn, (Sm?/jour) de CHy et Qu,o (m3/jour)

V(1) _ V()

Qemy = — 5 = 5 (5.3.21)
ViR () oviRst()
Qu,0 = TaE— (5.3.22)

Configuration de la simulation du réservoir

La simulation utilise les valeurs de la table 5.4. Les autres paramétres sont donnés dans
la table 5.5. Avec les mémes arguments que ceux développés dans la partie précédente, la

145



simulation est toujours effectuée en 2D. En revanche, la variation de la porosité des cleats
dépend maintenant non seulement de la pression du gaz mais aussi de la pression de I'eau.
On va considérer pour simplifier que les cleats sont occupés par une phase fluide homogéne
dont la pression py est la moyenne de la pression de la phase gazeuse py et de I'eau p,,

pr=Spw+(1—=5)p; =5y —pc)+(1—5)py =pg—Spe (5.3.23)
Paramétres Unité | Valeur
Pression de référence du CHy pqef MPa | 6
Pression minimale du CH4 au puits de production Phiry | MPa |1
Saturation initiale de I'eau 0.8
Saturation finale de ’eau 0.2
Pression d’entrée capillaire MPa | 2

TABLE 5.4 — Paramétres pour la simulation du réservoir.

Production well

S

I Kt

W oGl

Thickness : 3 m

150 m

FIGURE 5.9 — Configuration du réservoir pour la simulation de I’écoulement simultané de
I’eau et du méthane.

La simulation numérique du réservoir de gaz est réalisée en 2D sur le réservoir de la
figure 5.9 d’une extension de 150 x 150 m? avec une épaisseur de 3 m. Le CHy est produit
dans le coin supérieur droit. Le probléme considéré est donc un probléme d’écoulement
diphasique comprenant ’équation de transport de 1’eau dans les cleats (5.2.23) et deux
équations pour le méthane, 'une pour I’échange entre la matrice et les cleats (5.2.25) et
l'autre pour le transport du méthane dans les cleats (5.2.26).
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FIGURE 5.10 — Taux de production de HoO pour trois valeurs de la perméabilité de réfé-
rence.
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FIGURE 5.11 — Taux de production de CH4 pour trois valeurs de la perméabilité de réfé-
rence.
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Résultats numériques

Les figures 5.10 et 5.11 représentent respectivement le taux de production instantané de
I’eau et du méthane en fonction du temps pour trois valeurs de la perméabilité de référence.
La production de I'eau se réduit avec le temps mise & part une petite augmentation aux
temps trés courts. On note qu’au bout d’une centaine de jours le taux de production en
eau devient quasi nulle. Ce phénomeéne est a I'inverse du cas d’un réservoir conventionnel
ou le taux de production de I'’eau toujours croit avec le temps.

Les courbes du gaz montrent un comportement plus compliqué qui peut étre retrouvé
dans les études de Seidle [88] ou de Zhang [112]. Quand le puits est initialement ouvert,
I'eau et le gaz sortent immédiatement et la production de CH, atteint un premier pic.
Ensuite, le débit diminue peu & peu correspondant & une petite partie descendante. Et
puis, on s’apercoit que ) monte jusqu’a un deuxiéme pic (sauf pour la courbe bleue car
ses valeurs sont trés petites par rapport aux autre courbes) aprés certain temps. Puis, le
taux de production aura tendance & se réduire au fil du temps.

5.3.5 Reécupération assistée par injection de CO, : discussion sur les
effets mécaniques

L’ensemble des données nécessaires aux simulations numériques est donné dans la table
5.5. Les propriétés mécaniques ont déja été présentées dans la table 4.2 au chapitre précé-
dent.

Configuration de la simulation du réservoir

Dans cette section, on effectue une simulation numérique 3D du réservoir de gaz de
dimensions de 150 x 150 x 3 m? représenté sur la figure 5.12. Le CO» est injecté dans le coin
inférieur gauche tandis que le CH, est extrait dans le coin supérieur droit. La simulation
traite seulement du deuxiéme stade de production, c’est-a-dire que ’on considére que 1’eau
a été évacuée et a atteint sa teneur irréductible. La saturation de l'eau S est alors un
paramétre constant dans le calcul. Le probléme maintenant est de résoudre les quatre
équations de transport des gaz et ’équation d’équilibre mécanique. Le couplage entre le
transport et la mécanique est dii & la variation de porosité des cleats qui va modifier leur
perméabilité et donc les champs de pression des gaz, lesquels vont a leur tour affecter
I’échange entre la matrice et les cleats, qui va entrainer une variation des dimensions de la
matrice, laquelle va modifier 'ouverture des cleats comme mentionné dans le chapitre 4.

Résultats numériques

La pression initiale de CH4 et CO9 dans le réservoir est respectivement égale & 4 MPa
et 0.2 MPa. La pression d’injection de CO5 augmente au fur et & mesure jusqu’a 6 MPa. De
toute évidence, le méthane ne peut pas sortir complétement. Par conséquent, la condition
de Dirichlet minimale pour CHy est fixée & 0.1 MPa au puits d’injection et & 1 MPa au
puits de production. En admettant que COs n’est pas transporté au travers du puits de
production, la valeur de la pression de COs en sortie est fixée & 0.2 MPa correspondant a
sa pression initiale. Pour les autres cotés du réservoir, le flux est supposé étre nul. En ce
qui concerne le probléme mécanique, I’hypothése d’un volume de réservoir constant sera
adoptée avec un déplacement nul sur les bords.

La figure 5.13 montre deux profils de pression de CHy4 dans les cleats aprés 180 et
720 jours de production. La pression py 1 diminue progressivement au voisinage des deux
puits avec une réduction plus rapide de la pression du méthane autour du puits d’injection
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Parameétres Unité Valeur

Taille du VER microscopique [ m 0.004
Masse molaire de CHy M; kg/mol | 0.016
Masse molaire de COy My kg/mol | 0.044
Viscosité du gaz g Pa.s 1.2 x107°
Viscosité de 'eau fiy, Pa.s 8 x 1074
Saturation résiduelle du gaz S, 0.1
Saturation résiduelle de 'eau S, 0.15
Saturation de 'eau S 0.2
Constante de Brooks-Corey A 1.5
Densité de CHy a l'état standard kg/m3 | 0.671
Densité de CO9 a ’état standard kg/m?3 | 1.847
Perméabilité de référence des cleats K;ef m? le-15
Coeflicient de diffusion effective

dans la matrice du CHy De¢g 1 m? /s 1x 1071
Coefficient de diffusion effective

dans la matrice du COg Deg 2 m? /s 6 x 10712
Coeflicient de diffusion effective

macroscopique du mélange D® m? /s 1x1075
Espacement entre les cleats s m 0.004
Porosité de référence des cleats (b;ef % 0.41
Pression de référence du CHy p’ief MPa 4
Pression de référence du COs pgef MPa 0.2
Pression d’injection maximum du COg Ping MPa 6
Pression minimale du CHy au puits d’injection p'5i, MPa 0.1
Pression minimale du CHy4 au puits de production p”ﬁff}l MPa 1
Pression minimale du CO5 au puits de production p’Bf% MPa 0.2

TABLE 5.5 — Paramétres de la simulation pour un mélange de CHy et de CO»
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FIGURE 5.12 — Configuration de la simulation du réservoir avec un mélange de CHy et

COa.
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FIGURE 5.13 — Pression de CHy4 correspondant a ¢t = 180 jours et a ¢t = 720 jours.

qu’autour du puits de production. Elle résulte du remplacement du CH4 par du COs a
cause de l'affinité plus forte de ce dernier avec les molécules de carbone du charbon.

La figure 5.14 montre la distribution de la pression de CO3 pgy 2 dans les cleats a deux
moments différents. Cette pression augmente progressivement et atteint le maximum d’in-
jection aprés un temps court. Cette augmentation se propage du puits d’injection vers
Iintérieur du réservoir. A t = 720 jours, le COy n’est pas encore parvenu au puits de
production.

La figure 5.15 représente la porosité des cleats aux deux instants considérés. ¢y diminue
rapidement au voisinage du puits d’injection. La raison en est le gonflement de la matrice
dit au comportement de la force de solvatation qui est dominée par ’adsorption du COs.
Pour un réservoir & volume constant, I’expansion de la matrice va causer la fermeture des
cleats. Autour du puits de production, on observe au contraire une légére augmentation de
la porosité des cleats. Dans un milieu poroélastique classique, la chute de la pression de la
phase gazeuse devrait engendrer une fermeture des cleats. Mais la contraction de la matrice
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FIGURE 5.14 — Pression de CO5 correspondant & ¢t = 180 jours et a ¢t = 720 jours.
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FIGURE 5.15 — Porosité des cleats correspondant & ¢ = 180 jours et & ¢ = 720 jours.
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FIGURE 5.16 — Composant Ci{{l correspondant & t = 180 jours et & ¢t = 720 jours.
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du fait de la diminution de pression de la phase gazeuse induisant une désorption du CHy
entraine I'ouverture des cleats, ce second phénoméne étant dominant puisque la force de
solvatation a une magnitude beaucoup plus grande que la pression de bulk. Par ailleurs, une
réduction de ¢ s’accompagne d'une augmentation de la rigidité du réservoir que 'on peut
observer dans le coin en bas a gauche de la figure 5.16. Ce phénoméne gouverné par la loi
non linéaire hyperbolique de Barton-Bandis ralentit la fermeture des cleats. Le réseau des
fractures naturelles reste donc toujours ouvert en permettant le transport des gaz au cours
de I'injection et de I’exploitation. A I'opposé de ce comportement, le réservoir devient moins
rigide dans le coin en haut & droite a cause de 'augmentation de la porosité des cleats. En
combinant I’ensemble de ces résultats, on a un réservoir non seulement anisotrope du fait
de la structure des cleats mais aussi hétérogéne & cause des phénomeénes différents qui se
déroulent & différents endroits du réservoir.

5
4 x10 T T T T T T T

—— Sans injection de CO
351 —— Avec injection de CO, T

25F 1

15F .

Production accumulee de CHy (Sm?)
[N

0 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
t (Jours)

FIGURE 5.17 — Production cumulée de CHy avec et sans injection de COs.

Les courbes de production cumulée de CH, assistée ou non par injection de COs2 sont
montrées sur la figure 5.17. Comme attendu, 'injection de CO4 accélére la récupération de
CHy4 au fil du temps. Au bout de deux ans, la quantité récupérée de méthane est augmentée
d’environ 28% par rapport a la méthode d’exploitation traditionnelle.

Effet de la déformation macroscopique

Dans cette partie, on analyse 'effet de la déformation macroscopique sur la production
du méthane. Rappelons que la variation de la porosité des cleats donnée par ’équation
(4.3.79) prend la forme suivante en omettant I'indice (0) :

v

dop =i : € (du) — (Vy-m) > (ay — o, ;) dpgi (5.3.24)
=1

Le calcul en 3D de la partie précédente a été effectué avec un couplage complet entre
le transport et la mécanique. Si 'on néglige le premier terme &, (du), le probléme dans
le réservoir devient un probléme de transport pur en gardant uniquement les termes de
variation de la porosité des cleats dans d¢ s en fonction des pressions du fluide. En revanche,
la grandeur (V, - n) reste toujours dépendante de la loi de Barton-Bandis. Dans ce cas, le
calcul 3D peut étre réduit a un calcul 2D. Un calcul en supposant ¢ constant sera aussi
effectué.
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FIGURE 5.18 — Production cumulée de CHy4 pour trois scénarios différents.

La figure 5.18 compare les courbes de production cumulée de CHy, d’une part, en faisant
varier la porosité des cleats avec et sans le terme £, (du) et, d’autre part, pour une porosité
fixée des cleats. Il n’y a pas de différence entre deux premiers scénarios de calcul. Cela
signifie que si ’on considére le volume de réservoir constant avec un déplacement nul sur
les bords, 'effet de la déformation volumique ne joue presque aucun role sur la production
de méthane. En revanche, si 'on garde une valeur constante de ¢y, la production de gaz
va étre surestimée d’environ 24,6% (par rapport a la courbe bleue) a ¢t = 720 jours. Ce
comportement résulte principalement du fait d’avoir négligé la fermeture des cleats au
voisinage du puits d’injection de COs. Ces résultats permettent de ramener le probléme
3D a un probléme 2D en négligeant le terme &, (du) dans la variation de ¢ sans perdre
en précision sur le résultat du calcul.

5.4 Conclusion

Un modéle d’écoulement multiphasique a été développé dans ce chapitre par la méthode
de I’homogénéisation périodique. Le transport des gaz dans la matrice est gouverné par une
loi de Fick. En supposant que le coefficient de diffusion dans les nanopores est beaucoup
plus grand que celui de la phase solide, I’équation de diffusion moyenne dans la matrice
combine la capacité de stockage des gaz dans les nanopores caractérisée par 'introduction
des coefficients de partition G; (i = 1 pour CHy et 2 pour CO3) et le transport diffusif au
travers de la phase solide de la matrice.

Une approche de type double porosité est retenue pour décrire le probléme a I’échelle
microscopique entre la matrice et le réseau des cleats. Dans les cleats, 'eau et les gaz
s’écoulent en suivant une loi de Darcy relativement & leurs gradients de pression. Dans le
cas d’un mélange de gaz, il faut combiner ce mouvement moyen de la phase gazeuse et la
diffusion entre les deux composantes. En admettant que le transport diffusif des gaz est
beaucoup plus rapide dans les cleats que dans la matrice, le probléme est ramené & une
formulation de type Warren et Root ot ’échange entre la matrice et les cleats est réduit a
un coefficient de transfert de masse (appelé facteur de forme dans le domaine pétrolier).

Puis, le modéle du transport est couplé avec le modéle poromécanique décrit au chapitre
4. Le lien entre les deux modéles est au travers de la porosité des cleats ou de leur ouverture.
Le changement de la pression des fluides induit un changement de la force de solvatation
qui va modifier a la fois 'ouverture des cleats et les propriétés mécaniques du milieu.
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Une comparaison entre résultats numériques et données de terrain est d’abord effectuée
pour vérifier la capacité du modeéle & reproduire une situation réelle. Ensuite, la simulation
est mise en oeuvre pour deux cas : CHy-HoO & CH4-COs. Le premier cas correspondant
a la période d’ouverture du réservoir montre un comportement typique des réservoirs non
conventionnels avec des pics de production du gaz et une réduction progressive de la pro-
duction d’eau au cours du temps. Le deuxiéme cas combine une injection de CO5 avec la
récupération de CHy. Dans ce scénario, les mécanismes physiques se comportent de maniére
couplée avec, soit une adsorption des gaz entrainant un gonflement de la matrice qui va
entrainer une fermeture des cleats, soit au contraire une désorption des gaz conduisant a
une contraction de la matrice et au final une ouverture des cleats. Les résultats numériques
montrent 'efficacité de I'injection de CO2 dans 'augmentation de la production cumulée
de CHy.
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Conclusion et perspectives

L’objectif de la thése est I’étude de la production de méthane assistée par injection puis
stockage de dioxyde de carbone dans des veines de charbon ou coalbed (CB) en anglais.
Nous avons développé un modéle théorique multiéchelle et effectué des simulations numé-
riques pour étudier le couplage des phénoménes physiques se déroulant dans le réservoir.

Le CB est un milieu hétérogéne qui posséde une structure trés complexe allant de
I’échelle moléculaire & 1’échelle macroscopique. A chaque échelle de longueur, nous devons
faire face & un probléme physique différent gouverné par des loi locales. A ’échelle molécu-
laire, quand la taille des pores est de 'ordre de quelques diamétres moléculaires, la physique
statistique au moyen de la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT) et la théorie fon-
damentale de la mesure (FMT) sont utilisées afin d’étudier la distribution des densités
moléculaires d’un gaz pur ou d’un mélange de gaz constitué de sphéres dures interagissant
par un potentiel de Lennard-Jones. De plus, les molécules de carbone du charbon exerce
un potentiel extérieur qui s’applique sur les molécules des différentes espéces. Pour un
potentiel extérieur donné, les densités moléculaires & l'intérieur des nanopores dépendent
fortement de la taille et de la forme des pores.

Une nouvelle méthode numérique a été développée dans le cadre de cette thése qui
nous permet de résoudre les équations du modéle DFT-FMT pour une cavité de forme
quelconque. Elle est basée sur une discrétisation spatiale 3D du domaine en voxels et
I’application d’une transformation de Fourier rapide pour traiter les termes de convolution
apparaissant dans les équations. Cette méthode est comparée & d’autres approches utilisées
dans la littérature telles que les méthodes de Monte Carlo ou la dynamique moléculaire.

Le chapitre 2 se concentre sur le comportement d’un mélange de dioxyde de carbone
et de méthane confinés dans un nanopore sphérique ou ellipsoidal. Si les pores sphériques
ont déja étudiés, I'analyse de la forme ellipsoidale est originale et présente des difficultés
spécifiques. La comparaison des profils de densités moléculaires montre que COy a une
capacité d’adsorption plus élevée que CHy4 du fait d’une affinité plus forte avec les molécules
de carbone. Cette adsorption plus forte de COq est la motivation pour une récupération
du CHy assistée par une injection de COs.

A partir de la distribution des densités des gaz, une nouvelle formule générale est
proposée pour calculer la force de solvatation IT. IT a une magnitude plus grande que la
pression du bulk et va agir sur la phase solide entourant les nanopores. Le milieu peut alors
gonfler ou se contracter en fonction du contexte considéré. Au contraire du cas sphérique
ou IT se réduit & une pression uniforme sur la surface du pore, la force de solvatation dans le
cas ellipsoidal se compose d’une partie normale et d’une partie tangentielle plus petite que
la composante normale. Notons que la méthode proposée peut avoir des applications pour
d’autres problémes d’adsorption comme le contréle de I’humidité, la catalyse hétérogéne,
etc.

Si le modéle DFT-FMT est un outil puissant pour étudier les phénomeénes & 1’échelle
nanoscopique, il est aussi capable de s’appliquer a 1’étude des grands volumes (bulk) et de
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calculer I’équation d’état des gaz ou des mélanges de gaz. Le chapitre 3 vise a 'optimisa-
tion des paramétres du modéle de DFT-FMT pour retrouver les équations d’état des gaz
et assurer ainsi une méme description avec les mémes paramétres & toutes les échelles. Une
révision des différentes formes d’équation d’état pour des gaz réels est réalisée et confron-
tée avec des données expérimentales. On a choisi les équations d’état les plus couramment
admises pour CHy et CO» afin de mettre en oeuvre 'optimisation. Les paramétres trouvés
indépendamment pour chaque gaz pur peuvent aussi étre utilisés pour prévoir I’équation
d’état d’'un mélange de gaz. Une détermination de la pression partielle de chaque compo-
sante dans un mélange est enfin proposée par application du théoréme du contact dans
ce cas ol l'interaction a lieu non seulement entre les molécules du méme gaz mais aussi
avec celles de I'autre gaz. Ces études sont une fondation solide pour mener des travaux a
I’échelle supérieure et établir un cadre théorique pour la mécanique et le transport.

Un modéle poromécanique est ensuite développé en considérant que le CB est un milieu
a double porosité. La simulation numérique (Direct Numerical Simulation ou DNS) est une
méthode trés cotiteuse voire impossible & utiliser dans le cadre d’une géométrie complexe.
Cet obstacle peut étre franchi en utilisant la méthode de ’homogénéisation appliquée a des
cellules-unités périodiques. Elle permet de propager les informations de 1’échelle locale &
I’échelle supérieure. Une premiére homogénéisation est consacrée au développement d’une
équation pour le champ des contraintes dans la matrice composée d’une phase solide et
d’une phase de nanopores. L’introduction de la force de solvatation en plus de la pression
d’équilibre qui est la seule introduite dans le cas de la poroélasticité classique, cause un
effet non trivial sur la déformation de la matrice. Dans des cas complexes tels que la cavité
ellipsoidale, la force de solvatation qui n’est plus uniforme sur la surface, va produire
un terme additionnel au terme de Biot-Willis. En outre, la présence de II peut modifier
légérement le tenseur de rigidité de la matrice qui dépend usuellement de sa porosité et
des propriétés mécaniques de la phase solide. Ce qu’il faut surtout remarquer est que
la force de solvatation induit une augmentation significative du coefficient de Biot-Willis
classiquement limité & une valeur unitaire. Le modéle considérant des nanopores sphériques
et ellipsoidaux est testé par comparaison avec des résultats expérimentaux. Il montre la
capacité du modéle & décrire 'expansion du charbon dans le cas d’une injection de COs.

La seconde homogénéisation a I’échelle microscopique concerne la matrice poreuse par-
courue par un réseau de fractures naturelles dénommeées cleats. Le comportement des cleats
est décrit par une approche de type Barton-Bandis. Leur rigidité augmente hyperbolique-
ment avec la réduction de leur ouverture. De plus, la présence des cleats entraine une
discontinuité du champ de déplacement sur l'interface matrice-cleats. A partir d’une ho-
mogénéisation réitérée, une équation macroscopique pour les contraintes est construite
simultanément avec une équation décrivant la variation de la porosité des fractures. Le
tenseur de rigidité effective & trois échelles prend en compte la contribution non linéaire de
la rigidité des cleats. Le gonflement de la matrice peut provoquer soit une réduction soit
une augmentation de la porosité des cleats en fonction des conditions extérieures appli-
quées. Dans le cas d'une fermeture des cleats, la croissance de la rigidité effective du milieu
Ceff induite par les coefficients de rigidité normale et tangentielle des cleats { K, K, } va
ralentir la réduction de leur porosité ¢ et laisser des chemins ouverts pour la circulation
des fluides, ce qui permettra d’assurer 'injection de COa.

L’objectif final de ce travail est de disposer d’'un modéle de couplage dans le réservoir
entre, d’'une part, le transport des gaz et de l'eau et, d’autre part, la poromécanique.
Dans le dernier chapitre, nous avons d’abord développé un modéle pour un écoulement
multiphasique dans un réservoir & double porosité par la méthode de 'homogénéisation
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périodique. Au contraire d’un réservoir conventionnel oul les gaz existent sous forme libre,
le gaz de houille est majoritairement stocké dans les nanopores de la matrice poreuse. Une
fois ’eau éliminée, la pression diminue dans les cleats et les gaz stockés sont libérés allant
de la matrice vers les cleats puis sont ensuite transportés au travers du réseau de cleats
vers le puits de production.

La premiére tache est a ’échelle de la matrice. Le transport des gaz dans la matrice est
gouverné par une diffusion de type Knudsen du fait de la faible taille des pores. En négli-
geant la présence d’eau dans la matrice, le probléme d’homogénéisation traite seulement
un écoulement de gaz par diffusion. Fondé sur I’hypothése d’un équilibre thermodynamique
instantané dans des nanopores, on considére que la phase des nanopores posséde un coef-
ficient de diffusion plus élevé que la phase solide. Une équation de diffusion moyenne dans
la matrice est établie qui tient compte du stockage des gaz, CHy ou CO2, en introduisant
des coefficients de partition.

La deuxiéme tache poursuit la description a 1’échelle microscopique du transport si-
multané dans la matrice et dans le réseau des cleats. Les mouvements de 1’eau et des gaz
dans des cleats sont gouvernés par une loi de Darcy et dépendent des gradients de pression
respectifs. A c6té de ce mouvement moyen, le transport des gaz contient un terme diffusif
représentant le mélange entre les différentes composantes. Pour décrire I’échange de masse
entre la matrice et les cleats, en supposant que le transport diffusif des gaz dans les cleats
est beaucoup plus rapide que dans la matrice, une formulation de type Warren et Root a
été adoptée en introduisant un coefficient de transfert de masse appelé facteur de forme
dans la littérature pétroliére.

Le précédent modeéle d’écoulement est couplé avec le modéle poromécanique au travers
de la variation de la porosité ¢ des cleats. Un changement de pression du fluide va causer
une forte modification du comportement mécanique dominé principalement par la force
de solvatation. Dans I'autre sens, la mécanique joue sur la variation de ¢y qui est liée a
la perméabilité des cleats par 'intermédiaire de la fameuse loi cubique pour 1’écoulement.
Les premiers résultats numériques reproduisent de maniére trés satisfaisante des résultats
réels dans le cas d’un réservoir sec au Canada qui extrait simplement le méthane. Puis, une
simulation diphasique CH4—H2O est effectuée pour étudier la phase initiale d’exploitation
du réservoir. Le taux de production de méthane passe par un pic de production tandis que
le taux de production de I’eau diminue progressivement.

L’objectif ultime de la thése est I’étude numérique du couplage entre la poromécanique
et le transport dans un cas tridimensionnel de production de CH4 avec injection de COs.
La simulation numérique combine 'adsorption de CO, avec la désorption de CHy qui
ont d’importantes conséquences sur le plan mécanique. Autour du puits de production,
Pinjection de CO2 cause un gonflement de la matrice qui tend & fermer les cleats tandis
que l'extraction du CHy4 au voisinage du puits de production provoque une contraction
de la matrice entrainant une ouverture des cleats. Grace a la simulation, on s’apercoit
que la production du méthane peut étre augmentée significativement par rapport & une
production traditionnelle.

En résumé, la thése a proposé un modéle a la fois théorique et numérique pour mieux
comprendre les phénomeénes physiques rencontrés dans un réservoir non conventionnel de
gaz. Le choix d’utiliser une méthode de changement d’échelle rigoureuse sur le plan ma-
thématique nous a permis de développer un modéle du couplage adsorption-transport-
mécanique qui commence & I’échelle moléculaire, passe par 1’échelle microscopique et se
termine & 1’échelle macroscopique du réservoir. La comparaison avec des données de ter-
rain et les résultats numeériques obtenus nous permettent de vérifier la pertinence du modéle
ainsi que d’analyser les avantages et les inconvénients d’une méthode de récupération de
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CH, assistée par injection/stockage géologique de COs.

Bien que les travaux accomplis couvrent différents aspects des réservoirs de gaz de
charbon, il reste de nombreux axes ouverts qui pourront étre I’objet d’une recherche future.
Citons quelques points qui nous semblent particuliérement intéressants.

e Obtenir les distributions moléculaires des gaz par résolution directe de ’équation
d’Ornstein—Zernike sans utiliser 'approximation de la théorie du champ moyen (mean-
field approximation).

e Considérer du point de vue mécanique le déséquilibre entre la pression des cleats
et la pression dans la matrice : un terme additionnel va apparaitre dans la résolution du
probléme poromécanique qui sera susceptible de faire varier la porosité des cleats.

e Considérer la présence d’eau dans la matrice afin de tenir compte de l'effet de I'hu-
midité sur la production de CHy et I'injection de COs.

e Appliquer notre modéle au cas d’un réservoir réel avec une couche de charbon entourée
par des couches géologiques aux propriétés différentes.
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Annexe A

Equations DFT-FMT en géométrie
sphérique

L’objectif de cette annexe est d’expliciter le calcul de la distribution des sphéres dures
de rayon R dans une cavité sphérique de rayon R..,. Dans une premiére partie, nous
calculerons les différentes fonctions poids w, données par (avec r = |r|) :

wa(r)
w(](r) = 721, 2
wi(r) = B
w(r) = (R
onle) = o1 (401
wir) = r4er
wo(r) = ;(5(R—7’)

A.1 Calcul des fonctions poids

Appelons 1’ le rayon vecteur issu du centre O de la cavité qui joint le point M’ avec

[|OM’|| = 7’. La densité est une fonction p(r’). Appelons d’autre part x le rayon vecteur

FIGURE A.1 — Schéma de principe.
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issu du centre C de la sphére de rayon R (||(ﬁ]| = r) sur laquelle on fait la moyenne. On
a:

0 sin @ cos
—
@: 0 CM' = x | sinfsin¢p
r cosf

— —
OM’ = OC + CM’

r2 =12 4+ 2rycosf + x?

2,2 2
soit cosf = X (A.1.1)
2rx

ou 0 est 'angle entre ’axe Or passant par C et le vecteur C—M>’ . Quand 6 varie de 0 a 7, r/
varie de r + x & |r — x|. 0 < ¢ < 27 est 'angle dans le plan perpendiculaire & Or.

On suppose que la densité moléculaire p n’est fonction que de la coordonnée radiale
r. On peut étendre la fonction p(r) pour les valeurs négatives de r avec la convention
p(—=r) = p(r). Notons enfin que p(r) = 0 pour |r| > Reqy — d/2 o0t Reg, est le rayon de
la cavité et d le diamétre des sphéres dures (ceci est sans importance pour les calculs qui
suivent).

A.1.1 Calcul du poids scalaire ws

n3(r) = /p(r')wg(r —1')dr’ avec w3(x) = O(R —¥) (A.1.2)

o OR—x)=0si R—x<0et =1si R— x>0 est la fonction de Heaviside.

R 27 ™
n3(r) :/ X2dX/ dgo/ sin fp(r')dé (A.1.3)
0 0 0

Du fait de 'invariance en ¢, il vient :

R 1
n3(r) :271/0 X2dx/l p(r")d(cos 0) (A.14)

On va effectuer le changement de variable (y,cos6) — (x,7’) :

1 0
D(x,cos@) r’
’ r rY
et
/
dydcosd = | J|dxdr’ = :—dedr’ (A.1.6)

Remarque : notons que Y, r et 7’ qui sont des rayons sont positifs.

27T R T+X / / /
na(r) = —- ; xdx p(r")|r'|dr (A.1.7)
r—X
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(a) (a) : 7> R

FIGURE A.2 — Domaine d’intégration.

Examinons le cas 7 > R. Le domaine d’intégration en (,r’) est indiqué sur la figure A.2a.

/ xdx /| ot = / xdx / W' (A18)

On calcule I'intégrale par parties

T+X
u = v p(r")dr! dv = xdx

X (A.1.9)
du = [(r+x)p(r+x)+ @ —x)plr—x)]dx v = x?/2

. ™ 2 PN A0 r 2 _ _
— {R r'p(r’)dr / X [(r 4+ x)p(r+x) + (r—x)p(r —x)]dx
r r—R 0

ny(r) = g { [XQ /:ZX T’p(r’)dr’} - /OR X2 [(r 4+ x)p(r + x) + (r = x)p(r — X)) dx}
}
(A.11

0)

R
/Ox2 [(r 4+ x)p(r 4+ x) + (r = x)p(r — x)] dx

R
:/XQ(TJrX) (T+x)dx+/ X2(r + x)p(r + x)dx (A.1.11)
0 R
R
:/ X2 (r+ x)p(r + x)dx = / (r' — )2 p(r)dr!
—-R r—R
D’ou
T r+R
n3(r) = r/ ' p(r') [RQ —(r— r’)Q] dr’ (A.1.12)
r—R
= g / r'p(r') [R* = (r —1')*] O(R — |r — +'|)dr’ (A.1.13)

163



Une alternative plus simple est d’effectuer d’abord I'intégration en r’. Soit :

27 " INWEW, R TR NS R
na(r) = —- /RP(T)TdT/ ,xdx+/ p(r)rdr / xdx

= e e [ s (R )

; r+R
S IO Oy (A114)

Examinons maintenant le cas r < R. Il faut intégrer en séparant les valeurs xy < r et
x > r (voir figure A.2b) :

2r [ X NS
na(r) = 2 / xdx / p(r)rdr
T Jo lr—x|

2m " r+X R r+Xx
= { / xdx / ' p(r')dr’ + / xdx / r'p('r’)dr'} (A.1.15)
0 =X T X—r

On va effectuer une intégration par parties; pour le premier terme du membre de droite

r+x
u(x) = / . rp(r)dr’ dv = xdx (A.1.16)
du = [(r+x)pr+x)+—x)plr—x)]dx v = x?/2

et pour le second terme

T+X
_ / / / _
u(x) = /X r'p(r')dr dv = xdx (A1.17)

du = [(r 400+ + 0 —px—nldx v = x2/2
11 vient

T r+ T T
ny(r) = — { [XQ / : T’p(r')dr'] - /O X1+ X)p(r +X) + (r — x)p(r — x)] dx
r 0

-X

+ {x2 /XHX 7“’p(?“’)dT'Ii% - /TR X2 [(r+ x)p(r +x) + (r = x)p(x — )] dx

-

(A.1.18)
Avec la convention p(—r') = p(r’), 'équation précédente s’écrit :
T 2r R+4r 2r
ng(r) = — {7“2/ ' p(r")dr’ + RQ/ ' p(r')dr’ — 7"2/ ' p(r')dr’
r 0 R—r 0

R

W1+ )00+ x) + (= )p(r — X)) dx}

J
™ 2 R+r/ AN, R 2
= Tfr [ = [T 040+ (= 0t - vl
(A.1.19)
En posant x’ = —x pour les termes en (r — x) du deuxiéme terme :

ng(r) = ; {R2 /}{Rj;’p(r’)dr’ - /]; X2(r + x)p(r + X)dX} (A.1.20)
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puis en posant 7’ = r + y dans le deuxiéme terme

ns(r) = g {R2 /R+7T"p(r’)dr’ - /THR(T — r’)Q(r')p(r’)dr’} (A.1.21)

R—r —R

En notant que

il vient finalement

T r+R
ma(r) == [ pl) [R = (=102 0
= :/_OO ' p(r') [R2 (r—r )2] O( |r —r'|)dr’ (A.1.23)
wi(r) = (R? = %) O(R — |r|) (A.1.24)

Pour vérifier le calcul, on peut inverser 'ordre des intégrations (cf. figure A.2b) :

R—r
/ r'p(r')dr’ =0 (A.1.22)

27‘(’ r r+r’ R—r r'4r R+r R
na(r) = / p(r')r'dr’ / xdy + / p(r')r'dr’ / o oxdy+ /R p(r)r'dr’ / - xdx

=

R r R+r
Nl dr'drr’ + / p(r")r'dr’ [R2 —(r - r)ﬂ }

0 R—r

=

O

-R -R

=3

0 —R r—R

=0

r+R
/ p(r")r'dr’ [R2 —(r' - 7”)2]

-R

1
{ Rp r'yr'dr'drr’ — /TR;ET,)T,dr/ [R? — (' —7)*] + /TTerR(r’)r’dr’ R~ (
{

R—r R—r r+R
yr'dr'drr’ — / p(r)r'dr’'2rr’ + / p(r)r'dr’ [R2 — (' =
T

(A.1.25)

Enfin on peut vérifier (avec r’/ =1 —r) que

r

— 0 r _R T J_R

(B
— / (?”R2 _ 74741/2 + RQTH _ 7””3) dr"”

1 OO/S _ _1 T+R/ 2 _ AV /_} R " 2 2 "
r'ws (r —r')dr = r [R (r T)]d?‘— 77(7“+7")(R r )dr

rJ-Rr
R 3
= 27T/(R2 — ") 4’ = @ (A.1.26)
0
A.1.2 Calcul du poids scalaire wy
na(r) = /p(r’)wg(r —r')dr’ avec wy =3§(R—7r) (A.1.27)

165



R 27 s
:/ XQdX/ dgp/ sinfp(r')6(R — x)do (A.1.28)
0 0 0

Du fait de 'invariance en ¢ et en effectuant l'intégration en Yy, il vient :

1
no(r) = 27TR2/ p(r")d(cos 0) (A.1.29)
-1
22,2 P2 'dr!
Comme sur la surface de la sphére de rayon R, cosf = % et dcosf = %, on
r r
obtient finalement :
2 r+R
na(r) = mh /  p(r")dr!
" Jir—R|
( 9 T+R
i / sir>R
9 7“+R r+R R—r
— WR rp(r)dr’ = / r p(r")dr’ +/ ' p(r")dr!
r R—r — r—R
r+R
= / r p(r")dr’ sir<R
R—r
_ 1= s
= ' p(rwy (r — r')dr (A.1.30)
T J -0
avec
ws (1) =21RO(R — |r|) (A.1.31)
Enfin, on vérifie que
1 %) 2 r+R ,
/ WS (r— 1)’ = i / r'dr’ = i [7"/2]:52 = 47R? (A.1.32)
r ) o r Jo_gr r

A.1.3 Calcul du poids vectoriel w,

ny(r) = /p(r — 1wy (r')dr’ avec wy(r) = §(R — 1) r

r

I
= /p(l‘/)LUQ(I‘ —r')dr’ avec wy(r —r') =6 (R—|r —1'|) ‘i - ;| (A.1.33)

Comme r —r’ = —x (voir figure A.1), il vient :

R 27 ™
—/ X2dX/ dgo/ sin@p(r')é(R—X)KdG (A.1.34)
0 0 0 X

Aprés intégration en ¢, seule la composante radiale est non nulle, d’ott en utilisant les
résultats de (A.1.1)

no|.(r) = —277/ de/ 0(R — x)sinf cos 0df = 27TR2/ p(r’)sinGcos@d@
0

= —277R2/ p(r') cos 8d(cos 0) (A.1.35)
-1
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On opére de la méme maniére que précédemment :

r+R 22 R2 r!
A(r) = —2rR? dr'p(r) — = T
ns|,(r) TR /rR rp(r') R "R
r [T 1] 2 2 2
= —3 - dr'r'p(r') (r'* — 1% — R?) (A.1.36)
Comme
2 —r? —R? = (r —1")2 = 2r(r —1') — R? (A.1.37)
T r+R
nole(r) = 5 | A [(r—r)’ —2r(r—r) —R?] (AL38)
Ir—R|
Sir>R
T r+R
nol, (r) = —— dr'v' p(r') [(r —1')? = 2r(r — ') — R?]
™ Jr—R
=T [T e [ 2 )~ B ORIy~ ) (A139)

Sir < R, la relation (A.1.39) est toujours valide si I'on prolonge la définition de p(r’) pour
les valeurs négatives en posant que p(—r') = p(r’) puisqu’alors :

R—r
/ dr'p(r')r’ (1" —r* — R*) =0 (A.1.40)
r—R

En séparant en deux parties le terme & intégrer, il vient :

1 o

ey (r) = 2 dr'r' p(r')m [R? = (r —')?] O(R — |r — 1'|)
* % / dr'v’ p(r’)2m(r = 7)O(R — |r — ')
1

o0 1 [e.e]
= — dr’r'p(r’)wg(r )+ / dr'r' p(r')ws (r — ') (A.1.41)

7 —00 T J—c
ofl w§ est donné par la relation (A.1.24) et
w5 (r) = 2mrO(R — |r|) (A.1.42)

ol gf est une fonction scalaire.Vérifions la relation précédente en montrant que si p est
uniforme, la moyenne vectorielle est nulle. Calculons (avec 7’ =" —r) :

1 [ 4 R3
- dr’r’wgg(r —7r) = T
7 J_oo 3r
1 0 9 r+R ) R
- dr'r'ws (r—r") = il dr'r'(r — ') = L dr’r" (r + ")
" J—co ? " Jr—R " J-R
47 R3
= — A.1.43
3 ( )

La somme des deux relations précédentes est bien nulle.

167



A.2 Calcul de la densité volumique p(r)

A.2.1 Equation a résoudre

L’équation a résoudre dans la cas d’une seule espéce (v = 1) est I’équation (2.1.9) qui
s’écrit :

plr) = presw |5 (47 - Ve - 2 )| (A21)
BFe = / Ar'd({na)] (A.2.2)
r) = / dr' p(rJwa (r — 1) (A.2.3)

ou les fonctions w, sont données par (A.0.1). Comme

= wy(r — ') (A.2.4)

il vient

fem p 5na ) , ,
E /d 5Pa 0 E /d 8na Nwe(r' —r)dr
8@
= E /d '— (¢ )wa(r — ¢')dr’ — E dr lana wo(r —r')dr’ (A.2.5)

puisque les fonctions scalaires sont paires et les fonctions vectorielles impaires.

A.2.2 Rappel sur les moyennes

En coordonnées sphériques, on a

na(r) = na(r) = / ar's ol — ') = [(rp) ® ] (A.2.6)
na) = mle, = {5 [arvinuso =)+ 1 [aripesso - e,

= {:2[(rp)®w§}+i[(rp)®w2]}er (A.2.7)

m(r) = ny(r)e, = {1 (rp) ® 42] 1 [<m> @ 4“’;] } & (A.28)

ol “®” désigne la convolution :

f ®g](r) = / ar' f (g — ') (A.29)



et ou

S
) = 29
S
) = 29
w5 (r) = 2rRO(R—|r|)
wg?(r) = F(RQ—T2)@(R—’T|)
S = 20
- 47 R
w5 (r) = 2rrO(R—|r|)

A.2.3 Calcul des termes scalaires

3

5T
2 550

- () =]

Na a=0

a=0

A.2.4 Calcul des termes vectoriels

Le probléme est de calculer

Xl

)

. - /dr’gri(r')wg(r —r)

Avec r’ > 0 pour 'instant

0P r’
Iy ™) = 20 e =n0)
r—r
wor—1') = §(R—|r—71'|) F=
D’ou
OF" [p] _ / / ' r—r
_/8 5p(r) g - /dr 72(1"),,,/ ’r_rl’(s(R_

2T T
= R’Z/ dcp/ dfsin 0 75(r') = -
©=0 6=0 r

v

/

_I-’|)

r—r

v — ']

(A.2.10)

(A.2.11)

(A.2.12)
(A.2.13)

(A.2.14)
(A.2.15)

(A.2.16)

(A2.17)

(A.2.18)

(A.2.19)

(A.2.20)

(A.2.21)

puisque l'intégrale a lieu sur la sphére de centre C, de rayon R et de surface élémentaire
R?dypsin #df. En regardant la figure A.1 avec maintenant le point M’ sur le cercle de centre

C et de rayon R :

Rsin 6 cos ¢ , —=
—_ _
' =O0M = (Rsin@singo) ror MO

_ |
r+ Rcosf v —r'| R
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D’ou :

r"* = 7?4+ 2rRcosf + R* (A.2.23)
M2 _ 2 _ R2
0 = —— A.2.24
o8 2rR ( )
/d /
deosf = —sinfdd="_"" (A.2.25)
T
r r—r R+ rcosf 72+ R? — 1?2
- = — = — A2.2
o r—r/| r 2Ry ( 6)

A Taide de la relation (A.2.24), il est immédiat de vérifier que quand § =0, 7' =r + R
et quand 0 = 7, ' = |r — R| (jusqu’ici 7’ est toujours positif). On obtient finalement :
5 1p]

ép(r)

Si maintenant 1’on prolonge v2(7') pour les valeurs négatives de 1’ en supposant que o ()
est impair (y2(—1") = —v2(r’)), il vient :

- B

T r+R
o / () (r* + B =) dr’ (A.2.27)
r—R|

nz

+

R A

Y2 (r') [(7‘ — r/)2 + RQ] C] (R —|r' - 7“|) dr’

6F[p] m [T N (12 2 2 ’
- B - / ) (r'* 4+ R°—1r")dr
Sp(r) ) r )k Yo (r') ( )
T r+R
i / Yo (r') [(r — )2+ R? — 2r(r — )] dr’
r—R
r+R r+R
= - / Yo (r') [(r = 1")? + R?] &’ + 27T/ Yo (r') (r — r")dr’
r—R r—R

|
8

Yo (r')(r — O (R —|r' - r|) dr’

+

N

3
I
¢

o)

{72 ® wf] + {72 ® gg} (A.2.28)

T
T

oil la fonction w5 est définie par la relation (A.1.42) et la fonction wy par :

wf(r") = (r”2 + Rz) O (R - ]r”]) (A.2.29)

A.2.5 Reécapitulation

I1 vient donc finalement :

5f€x[p] B 3 1 0D IS T Wf s &g s
B (5p(I') —O;)T r% ® wy, +;|:71®m+72®w4} ’Yl@m Y2 ® ws
3
B 1 0P s o g - <
T4 [(Tan() ®wa] + ?[(MR +72> ®w4} - (47TR +72> ® Wy
(A.2.30)
avec pour i € {1,2} :
87(1) r >0
vy =< om © POUT (A.2.31)
—%i(=T) r<0
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A.2.6 Cas particulier d/2 < R.,, < d

Quand d/2 < Ry < d, une seule molécule de diamétre d = 2R peut étre présente
dans la cavité de rayon R.q,. Dans le cas ou il n’y a pas de potentiel extérieur, toutes les
positions dans la sphére de rayon R4, — d/2 sont équivalentes. La densité volumique p est
uniforme et alors

4 d\*
soit
1
pd3 = i— (A.2.33)

171



172



Annexe B

Dérivées des modéles tensoriels et
transformée de Fourier de wy,

Pour utiliser le modéle FMT en considérant un terme tensoriel avec la méthode numé-
rique proposée au chapitre 2, il est indispensable de trouver une transformée de Fourier ana-
lytique pour le poids tensoriel w?,. Ce nouveau poids va introduire une nouvelle moyenne

tensorielle ny, et entrainer une modification des modéles de Rosenfeld et du White Bear.
Ce nouveau terme permet d’éviter la divergence de ’énergie libre d’excés pour des densités
trés élevées de fluides confinés [84].

Rappelons d’abord que pour une matrice symétrique X et un vecteur a donnés sous
forme colonne, on a : o

daTXa T
—— = aa
oX
da’Xa
oTr(X") —
0X =
e Version de Rosenfeld modifiée
aq)RfT
o In(1 — ng) (B.2)
ooh-T . 19 (B 3)
8’01 N 1— ns '
aq)R*T _ ni TL% — ngHQ (B 4)
8n2 1-— ns 87T(1 — n3)2 .
opi-T B no ning — nipng (B.5)
87@3 N 1-— ns (1 — TL3)2 .
9 1
R-T T
0P —— (B.7)
onl 1-— ns
_ _ m)——— B.
ony 1—n;3 + ( namy + 303 n:> 47(1 — ng)? (B.8)
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0PR-T r 9 9 1
= (3 _Z .
Ongm ( n2fy T ohm > 87(1 —n3)?

e Version du White Bear modifiée

a(I)WB—T
o _n(1—
ano Il( 77,3)
8CI)WB—T B o
8@WB—T _ 1 _|_ (n2 . nTn ) ns + (1 _ n3)2 ln(l _ ng)
ons 1—ng 2 o Ny 127Tn§(1 S
H®WB-T no niny — nlny f .
ong - 1_ na + 1- n3§2 + [ng — 3naniny + 9n;fn:mn2 — 5Tr(n
2-5n3+nj  In(l—ng)
X - J—
36mn3(1 — ng)3 18mn3
8n1 N 1-— ns
8®W37T _ _n{ + (_2n nT + nTn ) ns =+ (1 — n3)2 1n(1 o n3>
on2 L=ns B 127n3(1 — n3)?
w — (3n.m? — gnz ns + (1 —n3)?In(1 — ng)
onm - 2%2 T 9 m 127n3(1 — n3)?

La deuxieme étape est de trouver la transformation de Fourier de w},

%(k) = /// r) exp(—ik.r)dr
= ///< - ) wh(r) exp(—ik.r)dr

= // —w2 r)exp(— zkrdr—///w2 r) exp(—ik.r)dr

= : T3 Q(k)

(B.10)
(B.11)

(B.12)

m)

(B.13)
(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

Rappelons que l'indice supérieur indique ’espéce ¢ du mélange. En considérant des coor-

données sphériques :

x = rsinf cosp 0<0<m
r=< y = rsinf sing 0< ¢ <27
z = rcosf 0<r<R

On pourra choisir le vecteur k de sorte qu’il soit aligné avec ’axe Oz.

0
k = 0
k|
0 0 O
kk”
|| 0 0 1

(B.18)

(B.19)

(B.20)



On note [k| = k. Dans ce cas, le terme A" se réduit 4 :

) R; T 2w I'I‘T
Al = / / / —50(R; — |r]) exp(—ik.r)r? sin 0drdfdyp
o Jo Jo T

x pon [Sinf cos sin @ cos A
= R} / / sin @ sin ¢ sinf sing | e *Ricosfgin gdhde
0 Jo cos 6 cos 6
» [msin®6 0 0 ‘
= Rz2 / 0 mTsin® @ 0 e—szi cos 6(?19
0 0 0 27 sin 6 cos? 0
. [msin3 0 0 0 ‘
= RZ‘Q / 0 msin® @ 0 e~ kRicost g9
0 0 0 271 sin @ — 27w sin® @
- 000 10 0 A
= Rl-2 / 2rsinf |0 0 O] +7sin®0(0 1 0 e~ tkRicost jp
0 i 0 0 1 00 —2
T kk” kkT .
= Ri? /0 27 sin 9? + msin® 0 (I — 3—}{2 >} e tkRicost g
kk" (7 : kkT\ [7 .
= 27TRZ<2—2 / sin feFHticosfqg (I - 32> / TR? sin® fe i cos0qq
k= Jo k 0
kk” B kk” " . —ikR; cos
= ﬁbdg(k) + (I -3 12 ) /0 TR? sin® e B cos0qg (B.21)

Dans I’équation précédente, reste & calculer la grandeur B :
B = / 7R?sin® § exp (—ikR; cos 6) df
0
= 7R? / sin® e~ kRicoslqg — 7 R2 / (1 — cos? 0) sin fe~FFicos04g (B.22)
0 0

En posant a = cos 8, B devient :

1
B = WR?/ (1 —a?)e”*lieqq
-1

. —ikRja7 ! 2 —ikRjaql . 1
_ 2 |1€ i 2 [iale i % _ikRia
= 7R; { iR }_1 TR; <|:le }_1 IR, /_1 ae da)

= wR? ie~ e’ — TR? ia?e” e ' % iae_ikRi“_i_@—ikRia !
I Iy kR, |_, kR | kR KRRZ |,

7 kR, LR
— »R2 (e szl_eszZ)

' kR;
c(—ikRi _ ikR; ©[s(p—ikR; | ikR; —ikR; _ ikR;
R i(e e™) 20 [i(e + e . e
kR; kER; kR; k2 R?

_ 2mR; [2icos(kR;)  2isin(kR;)] _ —4wcos(kR;) n 4 sin(kR;)
- Tk kR BRZ | R R,

47 sin(kR;) — kR; cos(kR;)  @s(r)
- = B.23

R; k3 R; ( )



En combinant les équations (B.17), (B.21), (B.22) et (B.23), on obtient la transforma-

tion de Fourier de la fonction de poids tensorielle :

Bi(k) = k:;a?(k) + (1 - 31‘:2T> @?}(;) - %@(k)
_ (k:f _ ;) (az(k) - 3°A’3g)> (B.24)
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Annexe C

Preuve de la symétrie

Dans le cas de la poromécanique classique, un résultat classique est [3]

(V-&) = (o) (C.1)

L’objectif de cette annexe est de vérifier cette relation dans le cas non linéaire de la loi
de Barton-Bandis pour le comportement mécanique des cleats.

& est un tenseur d’ordre trois. Si les deux derniers indices p and g sont fixés, a partir
de la relation (4.3.65), en utilisant la notation tensorielle, le probléme pour le vecteur &P4

s’écrit
0 Pq
Ty, [ ijkl Skl(g )] =0 dans Y,,
J
Chipg [E1 (€777) + 0kp i) nf = Clipy [Exa (8777) + Okp Ol m (C.2)
= Kn[[gfq]]n + KT[[Efq]]T sur anm

avec [€P], = nt (nT - €PIT 4 0 - €P97) et [€PY], = £PIT — ¢PIT — [€P], ot les indices
n and 7 désignent les composantes normale et tangentielles de &€P? sur les deux surfaces +
du cleat (voir figure 4.2).

Le probléme pour le vecteur 1 s’écrit

aay. [C;'kjkl Eu(m] = 0 dans Y,

j

x * - C.3
[Cz’jkl 2 (mt) + 51]} j' = [Cz‘jkl & () + 5@} nj_ sur Yy, (C.3)

avec [n], = (" -n* +n"-n7)n" et [n]; =0T —n~ — [n].

Le réseau des cleats divise la matrice Y;, en des sous-domaines Y, avec 1 < a < M.
Pour tout champ de déplacement Y-périodique u satisfaisant sur chaque partie Y, de
la cellule-unité I’équation d’équilibre, V - o(u) = 0 et pour tout vecteur Y-périodique w
différentiable sur chaque partie Y, , nous avons (en notant que la normale externe a Y,
sur OY,F est njF)

do; Oo;
0 = / i w;dV = / i w; dV
Yo 83/] Z Ying Gyj
gij(u w n ds — Z/ oij(u 8% dV

= oij(u)w; n+ ds + /
Z /8Y ’ Z Y,
= - Z/ Uij(u> [[wz]] n+ ds — Z/ Uij(u) % dv (C4)
o Jov,,. J — Jy.... 0y;
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avec 9Y, =0V, et [w] = w’ —w™. En utilisant la symétrie de o(u) = C* : £(u), on
obtient

Z / o Ea(u) € Z / ) el as (C.5)

En appliquant la relation précédente pour u = n and w = £€P7 et en utilisant la condition
aux limites (C.3) sur 0Y},,, I'orthogonalité des composantes normale et tangentielles, le
théoréme de divergence et la périodicité, il vient

Z/Y Chir Er(m)Ei5(€9) AV
= - —n ann KT il I‘)qn PquS
St b+ Kolale) G+ €
-2 /(9 I Kl D+ Ko [l [67]-) dS
oEM
== ——dV — annpqn KTiTPquS
S G b Kl 1)
En utilisant a nouveau la relation (C.5) mais maintenant avec u = &7 et w = 7, on obtient
;/Yma Cliki Er(8P7) Eij (m) AV
=2 | (“Clipar + K€+ KA ) (I + [nl,) 45 (1)
/ Cliva €13 () AV =3 /8 g T + K€ D) dS

Du fait de la symétrie du tenseur d’élasticité (C7;p; = Cjy;;), les deux termes de gauche des
relations (C.6) et (C.7) sont égaux et donc

¢} "
L o V= ), Cify (n) AV
(Vy- &) = (opg(m)) (C.8)

Ce qui est le résultat annoncé.
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Annexe D

Solution analytique pour la rigidité
effective a trois échelles

D.1 Probléme a résoudre

Considérons un réseau de cleats immergé dans la matrice caractérisée par les parameétres
de Lamé X et i avec une structure des cleats représentée sur la figure 4.15a. Le cleat (I) avec
des rigidités normale et tangentielle (K, KI) est localisé en y; = /2 tandis que le cleat
(I1) de rigidités (K11, KIT) se situe en yp = [/2. L’objectif est de résoudre la fermeture
(C.2) ou le tenseur de rigidité de la matrice et le tenseur des déformations sont donnés par

Gkl = A0ijOkr 4 (8ikdji + dudjk) (D.1.1)
En(€M) = < o8 + 5pq> (D.1.2)
Oy Oy

En utilisant la relation (4.3.67), le tenseur de rigidité effective s’écrit

65”‘1 agpq
eff * 1
Ciipq = Cijut ((5kp(51q < i + 8yk>> (D.1.3)

La condition sur I'interface matrice-cleats pour les deux cleats I et I1 est donnée par

5 _
515 N0 + 1 (st + Sudze)] | Sty + - < & o )

oy Oy

= KJ A5 + KA 5, + KfAfggqam (D.1.4)
825 [A0ii0k1 + p (03051 + dirdr)] | g + o + = 47|

2j ij Okl M 04k041 95k kqOQlq ayl 6yk

= K{lIAllfgq(siQ + KgIAIIffq(sil + K.,{IAllfgq(;ig (D.1.5)
D.2 Casp=1(2) et ¢ =1(2)
En effectuant la projection normale, on peut écrire
o 11 8611 8511 8511

A 204 A + =22 4 3>+21 = KIAle! D.2.1
(o o ™ )~ 20 o (b-21)

&t 51 0&3 ) o0& ITATT 11
A1+l 4 +our = KA D.2.2
( o oy oy ) T oy & (D-22)
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ot ATUD) indique le saut de part et d’autre du cleat I(II). 11 faut noter qu’il n’existe pas
de déplacement suivant la troisiéme direction du fait de la structure des cleats. En utilisant
la condition de périodicité, il vient

11
Algtt + z%ﬁl =0
. 8%5 (D.2.3)
Al L 22—
52 ayg
La solution finale est
ot ApO+ ) + A+ 2p) KT (D.2.4)
oy ApN+p) + A+ 2u) (KL + K+ KLKT0? -
agt MK, (D.2.5)
Oya  Ap(N+p) + N+ 2u) (KL + KD+ KLKII2 -

Suivant la définition du tenseur de rigidité effective (D.1.3), les composantes Ci{{ L et C;g{l

prennent la forme

celf KL [4p\+ p) + (A +2p) K1 Y] (D.2.6)
L g+ ) + (A + 2p) (KL + K0+ KIKIT2 -
)\KIKII€2
(C;J?c{l - ¢ 7Il 11 TIIp2 (D.2.7)
4N+ p) + N+ 2u) (KL + K+ KIKTTe

Comme les deux cleats ont un role similaire, on peut facilement en déduire la compo-
eff
sante Cyn59

cell K0 [apN + p) + (A + 2p) K] (D.2.8)
222 qp( A+ p) + (A +2p) (KL + KN+ KK 2 -
D.3 Casp=3etqg=3
Par projection sur les axes normaux aux cleats, il vient
o 33 84533 &533
A+ (A+2 L a2 28 = KIAIES D.3.1
(2 Gl 2T T8 5 (D.3.1)
B) 33 a§33 3§33
A (A +2 2 a2 a3 = KHANES D.3.2
(h+2) G AT a8 & (D.3.2)
33
Notons que a—?’ = 0 & cause de la structure de la cellule-unité. On a la condition de
Y3
périodicité :
Algft o
= =0 D.3.3
[ + 8y1 ( )
AT o’
= 0 D.3.4
l + 8y2 ( )
On trouve :
oy —A(2p + K}'Y) (D.3.5)
oy MNAp+ KLo+ KIT) + (2p + KLO) (2 + K1T0) "
033 —\2u+ K1)
=2 - (D.3.6)
0y MNap+ Ko+ K0 + (2p+ KLO)(2p + K12)
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Finalement,

C ()\+2)<1+8§3>+)\8§f’3+)\8§3 (D.3.7)
- : dy3 oy Oy2 o
2 I II
Nt 2 — ANAp+ K+ Ky L) (D.3.8)
MNap+ KLe+ K0 + 2p+ KL0)(2p + K12)
85%3 a€§3> o Z153
C MI+ 4+ +A+2u)=— D.3.9
1133 ( Dy Ay ( 1) Ay ( )
A2u+ KHOKLe (D.3.10)
Map+ KLe+ K0 + 2u+ KLO)(2u + KL12) o
C A<1+8§%3+8§3>+(A+2)833 (D.3.11)
. oy Oy " dys o
A2u+ KL Ky (D.3.12)
ANap+ KL+ K0 + (2p + KLO)(2p + K12) o
D4 Casp=1letn=2
Par projection sur les axes paralléles aux cleats, il vient
3 35%2> I A 12
1+ —+ 2| = KA D.4.1
w1 G+ G2 6 (D4.1)
3 8&2) I AT 12
=+ =] = KA D.4.2
u(G+ 52 ¢ (D.42)
3% 35?) I AII¢12
1+ =+ ==) = K A D.4.3
w1 G+ 52 ¢l (D43
3 85?) IT AIT 12
=4+ =>=] = KA D.4.4
: < dy2 Oy ° (D-44)

Notons que pour m = 1 et n = 2, seul existe un cisaillement dans le plan Oxy avec
AI%Q = AH§§2 = 0. Les équations sur les cleats s’écrivent :

) 12 o 12

m (1 + ;;2 + ;;) = KIAIgl? (D.4.5)
o 12 o 12

m (1 + ;;2 + ;;) = KITAHgl? (D.4.6)

La condition de périodicité s’écrit :

Les solutions sont données par :

12
Alel? 4 z‘?f;l —0 (D.4.7)
a 12
AlTgl2 4 z;ylz =0 (D.4.8)
oy, p(KL+ KH)+ KIKIY o
o usl (D.4.10)
oyr KL+ KT+ KIKIY o
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Finalement,

1 (0¢* 35?)] p <5£%2 36?)
C = pll+- |+ 2 )| +5 (22 + 2=
1 : [ 2 <3y2 o 2\ 0y O
Ir-I1
- pl KT (D.4.11)
p(KI 4+ KIT) + KIKIH¢

D.5 Casp=1(2) et ¢=3

Le probléme revient & chercher le cisaillement quand le déplacement dans la direction
ys fonction seulement de y; est donné. Il est dés lors suffisant d’effectuer la projection du
probléme pour le cleat I suivant ’axe ys3 :

o 13 o 13
m (1 + ;yls + ;;) = KIATgl (D.5.1)

Rappelons que seul §§3 est différent de 0. En combinant avec la condition de périodicité,
on a

13
a1+ 250} = gialgs (D.5.2)
oy
ogl  Alef
0 D.5.3
oy 1 (D.5.3)
La solution est donnée par :
13 _
S (D.5.4)
8y1 w+ Kgf
Finalement,
oel3 6L
Cisz=p(1+22) = z D.5.5
= (14 5) = R D53
De la méme fagon, quand p = 2 et ¢ = 3 pour Cas23, on obtient
pk e
C = —FF D.5.6
2323 ot KITE ( )
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En résumé, on a trouvé toutes les composantes du tenseur de rigidité effective

K0 [4p( + p) + (A + 2u) K11 (]

(Ceff _

M= 4N+ p )+ X+ 2p)( KI+KU)€+KIK”€2
colf K0 [ApN + p) + (A + 2p) K]
2222 ApA+ p) + (A +2p) (KL + KD+ KEKTT0?
off N(4p+ KL+ KlTp)
Cazzz = A+2u— 7 11
)\(4,LL+KI€+KH€) $2,u—|—K O)2u+ Kl1e)
cell _ gelf AK] K2
T T a0 )+ (v 2u) (K KD KR
11
cotf, = pi KL (D.5.7)
(KI—I—KH)—I—KIKHK
cell A2+ KO KL
U337 Ndp+ K10+ K1) + (2u + K10 (2u + K11¢)
(Ceff i )\(2M—|—KI€)K7ILI€
2233 /\(4M+K1€+KU£) (2u+ KL0)(2u + K11¢)
(Ceff _ ,U,K 14
1313 K;E
(Ceff _ ,LLKI E
2323 M+K7U€

Il faut noter que le milieu correspond au cas isotrope transversal si et seulement si

Cip — C
KI = KI = KIl = KIT. Alors Cia15 = %
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Annexe E

Solution analytique pour 1 a I’échelle
microscopique

Le probléme pour 1 posé sur une cellule-unité périodique composée de deux cleats
verticaux orthogonaux (voir figure 4.15a) peut étre résolu analytiquement pour {K,, K}
donnés. Du fait de la structure des cleats, il n’existe pas de déformation dans la troisiéme
direction, i.e. eg3 = 0. Le tenseur des contraintes de la matrice est donné par

1 0 0 e;r 0 O
om) = XMein+exn)[0 1 0] +2u] 0 €2 0
0 01 0O 0 0
(A4 2p)ern + ez 0 0
- 0 (A +2p)e22 + Aenn 0 (E.1)
0 0 Alerr + e22)

Notons que les cleats (I) and (I1) correspondent aux vecteurs normaux nj” = (1,0,0) et
ng = (0,1,0). La condition sur I'interface pour la fermeture (4.3.72) s’écrit

o) nf nf = Kml'-1

o) nf nf = K'[n]" -1 (E.2)

avec les conditions périodiques

)" +ent = 0
[[7]]][]4-622@ =0 (E3)

Les solutions pour le saut de 1 sont données par
[[ ]]I E(Q,u—i-K,{Iﬁ)
T NAp+ KL+ KIT0) + (2p + K10) (20 + K110)

I C(2u+ K0)
A(dp+ KL+ K0y + (2u + K1) (2p + K1)

[n
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Annexe F

Coeflicient de Biot du cleat

Considérons un cleat de vecteur normal supérieur n*. La contrainte de contact, continue
de part et d’autre du cleat, s’écrit sous forme incrémentale

dof=do, nt = K,[du,] + K;[du,] — aydpynt
+\nt H\yt+ +(F.1)
= Ku[(du-n")n™] + K;[du—(du-n")nT] — aydpyn
ou [du,] et [du,] représentent le saut normal et le saut tangentiel du déplacement au
travers du cleat, oy est le coefficient de Biot des cleats, K, et K, sont les rigidités décrites
par les relations de Barton et Bandis

(VmKZ%HP (F.2)
R = (Vi + [un])?

ou Ky, K et Vi, sont les rigidités normale et tangentielle initiales et la fermeture maximale
des cleats quand o, — oco.

Pour déterminer le coefficient o, la charge normale P perpendiculaire au plan du cleat
est augmentée de dP tandis que la pression du fluide dans le cleat p, est augmentée de
dpgy. Dés qu'une procédure incrémentale est effectuée, le chargement est considéré linéaire
et divisé en deux étapes distinctes. Dans une premiére étape, le fluide a une pression fixée
Dy et la charge est augmentée de dP —dp,. Dans la deuxiéme étape, la charge et la pression
du fluide sont augmentées de dpy. Seul le déplacement normal est considéré. Lors de la
premiére étape, selon la relation Barton-Bandis, on a

—d(P — py) = Kyd[ul] (F.3)

Lors de la deuxiéme étape, le tenseur des contraintes est uniforme dans les phases solide et
fluide et est égal a —dpyI. Donc, le fluide peut alors étre remplacé par la phase solide. Le
dpg

S
Par conséquent, la déformation est donnée par :

tenseur des déformations du solide est — I ot ks est le module d’élasticité isostatique.

11 —d
Vin + [un] 3k,
Le déplacement total est la somme des déplacements de chacune des deux étapes
dfun] = dJul] + d[ull] (F.5)
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En combinant les deux relations précédentes, on obtient

Vin + [[un]]> ~dp,

—dP K, <d[[un]] + dp, 3%
S

Ky

= K,d[u,] - |1—-—
fud - 1 3

(Vin + [[unm] ap, (F.6)

of
En utilisant la relation (4.2.3), le coefficient de Biot du cleat est donné par

~BB
_ anVm — 0,

K,
afp=1——=(Vin+[u]) =1 3k

2 F.7
3. (F.7)

Il faut noter que le numérateur a gauche est négligeable par rapport a ks. Il est donc
pertinent de prendre la valeur ay = 1 dans des calculs numériques.
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Modélisation multiéchelle du couplage adsorption-transport-mécanique
dans les réservoirs de gaz de charbon: récupération assistée par
injection de CO-

Un modéle théorique multiéchelle combinant adsorption, transport et poromécanique
du réservoir est développé. A la plus petite échelle, les molécules de gaz sont considérées
comme des sphéres dures interagissant avec la paroi des nanopores par un potentiel de
Lennard-Jones. Une nouvelle méthode numérique utilise la théorie de la fonctionnelle de
densité (DFT) et la théorie fondamentale de la mesure (FMT) pour calculer les distribu-
tions moléculaires d’'un mélange de gaz pour une géométrie quelconque des nanopores qui
permettent de déterminer la force de solvatation exercée par la phase fluide sur la surface
des nanopores. La méthode de I’homogénéisation périodique permet de passer de 1’échelle
du nanopore a 1’échelle microscopique et d’obtenir la réponse de la matrice de charbon
qui est une version avancée du modeéle classique de Biot. En appliquant de nouveau la
méthode de 'homogénéisation, la matrice est ensuite combinée avec le réseau des cleats
en considérant le contact & l'interface matrice-cleats caractérisé par la loi hyperbolique de
Barton-Bandis qui modifie la rigidité effective ainsi que la perméabilité du réservoir. Les
équations moyennes de conservation de la masse des deux gaz (CHy et CO2) dans la matrice
prennent en compte les phénoménes d’adsorption caractérisés par des coefficients de parti-
tion et une diffusion effective de type Knudsen. Une équation moyenne macroscopique pour
la diffusion des gaz dans la matrice et le transport gaz-eau dans les cleats est développée en
considérant ’échange de masse entre la matrice et les cleats. Des simulations numériques
démontrent la corrélation cruciale entre les distributions de pression des gaz, I'ouverture
des cleats et la rigidité du réservoir.

Mots-clés : Adsorption, poromécanique, écoulement multiphasique, homogénéisation.

Multiscale modeling of the coupling adsorption-transport-mechanics in
coalbed gas reservoirs: enhanced recovery by CO, injection

A multiscale theoretical model combining adsorption, transport and reservoir porome-
chanics is developed. At the smallest scale, the gas molecules are considered as hard spheres
interacting with the nanopore wall through a Lennard-Jones potential. A new numerical
method uses the Density Functional Theory (DFT) and the Fundamental Measure The-
ory (FMT) to calculate the molecular distribution of a mixture of gases for any nanopore
geometry, which allows to determine the solvation force exerted by the fluid phase on the
surface of the nanopores. The periodic homogenization method is used to upscale the
nanopore model and to obtain the response of the coal matrix at the microscale, which
extends the classical concept of the Biot model. By using the homogenization method re-
iteratively, the matrix is then combined with the cleats network by taking into account the
joint stiffness at the matrix-cleats interface characterized by the hyperbolic Barton-Bandis
law, which modifies the effective stiffness and the permeability of the reservoir. The av-
erage mass conservation equations for the two gases (CHy and COg) in the matrix take
into account adsorption phenomena characterized by partition coefficients and an effective
Knudsen-type diffusion. A macroscopic average equation for gas diffusion in the matrix
and gas-water transport in the cleats is developed by considering the mass exchange be-
tween the matrix and the cleats. Numerical simulations illustrate the crucial correlation
between gas pressure distributions, cleat opening and reservoir stiffness.

Keywords: Adsorption, poromechanics, multiphase flow, homogenization.
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