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Chapitre 0

Introduction

0.1 État de l’art

0.1.1 Racines primitives et conjecture d’Artin

Soit n ≥ 2 un entier. Si n est égal à 2, 4, une puissance de nombre premier
impair ou au double d’une puissance de nombre premier impair alors le groupe
multiplicatif (Z/nZ)∗ est cyclique. Dans ce cas les générateurs du groupe
multiplicatif sont appelés des racines primitives modulo n.

Dans ses Disquisitiones Arithmeticae ([7], p 393) Gauss établit une mé-
thode simple pour calculer l’expression en base 10 des fractions de la forme
m
pr

à partir de celle de 1
pr

où pr est une puissance de nombre premier pour
laquelle 10 est racine primitive. En effet, si m ≡ 10ν (mod pr), alors le déve-
loppement de la partie fractionnaire de m

pr
sera celui de 1

pr
décalé de ν chiffres

vers la gauche. Dans ses tables, il fournit une liste des premiers entiers dont
le groupe multiplicatif est cyclique pour lesquels 10 est racine primitive. Il
s’agit de la première occurrence de la question de l’ensemble des entiers pour
lesquels un nombre donné est une racine primitive.
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En septembre 1927, Emil Artin [6] conjecture, dans ses correspondances
avec Helmut Hasse, qu’un entier a différent de −1 et qui n’est pas un carré est
une racine primitive pour une infinité de nombres premiers, plus précisément
il conjecture que

lim
x→∞

#{p ≤ x, a est une racine primitive modulo p}
#{p ≤ x}

,

existe et vaut CA :=
∏
q

(
1− 1

q(q−1)

)
= 0.37395581 . . . , la constante d’Artin,

si a n’est pas une puissance parfaite. Si a est une h-ième puissance parfaite,
un terme correctif doit être ajouté et la limite est alors CA ×

∏
q|h

(
q(q−2)
q2−q−1

)
.

L’heuristique dont découle cette conjecture est décrite dans la partie 1.2. Il
est important de noter que dans cette première formulation de la conjecture
d’Artin, la proportion de nombres premiers pour lesquels a est une racine
primitive ne dépend que du fait que a soit une puissance parfaite ou non.

En 1957 Derrick et Emma Lehmer ont vérifié numériquement la conjecture
d’Artin pour plusieurs valeurs de a, et ont envoyé des tables résumant leurs
résultats à Artin. Dans ces résultats la proportion de nombres premiers pour
lesquels a est une racine primitive ne correspondait pas à la conjecture d’Artin
pour certaines valeurs de a, et plus particulièrement pour a = 5. S’en suivit
alors une correspondance entre Artin et les Lehmer (dont une partie est
reproduite dans [35]) au cours de laquelle Artin revient sur sa conjecture.
Notons a = a1a

2
2, avec a1 sans facteur carré. Alors si a1 ≡ 1 (mod 4), un autre

terme correctif doit être ajouté, provenant du fait que dans ce cas Q(
√
a) peut

être une sous-extension d’une extension cyclotomique (voir proposition 2.14).
La valeur de ce terme correctif est fournie dans le cas où a est un nombre
premier congru à 1 modulo 4 par Hasse [11], puis une formule générale est
décrite par Lang et Tate dans la préface de [6], cependant Hooley [14] attribue
la bonne version du terme correctif à Heilbronn.

En 1967, Hooley [14] fournit une démonstration de la conjecture d’Ar-
tin reposant sur l’hypothèse de Riemann généralisée pour certains corps de
nombre, qui lui permet d’utiliser une version forte du théorème de Chebota-
rev.
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Theorème 0.1 (Hooley). Soit a un entier différent de −1 et qui n’est pas
un carré. Posons h le plus grand entier tel que a soit une puissance h-ième
et notons a = a1a

2
2 où a1 est sans facteur carré.

Notons Na(x) le nombre de nombres premiers plus petits que x pour les-
quels a est une racine primitive. En supposant l’hypothèse de Riemann gé-
néralisée pour les fonctions zêta de Dedekind associées aux extensions du
type Q( k′

√
b, ξk) où b est un entier strictement positif, ξk une racine primitive

k-ième de l’unité, k sans facteur carré et k′|k on a :

Na(x) =
∏
q

(
1− 1

q(q − 1)

)∏
q|h

(
q(q − 2)

q2 − q − 1

)
C(a1)

x

log x
+O

(
x log log x

log2 x

)
,

où

C(a1) :=


1− µ(|a1|)

∏
q|h
q|a1

(
1

q−2

) ∏
q∤h
q|a1

(
1

q2−q−1

)
si a1 ≡ 1 (mod 4),

1 sinon.

Aucune preuve inconditionnelle de la conjecture d’Artin n’est à ce jour
connue, cependant des résultats partiels existent. En 1984 Gupta et Ram
Murty [9] ont démontré qu’il existe une infinité d’entiers a qui sont des ra-
cines primitives pour une infinité de nombres premiers. Ils ont obtenu ce
résultat en construisant à partir de n’importe quel triplet de nombres pre-
miers un ensemble de 13 entiers, dont les seuls facteurs premiers sont dans
le triplet, tel que au moins un élément de cet ensemble soit racine primitive
pour au moins δ x

(log x)2
nombre premiers plus petits que x, avec δ > 0. Heath-

Brown [12] a amélioré ce résultat en 1988 en montrant qu’il y a au plus deux
nombres premiers qui ne sont des racines primitives que pour un nombre fini
de nombres premiers. Plus précisément, il a démontré le théorème suivant :

Theorème 0.2 (Heath-Brown). Soient q, r, s trois entiers non-nuls qui sont
multiplicativement indépendants. Soit N(x) le nombre de nombres premiers
plus petits que x pour lesquels au moins un entier parmi q, r et s est une
racine primitive. Si aucun entier parmi {q, r, s,−3qr,−3qs,−3rs, qrs} n’est
un carré alors

N(x) ≫ x

log2 x
.

Il est intéressant de noter qu’aucun de ces deux résultats ne fournit une
démonstration constructive, ainsi bien qu’il existe une infinité d’entiers qui
sont des racines primitives pour une infinité de nombres premiers, il n’a pas
encore été montré qu’un entier en particulier est une racine primitive pour
une infinité de nombres premiers.
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0.1.2 Entiers avec un nombre fixé de facteurs premiers
et entiers criblés

Soit ℓ un entier positif. Nous introduisons trois fonctions de comptage
relatives à l’ensemble des entiers ayant exactement ℓ facteurs premiers. Dans
la première (respectivement la deuxième) on compte les facteurs premiers
avec (respectivement sans) multiplicité tandis que pour la troisième on ne
considère que les entiers sans facteur carré. On définit ainsi :

σ(x, ℓ) :=
∑
n≤x

Ω(n)=ℓ

1,

π(x, ℓ) :=
∑
n≤x

ω(n)=ℓ

1,

ρ(x, ℓ) :=
∑
n≤x

ω(n)=ℓ

µ2(n),

où Ω(n) (respectivement ω(n)) est le nombre de facteurs premiers de n comp-
tés avec (respectivement sans) multiplicité et µ est la fonction de Möbius. En
1900, Landau [16] démontre par récurrence, et en utilisant le théorème des
nombres premiers, une formule asymptotique pour ces fonctions de comptage.
Pour ℓ fixé et x tendant vers l’infini :

σ(x, ℓ) ∼ π(x, ℓ) ∼ ρ(x, ℓ) ∼ x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x
, (1)

où le terme d’erreur est partout en O
(

x(log log x)ℓ−2

log x

)
. Pillai a démontré que

(1) reste vrai pour ℓ = o(log log x).

En 1953 et 1954, Sathe publie une série d’articles ([29], [30], [31], [32]) où
il établit des formules asymptotiques pour σ(x, ℓ), π(x, ℓ) et ρ(x, ℓ) en pro-
cédant par récurrence pour ℓ ∼ B log log x, avec 0 < B < 2. En utilisant une
méthode totalement différente, Selberg [33] simplifie grandement la preuve
de Sathe, et fournit des formules asymptotiques pour B ≥ 2. Cet article
marque d’ailleurs les prémices de la méthode de Selberg-Delange ([37] ou
[36] Chapitre II.5). Pour (2 + ε) log log x ≤ ℓ ≤ log x

log 2
, Nicolas [28] démontre

une formule asymptotique pour σ(x, ℓ). Quant à π(x, ℓ) et ρ(x, ℓ), les grandes
valeurs de ℓ sont plus difficiles à aborder. Hildebrand et Tenenbaum [13] ont
démontré une formule asymptotique de π(x, ℓ) pour 1 ≪ ℓ ≪ log x

(log log x)2
et

Kerner [15] en fournit une évaluation asymptotique valable uniformément
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pour x grand et pour ℓ dans un large domaine. Des résultats existent aussi
pour les petits intervalles, notamment Goudout [8] étudie le comportement
de π(x+h, ℓ)−π(x, ℓ) pour presque tout x, ℓ

log log x
non nul borné et h tendant

vers l’infini.

Nous nous intéresserons aussi aux pendants criblés de ces fonctions som-
matoires, c’est-à-dire, en notant P−(n) le plus petit facteur premier de n,
aux fonctions

σ(x, y, ℓ) :=
∑
n≤x

P−(n)>y
Ω(n)=ℓ

1,

π(x, y, ℓ) :=
∑
n≤x

P−(n)>y
ω(n)=ℓ

1,

ρ(x, y, ℓ) :=
∑
n≤x

P−(n)>y
ω(n)=ℓ

µ2(n).

Posons u := log x
log y

. En 1982 Alladi [1] donne des formules asymptotiques pour
ces fonctions de comptage, qui sont effectives du moment que u tende vers
l’infini. En 1990, Balazard [2] fournit une autre formule asymptotique pour
π(x, y, ℓ), qui est plus précise pour les valeurs bornées de u (lemme 3.10), ce
qui lui permet de démontrer l’unimodalité de π(x, ℓ) et ρ(x, ℓ).

0.1.3 Généralisations de la conjecture d’Artin

La conjecture d’Artin a donné lieu a de nombreuses généralisations. Dès
1937, Bilharz [3] démontre l’équivalent de la conjecture d’Artin pour les corps
de fonctions en supposant l’hypothèse de Riemann pour les fonctions zêta as-
sociées à ces corps, hypothèse qui fut démontrée par Weil [39]. Lang et Trotter
[18] ont proposé une généralisation pour les courbes elliptiques, démontrée
en supposant l’hypothèse de Riemann Généralisée par Serre. De nombreuses
généralisations peuvent être trouvées dans les différents articles de synthèse
concernant la conjecture d’Artin, comme par exemple [25], [21] et [26].
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La généralisation de la conjecture d’Artin qui nous intéressera dans cette
thèse est celle formulée par Li [20]. Il ne peut y avoir de racine primitive mo-
dulo un entier n que si ce dernier est de la forme n = 2, 4, pr, 2pr, où p est
un nombre premier impair. Cependant Carmichael [5] a étendu le concept de
racine primitive modulo n’importe quel entier n ≥ 2. On dit qu’un entier a
est une racine primitive généralisée modulo n si l’ordre de a dans (Z/nZ)∗ est
maximal. Carmichael introduit alors la fonction λ telle que λ(n) est l’expo-
sant de (Z/nZ)∗ (c’est-à-dire la taille maximale d’un sous-groupe cyclique),
qui jouera un rôle similaire à celui de l’indicatrice d’Euler pour les racines
primitives. On peut alors reformuler les problèmes sur les racines primitives
en des problèmes similaires pour les racines primitives généralisées. Comme
pour les racines primitives notons Na(x) le nombre d’entiers plus petits que
x pour lesquels a est une racine primitive généralisée. On pourrait alors s’at-
tendre à ce que, pour des entiers a convenables, il existe une fonction B(a)
telle que Na(x) ∼ B(a)x. Cependant ce n’est pas le cas, Li [20] montre, incon-
ditionnellement, que pour tout entier a, lim inf Na(x)

x
= 0. De plus, en notant

E l’ensemble des entiers tels que |a| = 1 ou |a| est une puissance non-triviale
(c’est-à-dire qu’il existe h ≥ 2 et b ∈ N tels que a = bh) ou a est le double
d’un carré, on a que pour tout a ∈ E , Na(x) = o(x). Quant à la limite supé-
rieure, Li et Pomerance [22] obtiennent, en utilisant l’hypothèse de Riemann
généralisée, que pour a /∈ E , lim sup Na(x)

x
> 0, et ils conjecturent même que

lim sup Na(x)
x

= αφ(|a|)
|a| , où φ est l’indicatrice d’Euler et α ≃ 0, 326 est indé-

pendant de a. De plus, Li et Pomerance [23] ont montré une version de la
conjecture d’Artin pour les racines primitives généralisées en moyenne, c’est-
à-dire pour y > exp

(
(2 + ε)(log x log log x)

1
2

)
, 1

y

∑
1≤a≤y

Na(x) ∼
x→∞

∑
n≤x

R(n)
n

,

où R(n) est le nombre d’éléments de (Z/nZ)∗ d’ordre maximal (ce qui cor-
respond à un résultat de Stephens [34] pour la conjecture d’Artin). D’autres
problèmes ont déjà été considérés dans ce contexte, par exemple Martin [24]
a étudié l’ordre de grandeur de la plus petite racine primitive généralisée
modulo un entier.

Nous nous intéressons dans cette thèse à la proportion d’éléments de cer-
tains sous-ensembles des entiers pour lesquels un entier donné est une racine
primitive généralisée. Plus précisément, les sous-ensembles considérés seront
l’ensemble des entiers ℓ-presque premiers, c’est-à-dire les entiers ayant au plus
ℓ facteurs premiers comptés avec multiplicité, et celui des entiers criblés.
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0.2 Plan de thèse et présentation des résultats
Cette thèse comporte deux principales parties, la première traitant de la

conjecture d’Artin généralisée parmi les entiers avec un nombre fixé de fac-
teurs premiers et la seconde parmi les entiers criblés. Nous commençons par
établir une caractérisation des racines primitives généralisées d’un entier en
fonction de sa décomposition en facteurs premiers, qui est le point de départ
des deux parties sus-mentionnées.

La première partie a pour objectif de démontrer les théorèmes 0.3, 0.4
et 0.5. La notation (GRH) indique que les résultats sont conditionnels à
l’Hypothèse de Riemann Généralisée pour les fonctions zêta de Dedekind
associées à certains corps de nombres.

Theorème 0.3 (GRH). Soient ℓ ≥ 1, E = {1, . . . , ℓ}, a un entier qui n’est
ni −1, ni un carré parfait et Na,ℓ(x) le nombre de ℓ-presque premiers plus
petits que x pour lesquels a est une racine primitive généralisée. On a :

Na,ℓ(x) =
x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x
Cℓ(a) (1 + o(1)) ,

avec les notations suivantes :

1. Cℓ(a) =
∏
p
(1−Wℓ(p)) (1 + Vℓ(a1)),

2. Wℓ(p) :=
ℓ∑

i=1

(
ℓ
i

) ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

) (−1)jpi+j(h,p)i

p2i(p−1)j(pi+j−1)
, est la contribution ne dépen-

dant que de h := {max ν ∈ N, ∃b ∈ Z, bν = a},

3. Vℓ(a1) := µ(2ã1)
H2(ℓ,a1)
1−Wℓ(2)

∏
p

p|a1
p≥3

(1−Wℓ(p))
−1, est la contribution spécifique

dépendant de a, où ã1 :=
a1

(2,a1)
, et a1 est la partie sans facteur carré de

a,

4.

H2(ℓ, a1) :=
ℓ∑

k=1

(
ℓ

k

)
2−ℓ−kδℓ(k)µ(ã1)

k
∏
p|ã1
p≥3

(
(p− 2)ℓ−k

(p− 1)ℓ

) ∑
∏

{i,j}∈D
ai,j=ã1

∏
{i,j}∈D

Gk
i,j(ai,j)

où

δℓ(k) = σ(a1, k)+2ℓ−2k

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−3m

ℓ−k−m∑
r=0

(
ℓ− k −m

r

)
(−1)r2−r

2k+m+r − 1
,
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avec σ(a1, k) :=


2−ℓ+k + 2−2ℓ+k5ℓ−k si a1 ≡ 1 (mod 4),

(−1)k2−ℓ+k + 2−2ℓ+k5ℓ−k si a1 ≡ 3 (mod 4),
(−1)k2−2ℓ+k5ℓ−k sinon.

,

D = [0, k] × [0, ℓ − k]\{0, 0}, et pour (i, j) ∈ D, Gk
i,j est la fonction

multiplicative définie pour les nombres premiers impairs par :

Gk
i,j(p) =

(
k

i

)(
ℓ− k

j

)(
(p− 1)(h, p)

p2(p− 2)

)i+j

(2− p)i (1 +Rp(k + j)) ,

avec Rp(m) :=
ℓ−m∑
r=0

(
ℓ−m
r

) (−1)r(p−1)ℓ−m−r

(pm+r−1)(p−2)ℓ−m .

La complexité des termes impliqués dans les résultats ci-dessus provient,
en grande partie, du fait qu’un entier peut être racine primitive généralisée
modulo p1 · · · pℓ sans pour autant être racine primitive modulo un des pi.
Nous montrons dans le premier chapitre que pour être racine primitive gé-
néralisée modulo p1 · · · pℓ un entier doit vérifier des critères plus faibles que
celui d’être racine primitive mais cela simultanément modulo chacun des pi,
et donc le résultat ne découle pas immédiatement du résultat de Hooley[14],
dont on retrouve ci-dessus le terme principal en prenant ℓ = 1. Cependant
on peut facilement calculer numériquement des valeurs particulières des dif-
férents termes du théorème 0.3 (voir l’annexe A). On a par exemple, en
rappelant que Cℓ(a) = lim

x→∞
Na,ℓ(x)/

x(log log x)ℓ−1

(ℓ−1)! log x
:

ℓ
∏
p
(1−Wℓ(p)) , h = 1 Cℓ(2) Cℓ(3) Cℓ(5) Cℓ(10)

1 ≃ 0.3739 ≃ 0.3739 ≃ 0.3739 ≃ 0.3936 ≃ 0.3739
2 ≃ 0.3759 ≃ 0.3222 ≃ 0.3950 ≃ 0.3878 ≃ 0.3775
5 ≃ 0.3261 ≃ 0.1318 ≃ 0.3252 ≃ 0.3278 ≃ 0.3272
10 ≃ 0.3051 ≃ 0.0293 ≃ 0.3053 ≃ 0.3046 ≃ 0.3047
20 ≃ 0.2919 ≃ 0.0015 ≃ 0.2918 ≃ 0.2920 ≃ 0.2920
50 ≃ 0.2807 ≃ 2× 10−7 ≃ 0.2807 ≃ 0.2807 ≃ 0.2807

Dans la preuve du théorème 0.3 on étudie un ensemble plus grand que
celui des ℓ-presque premiers pour lesquels a est une racine primitive générali-
sée, l’hypothèse de Riemann généralisée n’est alors utilisée que pour majorer
les éléments de cet ensemble pour lesquels a n’est pas une racine primitive
généralisée (voir section 2.2). Ainsi inconditionnellement on a la majoration :

Theorème 0.4. Avec les mêmes notations que pour le Théorème 0.3, on a :

Na,ℓ(x) ≤
x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x
Cℓ(a) (1 + o(1)) .
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De plus nous montrerons un cas particulier du théorème 0.3 pour ℓ = 2
avec un meilleur terme d’erreur :

Theorème 0.5 (GRH). Avec les mêmes notations et hypothèses que pour le
théorème 0.3,

Na,2(x) =
x log log x

log x
C2(a) +O

(
x log log x

log x log log log x

)
,

avec dans ce cas :∏
p

(1−W2(p)) =
∏
p∤h

(
1− 2p3 − 2p2 − p− 1

p5 − p4 − p3 + p2

)∏
p|h

(
1− 2p− 3

p2 − 2p+ 1

)
.

La seconde partie quant à elle concernera les pendants criblés des théo-
rèmes 0.3 et 0.4 :

Theorème 0.6 (GRH). Soit 0 < θ < 1
2
, a un entier qui n’est ni −1 ni un

carré. Soit Na(x, x
θ) le nombre d’entiers xθ criblés plus petits que x pour

lesquels a est une racine primitive généralisée, c’est à dire

Na(x, x
θ) := #{n ≤ x, P−(n) > xθ, a racine primitive généralisée (mod n)}.

Alors sous l’Hypothèse de Riemann Généralisée, et en reprenant les no-
tations du théorème 0.3 :

Na(x, x
θ) ∼

⌊ 1
θ⌋∑

ℓ=1

fℓ

(
1

θ

)
Cℓ(a)

x

log x
,

où les fonctions fℓ sont définies par récurrence telles que :

• f1(u) := 1 pour u ≥ 1,

• fk+1(u) :=
∫ u−1

k
fk(v)

dv
v

pour u > k + 1.

et Cℓ(a) :=
∏
p
(1−Wℓ(p)) (1 + Vℓ(a1))

Les fonctions fi utilisées ici sont les mêmes que celles définies par Balazard
[2].

De la même manière que la preuve du théorème 0.3 donne la majoration
inconditionnelle du théorème 0.4, on a une majoration inconditionnelle dans
le cas des entiers criblés.

Theorème 0.7. Avec les mêmes notations que pour le Théorème 0.6, on a :

Na(x, x
θ) ≤

⌊ 1
θ⌋∑

ℓ=1

fℓ

(
1

θ

)
Aℓ(a)

x

log x

 (1 + o(1)) .
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Le premier chapitre est consacré à la caractérisation des racines primitives
généralisées. On y démontrera que le fait que a soit une racine primitive
généralisée modulo un entier sans facteur carré m est équivalent au fait que
a vérifie simultanément des conditions modulo chacun des facteurs premiers
de m. On déduira de cette caractérisation que a est une racine primitive
généralisée modulo m si m ne vérifie pas une certaine propriété pour tout
nombre premier q.

Le second chapitre traite des racines primitives généralisées parmi les
presque-premiers. Le but principal de ce chapitre est la preuve du théorème
0.3. En utilisant l’Hypothèse de Riemann Généralisée nous ramenons le pro-
blème à l’évaluation du nombre de ℓ-presque premiers ne vérifiant pas ces
propriétés pour q petit. Puis nous montrons que les p1, · · · , pℓ ne vérifiant
pas ces propriétés pour q petit sont tels que chaque pi vérifie un certain
ensemble de conditions. Par des résultats de théorie algébrique des nombre
nous montrons que ces conditions sont équivalentes au fait que pi se dé-
compose comme produit d’idéaux premiers distincts dans un certain corps
de nombres. En utilisant la méthode de Selberg-Delange nous évaluons le
nombre de p1 · · · pℓ ≤ x vérifiant ces propriétés simultanément. Enfin, après
avoir contrôlé les termes d’erreur, nous utilisons des méthodes combinatoires
pour obtenir l’expression du terme principal. De plus le chapitre se termine
avec une preuve pour le cas ℓ = 2 où l’on remplace l’utilisation de la méthode
de Selberg-Delange par la méthode de l’hyperbole, ce qui permet un meilleur
terme d’erreur. Cependant l’utilisation de la méthode de l’hyperbole n’est
pas adaptée à de plus grandes valeurs de ℓ car les termes d’erreur sont alors
bien plus difficiles à contrôler.

Enfin le dernier chapitre a pour objectif de démontrer les théorèmes 0.6
et 0.7. Une observation nous permettra de se ramener à chercher les entiers
criblés avec un nombre fixé de facteurs premiers, ce qui permettra de réutiliser
de nombreux résultats du chapitre 2, avec la notable différence qu’il n’est pas
nécessaire d’utiliser entièrement la méthode de Selberg-Delange dans ce cas,
car les fonctions zêta de Dedekind criblées sont très proches de la fonction
zêta de Riemann criblée, ce qui simplifie énormément la preuve. De plus le
calcul du terme principal se déduira de celui du terme principal du théorème
0.3.
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0.3 Notations
Nous adoptons les notations standards :

Les lettres p et q désigneront toujours des nombres premiers.

(b, c) est le pgcd de b et c.

[b, c] est le ppcm de b et c.

b|c∞ indique que tous les diviseurs premiers de b sont des diviseurs de c.

νp(b) est la valuation p-adique de b.

ordc(b) est l’ordre de b dans (Z/cZ)∗.

P+(b) est le plus grand facteur premier de b avec la convention P+(1) = 1.

P−(b) est le plus petit facteur premier de b avec la convention P−(1) = ∞.

ω(b) est le nombre de facteur premier de b comptés sans multiplicité.

Ω(b) est le nombre de facteur premier de b comptés avec multiplicité.

µ est la fonction de Möbius.

φ est l’indicatrice d’Euler.

λ est la fonction lambda de Carmichael. Pour n ∈ N, λ(n) est l’ordre maxi-
mal des éléments du groupe multiplicatif (Z/nZ)∗.

Nous adoptons aussi les notations suivantes, particulières à cette thèse :

Pour l ∈ N et n ∈ N donnés, on notera R(l, n) l’ensemble des entiers dont la
classe (mod n) est une puissance l-ième :

R(l, n) = {c ∈ Z,∃b ∈ Z, c ≡ bl (mod n)}. (2)

La lettre a désignera un entier fixé, généralement différent de −1 et qui n’est
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pas un carré. On écrira a = a1a
2
2, où a1 est sans facteur carré et on définit h

comme le plus grand entier tel que a soit une h-ième puissance :

h := max{ν ∈ N, ∃b ∈ Z, bν = a}. (3)

GRH désigne l’hypothèse de Riemann généralisée pour les fonctions zêta de
Dedekind associées aux corps de la forme Q( k1

√
a, ξk), où k est sans facteur

carré et k1|k. Les lemmes, théorèmes, propositions, etc., avec un label GRH
sont des résultats conditionnels à cette hypothèse de Riemann.
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Chapitre 1

Caractérisation des racines
primitives généralisées et
approche heuristique

1.1 Caractérisation des racines primitives gé-
néralisées.

Nous donnons dans ce paragraphe un critère caractérisant les racines primi-
tives généralisées. Ce critère est énoncé dans le lemme 1.3.
Nous commençons par introduire une notation qui nous servira tout au long
du chapitre.
Pour q, p1, . . . , pℓ des nombres premiers, on notera Mq(p1, . . . , pℓ) l’ensemble
des p ∈ {p1, . . . , pℓ} pour lesquels la valuation q-adique de p−1 est maximale
parmi les pi − 1 :

Mq(p1, . . . , pℓ) :=

{
p ∈ {p1, . . . , pℓ}, νq(p− 1) = max

1≤i≤ℓ
νq(pi − 1)

}
. (1.1)

On commence par donner un résultat classique sur les ordres des éléments
dans (Z/nZ)∗.

Lemme 1.1. Pour tous a, n1, n2 dans N, (a, n1n2) = 1 :

ord[n1,n2](a) = [ordn1(a), ordn2(a)]

Démonstration. Commençons par montrer que ordn1(a)|ord[n1,n2](a).
Écrivons ord[n1,n2](a) = kordn1(a) + r avec k ∈ N et 0 ≤ r < ordn1(a).
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alors

aord[n1,n2]
(a) ≡ 1(n1) ⇔ akordn1 (a)ar ≡ 1(n1)

⇔ ar ≡ 1(n1)

Or r < ordn1(a) ainsi r = 0. Ainsi ordn1(a)|ord[n1,n2](a), de même
ordn2(a)|ord[n1,n2](a) et donc [ordn1(a), ordn2(a)]|ord[n1,n2](a).
Reste à montrer que a[ordn1 (a),ordn2 (a)] ≡ 1([n1, n2]), ce qui est immédiat car
n1|a[ordn1 (a),ordn2 (a)]−1 et n2|a[ordn1 (a),ordn2 (a)]−1 donc [n1, n2]|a[ordn1 (a),ordn2 (a)]−
1.

Ainsi l’ordre d’un entier a modulo un entier n sans facteur carré va dépendre
des ordres de a modulo chaque facteur premier de n. De plus, une rapide
application du théorème chinois donne que l’ordre maximum atteint par un
élément de (Z/nZ)∗ avec n sans facteur carré est le plus petit multiple com-
mun des pi−1, où pi est un facteur premier de n. Cette propriété se retrouve
dans la fonction lambda de Carmichael [5].

Lemme 1.2. La fonction lambda de Carmichael λ : N → N est telle que
λ(n) est le maximum des ordres des éléments de (Z/nZ)∗. De plus, λ vérifie
les propriétés suivantes :

1. λ
(
pr
)
=

{
1
2
φ
(
pr
)

si p = 2 et r ≥ 3
φ
(
pr
)

sinon ,

2. Si n =
k∏

i=1

pvii avec pi ̸= pj, alors λ(n) = [λ(pv11 ), . . . , λ(pvkk )].

On peut alors formuler une caractérisation des racines primitives généralisées
modulo un entier sans facteur carré.

Lemme 1.3. Soient p1, . . . , pℓ, des nombres premiers distincts et a un entier
tel que (a, p1 · · · pℓ) = 1.
a est une racine primitive généralisée modulo p1 · · · pℓ si et seulement si pour
tout nombre premier q tel que q|λ(p1 · · · pℓ), il existe p ∈ Mq(p1, . . . , pℓ) tel
que a ne soit pas le résidu d’une q-ième puissance modulo p.

Démonstration. Supposons qu’il existe q|λ(p1 · · · pℓ) premier tel que pour
tout p ∈ Mq(p1, . . . , pℓ), a soit le résidu d’une q-ième puissance modulo
p et donc ordp(a)|p−1

q
, c’est-à-dire νq(ordp(a)) < νq(p − 1). De plus pour

p /∈ Mq(p1, . . . , pℓ) on a, par définition de Mq(p1, . . . , pℓ), que νq(ordp(a)) ≤
νq(p− 1) < max

1≤i≤ℓ
νq(pi − 1).
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Ainsi d’après le lemme 1.1,

νq(ordp1···pℓ(a)) = max
p∈{p1,...,pℓ}

νq(ordp(a)) < max
p∈{p1,...,pℓ}

νq(p− 1) = νq(λ(p1 · · · pℓ))

et donc a n’est pas une racine primitive généralisée modulo p1 · · · pℓ.

Réciproquement, supposons que a ne soit pas une racine primitive généralisée
modulo p1 · · · pℓ. Alors il existe q premier tel que q|λ(p1 · · · pℓ) et a

λ(p1···pℓ)
q ≡

1(p1 · · · pℓ).
Soit p ∈ Mq(p1, . . . , pℓ), alors d’après le lemme 1.1, ordp(a)|p−1

q
.

Soit γ une racine primitive modulo p, alors il existe α tel que γα ≡ a(p) et
donc γα p−1

q ≡ 1 (mod p).
Alors p − 1|αp−1

q
, i.e q|α. Ainsi a est bien le résidu d’une q-ième puissance

modulo p.

Nous allons maintenant définir un critère pour caractériser les entiers sans
facteur carré pour lesquels a n’est pas une racine primitive généralisée.

Définition 1.4. On dit que a vérifie R(q, p1 · · · pℓ) si (a, p1 · · · pℓ) = 1,
q|λ(p1 · · · pℓ) et a est le résidu d’une q-ième puissance modulo p pour tout
p ∈ Mq(p1, . . . , pℓ).

Ainsi a est racine primitive généralisée modulo p1 · · · pℓ s’il ne vérifie pas
R(q, p1 · · · pℓ) pour tout q. Pour ℓ = 1 on retrouve la propriété R(q, p) intro-
duite par Hooley [14, §3]. La section suivante étend une approche heuristique
de la conjecture d’Artin à notre problème.

1.2 Approche heuristique expliquant le terme
Wℓ(p) des Théorèmes 0.3 et 0.6

Dans un premier temps nous rappelons l’approche heuristique de Heilbronn
[21] pour la conjecture d’Artin, c’est-à-dire quand ℓ = 1. Dans ce cas a est
une racine primitive (mod p) si et seulement si a ne vérifie pas R(q, p) pour
tout q. Fixons q un nombre premier et examinons la probabilité qu’un nombre
premier p soit tel que a ne vérifie pas R(q, p).

P(“a ne vérifie pas R(q, p)”) = 1− P(p ≡ 1 (mod q))P(a ∈ R(q, p)).
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Alors, d’après le Théorème de Dirichlet sur les nombres premiers en progres-
sion arithmétique on a P(p ≡ 1 (mod q)) = 1

q−1
. Rappelons que h est l’entier

défini par (3), c’est-à-dire le plus grand entier tel que a soit une h-ième puis-
sance . Alors trivialement si q|h,

P(“∃b tel que a ≡ bq (mod p)”|“p ≡ 1 (mod q)”) = 1.

Si q ∤ h, alors

P(“∃b tel que a ≡ bq (mod p)”|“p ≡ 1 (mod q)”)

= P(“a
p−1
q ≡ 1 (mod p)”|“p ≡ 1 (mod q)”).

D’après le petit théorème de Fermat, la classe de a
p−1
q appartient à {x̄ ∈

(Z/pZ)∗, x̄q = 1̄}. Or cet ensemble possède q éléments, on peut donc supposer
que la probabilité que a

p−1
q ≡ 1 (mod p) est 1

q
(voir [25]).

Un argument plus rigoureux ([20] lemme 3.2) consiste à observer que p ≡
1 (mod q) et “a vérifie R(q, p)” si et seulement si p est totalement décomposé
dans le corps de Kummer L := Q

(
ξq, a

1
q

)
, où ξq est une racine primitive

q-ième de l’unité. Cela revient à dire que les éléments de Frobenius σp pour
p ∈ OL au dessus de p, sont bien définis et sont dans la classe de conjugaison
de l’identité dans Gal(L/Q) qui est réduite à un singleton.
D’après le théorème de Tchebotarev la proportion de tels p est 1

[L:Q]
, qui vaut

1
q(q−1)

sauf si a est un carré.
Ainsi P(“a ne vérifie pas R(q, p)”) = 1 − (h,q)

q(q−1)
. Alors en supposant l’indé-

pendance selon les q des événements “a vérifie R(q, p)” on obtient

P(“a est racine primitive (mod p)”) =
∏
q

(
1− (h, q)

q(q − 1)

)
=: Ca(h),

où Ca(1) est la constante d’Artin. Cependant, cette hypothèse d’indépen-
dance est bien trop forte, par exemple Q(

√
5) est un sous-corps de Q(ξ5,

5
√
5)

(car
√
5 = −2(e4iπ/5 + e−4iπ/5) − 1), et donc la condition “5 vérifie R(5, p)”

implique “5 vérifie R(2, p)”. Un terme correctif dépendant de a devra alors
être ajouté pour tenir compte de ce genre d’éventualités (voir[35]).

Passons maintenant au problème pour les entiers sans facteur carré ayant
exactement ℓ facteurs premiers, en utilisant l’heuristique “naïve”. Notons

Wℓ(q) := P(“a vérifie R(q, p1 · · · pℓ)”).
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Découpons Wℓ(q) suivant la valuation q-adique de λ(p1 · · · pℓ), et suivant la
taille de Mq(p1, . . . , pℓ).

Wℓ(q) =
∞∑

m=1

ℓ∑
i=1

P

 “a vérifie R(q, p1 · · · pℓ)”
νq(λ(p1 · · · pℓ)) = m
|Mq(p1, . . . , pℓ)| = i


=

∞∑
m=1

ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
P

 νq(pj − 1) < m ∀i < j ≤ ℓ
νq(pj − 1) = m ∀1 ≤ j ≤ i
∃b tel que a ≡ bq (mod pj) ∀1 ≤ j ≤ i

 .

Les événements impliquant les pj sont maintenant indépendants :

Wℓ(q) =
∞∑

m=1

ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
P(νq(p−1) < m)l−iP

(
νq(p− 1) = m
“∃b tel que a ≡ bq (mod p)”

)i

.

Alors d’après le Théorème de Dirichlet P(νq(p− 1) < m) = 1− 1
φ(qm)

. Puis

P(νq(p− 1) = m, a ∈ R(q, p)) = P(p ≡ 1 (mod qm), a ∈ R(q, p))

− P(p ≡ 1 (mod qm+1), a ∈ R(q, p))

=
(h, q)

q

(
1

φ(qm)
− 1

φ(qm+1)

)
=

(h, q)(q − 1)

q2φ(qm)
.

On reporte dans Wℓ(q) :

Wℓ(q) =
∞∑

m=1

ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)(
1− 1

φ(qm)

)ℓ−i
(h, q)i(q − 1)i

q2iφ(qm)i
.

On développe
(
1− 1

φ(qm)

)l−i

en utilisant la formule du binôme de Newton,
puis on inverse les sommes finies et la somme infinie, on obtient alors,

Wℓ(q) =
ℓ∑

i=1

(
ℓ

i

) ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)
(−1)jqi+j(h, p)i

q2i(q − 1)j(qi+j − 1)
.

Alors, en supposant l’indépendance des R(q, p1 · · · pℓ), on a que

P(a est racine primitive généralisée (mod p1 · · · pℓ)) =
∏
q

(1−Wℓ(q)).

Cependant on verra par la suite qu’il n’y a pas indépendance, et donc qu’un
coefficient correctif dépendant de a1, h et ℓ devra être ajouté.
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Chapitre 2

Racines primitives généralisées
parmi les presque premiers

Nous cherchons à compter les nombres m ℓ-presque premiers pour lesquels
un nombre a donné est racine primitive généralisée. Il est immédiat que si a
est un carré ou a = −1 alors a ne peut être racine primitive généralisée que
dans le groupe trivial (Z/2Z)∗ ou dans (Z/3Z)∗.
Nous allons montrer, sous l’hypothèse de Riemann généralisée, que quand a
n’est pas un carré parfait et a ̸= −1 cet ensemble est infini et admet une
densité positive parmi tous les ℓ-presque premiers.
De plus on a trivialement :∑

p1···pℓ−1≤x

1 ≪ x

log x
(log log x)ℓ−2 et

∑
p1···pℓ≤x
p1=p2

1 ≪ x

log x
(log log x)ℓ−2.

On a donc un analogue de la formule (1) (page 7) dans le cadre des racines
primitives généralisées. On ne s’intéresse dans la suite qu’aux a qui ne sont
pas des carrés et aux m ≤ x sans facteur carré ayant exactement ℓ facteurs
premiers. Dit autrement, les théorèmes 0.3 et 0.4 restent valides si l’on consi-
dère l’ensemble des entiers ayant exactement ℓ facteurs premiers comptés
avec ou sans multiplicité, ou sans facteur carré.

2.1 Le découpage de Hooley
Nous adaptons des notations similaires à celles du paragraphe 3 de [14] puis
procédons à un découpage de la fonction de comptage des ℓ presque premiers
pour lesquels a est une racine primitive généralisée.
On a vu dans la section 1.1 qu’un entier p1 · · · pℓ était compté dans Na,ℓ(x)
s’il ne vérifie par R(q, p1 · · · pℓ) pour tout q.
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Pour η, η1, η2 ∈ R, η1 < η2, et k un entier sans facteur carré on considère
les cardinaux suivants :

Na,ℓ(x, η) = #{p1 · · · pℓ ≤ x| a ne vérifie pas R(q, p1 . . . pℓ), ∀q ≤ η}, (2.1)

Pa(x, k) = #{p1 · · · pℓ ≤ x| a vérifie R(q, p1 . . . pℓ), ∀q|k}. (2.2)

Enfin nous introduisons, de manière analogue à Hooley [14], des fonctions
Ma(x, η1, η2) qui comptent les ℓ presque premier qui passent le test R(q, p1 · · · pℓ)
pour un q dans un certain intervalle. Plus précisément, pour η1 < η2, Ma(x, η1, η2)
est le nombre de p1 · · · pℓ ≤ x pour lesquels a vérifie R(q, p1 . . . pℓ) pour au
moins un q dans l’intervalle ]η1, η2].
On découpe ]0, x− 1[ en 4 parties suivant les bornes suivantes :

· C1 une constante arbitrairement grande ;

· C2 = x
1
2 log−8 x; (2.3)

· C3 = x
1
2 log x.

Tout d’abord,
Na,ℓ(x) ≤ Na,ℓ(x,C1). (2.4)

On minore Na,ℓ(x) à l’aide des quantités Ma(x, η1, η2),

Na,ℓ(x) ≥ Na,ℓ(x,C1)−Ma(x,C1, x− 1).

On en déduit

Na,ℓ(x) = Na,ℓ(x,C1) +O(Ma(x,C1, x− 1)).

On obtient alors l’équation fondamentale :

Na,ℓ(x) = Na,ℓ(x,C1)+O(Ma(x,C1, C2))+O(Ma(x,C2, C3))+O(Ma(x,C3, x−1)).
(2.5)

Dans la section suivante nous fournissons des majorations de Ma(x,C2, C3)
et Ma(x,C3, x − 1). Le terme Ma(x,C1, C2) est ensuite majoré à l’aide de
l’Hypothèse de Riemann Généralisée.
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2.2 La contribution des p1 · · · pℓ tels que a vérifie
R(q, p1 · · · pℓ) pour q grand est négligeable

2.2.1 Majoration de Ma(x,C2, C3) et Ma(x,C3, x− 1)

Proposition 2.1. En reprenant les définitions de C2 et C3 de (2.3), on a :

i)

Ma(x,C2, C3) = O
(

x

log x
(log log x)ℓ−2

)
ii)

Ma(x,C3, x− 1) = O
(

x

log2 x

)
.

Démonstration. i) Nous majorons Ma(x,C2, C3) à l’aide des cardinaux
Pa(x, k) définis par (2.2) :

Ma(x,C2, C3) ≤
∑

C2<q≤C3

Pa(x, q).

En ne retenant que la condition q|λ(p1 · · · pℓ) dans R(q, p1 . . . pℓ), on
obtient l’inégalité

Pa(x, q) ≤ ℓ!
∑

p1···pℓ≤x
p1≡1(q)

1.

Soit ε > 0, on découpe cette somme selon la taille de p2 · · · pℓ,∑
C2<q≤C3

∑
p1···pℓ≤x
p1≡1(q)

1 = S1 + S2 + S3,

avec

S1 =
∑

C2<q≤C3

∑
p2···pℓ<

√
x
1−ϵ

∑
p1≤ x

p2···pℓ
p1≡1(q)

1,

S2 =
∑

C2<q≤C3

∑
√
x
1−ϵ≤p2···pℓ≤

√
x
1+ϵ

∑
p1≤ x

p2···pℓ
p1≡1(q)

1,

S3 =
∑

C2<q≤C3

∑
p2···pℓ≥

√
x
1+ϵ

∑
p1≤ x

p2···pℓ
p1≡1(q)

1.
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Dans S1 la somme sur p1 est longue, on utilise le Théorème de Brun–Titchmarsh
([37] ou [36], Théorème I.4.16), qui stipule que le nombre de nombres
premiers plus petit que x appartenant à une même classe de congruence
modulo c est ≤ 2x

φ(c) log(x
c )

.

S1 ≪
∑

C2<q≤C3

∑
p2···pℓ<

√
x
1−ϵ

2x

p2 · · · pℓq log( x
p2···pℓq

)

≪ x

log2 x
(log log x)ℓ−1

∑
C2<q≤C3

log q

q

≪ x(log log x)ℓ

log2 x
.

Pour S2, on ne peut plus profiter de la congruence p1 ≡ 1 (mod q) car
p1 et q sont d’un ordre de grandeur proche :

S2 =
∑

√
x
1−ϵ≤p2···pℓ≤

√
x
1+ϵ

∑
p1≤ x

p2···pℓ

∑
C2<q≤C3

q|p1−1

1

≪
∑

√
x
1−ϵ≤p2···pℓ≤

√
x
1+ϵ

∑
p1≤ x

p2···pℓ

1,

puis en appliquant le Théorème des nombres premiers, on obtient :

S2 ≪
∑

√
x
1−ϵ≤p2···pℓ≤

√
x
1+ϵ

x

p2 · · · pℓ log( x
p2···pℓ

)
.

Comme p2 · · · pℓ ≤
√
x
1+ε, log( x

p2···pℓ
) ≫ log x :

S2 ≪
x

log x

∑
√
x
1−ϵ≤p2···pℓ≤

√
x
1+ϵ

1

p2 · · · pℓ
.

Si p2 · · · pℓ >
√
x
1−ϵ, alors max(p2, . . . , pℓ) >

√
x

1−ϵ
ℓ−1 . Les rôles de p2, . . . , pℓ

étant symétriques, on peut supposer que ce maximum est atteint par p2 :

S2 ≪
x

log x

∑
p3···pℓ≤

√
x
ℓ+3ℓε

1

p3 · · · pℓ

∑
√
x
1−ϵ
ℓ−1<p2≤

√
x
1+ε

1

p2
.

27



La somme sur p2 est un O(1) où la constante peut dépendre de ℓ. On en
déduit que S2 ≪ x

log x
(log log x)ℓ−2. Et enfin, pour S3, on a trivialement

pour x assez grand,
S3 = 0,

car pour x assez grand, comme p1 ≤ x
p2···pℓ

et x
p2···pℓ

< C2 et donc∑
C2<q≤C3

q|p1−1

1 = 0. Ainsi Ma(x,C2, C3) = O
(

x
log x

(log log x)ℓ−2
)
.

ii) Montrons maintenant que Ma(x,C3, x−1) = O
(

x
log2 x

)
. Nous procédons

ici de la même façon que Hooley [14, p212]. Observons que, comme les
rôles des pi sont symétriques dans la condition R(q, p1 . . . pℓ) on peut
supposer que a

p1−1
q ≡ 1( (mod p1) et donc a2

p1−1
q ≡ 1 (mod p1).

Comme q > x
1
2 log x, pour p2 · · · pℓ ≤ x fixés, les nombres p1 tels que

p1 · · · pℓ soit compté dans Ma(x,C3, x − 1) doivent diviser le produit
positif (éventuellement vide) :∏

m<x
1
2 log−1 x

ℓ∏
i=2

p−1
i

(a2m − 1) (2.6)

Posons Sa(η1, η2) = {p : ∃q ∈]η1, η2] tel que q|p− 1, a ∈ R (q, p)}. Ainsi

Ma(x,C3, x− 1) ≤ 2
∑

p2···pℓ≤x

∑
p1≤ x

p2···pℓ
p1∈Sa(C3,x−1)

1

Les éléments de Sa(C3, x− 1) étant des nombres premiers, leur produit
divise (2.6). En minorant dans (2.6) par 2 chaque p ∈ Sa(C3, x − 1) on
obtient :

2
#{p1≤ x

p2···pℓ
: p1∈Sa(C3,x−1)}

<
∏

m<x
1
2 log−1 x

ℓ∏
i=2

p−1
i

a2m

Ainsi, en prenant le logarithme :

#
{
p1 ≤

x

p2 · · · pℓ
: p1 ∈ Sa(C3, x− 1)

}
<

2 log |a|
log 2

∑
m<x

1
2 log−1 x

ℓ∏
i=2

p−1
i

m

= O

(
x

log2 x
ℓ∏

i=2

p2i

)
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et donc Ma(x,C3, x− 1) ≪
∑

p2···pℓ≤x

x

log2 x
ℓ∏

i=2
p2i

≪ x
log2 x

.

2.2.2 Majoration de Ma(x,C1, C2) sous GRH.

Nous procédons à la majoration de Ma(x,C1, C2). Pour ce faire nous au-
rons besoin du résultat suivant de Hooley [14] conditionnel à l’hypothèse de
Riemann généralisée pour certains corps de nombres.

Lemme 2.2 (Hooley, GRH). Soit q un nombre premier, on a alors∑
p≤x
q|p−1

a∈R(q,p)

1 =
1

q(q − 1)
Li(x) +O

(√
x log(qx)

)
.

Hooley parvient à ce résultat en montrant que les nombres premiers que l’on
comptent sont exactement ceux qui se décomposent complètement dans un
certain corps de nombre K (ce dont nous établissons une généralisation avec
les propositions 2.9, 2.11 et 2.12). L’étude de la fonction zêta de Dedekind
associée à K, ainsi qu’une majoration du discriminant de K, fournissent une
bonne estimation du nombre d’idéaux premiers de K de norme plus petite
que x. Il reste alors à remarquer que les nombres premiers se décomposant
complètement dans K se décomposent en un produit de [K : Q] idéaux pre-
miers distincts de norme première, et donc que la quantité que l’on souhaite
compter est, à peu près, le nombre d’idéaux premier de K de norme première
plus petite que x divisé par [K : Q].
Nous sommes maintenant en mesure de fournir la majoration suivante pour
Ma(x,C1, C2).

Proposition 2.3 (GRH). Sous l’hypothèse de Riemann généralisée, et avec
C1 et C2 comme dans (2.3), on a :

Ma(x,C1, C2) ≪
x(log log x)ℓ−1

C1 log x
+

x(log log x)ℓ−2

log x
log log log x.

Démonstration. Dans Ma la condition a vérifie R(q, p1 . . . pℓ) implique qu’il
existe p ∈ {p1, . . . , pℓ} tel que a vérifie R(q, p). Le rôle des pi étant symé-
triques, on peut supposer que a vérifie R(q, p1).
Écrivons

Ma(x,C1, C2) ≤ # {p1 · · · pℓ ≤ x ∃q ∈]C1, C2], tels que a vérifie R(q, p1)}
≤ S +#

{
p1 · · · pℓ ≤ x, p1 ≤ log64 x

}
,
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où S est le nombre de p1 · · · pℓ ≤ x tels que p2 · · · pℓ ≤ x
log64 x

et il existe
q ∈]C1, C2] tel que a vérifie R(q, p1).
La contribution de p1 ≤ (log x)64 est négligeable :

#
{
p1 · · · pℓ ≤ x, p1 ≤ log64 x

}
≪

∑
p1≤log64 x

x

p1 log x
(log log x)ℓ−2

≪ x

log x
(log log x)ℓ−2 log log log x.

Réécrivons maintenant S :

S ≪
∑

C1<q≤C2

∑
p2···pℓ≤x

q

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1.

On découpe la somme sur p2 · · · pℓ en trois parties suivant si p2 · · · pℓ est petit,
grand ou de l’ordre de x

q2
. Nous procéderons alors dans les deux derniers cas

comme pour les majorations de Ma(x,C2, C3) et Ma(x,C3, x− 1).

S1 :=
∑

C1<q≤C2

∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1,

S2 :=
∑

C1<q≤C2

∑
x

q2 log6 x
<p2···pℓ≤ x

q2
log2 x

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

1,

S3 :=
∑

C1<q≤C2

∑
x
q2

log2 x<
p2···pℓ≤x

q

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1,

et on a donc S ≪ S1 + S2 + S3.
Pour majorer S1 on utilise le lemme 2.2 dû à Hooley.

S1 ≪
∑

C1<q≤C2

∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

p2···pℓ≤ x
log64 x

(
Li

(
x

p2 · · · pℓ

)
1

q(q − 1)
+

√
x

p2 · · · pℓ
log x

)
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Nous allons utiliser le Théorème de Landau sur le nombre de presque premiers
[16], qui stipule que

∑
n≤x

ω(n)=α
|µ(n)|=1

1 ∼ x(log log x)α−1

α! log x
. Alors par sommation d’Abel, on

vérifie que le terme de reste est assez petit :∑
C1<q≤C2

∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

p2···pℓ≤ x
log64 x

√
x

p2 · · · pℓ
log x ≪

∑
C1<q≤C2

x

q log2 x
≪ x

log2 x
log log x.

Puis pour le terme principal, on ne peut que majorer trivialement les contri-
butions de p1, . . . , pℓ :∑

p2···pℓ≤ x
q2 log6 x

p2···pℓ≤ x
log64 x

Li

(
x

p2 · · · pℓ

)
≪

∑
p1···pℓ≤x

1 ≪ x

log x
(log log x)ℓ−1.

Comme la somme sur q est un reste de série convergente on peut majorer
S1 :

S1 ≪
∑

C1<q≤C2

x(log log x)ℓ−1

q2 log x
+

x

log2 x
log log x ≪ x(log log x)ℓ−1

C1 log x
+

x

log2 x
log log x.

Passons à la majoration de S2.
Notons E(x, n) :=

{
q,
√

x
n log6 x

< q ≤
√

x
n
log2 x

}
, en appliquant le Théo-

rème de Brun-Titchmarsh on obtient :

S2 ≪
∑

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q∈E(x,p2···pℓ)

∑
q<p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

1

≪
∑

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q∈E(x,p2···pℓ)

x

qp2 · · · pℓ log
(

x
qp2···pℓ

) .
On a

√
x

p2···pℓ
log−1 x ≤ x

qp2···pℓ
≤
√

x
p2···pℓ

log3 x et donc log
(

x
qp2···pℓ

)
∼ 1

2
log
(

x
p2···pℓ

)
.
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Alors en appliquant le Théorème de Mertens et des manipulations standard
sur les logarithmes,

∑
q∈E(x,p2···pℓ)

1

q
≤ log log

(√
x

p2 · · · pℓ
log x

)
− log log

(√
x

p2 · · · pℓ
log−3 x

)

+O
(
log−1

(
x

p2 · · · pℓ

))

≤ 4
log log x

log

(√
x

p2···pℓ

) +O


 log log x

log

(√
x

p2···pℓ

)


2 ,

≪ log log x

log

(√
x

p2···pℓ

) .

Ainsi,

S2 ≪ x log log x
∑

p2···pℓ≤ x
log64 x

1

p2 · · · pℓ log2
(

x
p2···pℓ

) .

On évalue alors cette somme par sommation d’Abel et en utilisant le théorème
de Landau sur les presque premiers :

∑
p2···pℓ≤ x

log64 x

1

p2 · · · pℓ log2
(

x
p2···pℓ

) ≪
∫ x

log64 x

ℓ!

(log log t)ℓ−2

t log t log2 x
t

dt

≪ (log log x)ℓ−2

∫ x
log64 x

ℓ!

1

t log t log2 x
t

dt.

On utilise le changement de variable u = log t et on effectue une décomposi-
tion en éléments simples, on obtient :

S2 ≪
x

log x
(log log x)ℓ−2.

Passons à la majoration de S3. On va procéder comme dans le ii) de la
proposition 2.1
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S3 :=
∑

C1<q≤C2

∑
x
q2

log2 x<
p2···pℓ≤x

q

p2···pℓ≤ x
log64 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1.

Comme a
p1−1

q ≡ 1(p1), a2
p1−1

q ≡ 1(p1). De plus p1−1
q

≤ x
qp2···pℓ

≤
√

x
p2···pℓ

log−1 x.

Ainsi il existe m ≤
√

x
p2···pℓ

log−1 x tel que p1|am − 1. On minore chaque pi

par C1 (au lieu de 2 contrairement à la preuve de la proposition 2.1)

C
#{C1≤p1≤ x

p2···pℓ
: ∃q≥

√
x
p2

log x, a≡bq (mod p1)}
1 ≤

∏
m≤

√
x

p2···pℓ
1

log x

a2m,

et donc en prenant de nouveau les logarithmes

#{C1 ≤ p1 ≤
x

p2 · · · pℓ
: ∃q ≥

√
x

p2 · · · pℓ
log x, a ≡ bq (mod p1)} ≤ 2 log a

logC1

∑
m≤

√
x

p2···pℓ
1

log x

m

≪ x

p2 · · · pℓ logC1 log
2 x

On reporte dans S3

S3 ≪
∑

p2···pℓ≤x

x

p2 · · · pℓ logC1 log
2 x

≪ x(log log x)ℓ−1

logC1 log
2 x

.

Ainsi

Ma(x,C1, C2) ≪
x(log log x)ℓ−1

C1 log x
+

x(log log x)ℓ−2

log x
log log log x.

2.2.3 Nouvelle équation fondamentale

Maintenant en reprenant (2.5) et la proposition précédente, on obtient la
proposition suivante :

Proposition 2.4 (GRH).

Na,ℓ(x) = Na,ℓ(x,C1) +O
(
x(log log x)ℓ−1

C1 log x
+

x(log log x)ℓ−2

log x
log log log x

)
.
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Exprimons alors Na,ℓ(x,C1) en termes de Pa(x, k). Déjà, par inclusion-exclusion,
on a en notant 1

(
R(q, p1 · · · pℓ)

)
la fonction valant 1 si a vérifie R(q, p1 · · · pℓ) :

Na,ℓ(x,C1) =
∑
p≤x

∏
q≤C1

(
1− 1

(
R(q, p1 · · · pℓ)

))
=
∑
p≤x

∑
l′

P+(l′)≤C1

µ(l′)
∏
q|l′

1
(
R(q, p1 · · · pℓ)

)
=

∑
P+(l′)≤C1

µ(l′)Pa(x, l
′).

La section suivante a pour objectif de séparer le plus possible les conditions
sur les pi dans Pa(x, k).

2.3 Expression de Pa(x, k)

Commençons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.5. Soient u et v deux entiers premiers entre eux, a un entier et p
un nombre premier, alors a appartient à la fois à R(u, p) et à R(v, p) si et
seulement si a appartient à R(uv, p).

Démonstration. Il est clair que si a ∈ R(uv, p) alors a ∈ R(u, p) ∩R(v, p).
Supposons alors a ∈ R(u, p)∩R(v, p). Soient ν1 et ν2 tels que νu

1 ≡ a (mod pi)
et νv

2 ≡ a (mod pi).
Puis, comme (u, v) = 1, il existe d’après le Théorème de Bézout λ1 et λ2 tels
que λ1u+ λ2v = 1.
Alors on a

(νλ2
1 νλ1

2 )uv ≡ (νu
1 )

λ2v(νv
2 )

λ1u ≡ aλ1u+λ2v ≡ a (mod p).

Rappelons la notation E = {1, . . . , ℓ}, et soit P∗(E) l’ensemble des parties
non vides de E.
On déduit du lemme précédent et des définitions de Pa(x, k) et h données
par (2.2) et (3) les conditions suivantes pour les nombres p1 · · · pℓ contribuant
à Pa(x, k).
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Proposition 2.6. Soit (p1 . . . , pℓ) un ℓ-uplet de nombres premiers distincts
tel que p1 · · · pℓ ≤ x. Alors p1 · · · pℓ est compté dans Pa(x, k) si et seulement
si les conditions suivantes sont vérifiées :

• (a, p1 · · · pℓ) = 1,

• Il existe une unique factorisation de k sous la forme k =
∏

L∈P∗(E)

kL

telle que, en notant k′
L := kL

(h,kL)
pour tout L ∈ P∗(E) :

– ∀i ∈ E, a ∈ R

 ∏
L∈P∗(E)

i∈L

k′
L, pi

 et pi ≡ 1 (mod
∏

L∈P∗(E)
i∈L

kL) ;

– ∀j ∈ E, ∀L ⊂ E\{j}, tels que ∀q|kL, νq(pj−1) < νq(λ(p1 · · · pℓ)).

Démonstration. Tous les p1 · · · pℓ comptés dans Pa(x, k) vérifient les condi-
tions suivantes :

i) (a, p1 · · · pℓ) = 1,

ii) k|λ(p1 · · · pℓ)),

iii) ∀q|k, ∀pi ∈ Mq(p1, . . . , pℓ), a ∈ R(q, pi).

Définissons pour tout diviseur premier q de k l’ensemble des indices des
éléments de l’ensemble Mq associé : Iq := {i ∈ E, pi ∈ Mq(p1, . . . , pℓ)}.
A chaque L ⊂ E non vide, on peut associer un diviseur kL de k défini par
kL :=

∏
q|k

L=Iq

q et ainsi
∏

L∈P∗(E)

kL, les kL pouvant valoir 1.

La condition k|λ(p1 · · · pℓ) peut s’écrire sous la forme ∀q|k, max
1≤i≤ℓ

νq(pi−1) > 0,

ce qui revient à pi ≡ 1 (mod
∏
i∈L

kL).

La condition iii) est quant à elle équivalente au fait que pour tout i ∈ E,
a ∈ R(q, pi) pour tout q tel que pi ∈ Mq(p1, . . . , pℓ). En appliquant plusieurs
fois le lemme 2.5, cette condition sur pi est équivalente à

a ∈ R

(∏
q|k
i∈Iq

q, pi

)
= R

(∏
i∈L

kL, pi

)
.

On note kL = k′
L(kL, h). Comme k est sans facteur carré,

(
k′
L, (kL, h)

)
= 1.

D’après le lemme 2.5, a ∈ R(kL, pi) si et seulement si a ∈ R(k′
L, pi) et

a ∈ R((kL, h), pi).
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Or par définition de h, on a toujours a ∈ R((kL, h), pi), et donc a ∈ R(kL, pi) ⇔
a ∈ R(k′

L, pi).
Appliquons à nouveau le lemme 2.5

a ∈ R

(∏
i∈L

kL, pi

)
⇔ a ∈

⋂
i∈L

R(kL, pi) ⇔ a ∈
⋂
i∈L

R(k′
L, pi) ⇔ a ∈ R

(∏
i∈L

k′
L, pi

)
.

Ainsi notre factorisation de k convient. Soit
∏

k̃L une décomposition de k
qui convient, alors pour tout q|k̃L, Mq(p1, . . . , pℓ) = L et donc k̃L = kL.

Grâce à la proposition 2.6, on peut exprimer Pa(x, k) comme suit :

Pa(x, k) =
∑

∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
p1···pℓ≤x

(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1 (mod

∏
L∈P∗(E)

i∈L

kL)

∀i, a∈R

 ∏
L∈P∗(E)

i∈L

k′L,pi



1, (2.7)

où les kL et k′
L dépendent des pi comme explicité précédemment. Dans la

proposition suivante nous obtenons un découpage de Pa(x, k) dans lequel
les conditions sur les p1, . . . , pℓ sont indépendantes (mis à part la contrainte
p1 · · · pℓ ≤ x).

Proposition 2.7. On a :

Pa(x, k) =
1

ℓ!

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL|k∞L
kL|gL

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL

∑
{pi, i∈{1,...,ℓ}}

p1···pℓ≤x
(a,p1···pℓ)=1

∀i, pi≡1 (mod ui)

∀i, (
pi−1

ui
,k)=1

∀i, a∈R(k′i,pi)

1,

où pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, ui :=
∏

L∈P∗(E)
i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL et k′
i :=

∏
L∈P∗(E)

i∈L

k′
L.

Démonstration. À k et p1, . . . , pℓ fixés, notons pour L ∈ P∗(E) et i ∈ L,
gL :=

∏
q|kL

qνq(pi−1) = (k∞
L , pi − 1) et pour i /∈ L notons ciL := (k∞

L , pi − 1).
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Notons que la définition de gL ne dépend pas du i ∈ L choisi et que ciL| gLkL .
Puis posons pour tout i ∈ E, ki :=

∏
L∈P∗(E)

i∈L

kL et k′
i :=

∏
L∈P∗(E)

i∈L

k′
L.

On va sommer sur toutes les décompositions de k en
∏

L∈P∗(E)

kL et les gL et ciL

possibles. C’est-à-dire sommer sur ces décompositions de k et sur les gL|k∞
L ,

kL|gL et ciL| gLkL .
Ainsi à k, {kL, L ∈ P∗(E)} tels que

∏
L∈P∗(E)

kL = k, {gL, L ∈ P∗(E)} et

{ciL, L ∈ P∗(E), i /∈ L} fixés, les p1 · · · pℓ qui contribuent à Pa(x, k) pour
lesquels les kL, gL et ciL correspondent sont tels que :

1. (a, p1 · · · pℓ) = 1 ;

2. pour tout i, pi ≡ 1(ki) ;

3. pour tout i, a ∈ R (k′
i, pi) ;

4. pour tous L ∈ P∗(E) et i ∈ L, gL|(pi − 1) et (pi−1
gL

, kL) = 1 ;

5. pour tous L ∈ P∗(E) et i /∈ L, ciL|(pi − 1) et (pi−1
ciL

, kL) = 1.

Comme pour tout L, kL|gL la condition ∀L ∈ P∗(E), i ∈ L, gL|(pi − 1) et
(pi−1

gL
, kL) = 1 implique pi ≡ 1(ki). Puis, comme k est sans facteur carré, les

conditions :

1. pour tout L ∈ P∗(E), i ∈ L, gL|pi − 1 et (pi−1
gL

, kL) = 1 ;

2. pour tout L ∈ P∗(E), i /∈ L, ciL|pi − 1 et (pi−1
ciL

, kL) = 1 ;

sont ensembles équivalentes au fait que pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ},( ∏
L∈P∗(E)

i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL

)∣∣∣(pi − 1) et

 pi−1∏
L∈P∗(E)

i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL
, k

 = 1.

Notons alors pour tout i, ui :=
∏

L∈P∗(E)
i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL et disons, pour raccourcir

les notations, que la condition pi ≡ 1 (mod ui) est impliquée par (pi−1
ui

, k) = 1.
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Les p1 · · · pℓ qui contribuent à Pa(x, k) pour lesquels les kL, gL et ciL corres-
pondent sont alors tels que :

1. (a, p1 · · · pℓ) = 1 ;

2. pour tout i, a ∈ R (k′
i, pi) ;

3. pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, (pi−1
ui

, k) = 1.

On peut alors écrire Pa(x, k) comme suit :

Pa(x, k) =
1

ℓ!

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL|k∞L
kL|gL

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL

∑
{pi, i∈{1,...,ℓ}}

p1···pℓ≤x
(a,p1···pℓ)=1

∀i, (
pi−1

ui
,k)=1

∀i, a∈R(k′i,pi)

1.

Le facteur 1
ℓ!

provenant du fait que un même nombre p1 · · · pℓ est compté ℓ!
fois suivant l’ordre des facteurs premiers et comme pi ̸= pj pour i ̸= j.

Afin de pouvoir calculer la dernière somme de Pa(x, k) nous aurons besoin
de contrôler la taille des gL, ce que nous faisons dans la proposition suivante.

Proposition 2.8. Pour k ≤ C1, C5 une constante arbitrairement grande,
0 < t < 1, on a :

Pa(x, k) = Pa
′(x, k) +O

(
C1x

Ct
5 log x

(log log x)ℓ−1

)
,

où

Pa
′(x, k) :=

1

ℓ!

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL≤C5

gL|k∞L
kL|gL

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL∑

{di, i∈{1,...,ℓ}}
di|k

∏
i∈{1,...,ℓ}

µ(di)
∑

{pi, i∈{1,...,ℓ}}
p1···pℓ≤x

(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1(uidi)

∀i, a∈R(k′i,pi)

1.

38



Démonstration. Il suffit de montrer que la contribution des gL tels que max gL >

C5 est un O
(

x
Ct

5 log x
(log log x)ℓ−1

)
. Quitte à permuter l’ordre des pi, il suffit

de vérifier que la contribution d’un gL0 > C5, avec L0 ∈ P∗(E) et 1 ∈ L0 est
un O

(
x

Ct
5 log x

(log log x)ℓ−1
)
.

Un nombre presque premier donné ne pouvant être compté dans la somme
sur tous les presque premiers plus petits que x que pour une valeur donnée
des gL et ci,L, on a la majoration suivante :

S : =
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)\L0}

gL|k∞L
kL|gL

∑
gL0

≥C5

gL0
|k∞L0

kL0
|gL0

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL

∑
{pi, i∈{1,...,ℓ}}

p1···pℓ≤x
∀i, pi≡1(ui)

1

≤
∑

∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
gL0

|k∞L0
gL0

>C5

∑
p2···pℓ≤x

∑
p1≤ x

p2···pℓ
p1≡1 (mod gL0

)

1.

On veut montrer que S ≪ x
Ct

5 log x
(log log x)ℓ−1.

On a vu précédemment que la contribution d’un pi ≤ (log x)64 était négli-
geable, donc

S ≪
∑

∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
gL0

|k∞L0
gL0

>C5

∑
p2···pℓ≤ x

(log x)64

∑
p1≤ x

p2···pℓ
p1≥(log x)64

p1≡1 (mod gL0
)

1,

p1 étant premier, la condition p1 ≡ 1 (mod gL0) entraîne que p1 ≥ gL0 .
On majore la somme sur p1 en utilisant le théorème de Brun-Titchmarsh
quand gL0 ≤ (log x)10 et par x

p2···pℓgL0
quand gL0 > (log x)10. Ainsi S ≪

S1 + S2, avec

S1 :=
∑

∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
gL0

|k∞L0

C5<gL0
≤(log x)10

∑
p2···pℓ≤ x

(log x)64

x

p2 · · · pℓφ(gL0) log
(

x
p2···pℓgL0

) ,
S2 :=

∑
∏

L∈P∗(E)

kL=k

∑
gL0

|k∞L0

gL0
>(log x)10

∑
p2···pℓ≤ x

(log x)64

x

p2 · · · pℓgL0

.

Pour la somme S2 on utilise la méthode de Rankin pour majorer la somme
sur gL0 :∑

gL0
|k∞L0

gL0
>(log x)10

1

gL0

≤ 1

(log x)5

∑
gL0

|k∞L0

1

g
1
2
L0

≤ 1

(log x)5

∏
p|kL0

(
p

1
2

p
1
2 − 1

)
≪ C1

(log x)5
.
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En reportant dans la somme S2 on obtient S2 ≪ C1x
(log x)5

(log log x)ℓ−1.

Dans la somme S1, gL0 ≪ (log x)10 tandis que x
p2···pℓ

≥ (log x)64 donc log
(

x
p2···pℓgL0

)
≫

log
(

x
p2···pℓ

)
.

De plus 1
φ(gL0

)
≤ 1

gL0

kL0

φ(kL0
)
≪ log logC1

φ(gL0
)

.
Nous appliquons de nouveau la méthode de Rankin avec un paramètre t ∈
]0, 1[. On peut majorer la somme sur gL0 par :∑

gL0
|k∞L0

C5<gL0
≤(log x)10

1

φ(gL0)
≪ C1

Ct
5

.

Ainsi S2 ≪ C1

Ct
5

x
log x

(log log x)ℓ−1.

Dans les preuves des théorèmes 0.3 et 0.4, C5 sera une constante fixée (ar-
bitrairement grande). Cela est nécessaire pour pouvoir majorer certaines
quantités relatives à des fonctions zêta de Dedekind associées aux corps
Ki := Q(ξuidi , a

1
k′
i ). Dans la preuve du théorème 0.5, correspondant au cas

ℓ = 2, les quantités C1 et C5 pourront tendre vers l’infini avec x. On prendra
dans ce cas C1 = log log log x et C5 = log x.
Afin de calculer les dernières sommes de Pa

′(x, k) nous aurons besoin de
plusieurs résultats de théorie algébrique des nombres, qui seront l’objet de la
section suivante.

2.4 Correspondance entre les ℓ-presque premiers
recherchés et les idéaux premiers de cer-
tains corps de nombres

Dans toute cette partie m est un entier naturel, m′ un entier naturel sans
facteur carré qui divise m, p un nombre premier et a un entier qui n’est ni
−1 ni un carré et tel que (a, p) = 1. On suppose de plus que pour tout q|m′,
q premier, a n’est pas une q-ième puissance. Commençons par la proposition
suivante :

Proposition 2.9. L’existence de solutions pour l’équation νm′ ≡ a (mod p)
et la condition p ≡ 1 (mod m′) sont ensembles équivalentes au fait que l’équa-
tion νm′ ≡ a (mod p) a exactement m′ racines.
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Démonstration. Supposons qu’il existe ν tel que νm′ ≡ a (mod p) et que
m′|(p− 1). Alors xm′ ≡ 1 (mod p) a m′ solutions, que nous pouvons explici-
ter. Soit α une racine primitive modulo p, les racines m′-ième de 1 sont de la
forme x = α(

p−1
m′ )λ, avec 0 ≤ λ < m′.

Alors pour chacune de ces racines, (νx)m′ ≡ a (mod p) et ainsi le polynôme
Xm′ − a a au moins m′ racines dans (Z/pZ)∗. Comme c’est un polynôme de
degré m′ on déduit que ce sont les seules.

Supposons maintenant que νm′ ≡ a (mod p) a exactement m′ racines. Alors

le morphisme de groupe φ :
(Z/pZ)∗ → (Z/pZ)∗

ν 7→ νm′ a un noyau Kerφ de

cardinal m′.
Or Card(Kerφ)|Card((Z/pZ)∗) et on a bien m′|p− 1.

Nous allons exprimer cette propriété en utilisant le Théorème de Kummer
([27] Prop I.8.3), dont nous donnons une version faible.

Theorème 2.10 (Kummer). Soit K = Q[θ] un corps de nombre et P ∈ Z[X]
son polynôme minimal et OK son anneau des entiers. Soit p un nombre pre-
mier tel que l’idéal (p) engendré par p dans OK soit premier avec le conduc-
teur de Z[θ]. Soit

P̄ (X) = P̄1(X)e1 · · · P̄r(X)er ,

la factorisation de P̄ (X) = P (X) (mod p) en un produit de polynômes ir-
réductibles P̄i(X) = Pi(X) (mod p) où les Pi sont des polynômes unitaires.
Alors les

Pi = pOk + Pi(θ)Ok, pour 1 ≤ i ≤ r,

sont les différents idéaux premiers de Ok au dessus de p. Le degré d’inertie
de Pi est le degré de P̄i(X) et on a

(p) = Pe1
1 · · ·Per

r .

Or le fait que l’équation νm′ ≡ a (mod p) ait exactement m′ racines corres-
pond au fait que le polynôme Xm′ −a se factorise modulo p en un produit de
m′ polynômes unitaires distincts de degré 1. Ainsi cette propriété est équiva-
lente au fait que p ∤ m′ et p se factorise dans Q( m′√

a) comme produit de m′

idéaux premiers distincts.

Montrons maintenant la proposition suivante qui est un résultat classique de
théorie algébrique des nombres.
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Proposition 2.11. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

• p ≡ 1 (mod m),

• p ∤ m et p se factorise dans Q(ξm) en φ(m) idéaux premiers distincts.

Démonstration. Soit Φm le m-ième polynôme cyclotomique. Les racines de
Φm modulo p sont des solutions de l’équation xm ≡ 1 (mod p).
Soit α une racine primitive modulo p. Alors pour 0 ≤ r ≤ p−1, (αr)m ≡ 1(p)
si et seulement si rm ≡ 0 (mod p− 1). Posons d = (m, p− 1). Alors

αrm ≡ 1(p) ⇔ r
m

d
≡ 0

(
p− 1

d

)
⇔ p− 1

d
|r

Ainsi les solutions de xm ≡ 1(p) sont les αλ p−1
d avec 0 ≤ λ < d. Mais ce sont

aussi les solutions de xd ≡ 1(p), ainsi les facteurs irréductibles de degré 1 de
Φm (mod p) sont ceux de Φd (mod p).
Les αλ p−1

d avec λ < d, (λ, d) = 1 sont des racines primitives d-ièmes de l’unité
et donc Φd (mod p) =

∏
(λ,d)=1
1≤λ<d

(X − αλ p−1
d ). Ainsi deg(Φd) = φ(d).

Alors d’après le Théorème de Kummer p se décompose en φ(m) idéaux pre-
miers distincts dans Q(ξm) si et seulement si d = m, i.e m|p− 1.

La proposition suivante, nous permettra de passer de conditions dans Q(ξm)
et Q( m′√

a) à des conditions dans Q( m′√
a, ξm).

Proposition 2.12. Les trois conditions suivantes p ∤ m, p se décompose en
φ(m) idéaux premiers distincts dans Q(ξm) et p se décompose en m′ idéaux
premiers distincts dans Q( m′√

a) ont lieu si et seulement si p ∤ m et p se
factorise dans K = Q( m′√

a, ξm) comme produit d’idéaux premiers distincts
et de norme p.

Démonstration. Supposons que p ∤ m, p se décompose en φ(m) idéaux pre-
miers distincts dans Q(ξm) et p se décompose en m′ idéaux premiers distincts
dans Q( m′√

a).
La décomposition de (p) dans Q(ξm) est de la forme (p) = p1 · · · pφ(m) où
pour tout 1 ≤ i ≤ φ(m), pi est un idéal premier de norme p, pi ̸= pj.
Notons Φm = Φm (mod p), alors Φm se factorise comme suit Φm(X) =
(X − u1) · · · (X − uφ(m)) et on a, quitte à modifier l’ordre des indices pi =
(p, ξm − ui).
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De la même manière, en notant B(X) = Xm′ − a, B(X) = B(X) (mod p),
on a B(X) = (X − v1) · · · (X − vm′).
Comme K = Q(ξm)( m′√

a), on peut noter P le polynôme minimal de m′√
a

sur Q(ξm) et P = P (mod p). Ainsi P |B et donc P est scindé. Puis quitte à
changer l’ordre des racines, P (X) = (X − v1) · · · (X − vs), où s ≤ m′.
A fortiori pour chaque 1 ≤ i ≤ φ(m), P (mod pi) est scindé et P ≡
(X − v1) · · · (X − vs) (mod pi).
On applique le Théorème de Kummer à l’extension K de Q(ξm). Pour 1 ≤ i ≤
φ(m), P (mod pi) étant scindé, pi se décompose sur K en piOK = pi1 · · · piri

avec ri = s et NK/Q(pij) = NQ(ξm)/Q(pi) = p. Puis pOK =
φ(m)∏
i=1

piOK =∏
1≤i≤φ(m)
1≤j≤ri

pij où NK/Q(pij) = p.

Supposons maintenant que p ∤ m et p se factorise dans K = Q( m′√
a, ξm)

comme produit d’idéaux premiers distincts et de norme p.
Alors pOK = p1 · · · ps où s = [K : Q] et pour tout 1 ≤ i ≤ s, NK/Q(pi) = p.
Soit L = Q(ξm) et pOL = Q1 · · ·Qr la décomposition de p en produit d’idéaux
premiers dans L.
Soit fi pour 1 ≤ i ≤ s, tel que NK/Q(Qi) = pfi . Alors fi est le degré de
l’extension OL/QiOL par rapport à Fp.
Or pour tout i ∈ {1, . . . , r}, il existe au moins un j ∈ {1, . . . , s} tel que pj
intervienne dans la décomposition de Qi dans OK . Ainsi

[OK/pjOK : Fp] = [OK/pjOK : OL/QiOL][OL/QiOL : Fp]

Par hypothèse [OK/pjOK : Fp] = 1 et donc fi = [OL/QiOL : Fp] = 1, ainsi
NK/Q(Qi) = p pour tout 1 ≤ i ≤ r et donc p se décompose en [Q(ξm) : Q] =
φ(m) idéaux premiers distincts dans Q(ξ(m)).
De la même manière p se décompose en [Q( m′√

a) : Q] = m′ idéaux premiers
distincts dans Q( m′√

a).

On déduit des trois proposions précédentes la proposition suivante :

Proposition 2.13. Les propriétés p ≡ 1(m) et a ∈ R(m′, p) sont en-
sembles équivalentes au fait que p ∤ m et p se factorise complètement dans
K = Q( m′√

a, ξm) comme produit d’idéaux premiers distincts de norme p.

Démonstration. Les propositions 2.9 et 2.11 entraînent que les conditions
p ≡ 1(m) et a ∈ R(m′, p) sont ensembles équivalentes au fait que p ∤ m′ et
p se factorise dans Q(ξm) en un produit de φ(m) idéaux premiers distincts
et se factorise dans Q( m′√

a) en un produit de m′ idéaux premiers distincts.
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Enfin la proposition 2.12 permet de ramener ces conditions à des conditions
dans Q( m′√

a, ξm).

Nous allons maintenant calculer explicitement le degré de Q( m′√
a, ξm).

Proposition 2.14. Soient m′,m deux entiers naturels tels que m′|m, m′

sans facteur carré et a ̸= −1 un entier qui ne soit pas un carré. Notons
K = Q( m′√

a, ξm), où ξm est une racine m-ième de l’unité. Alors,

[K : Q] =
m′φ(m)

ϵ(m′,m)
,

où ϵ(m′,m) est donné par la formule suivante, en prenant a1 la partie sans
facteur carré de a (i.e a = a1a

2
2, avec a1 sans facteur carré),

ϵ(m′,m) =


2 si 2|m′, 2||m, a1|m et a1 ≡ 1 (mod 4)
2 si 2|m′, 4||m, a1|m et a1 ≡ 1 (mod 2)
2 si 2|m′, 8|m et a1|m
1 sinon.

(2.8)

Démonstration. Remarquons que :

[K : Q] = [K : Q(ξm)][Q(ξm) : Q] = φ(m)[K : Q(ξm)].

Comme Q(ξm)/Q est une extension galoisienne on a

[K : Q(ξm)]|m′.

Posons m′ = δ[K : Q(ξm)]. Alors, si q est un facteur premier de δ, le degré
[Q(ξm)( q

√
a) : Q(ξm)] vaut soit 1 soit q. De plus,

[Q(ξm)(
q
√
a) : Q(ξm)] divise [K : Q(ξm)] =

m′

δ
.

Or (m
′

δ
, q) = 1 car m′ est sans facteur carré, donc [Q(ξm)( q

√
a) : Q(ξm)] = 1

et ainsi q
√
a ∈ Q(ξm). Montrons que q < 3.

Déjà Q(a
1
q , ξq) ⊂ Q(ξm) et Q(ξm)/Q est une extension abélienne car son

groupe de Galois est (Z/mZ)∗. Soit L une sous extension galoisienne de
Q(ξm), alors

Gal(L/Q) ∼=
Gal(Q(ξm)/Q)

Gal(Q(ξm)/L)

et donc Gal(L/Q) est abélien.
Supposons que q > 2 et montrons que le groupe de galois de Q(a

1
q , ξq)/Q

n’est pas abélien. Par l’absurde on suppose que ce dernier est abélien.
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Alors l’extension Q(a
1
q , ξq)/Q(a

1
q ) est galoisienne et son groupe de Galois H

est un sous-groupe de Gq := Gal
(
Q(a

1
q , ξq)/Q

)
. Comme Gq est abélien H

est un sous-groupe invariant de Gq. D’après la correspondance de Galois, cela
entraîne que Q(a

1
q )/Q est galoisienne de groupe de Galois Gq/H.

Mais Q(a
1
q )/Q n’est pas galoisienne car Q(a

1
q ) ne contient pas toutes les

racines du polynôme Xq − a si q ≥ 3.
On en déduit que q ne peut être impair et donc δ vaut 1 ou 2, car m′ est sans
facteur carré.
Comme (q, m

′

q
) = 1, il existe deux entiers u et v tels que uq + vm′

q
= 1 et

donc a
1
m′ = a

uq+vm′
q

m′ = a
uq
m′ a

v
q , ainsi

K = Q(ξm)(
m′
q
√
a, q
√
a).

Il vient que si
√
a ∈ Q(ξm) alors δ = 2. On en déduit que δ = 2 si et seulement

si
√
a ∈ Q(ξm).

Posons
a = a1a

2
2

où a1 est sans facteur carré et éventuellement négatif.
On utilise la caractérisation des sous-corps quadratiques d’un corps cycloto-
mique ([40], Cor 4.5.4).

Si 2||m, comme a1 est sans facteur carré, Q(
√
a1) est contenu dans Q(ξm) si

et seulement si a1 est de la forme (−1|D)D, où (·|·) est le symbole de Jacobi
et D est un diviseur positif impair de m différent de 1.
Ainsi δ vaut 2 si et seulement si a1|m et a1 est un entier impair de même
signe que le symbole de Jacobi (−1 ||a1|) . Comme a n’est pas un carré parfait,
a1 ̸= 1 et on peut calculer (−1 ||a1|) :

(−1 ||a1|) = (−1)
|a1|−1

2

=

{
1 si |a1| ≡ 1 (mod 4)

−1 si |a1| ≡ 3 (mod 4)

=


1 si a1 ≡ 1 (mod 4) et a1 > 0
1 si a1 ≡ 3 (mod 4) et a1 < 0

−1 si a1 ≡ 3 (mod 4) et a1 > 0
−1 si a1 ≡ 1 (mod 4) et a1 < 0

Ainsi, on a δ = 2 avec 2||m si et seulement si 2|m′, a1|m et a1 ≡ 1 (mod 4).
Si 4||m, alors Q(

√
a1) est dans Q(ξm) si et seulement si a1 ou −a1 est comme
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ci-dessus, et on a donc δ = 2 avec 4||m si et seulement si 2|m′, a1|m et
a1 ≡ 1 (mod 2).
Si 8|m, alors Q(

√
a1) est dans Q(ξm) si et seulement si a1, −a1, a1/2 ou

−a1/2 est comme ci-dessus, et on a donc δ = 2 avec 8|m si et seulement si
2|m′ et a1|m.

2.5 Méthode de Selberg-Delange
D’après les sections précédentes, la quantité que l’on souhaite évaluer est :∑

p1···pℓ≤x
(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1(uidi)

a∈R

 ∏
L⊂E′
i∈L

k′L,pi



1 =
∑

m1···mℓ≤x
p|mi⇒p∈Pi
mi premier

1,

où Pi est l’ensemble des nombres premiers p tels que p ∤ auidi et p se
factorise dans Ki comme produits d’idéaux premiers distincts de norme p,
Ki := Q( k′i

√
a, ξuidi) et k′

i :=
∏

L⊂E′
i∈L

k′
L. Les notations des conditions sur la

somme de droite peuvent sembler inutilement lourde, mais cela nous sera
utile plus tard afin de voir le lien entre cette somme et une somme plus géné-
rale dans la suite. Rappelons que l’en prenant C1 et C5 comme des constantes
arbitrairement grandes, les diviseurs de uidi sont bornés pour 1 ≤ i ≤ ℓ.

Le cas ℓ = 1 a été traité par Hooley [14], en utilisant un résultat proche du
théorème de densité de Tchebotarev et une majoration du discriminant de
l’extension considérée. Pour ℓ = 2, il est possible de procéder de la même
façon que pour ℓ = 1 en utilisant la méthode de l’hyperbole. Cependant
pour ℓ ≥ 3 il devient trop compliqué de contrôler les termes d’erreur qui
émergent de la méthode de l’hyperbole, nous allons donc utiliser la méthode
de Selberg-Delange. Nous suivrons la méthode de Selberg-Delange telle que
décrite par Tenenbaum [37] chapitre II.5, en comparant une fonction à un
produit de puissances de fonctions zêta de Dedekind associées aux corps Ki,
similairement à un cas traité par Hanrot, Tenenbaum et Wu [10].
Définissons, pour r := (r1, . . . , rℓ) ∈ Nℓ, n ∈ N,

cr(n) :=
∑

m1···mℓ=n

µ2(n)
ℓ∏

i=1

(1 (Ω(mi) = ri)1 (p|mi ⇒ p ∈ Pi)) ,
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et donc, en posant 1 = (1, . . . , 1),
∑

m1···mℓ≤x
p|mi⇒p∈Pi
mi premier

1 =
∑
n≤x

c1(n).

Notons alors r ≥ 0 lorsque pour tout 1 ≤ i ≤ ℓ, ri ≥ 0, puis pour z :=
(z1, . . . , zℓ) ∈ Cℓ :

αz(n) :=
∑
r≥0

cr(n)
ℓ∏

i=1

zrii =
∑

m1···mℓ=n
p|mi⇒p∈Pi

µ2(n)
ℓ∏

i=1

z
ω(mi)
i .

Remarquons que αz(n) est multiplicative, vu que c’est un produit de convo-
lutions de fonctions multiplicatives.
Enfin, pour ℜ(s) > 1, la série de Dirichlet associée à αz est :

F (s, z) :=
∑
n≥0

αz(n)

ns
=
∏
p

(
1 +

∑
ν≥1

αz(p
ν)

pνs

)
=
∏
i

(∏
p∈Pi

(
1 +

zi
ps

))
.

F admet alors un prolongement analytique en une fonction méromorphe sur
C\{1}. L’étude de F par la méthode de Selberg-Delange nous donnera une
expression de

∑
n≤x

αz(n), dont nous extrairons la quantité qui nous intéresse

par la formule de Cauchy.
Définissons les objets dont nous aurons besoin pour appliquer la méthode
de Selberg-Delange. Pour i ∈ {1, . . . , ℓ}, on notera ζKi

la fonction zêta de
Dedekind associée à Ki et ni le degré de Ki sur Q. On définit ζKi,f (s) comme
étant la partie de ζKi

portant sur les idéaux premiers de norme une puissance

f -ième : ζKi,f (s) :=
∏
p

∃p, N(p)=pf

(
1− 1

pfs

)−1

.

De plus on décompose F (s, z) en un produit de fonctions Fi :
Fi(s, zi) :=

∏
p∈Pi

(
1 + zi

ps

)
. Nous allons voir que les fonctions Fi se comportent

similairement à des puissances des fonctions zêta de Dedekind associées à Ki,
pour ce faire on pose pour σ > 1 :

Gi(s, zi) : = Fi(s, zi)ζ
− zi

ni
Ki

(s) (2.9)

=
∏
p∈Pi

((
1 +

zi
ps

)(
1− 1

ps

)zi) ∏
p

N(p)|auidi
N(p)=p

(
1− 1

ps

) zi
ni ∏

f |ni
f≥2

ζKi,f (s)
− zi

ni ,

et G(s, z) :=
∏
i

Gi(s, zi).
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Nous définissons aussi les fonctions Zi(s, zi) := ((s− 1)ζKi
(s))

zi
ni et la fonc-

tion Z(s, z) :=
∏
i

Zi(s, zi), qui joueront un rôle important dans la suite.

Les fonctions zêta de Dedekind disposent de régions sans zéro semblables
à celle de la fonction zêta de Riemann ([19]), comme nous travaillons avec
des extensions dont le degré est borné on peut trouver une région sans zéro
commune à toutes nos fonctions zêta de Dedekind, ce que l’on résume dans
la proposition suivante.

Proposition 2.15. Il existe des constantes C6, C7 et C8 ne dépendant que
de C1 et C5 telles que ζKi

ne s’annule pas pour

σ ≥ 1− 1

C6 log t+ C7

, et |t| ≥ 1,

σ ≥ 1− C8, et |t| ≤ 1,

et cela pour tout i ∈ {1, . . . , l}.

Afin d’appliquer la méthode de Selberg-Delange nous devons nous assurer que
la fonction G se comporte convenablement dans la région sans zéro décrite
ci-dessus. Nous noterons |z| ≤ A si, pour tout 1 ≤ i ≤ ℓ, |zi| ≤ A.

Proposition 2.16. Soit A un réel strictement positif. Pour |z| ≤ A et s
dans la région sans zéro décrite dans la proposition 2.15, et Re s ≤ 2 on a :

G(s, z) ≪A,ε 1.

Démonstration. Déjà pour tout i, comme tous les uidi sont bornés,∏
p

N(p)|auidi
N(p)=p

(
1− 1

ps

) zi
ni ∏

f |ni
f≥2

ζKi,f (s)
− zi

ni ≪A 1.

Définissons pour tout i, G̃i(s, z) :=
∏
p∈Pi

((
1 + zi

ps

)(
1− 1

ps

)zi)
=
∑
n≥1

bi,zi (n)

ns ,

où bi,zi est la fonction multiplicative dont les valeurs sur les puissances de
nombres premiers sont déterminées par l’identité :

1 +
∑
ν≥1

bi,zi(p
ν)ξν = (1 + ξzi) (1− ξ)zi , |ξ| < 1, p ∈ Pi,

et bi,zi(p
ν) = 0 pour p /∈ Pi.

Ensuite pour p ∈ Pi, on a

bi,zi(p) =
∂(1 + ξzi)(1− ξ)zi

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= 0.
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Puis l’inégalité de Cauchy prise sur le cercle |ξ| = 1√
2

implique, pour |zi| ≤ A,
|bi,zi(pν)| ≤ M2

ν
2 , avec M := sup

|zi|≤A, |ξ|≤ 1√
2

[(1 + ξzi)(1− ξ)zi ]. Ainsi, pour

σ > 1
2
, comme bi,zi(p) = 0,∑

p

∑
ν≥1

|bi,zi(pν)|
pνσ

≤ 2M
∑
p

1

pσ(pσ −
√
2)

≤ cM

σ − 1
2

,

où c est une constante absolue. Ainsi Gi(s, zi) est absolument convergent
pour σ > 1

2
, et pour σ ≥ 1

2
+ ε,

Gi(s, zi) ≪A,ε 1.

Nous aurons aussi besoin de contrôler ζKi
à droite de la droite critique. Pour

cela on utilise un lemme de Wang [38] qui découle d’une majoration de Heath-
Brown [12] pour ζKi

sur la droite critique.

Lemme 2.17 (Wang). Soient K une extension algébrique de degré n et η >
0. Alors par le principe de Phragmén-Lindelöf dans la bande 1

2
≤ σ ≤ 1+ ε :

ζK(σ + it) ≪η (1 + |t|)
n
3
(1−σ)+ε, pour |t| ≥ η.

Enfin nous avons besoin du développement de Taylor de Z autour de 1.

Proposition 2.18. La fonction Z(s, z) est holomorphe dans le disque |s −
1| < C8, et y admet la représentation en série de Taylor suivante :

Z(s, z) =
∑
j≥0

1

j!
γj(z)(s− 1)j,

où les γj(z) sont des fonctions entières en chacun des zi, satisfaisant, pour
tout 1

ℓ
> A > 0, 1−C8

C8
≥ ε > 0,

1

j!
γj(z) ≪A,ϵ (1 + ε)j (|z| ≤ A).

Démonstration. Le résultat est immédiat comme les ζKi
n’ont pas de zéro

dans ce cercle, il suffit alors d’appliquer le théorème de Cauchy (Théorème
II.5.1, [37] ou [36]) :

1

j!
γj(z) =

1

2πi

∮
|s−1|=c

Z(s, z)

(s− 1)j+1
ds,

et la majoration découle de l’inégalité de Cauchy.
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On peut alors appliquer la méthode de Selberg-Delange et obtenir l’estima-
tion escomptée.

Proposition 2.19. Par la méthode de Selberg-Delange, on a pour |zi| ≤ A
pour tout 1 ≤ i ≤ ℓ,

∑
n≤x

αz(n) = x(log x)

∑
i

zi
ni

−1

G(1, z)γ0(z)

Γ(
∑
i

zi
ni
)

+OC1,C5

(
1

log x

)+O
(
xe−c6

√
log x
)
.

Démonstration. Posons A(x, z) :=
∑
n≤x

αz(n). Alors par la formule de Perron

on a ([37] ou [36], Théorème II.2.5) :∫ x

0

A(t)dt =
1

2iπ

∫ κ+i∞

κ−i∞
F (s)xs+1 ds

s(s+ 1)
,

avec κ := 1 + 1
log x

.
Définissons le domaine D comme la région sans zéro commune à nos fonctions
zêta de Dedekind donnée par la proposition 2.15 et D̃ := D\[1

2
+ ε, 1].

Ainsi, pour s = σ + it ∈ D, |s − 1| ≫ 1, |z| ≤ A, A < 1
l
, par la proposition

2.16 et le lemme 2.17,

F (s, z) ≪
ℓ∏

i=1

(
(1 + |t|)

ni
3
(1−σ)+ 1

log x

) A
ni ≪ (1 + |t|)

ℓA
3
(1−σ)+ ℓA

log x .

Alors, avec T > 1 un paramètre à définir, les contributions des demi-droites
verticales [κ± iT, κ± i∞[ sont :∫ κ+i∞

κ+iT

F (s, z)xs+1 ds

s(s+ 1)
≪ x2

∫ +∞

T

t
4ℓA

3 log x
−2dt

et donc, ∫ κ+i∞

κ+iT

F (s, z)xs+1 ds

s(s+ 1)
≪ x2T

4ℓA
3 log x

−1,

et il en va de même pour l’autre demi-droite.
Posons C9(T ) :=

1
C6 log T+C7

.

50



Il reste à évaluer
∫ κ+iT

κ−iT
F (s, z)xs+1 ds

s(s+1)
, pour ce faire, on va déformer le

chemin d’intégration comme suit :

• L1 le segment [κ− iT, 1− C9(T )− iT ] ;

• L2 la courbe σ(t) = 1− 1
C6 log t+C7

, pour t ∈ [1− C9(T )− iT, 1− C8] ;

• un contour de Hankel tronqué Γ, entourant 1 de rayon 1
2 log x

et de partie
rectiligne joignant 1− 1

2 log x
à 1− C8 ;

• on complète le contour par symétrie par rapport à l’axe réel.

1

iT

−iT

0 κ = 1 + 1
log x

Γ

1− C8

L3

L2

L4

L1

Pour le segment L1 on a la majoration :∫ 1−C9(T )−iT

κ−iT

F (s, z)xs+1 ds

s(s+ 1)
≪ x2T

ℓA
(

C9(T )
3

+ 1
log x

)
−2
,

et il vient la même majoration pour L4.
Puis sur la courbe L2 :∫ 1−C8

1−C9(T )−iT

F (s, z)xs+1 ds

s(s+ 1)
≪ x2−C9(T )

(∫ +∞

T

t
ℓA

(
C9(T )

3
+ 1

log x

)
−2
dt+O(1)

)
≪ x2−C9(T ),

51



car A < 1
ℓ
, et il vient la même majoration pour L3.

Posons alors
Φ(x) :=

1

2πi

∫
Γ

F (s, z)xs+1 ds

s(s+ 1)
.

On a donc, en prenant T = xc1
√
log x,∫ x

0

A(t)dt = Φ(x) +O
(
x2e−c2

√
log x
)
. (2.10)

Pour s ∈ D, on a

F (s, z) = sG(s, z)Z(s, z)(s− 1)
−

∑
i

zi
ni , (2.11)

et donc par la proposition 2.18, et comme |s− 1| < 1 pour s dans Γ,

F (s, z) ≪ |s− 1|−A, (s ∈ Γ). (2.12)

Notons, dans le domaine d’holomorphie de G(s, z),

G(k)(s, z) :=
∂k

∂sk
G(s, z).

On a alors, pour s ∈ Γ,

G(s, z)Z(s, z) =
∑
k≥0

µk(z)(s− 1)k,

avec µk(z) :=
∑

h+j=k

1
h!j!

G(h)(1, z)γj(z). Comme G(s, z)Z(s, z) est holomorphe

pour |s − 1| ≤ C8 l’inégalité de Cauchy fournit la majoration de µk(z) sui-
vante :

µk(z) ≪ C−k
8 .

De plus Γ est inclus dans le disque |s−1| ≤ C8, donc on a pour s ∈ Gamma,

G(s, z)Z(s, z) = µ0(z) +O (|s− 1|) . (2.13)

De plus Φ(x) est indéfiniment dérivable sur R+ et sa dérivée est :

Φ′(x) =
1

2πi

∫
Γ

F (s)xsds

s
.

Reprenons alors (2.11) et (2.13) dans Φ′(x), ce qui donne :

Φ′(x) = µ0(z)
1

2πi

∫
Γ

xs(s− 1)
−

∑
i

zi
ni ds+O

(
R(x)

C8

)
, (2.14)
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avec

R(x) :=

∫
Γ

∣∣∣xs(s− 1)
1−

∑
i

zi
ni

∣∣∣ |ds|
≪
∫ 1− 1

2 log x

1−C8

xσ(1− σ)
1−ℜ

(∑
i

zi
ni

)
dσ + x1+ 1

2 log x (2 log x)
−2+ℜ

(∑
i

zi
ni

)
.

Puis en effectuant le changement de variable t = −(σ − 1) log x,

R(x) ≪ x(log x)
−2+ℜ

(∑
i

zi
ni

)(∫ +∞

1
2

t
1−ℜ

(∑
i

zi
ni

)
e−tdt+ 1

)
≪ x(log x)

−2+ℜ
(∑

i
zi
ni

)
Γ(2 + ℓA)

≪ x(log x)
∑

i
zi
ni

−1 (ℓA+ 1)ℓA+1

log x
.

En effectuant le le changement de variable t = (s − 1) log x dans le terme
principal de (2.14) on obtient :

1

2πi

∫
Γ

xs(s− 1)
−

∑
i

zi
ni ds =

x

2πi
(log x)

∑
i

zi
ni

−1
∫
Γ′
t
−

∑
i

zi
ni etdt,

où Γ′ est le contour de Hankel tronqué pour σ ≥ −C8 log x, on obtient en
utilisant le corollaire II.0.18 de [37],∫

Γ

xs(s− 1)
−

∑
i

zi
ni ds ≪ x(log x)

∑
i

zi
ni

−1

(
1

Γ(
∑

i
zi
ni
)
+O

(
x

−C8
2

))
.

Le terme principal de (2.14) est alors

x(log x)
∑

i
zi
ni

−1

(
µ0(z)

Γ(
∑

i
zi
ni
)
+O

(
x

−C8
2 |µ0(z)|

))

= x(log x)
∑

i
zi
ni

−1

(
µ0(z)

Γ(
∑

i
zi
ni
)
+O

(
x

−C8
2

))
.

En reportant cela dans (2.14), cela donne :

Φ′(x) = x(log x)

∑
i

zi
ni

−1

 µ0(z)

Γ(
∑
i

zi
ni
)
+O

(
1

log x

) .
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Remarquons également que l’on a :

Φ′′(x) =
1

2πi

∫
Γ

F (s)xs−1ds.

Il reste à montrer que Φ′(x) est une bonne approximation de A(x). Pour cela,
on procède comme dans [37] p243. Soit 0 < h < x

2
, on a alors, par (2.10),∫ x+h

x

A(t)dt = Φ(x+ h)− Φ(x) +O
(
x2e−c3

√
log x
)
.

Puis, en utilisant la formule de Taylor,

Φ(x+ h)− Φ(x) = hΦ′(x+ h)− h2

∫ 1

0

tΦ′′(x+ th)dt

= hΦ′(x) + h2

∫ 1

0

(1− t)Φ′′(x+ th)dt.

Puis par (2.12), on a Φ′′(x) ≪ (log x)A, ainsi Φ(x + h) − Φ(x) = hΦ′(x) +
O
(
h2(log x)A

)
, et donc

A(x) =
1

h

∫ x+h

x

A(t)dt+
1

h

∫ x+h

x

(A(x)− A(t))dt

= Φ′(x) +O
(
x2e−c3

√
log x + h(log x)A +

1

h

∫ x+h

x

(A(t)− A(x))dt

)
.

Or∫ x+h

x

(A(t)− A(x))dt ≤
∫ x+h

x

A(t)dt−
∫ x

x−h

A(t)dt = O
(
hx2e−c4

√
log x + h2(log x)A

)
.

Ainsi on a finalement, en prenant h = xe−c5
√
log x

A(x) = x(log x)

∑
i

zi
ni

−1

 µ0(z)

Γ(
∑
i

zi
ni
)
+O

(
1

log x

)+O
(
xe−c6

√
log x
)
. (2.15)

Il ne reste plus qu’à appliquer le théorème de Cauchy à ce résultat pour
obtenir l’estimation attendue, similairement au Théorème II.6.3 de [37].
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Proposition 2.20. En appliquant la formule de Cauchy au résultat de la
proposition 2.19 on obtient :∑

p1···pℓ≤x
(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1(uidi)

a∈R

 ∏
L⊂E′
i∈L

k′L,pi



1 =
ℓx

log x
∏
i

ni

(log log x)ℓ−1 +OC1,C5

(
x

log x
(log log x)ℓ−2

)
,

où ni := [Ki : Q].

Démonstration. On a

G(1, z)γ0(z) =
∏
i

(Gi(1, zi)Zi(1, zi))

Notons alors Λi(zi) := Gi(1, zi)Zi(1, zi), i.e,

Λi(zi) =
∏
p∈Pi

((
1 +

zi
p

)(
1− 1

p

)zi) ∏
p∈OKi

N(p)|auidi
N(p) premier

(
1− 1

N(p)

) zi
ni

β
zi
ni
Ki
, (2.16)

où βKi
:= lim

s→1
(s− 1)

∏
p∈OKi

N(p) premier

(
1− 1

N(p)

)
, qui est bien défini et non nul car

ζKi
a un pôle simple en 1.

Soit Ω le produit de ℓ cercles autour de l’origine de rayon r, 1 := (1, . . . , 1).
On a donc par la proposition 2.19,∑

n≤x

c1(n) =
∑
n≤x

1

(2iπ)ℓ

{

Ω

αz(n)∏
i

z2i

∏
i

dzi

=
1

(2iπ)ℓ

{

Ω

A(x)
∏
i

dzi
z2i

= S +O(E).

où S := x
(2iπ)ℓ log x

v
Ω

(log x)

∑
i

zi
ni

Γ

(∑
i

zi
ni

) ∏
i

Λi(zi)
dzi
z2i

,

et E := 1
(2π)ℓ

v
Ω

(
x(log x)ℓr−2 + xe−c6

√
log x
)∏

i

dzi
|zi|2 .
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On a alors, en prenant r = 1
log log x

,

E ≪ x(log log x)ℓ

log2 x
.

Ensuite, on utilise la formule Γ(u + 1) = uΓ(u) avec u =
∑
j

zj
nj

afin de

s’écarter de la singularité de Γ en 0. De plus Λi(0) = 1, et ainsi en appliquant
la formule de Cauchy :

S =
x

(2iπ)ℓ log x

∑
i

1

ni

{

Ω

(log x)

∑
j

zj
nj

Γ

(∑
j

zj
nj

+ 1

)Λi(zi)
dzi
zi

∏
j ̸=i

Λj(zj)
dzj
z2j

=
x

(2iπ)ℓ−1 log x

∑
i

1

ni

{

Ω′

(log x)

∑
j ̸=i

zj
nj

Γ

(∑
j ̸=i

zj
nj

+ 1

)∏
j ̸=i

Λj(zj)
dzj
z2j

,

où Ω′ est le produit de ℓ− 1 cercles autour de l’origine de rayon r.
On utilise la représentation de 1

Γ
avec le contour de Hankel H ([37] ou [36],

II.0.17),
1

Γ(z)
=

1

2iπ

∫
H

s−zesds,

où H est composé d’un cercle centré en 0 de rayon r privé du point −r et
de la demie-droite ]−∞,−r] parcourue dans les deux sens.
On inverse les intégrales sur les zj et sur ξ en notant que Λj(zj) est borné
pour zj borné, puis en appliquant la formule de Cauchy on a :

S =
x

2iπ log x

∑
i

1

ni

∫
H

∏
j ̸=i

(
1

2iπ

∫
|zj |=r

(
log x

ξ

) zj
nj

Λj(zj)
dzj
z2j

)
eξ

ξ
dξ

=
x

2iπ log x

∑
i

1

ni

∫
H

∏
j ̸=i

∂

∂zj

((
log x

ξ

) zj
nj

Λj(zj)

)
|zj=0

eξ

ξ
dξ.

Puis, comme Λi(0) = 1,

∂

∂zj

((
log x

ξ

) zj
nj

Λj(zj)

)
|zj=0

=
log log x− log ξ

nj

+
∂

∂zj
Λj(0).
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Pour la dérivée en zéro de Λj(zj) on calcul sa dérivée logarithmique :

∂

∂zj
Λj(0) =

Λ′
j(0)

Λj(0)
=
∑
p∈Pj

(
1

p
+ log

(
1− 1

p

))
+

∑
p∈OKi

N(p)|auidi
N(p) premier

1

nj

log

(
1− 1

N(p)

)
+

1

nj

log(βKj
)

= O(uidi).

Ainsi

S =
x

2iπ log x

∑
i

1

ni

∫
H

∏
j ̸=i

(
log log x− log ξ

nj

+O(1)

)
eξ

ξ
dξ

=
ℓx

log x
∏
i

ni

(log log x)ℓ−1 +O
(

x

log x
(log log x)ℓ−2

∫
H

eℜξ

|ξ|1−ε
dξ

)
.

On prend 1 pour le rayon du cercle autour de l’origine de H , on obtient∫
H

eℜξ

|ξ|1−εdξ ≪ 1, et donc

∑
p1···pℓ≤x

(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1(uidi)

a∈R

 ∏
L⊂E′
i∈L

k′L,pi



1 =
∑
n≤x

c1(n) =
ℓx

log x
∏
i

ni

(log log x)ℓ−1+O
(

x

log x
(log log x)ℓ−2

)
.

(2.17)
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2.6 Contrôle des termes d’erreur
Dans cette section nous traitons tous les termes d’erreur accumulés jusqu’ici,
ce que nous regroupons dans la proposition suivante.

Proposition 2.21. On a avec C1 et C5 des constantes arbitrairement grandes,
ε > 0,

Na,ℓ(x,C1) =
x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x

∑
k

µ(k)P ′
a,0(k) +O

(
e(1+ε)C1x

C1−ε
5 log x

(log log x)ℓ−1

)
+OC1,C5

(
x(log log x)ℓ−2

log x
(C5 logC5)

2ℓ
)

+O
(

x(log log x)ℓ−1

C5(ℓ− 1)! log x
e

C1
logC1 (log logC1)

ℓ

)
+O

(
x(log log x)ℓ−1

C1−ε
1 (ℓ− 1)! log x

)
,

où

P ′
a,0(k) =

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL|k∞L
kL|gL

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL

∑
{di, i∈{1,...,ℓ}}

di|k

∏
i∈{1,...,ℓ}

µ(di)

ni

,

et ni := [Q( k′i
√
a, ξuidi),Q].

Démonstration. Rappelons que Na,ℓ(x,C1) =
∑

P+(k)≤C1

µ(k)Pa(x, k).

Commençons par majorer le terme d’erreur apporté par la proposition 2.8, il
faut alors sommer sur les k sans facteur carré C1-friables. Ainsi,∑

P+(k)≤C1

µ2(k)
x

C1−ε
5 log x

(log log x)ℓ−1 ≤ 2π(C1)x

C1−ε
5 log x

(log log x)ℓ−1.

C1 et C5 étant des constantes, la contribution des termes d’erreur issus de la
proposition 2.20, est OC1,C5

(
x(log log x)ℓ−2

log x
(C5 logC5)

2ℓ
)
.

Il reste à estimer la somme associée aux termes principaux :

T :=
∑

P+(k)≤C1

µ(k)
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL≤C5

gL|k∞L
kL|gL∑

{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}
ciL|

gL
kL

∑
{di, i∈{1,...,ℓ}}

di|k

∏
i∈{1,...,ℓ}

µ(di)

ni

.
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On souhaite enlever la condition g ≤ C5. Commençons par majorer

EL0 :=
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)\L0}

gL|k∞L
kL|gL

∑
gL0

>C5

gL0
|k∞L0

kL0
|gL0∑

{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}
ciL|

gL
kL

∑
{di, i∈{1,...,ℓ}}

di|k

∏
i∈{1,...,ℓ}

1

ni

.

Remarquons que pour ε1 > 0, 1
ni

≪ 1
kiφ(uidi)

≪
∏

L∈P∗(E)
i∈L

1
gL

1−ε1
. En reportant

dans EL0 on obtient :

EL0 =
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)\L0}

gL|k∞L
kL|gL

∑
gL0

>C5

gL0
|k∞L0

kL0
|gL0

τ(k)ℓ
∏

L∈P∗(E)

(
τ(gL)

|E\L|
(

1

gL1−ε1

)|L|
)
,

où τ est la fonction nombre de diviseurs. Soit ε2 > 0, on utilise la majoration
classique pour tout entier n, τ(n) ≪ nε2 . De plus comme k est sans facteur
carré et C1-friable on a la majoration suivante : k ≪ eC1 . En reportant cela
dans l’expression de EL0 on obtient :

EL0 ≪ eε2ℓC1

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)\L0}

gL|k∞L
kL|gL

∑
gL0

>C5

gL0
|k∞L0

kL0
|gL0

∏
L∈P∗(E)

(
1

gL1−ε1−ε2

)
.

Soient L ̸= L0, ε3 > 0,

∑
gL

gL|k∞L
kL|gL

1

gL1−ε1−ε2
≪
∏
p|kL

(
1 +

1

p1−ε1−ε2 − 1

)
≪ (1 + ε3)

ω(kL) ≪ eε3C1 .

Occupons nous de la somme sur gL0 , soit ε4 > 0 tel que ε1 + ε2 + ε4 < 1, on
a ∑

gL0
>C5

gL0
|k∞L0

kL0
|gL0

1

gL0
1−ε1−ε2

≪ 1

Cε4
5

∑
gL0

|k∞L0
kL0

|gL0

1

gL0
1−ε1−ε2−ε4

≪ eε3C1

Cε4
5

.
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Soit ε5 > ε2 + ε3, en reportant dans EL0 ,

EL0 ≪
2C1e(ε2+ε3)ℓC1

Cε4
5

≪ eε5ℓC1

Cε4
5

.

Puis comme le nombre de C1-friable sans facteur carré est majoré par eC1 on
a la majoration souhaitée.
Il ne reste qu’à compléter la somme sur les k.
La somme que l’on souhaite majorer est :

EC1 :=
x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x

∑
P+(k)>C1

µ2(k)=1

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL|k∞L
kL|gL∑

{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}
ciL|

gL
kL

∑
{di, i∈{1,...,ℓ}}

di|k

∏
i∈{1,...,ℓ}

1

ni

.

Soit ε1 > 0, on a la majoration suivante pour tout i : 1
ni

≪ 1

d
1−ε1
i

∏
L, i∈L

kLg
1−ε1
L

.

On majore simplement les sommes sur le di :

∑
di|k

1

d1−ε1
i

=
∏
p|k

(
1 +

1

p1−ε1

)
≪
(

k

φ(k)

)1−ε1

≪ (log log k)1−ε1 .

Soit ε2 > 0, pour tous i et L la somme sur ci,L est petite devant
(

gL
kL

)ε2
.

Notons ε3 = ℓ(ε1 + ε2), et choisissons ε1 et ε2 de sorte que 0 < ε3 < 1. Les
sommes sur les gL sont alors :∑

gL|k∞L
kL|gL

1

g
|L|(1−ε1)−|E\L|ε2
L

≪ 1

k
|L|−ε3
L

∑
gL|k∞L

1

g
|L|−ε3
L

≪
∏
p|kL

1

p|L|−ε3 − 1
.

Soit ε4 > 0 tel quel ε4 > ε3, en reportant dans EC1 on obtient :

EC1 ≪
x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x

∑
P+(k)>C1

µ2(k)=1

(log log k)ℓ(1−ε1)
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∏
p|kL

1

p|L|(p|L|−ε3 − 1)

≪ x(log log x)ℓ−1

(ℓ− 1)! log x

∑
P+(k)>C1

µ2(k)=1

(log log k)ℓ(1−ε1)
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∏
L∈P∗(E)

(
1

k
2|L|−ε4
L

)
.
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Posons f(k) := µ2(k)
∑

{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∏
L∈P∗(E)

(
1

k
2|L|−ε4
L

)
, alors f est multiplica-

tive et pour p premier,

f(p) =
ℓ∑

m=1

(
l

m

)
1

p2m−ε4
= pε4

ℓ−1∑
m=0

(
l

m

)
p2(m−l) =

1

p2−ε4

(
1 +

1

p2

)ℓ−1

.

Ainsi f(k) = 1
k2−ε4

∏
p|k

(
1 + 1

p2

)ℓ−1

≪ 1
k2−ε4

.

Soit ε5 > ε4, en reportant le résultat précédent dans EC1 on a :

EC1 ≪
x(log log x)ℓ−1

C1−ε5
1 (ℓ− 1)! log x

.

Or on peut prendre ε1 et ε2 arbitrairement petits et donc par extension ε5
aussi, ce qui permet de conclure.

Il ne nous reste alors plus qu’à évaluer le terme principal.

2.7 Calcul du terme principal
Dans cette section on notera pour tout nombre premier p ≥ 3 et tout entier

i ≥ 1 Rp(i) :=
ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

) (−1)j(p−1)ℓ−i−j

(pi+j−1)(p−2)ℓ−i et pour tout entier i ≥ 1, R2(i) :=

ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

) (−1)j2−j

2i+j−1
.

On veut calculer :
∑
k

µ(k)P ′
a,0(k), avec

P ′
a,0(k) =

∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

∑
{gL}L∈P∗(E)

gL|k∞L
kL|gL

∑
{cbL}L∈P∗(E)

b/∈L
cbL|

gL
kL

∑
{di}i∈E

di|k

∏
i∈E

µ(di)

ni

où P∗(E) := {L ⊂ E, L ̸= ∅} et ni := n(
∏

L∈P∗(E)
i∈L

k′
L, uidi) le degré de

l’extension Ki, où k′
L = kL

(h,kL)
, avec h impair, dépendant de a.
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D’après la proposition 2.14, n(ℓ,m) := [Q( ℓ
√
a, ξm),Q] = ℓφ(m)

ε(ℓ,m)
où ℓ est sans

facteur carré, ℓ|m et

ε(ℓ,m) =


2 si 2|ℓ, 2|m, a1|m et a1 ≡ 1 mod 4
2 si 2|ℓ, 4|m, a1|m et a1 ≡ 3 mod 4
2 si 2|ℓ, 8|m, a1|m et a1 ≡ 0 mod 2
1 sinon

.

Notons alors ui :=
∏

L∈P∗(E)
i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL.

Le résultat principal sera la proposition suivante, en sommant les P ′
a,0(k) sur

les k.

Proposition 2.22. On obtient :∑
k

µ(k)P ′
a,0(k) = M(E) (1 + Vℓ(a1))

où

• M(E) := (1−H1(E))
∏
p

p≥3

(
1−

(
p−2
p−1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ
i

)
Fi(p)

)
, est la contribu-

tion ne dépendant que de h,

• Vℓ(a1) := µ(2ã1)
H2(ℓ,a1)
1−H1(E)

∏
p

p|a1
p≥3

(
1−

(
p−2
p−1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ
i

)
Fi(p)

)−1

, est la contri-

bution spécifique dépendant de a,

• ã1 :=
a1

(2,a1)
,

• Les Fi sont des fonctions multiplicatives définies pour les nombres pre-
miers impairs par :

Fi(p) :=

(
(h, p)(p− 1)

p2(p− 2)

)i

(1 +Rp(i))

• H1(E) := 2−ℓ

(
ℓ∑

i=1

(
ℓ
i

)
2−2i

(
1 + 2ℓ−iR2(i)

)
+ 2−ℓ

)
, la contribution à M(E)

de p = 2,
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•

H2(ℓ, a1) :=
∑

L0∈P∗(E)

2−ℓ−|L0|
∑

L1∈P∗(L0)

δ5(L0, L1)µ(ã1)
|L1|

∏
p|ã1
p≥3

(
(p− 2)ℓ−|L1|

(p− 1)ℓ

) ∗
L∈P∗(E)

(
GL1

L

)
(ã1)

la contribution de a à Vℓ(a1), avec δ5(L0, L1) = δ̂(L0, L1) + δ̃(L0, L1),

δ̂(L0, L1) =

{
2−|L0|

(
(−1)|L1| + 2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
si a1 ≡ 0 mod 2,

2−|L0|
(
1 + 2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
sinon,

δ̃(L0, L1) =


1 si L0 = E et a1 ≡ 1 mod 4,
(−1)|L1| si L0 = E et a1 ≡ 3 mod 4,
0 sinon,

les GL1
L sont des fonctions multiplicatives définies pour les nombres pre-

miers impairs par :

GL1
L (p) :=

(
(p− 1)(h, p)

p2(p− 2)

)|L|

(2− p)|L1∩L| (1 +Rp(|L ∪ L1|)) ,

et ∗
L∈P∗(E)

(
GL1

L

)
(ã1) désigne la convolution de toutes fonctions GL1

L

prise en a1.

Afin de démontrer cette proposition nous allons expliciter Pa,0(k) en fonction
de la parité de k.

2.7.1 P ′
a,0(k) pour k impair

Nous commençons par démontrer un lemme sur la somme sur les diviseurs
d’un entier sans facteur carré d’une certaine fonction.

Lemme 2.23. Soit α un entier, β un entier sans facteur carré, alors∑
d|β

µ(d)

φ(αd)
=

1

φ(α)

∏
p|β
p|α

(
1− 1

p

)∏
p|β
p∤α

(
1− 1

p− 1

)
.
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Démonstration. On a trivialement,∑
d|β

µ(d)

φ(αd)
=

1

φ(α)

∑
d|β

µ(d)φ(α)

φ(αd)
.

La fonction d → µ(d)φ(α)
φ(αd)

est multiplicative et on a pour p|α, µ(p)φ(α)
φ(αp)

= −1
p

et pour p ∤ α, µ(p)φ(α)
φ(αp)

= − 1
p−1

. On obtient alors la formule en exprimant la
somme sur les diviseurs de β sous forme de produit eulérien.

Proposition 2.24. Pour k impair, sans facteur carré, on a :

P ′
a,0(k) =

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)
(k),

où F ∗n := F ∗ · · · ∗ F︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Démonstration. Comme k est impair, les kL le sont aussi et donc ∀i, le terme
correctif de ni vérifie :

ε(
∏

L∈P∗(E)
i∈L

k′
L, uidi) = 1.

Nous allons calculer successivement les sommes sur les di, ci,L et gL. En
utilisant le lemme 2.25, celles sur les di sont de la forme :∑

d|k

µ(d)

φ(uid)
=

1

φ(ui)

∏
p|k
p|ui
p≥3

(
1− 1

p

)∏
p|k
p∤ui
p≥3

(
1− 1

p− 1

)

=
1

φ(ui)

∏
p|k
p|ui
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)
.

On décompose ui en
∏

L∈P∗(E)
i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL.

Rappelons que gL et kL ont les mêmes facteurs premiers et que ceux de ci,L
divisent kL.
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La somme sur les di devient pour 1 ≤ i ≤ ℓ :

∑
di|k

µ(d)

φ(uidi)
=
∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

) ∏
L∈P∗(E)

i∈L

 1

φ(gL)

∏
p|kL
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

 1

φ(ci,L)

∏
p|ci,L
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

) .

On calcule ensuite le produit pour i = 1, . . . , ℓ de cette expression.

ℓ∏
i=1

∑
di|k

µ(d)

φ(uidi)

 =
∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ∏
L∈P∗(E)

 1

φ(gL)

∏
p|kL
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)
|L|

∏
L∈P∗(E)

ℓ∏
i=1
i/∈L

 1

φ(ci,L)

∏
p|ci,L
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

) .

En reportant cela dans P ′
a,0(k) on obtient :

P ′
a,0(k) =

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

∏
L∈P∗(E)

 1

k′
L
|L|

∏
p|kL
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)|L|


∑

{gL}L∈P∗(E)

gL|k∞L
kL|gL

∏
L∈P∗(E)

 1

φ(gL)|L|

∏
i∈E
i/∈L

∑
c| gL

kL

1

φ(c)

∏
p|c
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)
 .

Calculons la somme sur c à part en l’exprimant sous forme de produit eu-
lérien, et en posant pour p un nombre premier ≥ 2 et n un entier fp(n) :=

1 + 1−p−n

p−2
= p−1−p−n

p−2
,
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∑
c| gL

kL

1

φ(c)

∏
p|c
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)
=
∏
p| gL

kL
p≥3

1 +
p− 1

p− 2

νp(gL)−1∑
n=1

1

pn


=
∏
p|kL
p≥3

fp(νp(gL)− 1).

Alors en reprenant P ′
a,0(k) :

P ′
a,0(k) =

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

∏
L∈P∗(E)

 1

k′
L
|L|

∏
p|kL
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)|L|


∏

L∈P∗(E)

∑
g|k∞L
kL|g

1

φ(g)|L|

∏
p|kL
p≥3

(fp(νp(gL)− 1))ℓ−|L|

 . (2.18)

Puis, comme pour c, calculons la somme sur g en commençant par se débar-
rasser de la condition kL|g :

∑
g|k∞L
kL|g

1

φ(g)|L|

∏
p|kL
p≥3

(fp(νp(gL)− 1))ℓ−|L| =
1

φ(kL)|L|

∑
g|k∞L

1

g|L|

∏
p|kL
p≥3

(fp(νp(gL)))
ℓ−|L|

=
1

φ(kL)|L|

∏
p|kL
p≥3

(
1 +

∞∑
n=1

(
1

pn|L|
(fp(n))

ℓ−|L|
))

.
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Pour exprimer la somme à l’intérieur du produit on applique la formule du
binôme puis celle des sommes géométriques, et en posant pour n un entier

strictement positif Rp(n) :=
ℓ−n∑
j=0

(
ℓ−n
j

) (−1)j(p−1)ℓ−n−j

(pj+n−1)(p−2)ℓ−n on obtient :

∑
g|k∞L
kL|g

1

φ(g)|L|

∏
p|kL
p≥3

(
1 +

1− p−νp(g)+1

p− 2

)ℓ−|L|

=
1

φ(kL)|L|

∏
p|kL
p≥3

(1 +Rp(|L|)) . (2.19)

Alors en reportant (2.19) dans (2.18) :

P ′
a,0(k) =

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

∏
L∈P∗(E)

 1

k′
L
|L|φ(kL)|L|

∏
p|kL
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)|L|

(1 +Rp(|L|))

 . (2.20)

Définissons pour tout 1 ≤ i ≤ ℓ les fonctions multiplicatives Fi par :

Fi(p) :=

(
(h, p)(p− 1)

p2(p− 2)

)i

(1 +Rp(i)) ,

pour p ≥ 3.
Enfin en exprimant la somme sur les kL de (2.20) sous forme de produit
eulérien, on obtient bien :

P ′
a,0(k) =

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)
(k) . (2.21)
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2.7.2 Découpage selon le diviseur pair de k parmi les
kL.

Pour le cas pair nous allons introduire une somme sur les sous-ensembles non-
vides de E afin de distinguer le L0 ⊂ E tel que 2|kL0 . Par souci de lisibilité
nous noterons k′

i :=
∏

L∈P∗(E)
i∈L

k′
L. Ainsi,

P ′
a,0(k) =

∑
L0∈P∗(E)

∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

1(2|kL0)
∑

{gL}L∈P∗(E)

gL|k∞L
kL|gL

∑
{cbL}L∈P∗(E)

b/∈L
cbL|

gL
kL

∏
i∈E

∑
d|k

µ(d)ε (k′
i, uid)

φ(uid)k′
i



=
∑

L0∈P∗(E)

∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

1(2|kL0)
∏

L∈P∗(E)

(
1

k′
L
|L|

) ∑
{gL}L∈P∗(E)

gL|k∞L
kL|gL

Sc, (2.22)

où Sc :=
∑

{cbL}L∈P∗(E)
b/∈L

cbL|
gL
kL

∏
i∈E

(∑
d|k

µ(d)ε(k′i,uid)
φ(uid)

)
.

Afin de calculer les dernières sommes sur les diviseurs de k nous utilisons le
lemme suivant.

Lemme 2.25. On a :∑
d|k

µ(d)ε (k′
i, uid)

φ(uid)
=

1

2φ(ui)

∏
p|k
p|ui
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)
B(i, L0)

où

B(i, L0) :=


1(2|ci,L0) si i ∈ E\L0,

1 + 1(2ã1|k)δ2(gL0)µ(ã1)µ ((ã1, ui))
∏
p|ã1
p∤ui
p≥3

(
1

p−2

)
si i ∈ L0. ,

δ2(gL0) =


1 si ν2(gL0) ≥ s(a1)
−1 si ν2(gL0) = s(a1)− 1
0 sinon

,

avec ã1 := a1/(2, a1) et s(a1) :=


1 si a1 ≡ 1 mod 4,
2 si a1 ≡ 3 mod 4,
3 si a1 ≡ 0 mod 2.
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Démonstration. Notons b := 2s(a1)ã1, on a

ε(ℓ,m) =

{
2 si 2|ℓ, et b|m
1 sinon.

Alors si i ∈ E\L0, k′
i est impair et donc ε(k′

i, uidi) = 1. Ce qui nous donne :∑
d|k

µ(d)ε (k′
i, uid)

φ(uid)
=
∑
d|k

µ(d)

φ(uid)
=

1

φ(ui)

∏
p|k
p|ui

(
1− 1

p

)∏
p|k
p∤ui

(
1− 1

p− 1

)
.

Puis en traitant à part la contribution donnée par p = 2 :∑
d|k

µ(d)ε (k′
i, uid)

φ(uid)
= 1(2|ci,L0)

1

2φ(ui)

∏
p|k
p|ui
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)
,

(2.23)
car

∏
p|k
p∤ui

(
1− 1

p−1

)
= 0 si 2 ∤ ui, c’est-à-dire si 2 ∤ ci,L0 .

Puis, lorsque i ∈ L0, ε(k′
i, uid) = 1 + 1(b|uid), ainsi, en utilisant le lemme

2.23 :∑
d|k

µ(d)ε (k′
i, uid)

φ(uid)
=
∑
d|k

µ(d)

φ(uid)
+
∑
d|k
b|uid

µ(d)

φ(uid)

=
1

2φ(ui)

∏
p|k
p|ui
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)
+
∑
d|k
b|uid

µ(d)

φ(uid)
.

(2.24)

Calculons cette dernière somme, en notant que si b divise uid alors b
(b,ui)

divise
d et a fortiori k.

∑
d|k
b|uid

µ(d)

φ(uid)
= 1

(
b

(ui, b)
|k
) ∑

d′|k/ b
(ui,b)

µ(d′ b
(ui,b)

)

φ(uid′
b

(ui,b)
)
.
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Puis comme k est sans facteur carré, les diviseurs d′ de la somme précédente
vérifient

(
b

(b,ui)
, d′
)
= 1, ainsi, en appliquant le lemme 2.23 :

∑
d|k
b|uid

µ(d)

φ(uid)
= 1

(
b

(ui, b)
|k
) µ

(
b

(ui,b)

)
φ
(
ui

b
(ui,b)

) ∑
d′|k/ b

(ui,b)

µ(d′)φ
(
ui

b
(ui,b)

)
φ(uid′

b
(ui,b)

)

= 1

(
b

(ui, b)
|k
) µ

(
b

(ui,b)

)
φ
(
ui

b
(ui,b)

) ∏
p| k(ui,b)

b
p|ui

(
1− 1

p

) ∏
p| k(ui,b)

b
p∤ui

(
1− 1

p− 1

)
.

(2.25)

Décomposons chaque élément de cette dernière égalité :

1

(
b

(ui, b)
|k
)

= 1(2ã1|k)1(ν2(gL0) ≥ s(a1)− 1), (2.26)

car ν2

(
b

(b,ui)

)
= s(a1)−min (ν2(gL0), s(a1)) et ν2(k) = 1.

Alors, comme on a ν2(gL0) ≥ s(a1)− 1 cela implique que :

µ

(
b

(ui, b)

)
= µ(ã1)µ ((ã1, ui))µ

(
21(ν2(gL0

)=s(a1)−1)
)
. (2.27)

Puis, comme 2|| b
(ui,b)

ou 2 ∤ b
(ui,b)

,

1

φ
(
ui

b
(ui,b)

) =
1

φ(ui)φ
(

b
(ui,b)

) (1− 1

2
1 (ν2(gL0) = s(a1)− 1)

)

=
1

φ(ui)φ
(

ã1
(ui,ã1)

) (1− 1

2
1 (ν2(gL0) = s(a1)− 1)

)
,

et en rappelant que ã1 est sans facteur carré on obtient :

1

φ
(
ui

b
(ui,b)

) =
1

φ(ui)

∏
p|ã1
p∤ui

(
1

p− 1

)(
1− 1

2
1 (ν2(gL0) = s(a1)− 1)

)
. (2.28)
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Décomposons ensuite les deux produits de (2.25) :

∏
p| k(ui,b)

b
p|ui

(
1− 1

p

)
=
∏
p|k
p|ui

(
1− 1

p

) ∏
p| b

(ui,b)

p|ui

(
1− 1

p

)−1

,

or pour p ≥ 3, νp(b) ≤ 1 et ainsi νp
(
ui,

b
(ui,b)

)
= 0, donc

∏
p| k(ui,b)

b
p|ui

(
1− 1

p

)
=

1

2

∏
p|k
p|ui
p≥3

(
1− 1

p

)
(1 + 1 (ν2(gL0) = s(a1)− 1)) . (2.29)

et, comme 2|ui,

∏
p| k(ui,b)

b
p∤ui

(
1− 1

p− 1

)
=
∏
p|k
p∤ui

(
1− 1

p− 1

) ∏
p| b

(ui,b)

p∤ui

(
1− 1

p− 1

)−1

=
∏
p|k
p∤ui

(
1− 1

p− 1

)∏
p|ã1
p∤ui

(
1− 1

p− 1

)−1

. (2.30)

Notons :

δ2(gL0) =


1 si ν2(gL0) ≥ s(a1)
−1 si ν2(gL0) = s(a1)− 1
0 sinon

Ainsi en reprenant (2.26), (2.27), (2.28), (2.29) et (2.30) dans (2.25) :

∑
d|k
b|uid

µ(d)

φ(uid)
=1(2ã1|k)δ2(gL0)

µ(ã1)µ ((ã1, ui))

2φ(ui)

∏
p|ã1
p∤ui
p≥3

(
1

p− 2

)∏
p|k
p|ui
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)
. (2.31)

Ce qui, en reprenant (2.23) et (2.24), permet de conclure.
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On a donc dans l’expression (2.22) de P ′
a,0(k) un terme

∏
i∈E

B(i, L0), intéressons-

nous dans ce dernier au produit sur les i ∈ L0. Nous développons le produit∏
i∈E

B(i, L0) ce qui nous amène à introduire une somme sur les sous-ensembles

L1 ⊂ L0 non vides.

∏
i∈L0

1 + 1(2ã1|k)δ2(gL0)µ(ã1)µ ((ã1, ui))
∏
p|ã1
p∤ui
p≥3

(
1

p− 2

)

= 1 +
∑

L1∈P∗(L0)

1(2ã1|k)δ2(gL0)
|L1|µ(ã1)

|L1|
∏
p|ã1
p≥3

(
1

p− 2

)|L1| ∏
i∈L1


∏
p|ã1
p|ui
p≥3

(2− p)

 ,

(2.32)

car µ ((ã1, ui)) =
∏
p|ã1
p|ui

(−1). Notons P ′
α(k) la contribution à P ′

a,0(k) du terme

1 dans l’expression qui précède, et P ′
β(k) la contribution à P ′

a,0(k) du terme

∑
L1∈P∗(L0)

1(2ã1|k)δ2(gL0)
|L1|µ(ã1)

|L1|
∏
p|ã1
p≥3

(
1

p−2

)|L1| ∏
i∈L1

∏p|ã1
p|ui
p≥3

(2− p)

. Les deux

prochains paragraphes ont pour objectif d’évaluer ces deux quantités.

2.7.3 Évaluation de P ′
α(k).

L’évaluation de P ′
α(k) est semblable à celle de P ′

a,0(k) dans le cas k impair,
nous allons exprimer successivement les sommes sur les ci,L, gL et kL en
produits eulériens.
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Proposition 2.26. On a, en reprenant les définitions de H1 et Fi de la
proposition 2.22,

P ′
α(k) = H1(E)

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)(
k

2

)
.

où F
∗(ℓi)
i désigne la convolution de Fi avec elle-même

(
ℓ
i

)
fois, et

ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)
désigne la convolution de toutes fonctions F

∗(ℓi)
i .

Démonstration. Commençons par expliciter P ′
α(k) en utilisant le lemme 2.25,

on obtient

P ′
α(k) :=α1(k)

∑
L0∈P∗(E)

∑
∏

L∈P∗(E)
kL=k

∑
{gL}L∈P∗(E)

gL|k∞L
kL|gL∏

L∈P∗(E)

(
α2(kL)α3(gL)

) ∑
{cbL}L∈P∗(E)

b/∈L
cbL|

gL
kL

∏
{i,L}

L∈P∗(E)
i/∈L

α4(ci,L), (2.33)

où

• α1(k) := 2−ℓ
∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p−1

)ℓ
,

• α2(kL) :=



1(2|kL0
)

k′L0

|L0|

∏
p|kL0
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)|L0|
si L = L0,

1

k′L
|L|

∏
p|kL
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)|L|
sinon,

,

• α3(gL) :=
1

φ(gL)|L| ,

• α4(ci,L) :=



1(2|ci,L0
)

φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)
si L = L0,

1
φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)
sinon,

.
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Occupons-nous d’abord des somme sur les c, pour ce faire on introduit une
autre fonction indicatrice pour tenir compte des 1(2|ci,L0) :

δ3(gL0) =


(
2
(
1− 2−ν2(gL0

)+1
))ℓ−|L0| si 4|gL0 etL0 ̸= E,

1 si 2|gL0 et L0 = E,
0 sinon

En effet, si L0 ̸= E alors il existe i ∈ E\L0 avec 2|ci,L0|
gL0

kL0
et donc 4|gL0et

dans ce cas

∑
ci,L0

|
gL0
kL0

2|ci,L0

1

φ(ci,L0)

∏
p|k

p|ci,L0
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)

=
(
2
(
1− 2−ν2(gL0

)+1
)) ∑

ci,L0
|
gL0
kL0

2∤ci,L0

1

φ(ci,L0)

∏
p|k

p|ci,L0
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)
.

Ainsi

∑
{cbL}L∈P∗(E)

b/∈L
cbL|

gL
kL

∏
{i,L}

L∈P∗(E)
i/∈L

α4(ci,L) = δ3(gL0)
∏
i∈E


∏

L∈P∗(E)
i/∈L


∑
c| gL

kL
2∤c

1

φ(c)

∏
p|k
p|c
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)


Puis en exprimant la somme sur c comme un produit eulérien :

∑
{cbL}L∈P∗(E)

b/∈L
cbL|

gL
kL

∏
{i,L}

L∈P∗(E)
i/∈L

α4(ci,L) = δ3(gL0)
∏

L∈P∗(E)

∏
p|kL
p≥3

1 +
p− 1

p− 2

νp(gL)−1∑
n=1

1

pn

ℓ−|L|


= δ3(gL0)
∏

L∈P∗(E)

∏
p|kL
p≥3

(
1 +

1− p−νp(gL)+1

p− 2

)ℓ−|L|


(2.34)
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Puis exprimons séparément la somme sur gL0 .∑
{gL0

}L0∈P∗(E)

gL0
|k∞L0

kL0
|gL0

δ3(gL0)
1

φ(gL0)
|L0|

∏
p|kL0
p≥3

(
1 +

1− p−νp(gL)+1

p− 2

)ℓ−|L0|

=
1

φ(kL0)
|L0|

∑
{gL0

}L0∈P∗(E)

gL0
|k∞L0

δ3(2gL0)
1

g
|L0|
L0

∏
p|kL0
p≥3

(
1 +

1− p−νp(gL)

p− 2

)ℓ−|L0|

.

(2.35)

Alors en posant :

δ4(L0) =

{
2−|L0|

(
1 + 2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
si L0 ̸= E,

2ℓ

2ℓ−1
si L0 = E,

on obtient en reprenant (2.35) dans (2.33) et en en procédant de la même
manière que pour (2.21) :

P ′
α(k) = 2−ℓ

∑
L0∈P∗(E)

δ4(L0)

2|L0|

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)(
k

2

)
.

Reste à évaluer 2−ℓ
∑

L0∈P∗(E)

δ4(L0)

2|L0| , on a

2−ℓ
∑

L0∈P∗(E)

δ4(L0)

2|L0|
= 2−ℓ

(
ℓ−1∑
i=1

(
ℓ

i

)
2−2i

(
1 + 2ℓ−iR2(i)

)
+

1

2ℓ − 1

)

= 2−ℓ

(
ℓ∑

i=1

(
ℓ

i

)
2−2i

(
1 + 2ℓ−iR2(i)

)
+ 2−ℓ

)
.

2.7.4 Évaluation de P ′
β(k).

L’évaluation de P ′
β(k) va se dérouler dans le même esprit que celle de P ′

α(k),
mais avec quelques subtilités importantes. En effet la présence de termes
dépendants de ã1, et notamment 1(2ã1|k), va nous imposer d’introduire une
somme sur toutes les décompositions possibles de ã1 en produits de |P∗(E)|
facteurs.
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Proposition 2.27. On a, en reprenant les définitions de H2 et Fi de la
proposition 2.22,

P ′
β(k) = H2(ℓ, a1)1(2ã1|k)

∏
p| k

2ã1
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)
(
k

2ã1
).

Démonstration. Commençons par expliciter P ′
α(k), en remarquant que

∏
p|ã1
p|ui
p≥3

(2− p) =
∏

L∈(P )∗(E)
i∈L


∏
p|ã1
p|gL
p≥3

(2− p)


∏

L∈(P )∗(E)
i/∈L


∏
p|ã1
p|ci,L
p≥3

(2− p)


et en utilisant le lemme 2.25, on obtient

P ′
β(k) :=β1(k)

∑
L0∈P∗(E)

∑
L1∈P∗(L0)

β2(L1)
∑

∏
L∈P∗(E)

kL=k

∏
L∈P∗(E)

β3(kL) (2.36)

∑
{gL}L∈P∗(E)

gL|k∞L
kL|gL

∏
L∈P∗(E)

β4(gL)
∑

{cbL}L∈P∗(E)
b/∈L

cbL|
gL
kL

∏
{i,L}

L∈P∗(E)
i/∈L

β5(ci,L)

où

• β1(k) := 2−ℓ
1(2ã1|k)

∏
p|k
p≥3

(
1− 1

p−1

)ℓ
,

• β2(L1) := µ(ã1)
|L1|

∏
p|ã1
p≥3

(
1

p−2

)|L1|
,

• β3(kL) :=



1(2|kL0
)

k′L0

|L0|

∏
p|kL0
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)|L0| ∏
p|ã1
p|kL0
p≥3

(2− p)|L0∩L1| si L = L0,

1

k′L
|L|

∏
p|kL
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)|L| ∏
p|ã1
p|kL
p≥3

(2− p)|L∩L1| sinon,
,
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• β4(gL) :=

{
δ2(gL0

)|L1|

φ(gL0
)|L0| si L = L0,

1
φ(gL)|L| sinon,

, avec δ2(gL0) =


1 si ν2(gL0) ≥ s(a1)
−1 si ν2(gL0) = s(a1)− 1
0 sinon

,

• β5(ci,L) :=



1
φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

) ∏
L∈P∗(E)

i/∈L

 ∏
p|ã1
p|ci,L
p≥3

(2− p)

 si i ∈ L1,

1(2|ci,L0
)

φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)
si i ∈ E\L0,

1
φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)
sinon,

.

Les sommes sur les ci,L pour i /∈ L1 sont exactement les mêmes que pour
(2.34), intéressons-nous au cas i ∈ L1 et i /∈ L (et donc 2 ∤ kL) :∑
ci,L|

gL
kL

1

φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

) ∏
p|ã1
p|ci,L
p≥3

(2− p) =
∏
p|kL
p∤ã1
p≥3

(fp(νp(gL)− 1))
∏
p|kL
p|ã1
p≥3

p−νp(gL)+1,

où on a posé pour n ≥ 1, et p ≥ 3, fp(n) := 1 + 1−p−n

p−2
.

et ainsi en reprenant le calcul de (2.34),
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∑
{cbL}L∈P∗(E)

b/∈L
cbL|

gL
kL

∏
{i,L}

L∈P∗(E)
i/∈L

 1

φ(ci,L)

∏
p|k

p|ci,L
p≥3

(
(p− 1)2

p(p− 2)

)

∏
i∈L1, L∈P∗(E)

i/∈L


∏
p|ã1
p|ci,L
p≥3

(2− p)


∏

i∈E\L0

(1(2|ci,L0))

= δ3(gL0)
∏

L∈P∗(E)

(∏
p|kL
p≥3

(fp(νp(gL)− 1))ℓ−|L∪L1|

∏
p|kL
p∤ã1
p≥3

(fp(νp(gL)− 1))|L1\L|
∏
p|kL
p|ã1
p≥3

(
p−νp(gL)+1

)|L1\L|
)

Passons aux sommes sur les g, en commençant par gL0 :

∑
gL0

|k∞L0
kL0

|gL0

δ2(gL0)
|L1|δ3(gL0)

1

φ(gL0)
|L|

∏
p|kL0
p≥3

(fp(νp(gL0)− 1))ℓ−|L0|

=
1

φ(kL0)
|L0|

∑
gL0

|k∞L0

δ2(2gL0)
|L1|δ3(2gL0)

1

g
|L0|
L0

∏
p|kL0
p≥3

(fp(νp(gL0)))
ℓ−|L0| .
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Exprimons les valeurs prisent par δ2(2gL0) suivant les valeurs de s(a1) et
celles prisent par δ3(2gL0) suivant si E = L0 ou E ̸= 0.

s(a1) δ2(2gL0) δ3(2gL0)
L0 = E L0 ̸= E

1 1 1

{ (
2
(
1− 2−ν2(gL0

)
))ℓ−|L0| si 2|gL0 ,

0 sinon

2

{
1 si ν2(gL0) ≥ 1
−1 si ν2(gL0) = 0

1

{ (
2
(
1− 2−ν2(gL0

)
))ℓ−|L0| si 2|gL0 ,

0 sinon

3


1 si ν2(gL0) ≥ 2
−1 si ν2(gL0) = 1
0 sinon

1

{ (
2
(
1− 2−ν2(gL0

)
))ℓ−|L0| si 2|gL0 ,

0 sinon

Définissons une fonction δ5(L0, L1) comme suit :

s(a1) δ5(L0, L1)
E = L0 E ̸= L0

1 2ℓ

2ℓ−1
2−|L0|

(
1 + 2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
2 (−1)|L1|

(
2ℓ−1+(−1)|L1|

2ℓ−1

)
2−|L0|

(
1 + 2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
3 (−1)|L1|

2ℓ

(
2ℓ−1+(−1)|L1|

2ℓ−1

)
(−1)|L1|2−|L0|

(
1 + (−1)|L1|2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
On obtient, en exprimant la somme sur gL0 sous forme de produit eulérien :

∑
gL0

|k∞L0
kL0

|gL0

δ2(gL0)
|L1|δ3(gL0)

1

φ(gL0)
|L|

∏
p|kL0
p≥3

(fp(νp(gL0)− 1))ℓ−|L0|

= δ5(L0, L1)
1

φ(kL0)
|L0|

∏
p|kL0
p≥3

(1 +Rp(|L0|)) . (2.37)

Définissons

δ̂(L0, L1) =

{
(−1)|L1|2−|L0|

(
1 + (−1)|L1|2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
si s(a1) = 3,

2−|L0|
(
1 + 2ℓ−|L0|R2(|L0|)

)
sinon.

Et une fonction δ̃(L0, L1),

δ̃(L0, L1) =


1 si L0 = E et s(a1) = 1,
(−1)|L1| si L0 = E et s(a1) = 2,
0 sinon.
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On a alors δ5(L0, L1) = δ̂(L0, L1) + δ̃(L0, L1).
Puis pour L ̸= L0 :∑
g|k∞L
kL|g

1

φ(g)|L|

∏
p|kL
p≥3

(fp(νp(g)− 1))ℓ−|L∪L1|
∏
p|kL
p∤ã1
p≥3

(fp(νp(g)− 1))|L1\L|
∏
p|kL
p|ã1
p≥3

(
p−νp(g)+1

)|L1\L|

=
1

φ(kL)|L|

∏
p|kL
p∤ã1
p≥3

(1 +Rp(|L|))
∏
p|kL
p|ã1
p≥3

(1 +Rp(|L ∪ L1|)) . (2.38)

On va ensuite exprimer 1(2ã1|k) en décomposant ã1 en
∏

L∈P∗(E)

a′L où a′L| kL
(2,kL)

,

et en reprenant (2.37) et (2.38) dans (2.36) cela donne :

P ′
β(k) =β1(k)

∑
L0∈P∗(E)

2−|L0|
∑

L1∈P∗(L0)

β6(L1)∑
∏

L∈P∗(E)

a′L=ã1

∏
L∈P∗(E)

β7(a
′
L)

∑
∏

L∈P∗(E)
kL=

k
2ã1

∏
L∈P∗(E)

β8(kL),

où

• β6(L1) := δ5(L0, L1)µ(ã1)
|L1|

∏
p|ã1
p≥3

(
1

p−2

)|L1|
,

• β7(a
′
L) :=

(
(h,a′L)

a′Lφ(a
′
L)

)|L| ∏
p|a′L

((
(p−1)2

p(p−2)

)|L|
(2− p)|L∩L1|

) ∏
p|a′L

(1 +Rp(|L ∪ L1|)),

• β8(kL) :=
1

k′L
|L|φ(kL)

|L|

∏
p|kL
p≥3

(
(p−1)2

p(p−2)

)|L| ∏
p|kL
p≥3

(1 +Rp(|L|)).

Définissons pour tout L ∈ P∗(E) les fonctions multiplicatives GL1
L par :

GL1
L (p) :=

(
(p− 1)(h, p)

p2(p− 2)

)|L|

(2− p)|L1∩L| (1 +Rp(|L ∪ L1|)) ,
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et la fonction

H2(ℓ, a1) :=2−ℓ
∑

L0∈P∗(E)

2−|L0|
∑

L1∈P∗(L0)

(
δ̂(L0, L1) + δ̃(L0, L1)

)
µ(ã1)

|L1|

∏
p|ã1
p≥3

(
(p− 2)ℓ−|L1|

(p− 1)ℓ

) ∗
L∈P∗(E)

(
GL1

L

)
(ã1).

On a alors

P ′
β(k) = H2(ℓ, a1)1(2ã1|k)

∏
p| k

2ã1
p≥3

(
1− 1

p− 1

)ℓ ℓ∗
i=1

(
F

∗(ℓi)
i

)
(
k

2ã1
).

2.7.5 Preuve de la proposition 2.22.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 2.22.

Preuve de la proposition 2.22. En utilisant les propositions 2.24, 2.26 et 2.27
on a,∑
k

µ(k)P ′
a,0(k) =

∑
k
2∤k

µ(k)P ′
a,0(k) +

∑
k
2|k

µ(k)
(
P ′

α(k) + P ′
β(k)

)
=
∑
k
2∤k

µ(k)
(
P ′

a,0(k)− P ′
α(x, 2k)

)
+ µ(2ã1)

∑
k

2ã1∤k

µ(k)P ′
β(x, 2ã1k)

=
∏
p

p≥3

(
1−

(
p− 2

p− 1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
Fi(p)

)
1−H1(E) + µ(2ã1)H2(ℓ, a1)

∏
p

p|a1
p≥3

(
1−

(
p− 2

p− 1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
Fi(p)

)−1

 ,

ce qui donne la proposition 2.22.
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2.8 Lien entre le terme principal de la proposi-
tion 2.22 et les théorèmes 0.3 et 0.4

2.8.1 Équivalence entre le terme principal de la propo-
sition 2.22 et le résultat heuristique

Nous allons commencer par montrer que le coefficient correspondant à un
nombre premier impair p dans le produit M(E) de la proposition 2.22 coïn-
cide avec celui obtenu par l’approche heuristique.

Proposition 2.28. En reprenant les notations de la proposition 2.22, on a(
p− 2

p− 1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
Fi(p) =

ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

) ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)
(−1)jpi+j(h, p)i

p2i(p− 1)j(pi+j − 1)
= Wℓ(p),

et H1(E) = Wℓ(2).

Démonstration. On a trivialement,(
p− 2

p− 1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
Fi(p) =

ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)(
p− 2

p− 1

)ℓ−i
(h, p)i

p2i

+
ℓ∑

i=1

(
ℓ

i

) ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)
(−1)j(p− 1)−j(h, p)i

p2i(pi+j − 1)
.

On écrit dans le premier terme,
(

p−2
p−1

)ℓ−i

=
(
1− 1

p−1

)ℓ−i

=
ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

)
(−1)j

(p−1)j
.

Ainsi

(
p− 2

p− 1

)ℓ ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

)
Fi(p) =

ℓ∑
i=1

(
ℓ

i

) ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)
(−1)j(h, p)i

p2i(p− 1)j

(
1 +

1

pi+j − 1

)

=
ℓ∑

i=1

(
ℓ

i

) ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)
(−1)jpi+j(h, p)i

p2i(p− 1)j(pi+j − 1)
= Wℓ(p).
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Montrons maintenant que H1(E) = Wℓ(2). Pour ce faire on va montrer que

Q(2) := 2ℓWℓ(2)−
ℓ∑

i=1

(
ℓ
i

)
2−2i

(
1 + 2ℓ−i

ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

)
(−1)j2−j

2i+j−1

)
= 2−ℓ. On a

Q(2) =
ℓ∑

i=1

(
ℓ

i

)( ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)(
(−1)j2ℓ (2i+j − 2−i−j)

22i(2i+j − 1)

)
− 2−2i

)

=
ℓ∑

i=1

(
ℓ

i

)( ℓ−i∑
j=0

(
ℓ− i

j

)(
(−1)j

(
2ℓ−2i + 2ℓ−3i−j

))
− 2−2i

)
.

Or
ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

)
(−1)j2ℓ−2i =

{
2−l si i = ℓ,
0 sinon. et

ℓ−i∑
j=0

(
ℓ−i
j

)
(−1)j2ℓ−3i−j = 2−2i, et

ainsi Q(2) = 2−l.

2.8.2 Égalité entre le terme H2(ℓ, a1) de la proposition
2.22 et de celui des théorèmes 0.3 et 0.4

Les contributions dans H2(ℓ, a1) des sous-ensembles L0 et L1 ne dépendant
que de leurs tailles il est naturel de préférer exprimer H2(ℓ, a1) sans faire
intervenir des sous-ensembles de P∗(E). Ce que nous faisons dans la propo-
sition suivante.

Proposition 2.29. Soit H2(ℓ, a1) tel que définit dans la proposition 2.22,

H2(ℓ, a1) =
ℓ∑

k=1

(
ℓ

k

)
2−ℓ−kδℓ(k)µ(ã1)

k
∏
p|ã1
p≥3

(
(p− 2)ℓ−k

(p− 1)ℓ

) ∑
∏

{i,j}∈D
ai,j=ã1

∏
{i,j}∈D

Gk
i,j(ai,j),

où D = [0, k]× [0, ℓ− k]\{0, 0}, pour (i, j) ∈ D, Gk
i,j est la fonction multipli-

cative définie pour les nombres premiers impairs par :

Gk
i,j(p) =

(
k

i

)(
ℓ− k

j

)(
(p− 1)(h, p)

p2(p− 2)

)i+j

(2− p)i (1 +Rp(k + j)) ,

et

δℓ(k) = σ(a1, k) + 2ℓ−2k

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−3m

ℓ−k−m∑
r=0

(
ℓ− k −m

r

)
(−1)r2−r

2k+m+r − 1
,

avec σ(a1, k) :=


2−ℓ+k + 2−2ℓ+k5ℓ−k si a1 ≡ 1 (mod 4),

(−1)k2−ℓ+k + 2−2ℓ+k5ℓ−k si a1 ≡ 3 (mod 4),
(−1)k2−2ℓ+k5ℓ−k sinon.
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Démonstration. Fixons L1. Soient Lα et Lβ deux sous-ensembles non-vides
de E. Alors GL1

Lα
= GL1

Lβ
si et seulement si |L1 ∩Lα| = |L1 ∩Lβ| et |Lα\L1| =

|Lβ\L1|. En effet si |L1 ∩ Lα| = |L1 ∩ Lβ| et |Lα\L1| = |Lβ\L1| alors |Lα| =
|L1 ∩ Lα|+ |Lα\L1| = |Lβ| et |L1 ∪ Lα| = |L1|+ |Lα\L1| = |L1 ∪ Lβ|.
Soit D = [0, |L1|]× [0, ℓ− |L1|]\{0, 0},

∗
L∈P∗(E)

(
GL1

L

)
(ã1) =

∑
∏

L∈P∗(E)

aL=ã1

∏
{i,j}∈D

∏
L∈P∗(E)
|L1∩L|=i
|L\L1|=j

GL1
L (aL).

Soit (i, j) ∈ D, notons ai,j =
∏

L∈P∗(E)
|L∩L1|=i
|L\L1|=j

aL et G̃L1
i,j = GL1

L où L est tel que

|L ∩ L1| = i et |L\L1| = j.

∗
L∈P∗(E)

(
GL1

L

)
(ã1) =

∑
∏

L∈P∗(E)

aL=ã1

∏
{i,j}∈D

G̃L1
i,j (ai,j). (2.39)

Nous allons remplacer la somme sur les décompositions de a1 en
∏

L∈P∗(E)

aL

en une somme sur les décompositions de a1 en
∏

{i,j}∈D
ai,j. Il faut donc calcu-

ler le nombre de décompositions en
∏

L∈P∗(E)

aL qui aboutissent à une même

décomposition en
∏

{i,j}∈D
ai,j.

Soit (i, j) ∈ D, E = {L ∈ P∗(E), |L ∩ L1| = i, |L\L1| = j} et γ = |E|. Soit
p|ai,j alors il existe L ∈ E tel que p|aL, et il y a γ choix possible pour L.
Ainsi le nombre décomposition en

∏
L∈P∗(E)

aL qui correspondent à une même

décomposition
∏

{i,j}∈D
ai,j est γω(ai,j). De plus L1 a

(|L1|
i

)
sous-ensembles de

taille i et E\L1 a
(|E\L1|

j

)
sous-ensembles de taille j et ainsi

γ =

(
|L1|
i

)(
|E\L1|

j

)
.

En reportant cela dans (2.39), on a :

∗
L∈P∗(E)

(
GL1

L

)
(ã1) =

∑
∏

{i,j}∈D
ai,j=ã1

∏
{i,j}∈D

G
|L1|
i,j (ai,j),
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avec pour k ≤ ℓ, i ≤ k et j ≤ ℓ − k, Gk
i,j est la fonction multiplicative telle

que pour p un nombre premier impair :

Gk
i,j(p) =

(
k

i

)(
ℓ− k

j

)(
(p− 1)(h, p)

p2(p− 2)

)i+j

(2− p)i (1 +Rp(k + j)) .

Nous pouvons maintenant remplacer les sommes sur L0 et L1 dans H2(ℓ, a1)
par des sommes sur 1 ≤ m ≤ ℓ et 1 ≤ k ≤ m. L0 a

(|L0|
k

)
sous-ensembles de

taille k et E a
(
ℓ
m

)
sous-ensembles de taille m. Ainsi en notant de manière

transparente δ̂(m, k) := δ̂(L0, L1) et δ̃(m, k) := δ̃(L0, L1) avec |L0| = m et
|L1| = k, on obtient :

H2(ℓ, a1) :=
ℓ∑

m=1

(
l

m

)
2−ℓ−m

m∑
k=1

(
m

k

)(
δ̂(m, k) + δ̃(m, k)

)
µ(ã1)

k

∏
p|ã1
p≥3

(
(p− 2)ℓ−k

(p− 1)ℓ

) ∑
∏

{i,j}∈D
ai,j=ã1

∏
{i,j}∈D

Gk
i,j(ai,j). (2.40)

Inversons alors les sommes sur m et k,

H2(ℓ, a1) :=
ℓ∑

k=1

(
ℓ

k

)
2−ℓ−kδℓ(k)µ(ã1)

k
∏
p|ã1
p≥3

(
(p− 2)ℓ−k

(p− 1)ℓ

) ∑
∏

{i,j}∈D
ai,j=ã1

∏
{i,j}∈D

Gk
i,j(ai,j).

(2.41)

avec δℓ(k) :=
ℓ−k∑
m=0

(
ℓ−k
m

)
2−m

(
δ̂(m+ k, k) + δ̃(m+ k, k)

)
.

Simplifions maintenant l’écriture de δℓ(k). Notons c :=
{

(−1)k si a1 ≡ 0 (mod 2),
1 sinon. .

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−mδ̂(m+ k, k) =

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−2m−k

(
c+ 2ℓ−k−m

ℓ−k−m∑
r=0

(
ℓ− k −m

r

)
(−1)r2−r

2k+m+r − 1

)

= c2−2ℓ+k5ℓ−k + 2ℓ−2k

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−3m

ℓ−k−m∑
r=0

(
ℓ− k −m

r

)
(−1)r2−r

2k+m+r − 1
.

De plus

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−mδ̃(m+ k, k) =


2−ℓ+k si a1 ≡ 1 (mod 4),

(−1)k2−ℓ+k si a1 ≡ 3 (mod 4),
0 sinon.
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Ainsi, en notant σ(a1, k) :=


2−ℓ+k + 2−2ℓ+k5ℓ−k si a1 ≡ 1 (mod 4),

(−1)k2ℓ−k + 2−2ℓ+k5ℓ−k si a1 ≡ 3 (mod 4),
(−1)k2−2ℓ+k5ℓ−k sinon.

,

δℓ(k) = σ(a1, k) + 2ℓ−2k

ℓ−k∑
m=0

(
ℓ− k

m

)
2−3m

ℓ−k−m∑
r=0

(
ℓ− k −m

r

)
(−1)r2−r

2k+m+r − 1
.

Ce qui permet de conclure.

2.8.3 Preuve des théorèmes 0.3 et 0.4

En regroupant la proposition 2.4 et les propositions 2.21, 2.22, 2.28, 2.29 et
en prenant, par exemple, C5 = e2C1 , on obtient le théorème 0.3.
De plus en reportant les résultats des propositions 2.21, 2.22, 2.28, 2.29 dans
(2.4) on obtient la majoration inconditionnelle du théorème 0.4.

2.9 Le cas ℓ = 2 avec un meilleur terme d’erreur

2.9.1 Principe de l’hyperbole

On s’intéresse ici au cas ℓ = 2. Ainsi E = {1, 2}, P∗(E) =
{
{1}, {2}, {1, 2}

}
.

Pour alléger les notations on pose k1 = k{1}, k2 = k{2}, k12 = k{1,2}, g1 = g{1},
g2 = g{2}, g12 = g{1,2}, c1,{2} = c12 et c2,{1} = c21. Dans ce cas il n’est pas
nécessaire d’utiliser la méthode de Selberg-Delange pour calculer la dernière
somme de Pa

′(x, k) car la méthode de l’hyperbole suffit ([37], Théorème I.3.1).
Il est à noter que les majorations ne sont pas les meilleures possibles, princi-
palement pour écourter la longueur des démonstrations.

Proposition 2.30 (GRH). En reprenant les notations de la section 2.3 on
a ∑

p1≤x
2

(a,p1)=1
p1≡1(u1d1)

a∈R(k′1k
′
1,2,p1)

∑
p2≤ x

p1
(a,p2)=1

p2≡1(u2d2)
a∈R(k′2k

′
1,2,p2)

1 = 2
ϵ
(
k′
1k

′
1,2, u1d1

)
ϵ
(
k′
2k

′
1,2, u2d2

)
x log log x

k′
1k

′
2k

′
1,2

2φ(u1d1)φ(u2d2) log x

+O
(
x log log(u1d1u2d2)√

u1d1u2d2 log x
+ x

3
4

)
.
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Démonstration. Posons

f1(n) =

{
1 si n premier, (a, n) = 1, n ≡ 1(u1d1), a ∈ R(k′

1k
′
1,2, n)

0 sinon.

f2(n) =

{
1 si n premier, (a, n) = 1, n ≡ 1(u2d2), a ∈ R(k′

2k
′
1,2, n)

0 sinon.

ainsi que F1 et F2 leurs fonctions sommatoires respectives. Alors, d’après le
principe de l’hyperbole :∑
p1p2≤x

f1(p1)f2(p2) =
∑
n≤

√
x

f2(n)F1

(x
n

)
+
∑
n≤

√
x

f1(n)F2

(x
n

)
−F1(

√
x)F2(

√
x).

Commençons par majorer le dernier terme. D’après le lemme 2.2 de Hooley,

F1(
√
x)F2(

√
x) ≪ x

φ(u1d1)φ(u2d2) log
2 x

+O
(
x

3
4

)
(2.42)

Nous montrons plus loin que la contribution de ces termes est négligeable.
Puis calculons la première somme :∑

n≤
√
x

f2(n)F1(
x

n
) =

∑
p2≤

√
x

(a,p2)=1
p2≡1(u2d2)

a∈R(k′2k
′
1,2,p2)

∑
p1≤ x

p2
(a,p1)=1

p1≡1(u1d1)
a∈R(k′1k

′
1,2,p1)

1

Puis par sommation d’Abel et en utilisant le lemme de Hooley 2.2 :

∑
n≤

√
x

f2(n)F1(
x

n
) =

∑
p2≤

√
x

(a,p2)=1
p2≡1(u2d2)

a∈R(k′2k
′
1,2,p2)

(
ϵ
(
k′
1k

′
1,2, u1d1

) Li( x
p2
)

k′
1k

′
1,2φ(u1d1)

+O
(√

x

p2
log x

))

(2.43)

Occupons nous du terme d’erreur. Par sommation d’Abel on a :∑
p2≤

√
x

(a,p2)=1
p2≡1(u2d2)

a∈R(k′2k
′
1,2,p2)

(√
x

p2
log x

)
≪

∑
p2≤

√
x

(√
x

p2
log x

)
≪ x

3
4 . (2.44)
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Passons maintenant au terme principal. Toujours par sommation d’Abel, et
en utilisant le lemme 2.2,

∑
p2≤

√
x

(a,p2)=1
p2≡1(u2d2)

a∈R(k′2k
′
1,2,p2)

ϵ
(
k′
1k

′
1,2, u1d1

) Li( x
p2
)

k′
1k

′
1,2φ(u1d1)

= x
ϵ
(
k′
1k

′
1,2, u1d1

)
ϵ
(
k′
2k

′
1,2, u2d2

)
k′
1k

′
2k

′
1,2

2φ(u1d1)φ(u2d2)

∫ √
x

u2d2

Li(t)

t2 log
(
x
t

)dt+O(R), (2.45)

avec R = O
(

x
k′1k

′
1,2φ(u1d1)

∫ √
x

u2d2

log t

t
3
2 log(x

t )
dt

)
+O

(
x

3
4

)
.

Pour l’intégrale du terme d’erreur on a :

x

k′
1k

′
1,2φ(u1d1)

∫ √
x

u2d2

log t

t
3
2 log

(
x
t

)dt ≪ x log(u2d2)

k′
1k

′
1,2φ(u1d1)

√
u2d2 log x

. (2.46)

Calculons l’intégrale à part. On procède ici comme dans la preuve de Landau
[17] pour la formule asymptotique des 2-presque premiers. En effectuant le
changement de variable u = log x, on a∫ √

x

u2d2

Li(t)

t2 log
(
x
t

)dt = ∫ 1
2
log x

log(u2d2)

1

u(log x− u)
du+O

(
1

log x

)

Puis en effectuant la décomposition en éléments simples 1
u(log x−u)

= 1
log x

(
1
u
+ 1

log x−u

)
on obtient :∫ √

x

u2d2

Li(t)

t2 log
(
x
t

)dt = 1

log x

(
− log log(u2d2) + log log

(
x

u2d2

))
+O

(
1

log x

)
=

log log x

log x
+O

(
log log(u2d2)

log x

)
. (2.47)

Puis on obtient par symétrie un résultat analogue pour
∑

n≤
√
x

f1(n)F2(
x
n
).

Ainsi en reprenant (2.42), (2.43), (2.44), (2.45), (2.46) et (2.47) on a∑
p1≤x

2
(a,p1)=1

p1≡1(u1d1)
a∈R(k′1k

′
1,2,p1)

∑
p2≤ x

p1
(a,p2)=1

p2≡1(u2d2)
a∈R(k′2k

′
1,2,p2)

1 = 2
ϵ
(
k′
1k

′
1,2, u1d1

)
ϵ
(
k′
2k

′
1,2, u2d2

)
x log log x

k′
1k

′
2k

′
1,2

2φ(u1d1)φ(u2d2) log x
+O (R) ,
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avec R := x log log(u1d1u2d2)√
u1d1u2d2 log x

+ x
3
4 .

2.9.2 Contrôle des termes d’erreur

Commençons par estimer le terme d’erreur provenant de x
3
4 . Notons T1(x,C1, C5)

cette contribution,

T1(x,C1, C5) :=
∑

P+(k)≤C1

µ2(k)
∑

k1k2k1,2=k

∑
g1≤C5

g1|k∞1
k1|g1

∑
g2≤C5

g2|k∞2
k2|g2

∑
g12≤C5

g12|k∞1,2
k1,2|g12

∑
c12| g2k2

∑
c21| g1k1

∑
d1|k
d2|k

x
3
4

≪ x
3
4

∑
P+(k)≤C1

µ2(k)4ω(k)
∑

k1k2k1,2=k

∑
g1≤C5

g1|k∞1

τ(g1)
∑
g2≤C5

g2|k∞2

τ(g2)
∑

g12≤C5

g12|k∞1,2

1.

En exprimant la somme comme un produit eulérien on a

∑
g1≤C5

g1|k∞1

τ(g1) ≪
∏
p|k1

(
logC5∑
n=0

(n+ 1)

)

≪ (logC5)
2ω(k).

De la même manière on obtient
∑

g12≤C5

g12|k∞1,2

1 ≪ (logC5)
ω(k).

Ainsi

T1(x,C1, C5) ≪ x
3
4

∑
P+(k)≤C1

µ2(k)4ω(k)(logC5)
5ω(k)

∑
k1k2k1,2=k

1

≪ x
3
4

∑
P+(k)≤C1

µ2(k)12ω(k)(logC5)
5ω(k) ≪

(
13(logC5)

5
) C1

logC1 x
3
4 .

Passons maintenant à T2(x,C1, C5) la contribution du terme x log log(u1d1u2d2)√
u1d1u2d2 log x

.

T2(x,C1, C5) :=
∑

P+(k)≤C1

∑
k1k2k1,2=k

∑
g1≤C5

g1|k∞1
k1|g1

∑
g2≤C5

g2|k∞2
k2|g2

∑
g12≤C5

g12|k∞1,2
k1,2|g12

∑
c12| g2k2

∑
c21| g1k1

∑
d1|k
d2|k

x log log(u1d1u2d2)√
u1d1u2d2 log x

≪ x

log x

∑
P+(k)≤C1

∑
k1k2k1,2=k

∑
g1≤C5

g1|k∞1
k1|g1

g
− 1

2
+ε

1

∑
g2≤C5

g2|k∞2
k2|g2

g
− 1

2
+ε

2

∑
g12≤C5

g12|k∞1,2
k1,2|g12

g−1+ε
12
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pour ε > 0.
En procédant encore par sommation d’Abel on a

∑
g1≤C5

g1|k∞1
k1|g1

g
− 1

2
+ε

1 ≪
∏
p|k1

(
logC5∑
n=0

1

pn(1/2−ε)

)
≪ 2ω(k1)

D’autre part ∑
g12≤C5

g12|k∞1,2
k1,2|g12

g−1+ε
12 ≪ 2ω(k1).

Ainsi T2(x,C1, C5) ≪ 48
C1

logC1
x

log x
.

On peut donc reformuler le théorème 0.3 pour ℓ = 2, en prenant par exemple
C1 = log log log x et C5 = log x cela donne le théorème 0.5.
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Chapitre 3

Racines primitives généralisées
parmi les entiers criblés

3.1 Majoration de Ma,ℓ et Pa,ℓ pour le cas des
entiers criblés

Soit 0 < θ < 1
2
. Dans cette partie, on étudie le cas de l’ensemble des entiers

xθ criblés pour lesquels un entier a est racine primitive généralisée, et nous
montrons qu’il admet une densité parmi tous les entiers xθ criblés si a ̸= −1
et n’est pas le carré d’un entier.
Un entier xθ criblé est un entier n’ayant aucun facteur premier plus petit
que xθ. Buchstab [4] a montré que le nombre d’entiers xθ criblés plus petit
que x est asymptotiquement équivalent à ω

(
1
θ

)
x

θ2 log2 x
, où ω est la fonction

de Buchstab. Cette fonction est l’unique solution continue pour u > 1 de
l’équation différentielle aux différences :

∂(uω(u))

∂u
= ω(u− 1) pour u > 2,

avec la condition initiale pour 1 ≤ u ≤ 2, uω(u) = 1.
Un entier xθ criblé a au plus

⌊
1
θ

⌋
facteurs premiers. En notant

Na,ℓ(x, y) = #{n ≤ x|P−(n) > y, Ω(n) = ℓ, a est racine primitive généralisée (mod n)},
on a alors

Na(x, x
θ) =

⌊ 1
θ⌋∑

ℓ=1

Na,ℓ(x, x
θ).

D’après le lemme 1.3, a est une racine primitive modulo m si a ne vérifie pas
R(q,m) pour tout q. Posons

Na,ℓ(x, y, η) = #{n ≤ x|P−(n) > y,Ω(n) = ℓ, a ne vérifie pas R(q, n), ∀q ≤ η},
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et

Ma,ℓ(x, y, η1, η2) = #{n ≤ x|P−(n) > y,Ω(n) = ℓ,∃η1 < q ≤ η2, a vérifie R(q, n)}.

Soit η ≤ x, alors similairement à (2.4) et (2.5),

Na,ℓ(x, x
θ) ≤ Na,ℓ(x, x

θ, η) (3.1)

et Na,ℓ(x, x
θ) ≥ Na,ℓ(x, x

θ, η)−Ma,ℓ(x, x
θ, η, x), ainsi

Na,ℓ(x, x
θ) = Na,ℓ(x, x

θ, η) +O
(
Ma,ℓ(x, x

θ, η, x)
)
.

Soit C1 une constante arbitrairement grande, on va alors découper l’intervalle
[C1, x] en deux parties de part et d’autre de x

1−θ
2 log x. Ainsi

Na,ℓ(x, x
θ) = Na,ℓ(x, x

θ, C1)+O
(
Ma,ℓ(x, x

θ, C1, x
1−θ
2 log x)

)
+O

(
Ma,ℓ(x, x

θ, x
1−θ
2 log x, x)

)
.

(3.2)
On va alors procéder à des majorations analogues à celles obtenues dans la
section 2.2.

3.1.1 Majoration des Ma,ℓ

Dans la proposition suivante on majore le dernier terme d’erreur de (3.2).

Proposition 3.1. Pour ℓ ≥ 2, on a

Ma,ℓ(x, x
θ, x

1−θ
2 log x, x) ≪ x

θ log2 x
.

Démonstration. Nous procédons ici de la même façon que Hooley [14, p212].
Observons que, comme les rôles des pi sont symétriques dans la condition
R(q, p1 . . . pℓ) on peut supposer que a

p1−1
q ≡ 1( (mod p1) et donc a2

p1−1
q ≡

1 (mod p1).
Par conséquent, comme q > x

1−θ
2 log x, pour p2 · · · pℓ ≤ x1−θ fixés, les nombres

p1 tels que p1 · · · pℓ soit compté dans Ma,ℓ(x, x
1−θ
2 log x, x) doivent diviser le

produit positif (éventuellement vide) :∏
m<x

1+θ
2 log−1 x

ℓ∏
i=2

p−1
i

(a2m − 1). (3.3)

Posons Sa(η1, η2) = {p : ∃q ∈]η1, η2] tel que q|p− 1, a ∈ R(q, p)}. Ainsi

Ma,ℓ(x, x
1−θ
2 log x, x) ≪

∑
p2···pℓ≤x1−θ

∑
p1≤ x

p2···pℓ

p1∈Sa(x
1−θ
2 log x,x)

1.
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Les éléments de Sa(x
1−θ
2 log x, x) étant des nombres premiers, leur produit

divise (3.3). En minorant par 2 chaque p ∈ Sa(x
1−θ
2 log x, x) on obtient :

2
#{p1≤ x

p2···pℓ
: p1∈Sa(x

1−θ
2 log x,x)}

<
∏

m<x
1
2 log−1 x

ℓ∏
i=2

p−1
i

a2m.

Ainsi, en prenant le logarithme :

#
{
p1 ≤

x

p2 · · · pℓ
: p1 ∈ Sa(x

1−θ
2 log x, x)

}
<

2 log |a|
log 2

∑
m<x

1
2 log−1 x

ℓ∏
i=2

p−1
i

m

= O

(
x

log2 x
ℓ∏

i=2

p2i

)
,

et ainsi Ma,ℓ(x, x
1−θ
2 log x, x) ≪

∑
p2···pℓ≤x1−θ

x

log2 x
ℓ∏

i=2
p2i

≪ x
log2 x

.

Occupons nous maintenant de l’autre terme d’erreur.

Proposition 3.2. Pour C1 ≪ log x
log log x

, on a

Ma,ℓ(x, x
θ, C1, x

1−θ
2 log x) ≪ x

C1 log x
.

Démonstration. Dans Ma,ℓ la condition “a vérifie R(q, p1 . . . pℓ)”implique
qu’il existe p ∈ {p1, . . . , pℓ} tel que a vérifie R(q, p). Le rôle des pi étant
symétriques, on peut supposer que a vérifie R(q, p1).
Écrivons

Ma,ℓ(x,C1, x
1−θ
2 log x) ≤ #

{
p1 · · · pℓ ≤ x, pi > xθ, ∃q ∈]C1, x

1−θ
2 log x], a vérifie R(q, p1)

}
.

Posons S := #
{
p1 · · · pℓ ≤ x, pi > xθ, ∃q ∈]C1, x

1−θ
2 log x], a vérifie R(q, p1)

}
.

Réécrivons maintenant S :

S ≪
∑

C1<q≤x
1−θ
2 log x

∑
p2···pℓ≤x

q

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1.
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On découpe la somme sur p2 · · · pℓ en trois parties selon la taille de p2 · · · pℓ :

S1 :=
∑

C1<q≤x
1−θ
2 log x

∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1,

S2 :=
∑

C1<q≤x
1−θ
2 log x

∑
x

q2 log6 x
<p2···pℓ≤ x

q2
log2 x

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

1,

S3 :=
∑

C1<q≤x
1−θ
2 log x

∑
x
q2

log2 x<p2···pℓ≤x
q

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1,

et ainsi S ≪ S1 + S2 + S3.
Pour majorer S1 on utilise le lemme 2.2, qui est intéressant du moment que√
x log x ≪ x

q2 log x
, ce qui correspond à la zone p2 · · · pℓ ≪ x

q2 log6 x
.

Ainsi on peut majorer S1 par

S1 ≪
∑

C1<q≤x
1−θ
2 log x

∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

(
Li

(
x

p2 · · · pℓ

)
1

q(q − 1)
+

√
x

p2 · · · pℓ
log x

)
.

Par sommation d’Abel on vérifie que le terme de reste est assez petit :∑
C1<q≤x

1−θ
2 log x

∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

√
x

p2 · · · pℓ
log x ≪

∑
C1<q≤x

1−θ
2 log x

x

q log2 x
≪ x

log2 x
log log x.

Puis pour le terme principal, on ne peut que majorer trivialement :∑
p2···pℓ≤ x

q2 log6 x

xθ<pi>x1−(ℓ−1)θ

Li

(
x

p2 · · · pℓ

)
≪ x

log x
.

Comme la somme sur q est un reste de série convergente on peut majorer
S1 :

S1 ≪
x

C1 log x
+

x

log2 x
log log x.

Passons à la majoration de S2.
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Notons E(x, n) := {q,
√

x
n log6 x

< q ≤
√

x
n
log2 x}, en appliquant le Théo-

rème de Brun-Titchmarsh on obtient :

S2 ≪
∑

p2···pℓ≤x1−θ

∑
q∈E(x,p2···pℓ)

∑
q<p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

1

≪
∑

p2···pℓ≤x1−θ

∑
q∈E(x,p2···pℓ)

x

qp2 · · · pℓ log
(

x
qp2···pℓ

) .
On a

√
x

p2···pℓ
log−1 x ≤ x

qp2···pℓ
≤
√

x
p2···pℓ

log3 x et donc log
(

x
qp2···pℓ

)
∼ log

(√
x

p2···pℓ

)
.

Alors en appliquant le Théorème de Mertens,

∑
q∈E(x,p2···pℓ)

1

q
≤ log log

(√
x

p2 · · · pℓ
log x

)
− log log

(√
x

p2 · · · pℓ
log−3 x

)
+O

(
log−1

(
x

p2 · · · pℓ

))

≤ log

1 +
log log x

log

(√
x

p2···pℓ

)
− log

1− 3 log log x

log

(√
x

p2···pℓ

)
+O

(
log−1

(
x

p2 · · · pℓ

))

≤ log

1 +
4

1− 3 log log x

log
(√

x
p2···pℓ

)
log log x

log

(√
x

p2···pℓ

)
+O

(
log−1

(
x

p2 · · · pℓ

))

≤ 4
log log x

log

(√
x

p2···pℓ

) +O


 log log x

log

(√
x

p2···pℓ

)


2 .

Ainsi,

S2 ≪ x log log x
∑

p2···pℓ≤x1−θ

<xθpi<x1−(ℓ−1)θ

1

p2 · · · pℓ log2
(

x
p2···pℓ

) .
≪ x log log x

log2 x
.

Passons à la majoration de S3. On va procéder comme dans la proposition
3.1.
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S3 :=
∑

C1<q≤x
1−θ
2 log x

∑
x
q2

log2 x<p2···pℓ≤x
q

∑
q≤p1≤ x

p2···pℓ
q|p1−1

a∈R(q,p1)

1

Comme a
p1−1

q ≡ 1(p1) et donc a2
p1−1

q ≡ 1(p1), et p1−1
q

≤ x
qp2···pℓ

≤
√

x
p2···pℓ

log−1 x.

Ainsi il existe m ≤
√

x
p2···pℓ

log−1 x tel que p1|am− 1. On en déduit l’inégalité

C
#{xθ≤p1≤ x

p2···pℓ
: ∃q≥

√
x
p2

log x, a≡bq (mod p)1}
1 ≤

∏
m≤

√
x

p2···pℓ
1

log x

a2m

et en prenant les logarithmes,

#{xθ ≤ p1 ≤
x

p2 · · · pℓ
: ∃q ≥

√
x

p2 · · · pℓ
log x, a ≡ bq (mod p)1} ≤ 2 log a

logC1

∑
m≤

√
x

p2···pℓ
1

log x

m

≪ x

p2 · · · pℓ logC1 log
2 x

.

En reportant cela dans S3 on parvient à la majoration

S3 ≪
∑

p2···pℓ≤x1−θ

pi>xθ

x

p2 · · · pℓ logC1 log
2 x

≪ x

logC1 log
2 x

.

Les majorations de S1, S2 et S3 obtenues précédemment impliquent que

Ma,ℓ(x, x
θ, C1, x

1−θ
2 log x) ≪ x

C1 log x
+

x(log log x)

log2 x
.

Posons

Pa,ℓ(x, y, k) = #{n ≤ x|P−(n) > y,Ω(n) = ℓ, a vérifie R(q, n), ∀q|k}.

On exprime Na,ℓ(x, x
θ, C1) en fonction de termes Pa,ℓ(x, x

θ, k). On a, par
inclusion-exclusion :

Na,ℓ(x, x
θ, C1) =

∑
P+(l′)≤C1

µ(l′)Pa,ℓ(x, x
θ, l′).
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3.1.2 Expression de Pa,ℓ

En reprenant la proposition 2.7 on obtient, mutatis mutandis, la proposition
suivante.

Proposition 3.3. Avec les notations précédentes, on a :

Pa,ℓ(x, x
θ, k) =

1

ℓ!

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL|k∞L
kL|gL

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL

∑
{pi>xθ, i∈{1,...,ℓ}}

p1···pℓ≤x
(a,p1···pℓ)=1

∀i, (
pi−1

ui
,k)=1

∀i, a∈R(k′i,pi)

1,

(3.4)
où pour tout i ∈ {1, . . . , ℓ}, ui :=

∏
L∈P∗(E)

i∈L

gL
∏

L∈P∗(E)
i/∈L

ciL, k′
i :=

∏
L∈P∗(E)

i∈L

k′
L,

R(l, n) := {m ∈ N, ∃b ∈ N, m ≡ bl (mod n)} et P∗(E) désigne l’ensemble
des parties non-vides de E := {1, . . . , ℓ}.

Afin de pouvoir calculer la dernière somme de Pa,ℓ(x, x
θ, k) nous aurons be-

soin de contrôler la taille des gL , pour ce faire on reprend la proposition 2.8
et en remarquant que pour u ≪ logc x pour un certain entier c, on a par
sommation d’Abel que

∑
xθ<p≤x

p≡1 (mod u)

1
p
≪ − log θ

φ(u)
.

Proposition 3.4. Soient C1, C5, t tel que 0 < t < 1. Alors dans la somme
Pa,ℓ(x, x

θ, k) donnée par (3.4) on peut imposer gL ≤ C5 pour tout L ∈
P∗(E), au prix d’une erreur en Ot

(
x

Ct
5 log x

)
. On a :

Pa,ℓ(x, x
θ, k) = Pa,ℓ

′(x, xθ, k) +Ot

(
x

Ct
5 log x

)
,

où

Pa,ℓ
′(x, xθ, k) :=

1

ℓ!

∑
{kL, L∈P∗(E)}∏
L∈P∗(E)

kL=k

∑
{gL, L∈P∗(E)}

gL≤C5

gL|k∞L
kL|gL

∑
{ciL, L∈P∗(E), i/∈L}

ciL|
gL
kL

∑
{di, i∈{1,...,ℓ}}

di|k

∏
i∈{1,...,ℓ}

µ(di)Q(u,d),

avec Q(u,d) :=
∑

{pi>xθ, i∈{1,...,ℓ}}
p1···pℓ≤x

(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1(uidi)

∀i, a∈R(k′i,pi)

1.
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3.2 Calcul du nombre de nombres premiers se
factorisant convenablement

On pose, pour 1 ≤ i ≤ ℓ, Ki := Q( k′i
√
a, ξuidi) et on définit les ensembles de

nombres premiers suivants Pi,xθ constitués des premiers p tels que p > xθ,
p est premier avec auidi et p se factorise dans OKi

comme produit d’idéaux
premiers distincts de norme p.
La quantité que l’on souhaite évaluer s’écrit alors d’après les propositions
2.9, 2.11 et 2.12,

∑
m1···mℓ≤x

p|mi⇒p∈P
i,xθ

mi premier

1.

Définissons, pour r := (r1, . . . , rℓ) ∈ Nℓ, n ∈ N,

cr(n) :=
∑

m1···mℓ=n

µ2(n)
ℓ∏

i=1

(
1 (Ω(mi) = ri)1

(
p|mi ⇒ p ∈ Pi,xθ

))
,

de sorte qu’en écrivant 1 = (1, . . . , 1), on a l’égalité :
∑

m1···mℓ≤x
p|mi⇒p∈P

i,xθ

mi premier

1 =
∑
n≤x

c1(n).

Notons ′r ≥ 0′ lorsque pour tout 1 ≤ i ≤ ℓ, ri ≥ 0, puis pour z :=
(z1, . . . , zℓ) ∈ Cℓ :

αz(n) :=
∑
r≥0

cr(n)
ℓ∏

i=1

zrii =
∑

m1···mℓ=n
p|mi⇒p∈P

i,xθ

µ2(n)
ℓ∏

i=1

z
ω(mi)
i ,

la fonction αz(n) est le produit de ℓ fonctions multiplicatives, elle est donc
multiplicative. De plus, on a la majoration suivante :

Lemme 3.5. En reprenant la définition de αz(n) ci-dessus, et pour |zi| ≤ A
pour tout i, on a :

|αz(n)| ≤ n
log ℓA
θ log x .

Démonstration. En majorant les |zi| par A il vient :

|αz(n)| ≤
∑

m1···mℓ=n
p|mi⇒p∈P

i,xθ

µ2(n)Aω(n).

Il y a ℓω(n) façons d’écrire n comme produit de ℓ nombres sans facteur carré.
De plus, comme n est xθ-criblé, xθω(n) ≤ n, et donc ω(n) ≤ logn

θ log x
.

On a donc bien |αz(n)| ≤ n
log ℓA
θ log x .
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Enfin, pour ℜ(s) > 1, on définit la série de Dirichlet associée à αz(n) :

F (s, z) :=
∑
n≥0

αz(n)

ns
=
∏
p

(
1 +

∑
ν≥1

αz(p
ν)

pνs

)
=
∏
i

 ∏
p∈P

i,xθ

(
1 +

zi
ps

) ,

qui admet alors un prolongement analytique en une fonction méromorphe

sur C\{1}. On réécrit F (s, z) comme F (s, z) =
ℓ∏

i=1

Fi(s, z), où Fi(s, z) :=∏
p∈P

i,xθ

(
1 + zi

ps

)
.

On note ζKi
(s) la fonction zêta de Dedekind associée au corps Ki et ζKi

(s, y)
le facteur initial de son produit eulérien, c’est-à-dire :

ζKi
(s, y) :=

∏
p

N(p)≤y

(
1− 1

N(p)s

)−1

.

De plus, soit ζKi,f (s) :=
∏
p

∃p, N(p)=pf

(
1− 1

N(p)s

)−1

et le facteur initial de ce

produit eulérien ζKi,f (s, y).

Enfin on définit G(s, z) :=
ℓ∏

i=1

Gi(s, z), avec Gi(s, z) := Fi(s, z)
(

ζKi
(s,xθ)

ζKi
(s)

) zi
ni ,

et donc, pour xθ > auidi :

Gi(s, z) =
∏

p∈P
i,xθ

[(
1 +

zi
ps

)(
1− 1

ps

)zi]∏
f |ni
f≥2

(
ζKi,f (s)

ζKi,f (s, x
θ)

)− zi
ni

.

Proposition 3.6. Soient θ ∈]0, 1
2
[, A un réel strictement positif. Pour |z| ≤

A et 1
2
+ ν ≤ Re s ≤ 2, avec ν > 0, on a, pour x suffisamment grand :

G(s, xθ, z) = 1 +OC1

(
A2

x2θν

)
.
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Démonstration. Déjà pour tout i, et quand xθ > auidi,

∏
p

N(p)|auidi
N(p)=p

N(p)>xθ

(
1− 1

ps

) zi
ni

= 1,

car ce produit est alors vide. La contribution des degrés f ≥ 2 est :

∏
f |ni
f≥2

(
ζKi,f (s)

ζKi,f (s, y)

)− zi
ni

= 1 +OC1

(
A

x2θν

)
.

En effectuant un développement limité, on montre que le premier produit
dans la définition de Gi(s, z) est également proche de 1 :

∏
p>xθ

p∈P
i,xθ

((
1 +

zi
ps

)(
1− 1

ps

)zi)
=

∏
p>xθ

p∈P
i,xθ

(
1 +O

(
A2

p1+2ν

))
= 1+OC1

(
A2

x2θν

)
.

La proposition suivante montre que l’on peut remplacer nos fonction zêta
de Dedekind tronquées par des fonctions zêta de Riemann tronquées au prix
d’un très petit terme d’erreur. Cela permet de simplifier grandement la suite
du raisonnement.

Proposition 3.7. Soit η ∈]0, 3/5[. Pour s = σ + iτ ∈ C tel que σ > 1 et
|τ | ≤ x on a

ℓ∏
i=1

(
ζKi

(s)

ζKi
(s, xθ)

) zi
ni

=

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

zi
ni (

1 +OA,θ,ℓ,C1

(
e−(θ log x)η

))
.

Démonstration. D’après le lemme III.5.5.16 de [37] (ou [36]) on a pour ε > 0,
|τ | ≤ exp

(
(θ log x)

3
2
−3ε
)
, σ > 1− 1

(θ log x)
2
5−ε+

(
log(2+|τ |)

) 2
3+ε

:

ζ(s, xθ) = ζ(s)(s− 1)θ log xρ̂
(
(s− 1)θ log x

) (
1 +O

(
e−(θ log x)η

))
,

où ρ̂ est la transformée de Laplace de la fonction de Dickman.
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De même, d’après l’équation (4.2) du lemme 4.1 de [10], on a dans le même
domaine,

ζKi
(s, xθ) = ζKi

(s)(s− 1)θ log xρ̂
(
(s− 1)θ log x

) (
1 +OC1

(
e−(θ log x)η

))
.

En rassemblant les deux équations précédentes on obtient pour tout i ∈
{1, . . . , ℓ} :

ζKi
(s)

ζKi
(s, xθ)

=
ζ(s)

ζ(s, xθ)

(
1 +OA,θ,ℓ,C1

(
e−(θ log x)η

))
.

Prenons le produits sur les i ∈ {1, . . . , ℓ} pour ℜ(s) > 1,

ℓ∏
i=1

(
ζKi

(s)

ζKi
(s, xθ)

) zi
ni

=

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

zi
ni (

1 +OA,θ,ℓ,C1

(
e−(θ log x)η

))
.

Proposition 3.8. Avec les notations ci-dessus et pour κ := 1 + 1
log x

on a :

∑
n≤x

αz(n) =
1

2iπ

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

)∑
i

zi
ni xs

s
ds+OA,θ,ℓ,C1

(
x log x

e(θ log x)η

)
.

Démonstration. En utilisant la première formule de Perron effective (Théo-
rème II.2.3 [37] ou [36]) on obtient

∑
n≤x

αz(n) =
1

2iπ

∫ κ+ix

κ−ix

F (s, xθ, z)
xs

s
ds+O

(
x
∑
n≥1

|αz(n)|
nκ(1 + x| log(x/n)|)

)
.

Occupons nous du terme d’erreur. Si n n’est pas xθ-criblé, αz(n) = 0. Ensuite
pour n xθ-criblé, on a par le lemme 3.5,

|αz(n)| ≤ n
log lA
θ log x .

Pour calculer la somme du terme d’erreur on la découpe en deux parties,
suivant si n est entre x

2
et 2x ou non. La contribution des n /∈ [x

2
, 2x] est :

x
∑

n/∈[x
2
,2x]

|αz(n)|
nκ(1 + x| log(x/n)|)

≪
∑
n≥1

n−(1+ 1
log x

(1− log lA
θ

)) ≪A,θ log x.

102



Puis pour n ∈ [x
2
, 2x], on a |αz(n)| ≤ (2x)

log lA
θ log x ≪ (lA)

1
θ . On considère

maintenant que {x} = 1
2
, et on écrit n = N + ∆, où N est l’entier le plus

proche de x. On a | log
(
x
n

)
| ≫ |∆|

x
. La contribution des n ∈ [x

2
, 2x] à la

somme du terme d’erreur est :

x
∑

x
2
≤n≤2x

|αz(n)|
nκ(1 + x| log(x/n)|)

≪ (ℓA)
1
θ

∑
x
2
≤n≤2x

1

1 + x| log(x/n)|

≪ (ℓA)
1
θ

∑
0≤∆≤ 3

2
x+1

1

1 + |∆|
≪ℓ,A,θ log x.

En utilisant les propositions 3.6 et 3.7 on a

∑
n≤x

αz(n) =
1

2iπ

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

zi
ni xs

s
ds+OA,θ,ℓ,C1

(
x

∫ κ+ix

κ−ix

∣∣∣∣ ζ(s)

ζ(s, xθ)

∣∣∣∣ℓA e−(θ log x)η

|s|
ds

)
.

Or
∣∣∣ ζ(s)
ζ(s,xθ)

∣∣∣ ≤ ∑
n

P−(n)>xθ

1

n
1+ 1

log x
≪ eθ pour ℜ(s) > κ. Ainsi,

∑
n≤x

αz(n) =
1

2iπ

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

zi
ni xs

s
ds+OA,θ,ℓ,C1

(
x log x

e(θ log x)η

)
.

Pour obtenir l’estimation désirée on va appliquer la formule de Cauchy ℓ fois
à
∑
n≤x

αz(n), ainsi :

∑
m1···mℓ≤x

p|mi⇒p∈P
i,xθ

mi premier

1 =
{

Ω

∑
n≤x

αz(n)
∏
i

dzi

=
1

(2iπ)ℓ+1

{

Ω

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

zi
ni xs

s
ds
∏
i

dzi +OA,θ,ℓ,C1

(
x log x

e(θ log x)η

)
.

Où Ω est le produit de ℓ cercles autour de l’origine de rayon plus petit que
A. En faisant les ℓ changements de variable z′i :=

zi
ni

, on obtient :

{

Ω

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

zi
ni xs

s
ds
∏
i

dzi =
1∏
i ni

{

Ω

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

z′i xs

s
ds
∏
i

dz′i.
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Voyons maintenant que ces intégrales correspondent au nombre d’entiers xθ-
criblés ayant ℓ facteurs premiers. On définit la fonction de comptage de ces
entiers :

π(x, y, k) := {n, P−(n) > y, Ω(n) = k}.

Proposition 3.9. Avec les notations précédentes, on a :∑
m1···mℓ≤x

p|mi⇒p∈P
i,xθ

mi premier

1 =
1∏
i ni

π(x, xθ, ℓ) +OA,θ,ℓ,C1

(
x log x

e(θ log x)η

)
.

Démonstration. Définissons, pour r := (r1, . . . , rℓ) ∈ Nℓ, n ∈ N,

c′r(n) :=
∑

m1···mℓ=n

µ2(n)
ℓ∏

i=1

(
1 (Ω(mi) = ri)1

(
P−(mi) > xθ

))
.

puis, en posant 1 = (1, . . . , 1),
∑
n≤x

c′
1
(n) = #{n ≤ x, P−(n) > xθ, Ω(n) = ℓ}.

En posant α′
z(n) :=

∑
r≥0

c′r(n)
ℓ∏

i=1

zrii , F ′(s, z) :=
∑
n≥0

α′
z(n)
ns et G′(s, z) :=

F ′(s, z)
(

ζ(s,xθ)
ζ(s)

)∑
i
z′i

et en procédant comme précédemment il vient pour
1
2
< ν < 1 :

∑
n≤x

c′1(n) =
1

(2iπ)ℓ+1

{

Ω

∫ κ+ix

κ−ix

(
ζ(s)

ζ(s, xθ)

) ℓ∑
i=1

z′i xs

s
ds
∏
i

dz′i+OA,θ,ℓ,C1

(
x1−2θν log x

)
,

ce qui permet de conclure.

Enfin une formule asymptotique pour π(x, y, k) a été démontrée par Balazard
([2], lemme 8).
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Lemme 3.10 (Balazard). Soit R > 0. On a uniformément pour x ≥ 3,
exp

(
(log log x)3

)
< y < x1/max(2,ℓ) et 1 ≤ ℓ ≤ R(log log x− log log y) :

π(x, y, ℓ) = fℓ

(
log x

log y

)
x

log x
+OR

(
x

log2 x

√
ℓ
(log log x− log log y)ℓ

ℓ!

)
,

où les fonctions fℓ sont définies par récurrence telles que :

• f1(u) := 1 pour u ≥ 1,

• fk+1(u) :=
∫ u−1

k
fk(v)

dv
v

pour u > k + 1.

Ainsi, en prenant R = 1
θ log 1

θ

, on obtient dans notre cas pour 2 ≤ ℓ ≤
⌊
1
θ

⌋
,

π(x, xθ, ℓ) = fℓ

(
1

θ

)
x

log x
+Oθ

(
x

log2 x

√
ℓ
(log 1

θ
)ℓ

ℓ!

)
,

puis en injectant ce résultat dans la proposition 3.9 on obtient la proposition
suivante.

Proposition 3.11. En reprenant les notations de la proposition 3.9 et du
lemme 3.10 on a :∑

{pi>xθ, i∈{1,...,ℓ}}
p1···pℓ≤x

(a,p1···pℓ)=1
∀i, pi≡1(uidi)

∀i, a∈R(k′i,pi)

1 =
1∏
i ni

fℓ

(
1

θ

)
x

log x
+OA,θ,ℓ,C1

(
x log x

e(θ log x)η

)
.

3.3 Preuve des théorèmes 0.6 et 0.7
Le calcul de Pa,ℓ

′(x, xθ, k) est identique à celui de la section 2.7. Ainsi on
obtient le théorème 0.6 avec les propositions 3.1, 3.2, 3.4, 3.11 et l’équation
3.2 et le théorème 0.7 avec les propositions 3.4, 3.11 et l’équation (3.1).
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Annexe A

Valeurs particulières pour le
théorème 0.3

Les différentes valeurs reproduites dans cette annexe ont été obtenues en
utilisant le logiciel SageMath.

A.1 Wℓ(p)

A.1.1 Valeurs de Wℓ(p)

On donne dans le tableau ci-dessous les valeurs de Wℓ(p) pour les premières
valeurs de ℓ, dans le cas où h = 1.

ℓ Wℓ(p)

1 1
p(p−1)

2 2p3−2p2−p−1
p2(p−1)2(p+1)

3 3p7−6p6+3p5−6p4+7p3+2p2+2p+1
p3(p−1)3(p+1)(p2+p+1)

4 4p9−16p8+26p7−28p6+28p5−14p4−p3−2p2−2p−1
p4(p−1)4(p+1)(p2+p+1)

5 5p15−25p14+55p13−70p12+60p11−40p10+35p9−65p8+76p7−57p6+35p5+6p4+6p3+5p2+3p+1
p5(p−1)5(p+1)(p2+p+1)(p4+p3+p2+p+1)

Pour ℓ ≥ 6 les formules deviennent trop longues pour être reproduites ici.
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A.1.2 Valeurs approchées de
∏
p
(1−Wℓ(p))

Ci-dessous un graphe de
∏
p

(1−Wℓ(p)) en fonction de ℓ dans le cas où h =

1. Le produit est pris pour p ≤ 48623, c’est-à-dire pour les 5000 premiers
nombres premiers.
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A.2 Vℓ(a1)

On donne dans le tableau ci-dessous les valeurs tronquées de Vℓ(a1) pour
différentes valeurs de a1 et ℓ.

Vℓ(a1) a = 2 a = 3 a = 5 a = 6 a = 7 a = 8
ℓ = 1 0 0 ≃ 0.052632 0 0 0
ℓ = 2 ≃ −0.142857 ≃ 0.05102 ≃ 0.031732 ≃ 0.012755 ≃ 0.008699 ≃ −0.142857
ℓ = 3 ≃ −0.310606 ≃ 0.017713 ≃ 0.018778 ≃ 0.007895 ≃ 0.009314 ≃ −0.310606
ℓ = 4 ≃ −0.467005 ≃ 0.001676 ≃ 0.010461 ≃ 0.001283 ≃ 0.007427 ≃ −0.467005
ℓ = 5 ≃ −0.595831 ≃ −0.002917 ≃ 0.005125 ≃ −0.001839 ≃ 0.00522 ≃ −0.595831
ℓ = 6 ≃ −0.695917 ≃ −0.002907 ≃ 0.001828 ≃ −0.002189 ≃ 0.003336 ≃ −0.695917
ℓ = 10 ≃ −0.90375 ≃ 0.000572 ≃ −0.001548 ≃ 0.000537 ≃ −0.000436 ≃ −0.90375
ℓ = 15 ≃ −0.977154 ≃ 9.4e− 05 ≃ −0.000349 ≃ 9.4e− 05 ≃ −0.000984 ≃ −0.977154
ℓ = 20 ≃ −0.994579 ≃ −0.000206 ≃ 0.00039 ≃ −0.000205 ≃ −0.000477 ≃ −0.994579
ℓ = 25 ≃ −0.998714 ≃ −8.2e− 05 ≃ 0.000452 ≃ −8.2e− 05 ≃ −1.4e− 05 ≃ −0.998714
ℓ = 50 ≃ −0.999999 ≃ −8e− 06 ≃ −0.000169 ≃ −8e− 06 ≃ 0.000189 ≃ −0.999999

Vℓ(a1) a = 10 a = 12 a = 15 a = 21 a = 27 a = 50
ℓ = 1 0 0 0 ≃ −0.004878 0 0
ℓ = 2 ≃ 0.004339 ≃ 0.05102 ≃ −0.001452 ≃ −0.001243 ≃ 0.571429 ≃ −0.142857
ℓ = 3 ≃ 0.005844 ≃ 0.017713 ≃ −0.000332 ≃ −0.000232 ≃ 0.787879 ≃ −0.310606
ℓ = 4 ≃ 0.004995 ≃ 0.001676 ≃ −1.5e− 05 ≃ −6e− 06 ≃ 0.893401 ≃ −0.467005
ℓ = 5 ≃ 0.003154 ≃ −0.002917 ≃ 1.5e− 05 ≃ 2e− 05 ≃ 0.946556 ≃ −0.595831
ℓ = 6 ≃ 0.001322 ≃ −0.002907 ≃ 5e− 06 ≃ 1.1e− 05 ≃ 0.973267 ≃ −0.695917
ℓ = 10 ≃ −0.001442 ≃ 0.000572 ≃ 1e− 06 ≃ 0.0 ≃ 0.998331 ≃ −0.90375
ℓ = 15 ≃ −0.000346 ≃ 9.4e− 05 ≃ 0.0 ≃ 0.0 ≃ 0.999948 ≃ −0.977154
ℓ = 20 ≃ 0.000389 ≃ −0.000206 ≃ 0.0 ≃ −0.0 ≃ 0.999998 ≃ −0.994579
ℓ = 25 ≃ 0.000452 ≃ −8.2e− 05 ≃ 0.0 ≃ −0.0 ≃ 1.0 ≃ −0.998714
ℓ = 50 ≃ −0.000169 ≃ −8e− 06 ≃ −0.0 ≃ 0.0 ≃ 1.0 ≃ −0.999999

Dans les cas où a est le double d’un carré (c’est-à-dire a ∈ {2, 8, 50}) Vℓ(a1)
est proche de −1 et donc 1+Vℓ(a1) ≃ 0, car a est dans l’ensemble exceptionnel
E décrit par Li [20].
Pour a = 27, Vℓ(a1) est proche de 1 car 27 est une puissance parfaite.
Quant aux autres valeurs de Vℓ(a1) elles deviennent toutes très proches de 0.
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A.3 Cℓ(a)

À partir des quantités
∏
p

(1−Wℓ(p)) et Vℓ(a1) calculées précédemment on

peut estimer la valeur de Cℓ(a) = lim
x→∞

Na,ℓ(x)/
x(log log x)ℓ−1

(ℓ−1)! log x
.

Cℓ(a) a = 2 a = 3 a = 5 a = 6 a = 7 a = 8
ℓ = 1 ≃ 0.373956 ≃ 0.373956 ≃ 0.393638 ≃ 0.373956 ≃ 0.373956 ≃ 0.224374
ℓ = 2 ≃ 0.322212 ≃ 0.395093 ≃ 0.387842 ≃ 0.380709 ≃ 0.379184 ≃ 0.103568
ℓ = 3 ≃ 0.242734 ≃ 0.358334 ≃ 0.358709 ≃ 0.354877 ≃ 0.355377 ≃ 0.039683
ℓ = 4 ≃ 0.179054 ≃ 0.336502 ≃ 0.339453 ≃ 0.33637 ≃ 0.338434 ≃ 0.014625
ℓ = 5 ≃ 0.131835 ≃ 0.325237 ≃ 0.327861 ≃ 0.325589 ≃ 0.327891 ≃ 0.00536
ℓ = 6 ≃ 0.097239 ≃ 0.318848 ≃ 0.320362 ≃ 0.319078 ≃ 0.320844 ≃ 0.00197
ℓ = 10 ≃ 0.029372 ≃ 0.305336 ≃ 0.304689 ≃ 0.305326 ≃ 0.305029 ≃ 3.7e− 05
ℓ = 15 ≃ 0.006774 ≃ 0.296534 ≃ 0.296402 ≃ 0.296534 ≃ 0.296214 ≃ 0.0
ℓ = 20 ≃ 0.001583 ≃ 0.291857 ≃ 0.29203 ≃ 0.291857 ≃ 0.291777 ≃ 0.0
ℓ = 25 ≃ 0.000371 ≃ 0.288571 ≃ 0.288725 ≃ 0.288571 ≃ 0.28859 ≃ 0.0
ℓ = 50 ≃ 0.0 ≃ 0.28079 ≃ 0.280744 ≃ 0.28079 ≃ 0.280845 ≃ 0.0

Cℓ(a) a = 10 a = 12 a = 15 a = 21 a = 27 a = 50
ℓ = 1 ≃ 0.373956 ≃ 0.373956 ≃ 0.373956 ≃ 0.372132 ≃ 0.224374 ≃ 0.373956
ℓ = 2 ≃ 0.377545 ≃ 0.395093 ≃ 0.375368 ≃ 0.375447 ≃ 0.189875 ≃ 0.322212
ℓ = 3 ≃ 0.354155 ≃ 0.358334 ≃ 0.35198 ≃ 0.352016 ≃ 0.102914 ≃ 0.242734
ℓ = 4 ≃ 0.337617 ≃ 0.336502 ≃ 0.335934 ≃ 0.335937 ≃ 0.051953 ≃ 0.179054
ℓ = 5 ≃ 0.327217 ≃ 0.325237 ≃ 0.326194 ≃ 0.326195 ≃ 0.025815 ≃ 0.131835
ℓ = 6 ≃ 0.3202 ≃ 0.318848 ≃ 0.319779 ≃ 0.319781 ≃ 0.012782 ≃ 0.097239
ℓ = 10 ≃ 0.304722 ≃ 0.305336 ≃ 0.305162 ≃ 0.305162 ≃ 0.000771 ≃ 0.029372
ℓ = 15 ≃ 0.296403 ≃ 0.296534 ≃ 0.296506 ≃ 0.296506 ≃ 2.3e− 05 ≃ 0.006774
ℓ = 20 ≃ 0.29203 ≃ 0.291857 ≃ 0.291917 ≃ 0.291917 ≃ 1e− 06 ≃ 0.001583
ℓ = 25 ≃ 0.288725 ≃ 0.288571 ≃ 0.288594 ≃ 0.288594 ≃ 0.0 ≃ 0.000371
ℓ = 50 ≃ 0.280744 ≃ 0.28079 ≃ 0.280792 ≃ 0.280792 ≃ 0.0 ≃ 0.0

On retrouve ici les deux cas de figure possibles, suivant si a est dans l’ensemble
E décrit par Li ou non.
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