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Chapitre 0

Introduction

0.1 Etat de l’art

0.1.1 Racines primitives et conjecture d’Artin

Soit m > 2 un entier. Si n est égal & 2, 4, une puissance de nombre premier
impair ou au double d’une puissance de nombre premier impair alors le groupe
multiplicatif (Z/nZ)* est cyclique. Dans ce cas les générateurs du groupe
multiplicatif sont appelés des racines primitives modulo n.

Dans ses Disquisitiones Arithmeticae ([7], p 393) Gauss établit une mé-
thode simple pour calculer ’expression en base 10 des fractions de la forme
z% a partir de celle de z% ou p" est une puissance de nombre premier pour
laquelle 10 est racine primitive. En effet, si m = 10¥ (mod p"), alors le déve-
loppement de la partie fractionnaire de ]% sera celui de ]% décalé de v chiffres
vers la gauche. Dans ses tables, il fournit une liste des premiers entiers dont
le groupe multiplicatif est cyclique pour lesquels 10 est racine primitive. Il
s’agit de la premiére occurrence de la question de I’ensemble des entiers pour

lesquels un nombre donné est une racine primitive.



En septembre 1927, Emil Artin [6] conjecture, dans ses correspondances
avec Helmut Hasse, qu'un entier a différent de —1 et qui n’est pas un carré est
une racine primitive pour une infinité de nombres premiers, plus précisément
il conjecture que

I #{p < x, a est une racine primitive modulo p}
11m )
=00 #{p < v}

existe et vaut C'y :=[] <1 — m> = (0.37395581 ..., la constante d’Artin,
q

si a n’est pas une puissance parfaite. Si a est une h-iéme puissance parfaite,

un terme correctif doit étre ajouté et la limite est alors C'4 X [] % .
alh q°—q-1

L’heuristique dont découle cette conjecture est décrite dans la partie 1.2. Il
est important de noter que dans cette premiére formulation de la conjecture
d’Artin, la proportion de nombres premiers pour lesquels a est une racine
primitive ne dépend que du fait que a soit une puissance parfaite ou non.

En 1957 Derrick et Emma Lehmer ont vérifié numériquement la conjecture
d’Artin pour plusieurs valeurs de a, et ont envoyé des tables résumant leurs
résultats & Artin. Dans ces résultats la proportion de nombres premiers pour
lesquels a est une racine primitive ne correspondait pas a la conjecture d’Artin
pour certaines valeurs de a, et plus particuliérement pour a = 5. S’en suivit
alors une correspondance entre Artin et les Lehmer (dont une partie est
reproduite dans [35]) au cours de laquelle Artin revient sur sa conjecture.
Notons a = aja3, avec a; sans facteur carré. Alors si a; = 1 (mod 4), un autre
terme correctif doit étre ajouté, provenant du fait que dans ce cas Q(y/a) peut
étre une sous-extension d’une extension cyclotomique (voir proposition 2.14).
La valeur de ce terme correctif est fournie dans le cas ot a est un nombre
premier congru a 1 modulo 4 par Hasse [11], puis une formule générale est
décrite par Lang et Tate dans la préface de [6], cependant Hooley [14] attribue
la bonne version du terme correctif a Heilbronn.

En 1967, Hooley [14] fournit une démonstration de la conjecture d’Ar-
tin reposant sur I’hypothése de Riemann généralisée pour certains corps de
nombre, qui lui permet d’utiliser une version forte du théoréme de Chebota-
rev.



Theoréme 0.1 (Hooley). Soit a un entier différent de —1 et qui n’est pas
un carré. Posons h le plus grand entier tel que a soit une puissance h-ieme
et notons a = alag ol ay est sans facteur carré.

Notons N,(x) le nombre de nombres premiers plus petits que x pour les-
quels a est une racine primitive. En supposant [’hypothese de Riemann gé-
néralisée pour les fonctions zéta de Dedekind associées aux extensions du
type Q( %, &) ou b est un entier strictement positif, & une racine primitive
k-ieme de lunité, k sans facteur carré et k'|k on a :

T I o (25,

q qlh
ol
1 —pu(lag]) T <q%2> I1 (#) siap =1 (mod 4),
Clar) = dn
1 S1Nomn.

Aucune preuve inconditionnelle de la conjecture d’Artin n’est & ce jour
connue, cependant des résultats partiels existent. En 1984 Gupta et Ram
Murty [9] ont démontré qu'il existe une infinité d’entiers a qui sont des ra-
cines primitives pour une infinité de nombres premiers. Ils ont obtenu ce
résultat en construisant a partir de n’importe quel triplet de nombres pre-
miers un ensemble de 13 entiers, dont les seuls facteurs premiers sont dans
le triplet, tel que au moins un élément de cet ensemble soit racine primitive
pour au moins o (logL;v)Q nombre premiers plus petits que x, avec 6 > 0. Heath-
Brown [12] a amélioré ce résultat en 1988 en montrant qu’il y a au plus deux
nombres premiers qui ne sont des racines primitives que pour un nombre fini

de nombres premiers. Plus précisément, il a démontré le théoréme suivant :

Theoréme 0.2 (Heath-Brown). Soient q,r, s trois entiers non-nuls qui sont
multiplicativement indépendants. Soit N(x) le nombre de nombres premiers
plus petits que x pour lesquels au moins un entier parmi q, v et s est une
racine primitive. Si aucun entier parmi {q,r, s, —3qr, —3qs, —3rs, qrs} n'est
un carré alors

N(z)>» ——.
log” x

Il est intéressant de noter qu’aucun de ces deux résultats ne fournit une
démonstration constructive, ainsi bien qu’il existe une infinité d’entiers qui
sont des racines primitives pour une infinité de nombres premiers, il n’a pas
encore été montré qu'un entier en particulier est une racine primitive pour
une infinité de nombres premiers.



0.1.2 Entiers avec un nombre fixé de facteurs premiers
et entiers criblés

Soit ¢ un entier positif. Nous introduisons trois fonctions de comptage
relatives a I’ensemble des entiers ayant exactement ¢ facteurs premiers. Dans
la premiére (respectivement la deuxiéme) on compte les facteurs premiers
avec (respectivement sans) multiplicité tandis que pour la troisiéme on ne
considére que les entiers sans facteur carré. On définit ainsi :

o(x,l) = Z 1,
m(x, l) = Z 1,

ple )= 3 W),

ou Q(n) (respectivement w(n)) est le nombre de facteurs premiers de n comp-
tés avec (respectivement sans) multiplicité et u est la fonction de Mébius. En
1900, Landau [16] démontre par récurrence, et en utilisant le théoréme des
nombres premiers, une formule asymptotique pour ces fonctions de comptage.
Pour ¢ fixé et x tendant vers 'infini :

z(loglog z)*!

o(x,0) ~m(x,l) ~ p(x,l) ~ m,

(1)

z(log log )¢ —2

ol le terme d’erreur est partout en O < o 2

>. Pillai a démontré que
(1) reste vrai pour ¢ = o(loglog z).

En 1953 et 1954, Sathe publie une série d’articles ([29], [30], [31], [32]) ou
il établit des formules asymptotiques pour o(x,?), w(x,{) et p(zx,{) en pro-
cédant par récurrence pour ¢ ~ Bloglogz, avec 0 < B < 2. En utilisant une
méthode totalement différente, Selberg [33] simplifie grandement la preuve
de Sathe, et fournit des formules asymptotiques pour B > 2. Cet article
marque d’ailleurs les prémices de la méthode de Selberg-Delange ([37] ou
[36] Chapitre I1.5). Pour (2 + ¢)logloga < ¢ < igig, Nicolas 28] démontre
une formule asymptotique pour o(z, f). Quant a 7(x, ) et p(x, £), les grandes
valeurs de ¢ sont plus difficiles & aborder. Hildebrand et Tenenbaum [13| ont
démontré une formule asymptotique de 7(z,¢) pour 1 < ¢ < (logki+g$x)2 et
Kerner [15] en fournit une évaluation asymptotique valable uniformément

9



pour x grand et pour ¢ dans un large domaine. Des résultats existent aussi
pour les petits intervalles, notamment Goudout [8] étudie le comportement
de w(x+h,{)—m(z, ) pour presque tout z, @ non nul borné et A tendant
vers l'infini.

Nous nous intéresserons aussi aux pendants criblés de ces fonctions som-
matoires, c’est-a-dire, en notant P~ (n) le plus petit facteur premier de n,
aux fonctions

o(z,y,0) = Z 1,

n<x
P~ (n)>y
Q(n)=¢

m(z,y,0) = Z 1,

n<z
P~ (n)>y
w(n)=~L

i
g
7<:l\7
S

p(z,y, L) :

Posons u := %. En 1982 Alladi [1] donne des formules asymptotiques pour

ces fonctions de comptage, qui sont effectives du moment que u tende vers
I'infini. En 1990, Balazard [2]| fournit une autre formule asymptotique pour
m(x,y, ), qui est plus précise pour les valeurs bornées de u (lemme 3.10), ce
qui lui permet de démontrer I'unimodalité de 7(x,¢) et p(z, ).

0.1.3 Généralisations de la conjecture d’Artin

La conjecture d’Artin a donné lieu a de nombreuses généralisations. Dés
1937, Bilharz [3] démontre I’équivalent de la conjecture d’Artin pour les corps
de fonctions en supposant I’hypothése de Riemann pour les fonctions zéta as-
sociées a ces corps, hypothése qui fut démontrée par Weil [39]. Lang et Trotter
[18] ont proposé une généralisation pour les courbes elliptiques, démontrée
en supposant '’hypothése de Riemann Généralisée par Serre. De nombreuses
généralisations peuvent étre trouvées dans les différents articles de synthése
concernant la conjecture d’Artin, comme par exemple [25], [21] et [26].

10



La généralisation de la conjecture d’Artin qui nous intéressera dans cette
thése est celle formulée par Li [20]. Il ne peut y avoir de racine primitive mo-
dulo un entier n que si ce dernier est de la forme n = 2, 4, p”, 2p”, ou p est
un nombre premier impair. Cependant Carmichael [5] a étendu le concept de
racine primitive modulo n’importe quel entier n > 2. On dit qu'un entier a
est une racine primitive généralisée modulo n si 'ordre de a dans (Z/nZ)* est
maximal. Carmichael introduit alors la fonction A telle que A(n) est 'expo-
sant de (Z/nZ)* (c’est-a-~dire la taille maximale d’un sous-groupe cyclique),
qui jouera un roéle similaire a celui de l'indicatrice d’Euler pour les racines
primitives. On peut alors reformuler les problémes sur les racines primitives
en des problémes similaires pour les racines primitives généralisées. Comme
pour les racines primitives notons N,(x) le nombre d’entiers plus petits que
x pour lesquels a est une racine primitive généralisée. On pourrait alors s’at-
tendre & ce que, pour des entiers a convenables, il existe une fonction B(a)
telle que N, (x) ~ B(a)z. Cependant ce n’est pas le cas, Li [20] montre, incon-
ditionnellement, que pour tout entier a, lim inf N“T(x) = 0. De plus, en notant
€ l'ensemble des entiers tels que |a| = 1 ou |a| est une puissance non-triviale
(c’est-a-dire qu'’il existe h > 2 et b € N tels que a = b") ou a est le double
d’un carré, on a que pour tout a € £, N,(z) = o(z). Quant a la limite supé-
rieure, Li et Pomerance |22] obtiennent, en utilisant ’hypothése de Riemann

généralisée, que pour a ¢ &, limsup N“T(x) > 0, et ils conjecturent méme que
lim sup N“T(I) = a%, ol ¢ est l'indicatrice d’Euler et a ~ 0,326 est indé-

pendant de a. De plus, Li et Pomerance [23] ont montré une version de la
conjecture d’Artin pour les racines primitives généralisées en moyenne, c¢’est-
a-dire pour y > exp ((2+8)(logxloglogx)%>, i > Ny(z) ~ > @,
1<a<y TR0 g
ot R(n) est le nombre d’éléments de (Z/nZ)* d’ordre maximal (ce qui cor-
respond a un résultat de Stephens [34] pour la conjecture d’Artin). D’autres
problémes ont déja été considérés dans ce contexte, par exemple Martin [24]
a étudié 'ordre de grandeur de la plus petite racine primitive généralisée
modulo un entier.

Nous nous intéressons dans cette thése a la proportion d’éléments de cer-
tains sous-ensembles des entiers pour lesquels un entier donné est une racine
primitive généralisée. Plus précisément, les sous-ensembles considérés seront
I’ensemble des entiers /-presque premiers, ¢’est-a-dire les entiers ayant au plus
¢ facteurs premiers comptés avec multiplicité, et celui des entiers criblés.

11



0.2 Plan de thése et présentation des résultats

Cette thése comporte deux principales parties, la premiére traitant de la
conjecture d’Artin généralisée parmi les entiers avec un nombre fixé de fac-
teurs premiers et la seconde parmi les entiers criblés. Nous commengons par
établir une caractérisation des racines primitives généralisées d’un entier en
fonction de sa décomposition en facteurs premiers, qui est le point de départ
des deux parties sus-mentionnées.

La premiére partie a pour objectif de démontrer les théorémes 0.3, 0.4
et 0.5. La notation (GRH) indique que les résultats sont conditionnels a
I’Hypothése de Riemann Généralisée pour les fonctions zéta de Dedekind
associées a certains corps de nombres.

Theoréme 0.3 (GRH). Soient ¢ > 1, E ={1,...,l}, a un entier qui n’est
ni —1, ni un carré parfait et N, (x) le nombre de (-presque premiers plus

petits que x pour lesquels a est une racine primitive généralisée. On a :
z(loglogz)*!

(¢ —1)!logx
avec les notations suivantes :

1. Cyla) = 1;[ (1= We(p)) (1 + Vi(ar)),

Nas(z) = Ce(a) (1 +0(1)),

¢ 0—i A o
2. Wi(p) == > (E) > (K_-’)ZM, est la contribution ne dépen-
: —

i J /p?(p—1)J (p*+i-1)

dant que de h := {maxv € N, 3b € Z, b’ = a},

3. Vi(ar) := p(2dy)g éf,“(l)) H (1 — Wip)) ", est la contribution spécifique
p|a1
p=>3

pg N~ a1 . -
dépendant de a, ou a; := Gapy € a1 est la partie sans facteur carré de
a7

L

Hy(l,ar) = Z()z“a ’“H( ) HZ [T &)

k=1

plai a; j=d {4,j}€D
>3 {i,j}eD
ol
ok (—k 3m“””ez<;m (=12
54(]{:) al’ +2 Z 27 Z 2k+m+r -1’
r=0

12



9—t+h | 9-20+hkgt—k
(—1)k2=tFk 4 27204k50-k  gi gy = 3 (mod 4), |
(—1)ko-2tFk5tk sinon.
D = [0,k] x [0,£ — k]\{0,0}, et pour (i,j) € D, G¥; est la fonction

multiplicative définie pour les nombres premiers impairs par :

ato = (1) (") (w) (2= p) (1+ Ryl + ).

i j P*(p —2)

siap =1 (mod 4),
avec o(ay, k) :=

§X (-m) (C0p-nemr
avec Ry(m) == Y ( )(

r ) D=
r=0

La complexité des termes impliqués dans les résultats ci-dessus provient,
en grande partie, du fait qu’'un entier peut étre racine primitive généralisée
modulo p; ---p; sans pour autant étre racine primitive modulo un des p;.
Nous montrons dans le premier chapitre que pour étre racine primitive gé-
néralisée modulo p; - - - p, un entier doit vérifier des critéres plus faibles que
celui d’étre racine primitive mais cela simultanément modulo chacun des p;,
et donc le résultat ne découle pas immeédiatement du résultat de Hooley|[14],
dont on retrouve ci-dessus le terme principal en prenant ¢ = 1. Cependant
on peut facilement calculer numériquement des valeurs particuliéres des dif-
férents termes du théoréme 0.3 (voir 'annexe A). On a par exemple, en

rappelant que Cy(a) = xli_}n;lo./\/'a,g(,f)/% :
CATIA=Welp), h=1] Ci(2) Ce(3) Ce(5) | Cu(10)
p
1 ~ 0.3739 ~ (0.3739 | ~0.3739 | =~ 0.3936 | ~ 0.3739
2 ~ 0.3759 ~ (0.3222 | ~0.3950 | >~ 0.3878 | =~ 0.3775
5 ~ 0.3261 ~ 0.1318 | ~0.3252 | ~ 0.3278 | ~ 0.3272
10 ~ 0.3051 ~ 0.0293 | ~0.3053 | ~ 0.3046 | ~ 0.3047
20 ~ 0.2919 ~ 0.0015 | ~0.2918 | ~ 0.2920 | ~ 0.2920
20 ~ 0.2807 ~2x 1077 | ~0.2807 | ~ 0.2807 | ~ 0.2807

Dans la preuve du théoréme 0.3 on étudie un ensemble plus grand que

celui des /-presque premiers pour lesquels a est une racine primitive générali-
sée, I’hypothése de Riemann généralisée n’est alors utilisée que pour majorer
les éléments de cet ensemble pour lesquels a n’est pas une racine primitive
généralisée (voir section 2.2). Ainsi inconditionnellement on a la majoration :

Theoréme 0.4. Avec les mémes notations que pour le Théoréme 0.3, on a :

Noo(x) < z(loglog z)*!

= WCE(G) (1 + 0(1)) .

13



De plus nous montrerons un cas particulier du théoréme 0.3 pour ¢ = 2
avec un meilleur terme d’erreur :

Theoréme 0.5 (GRH). Avec les mémes notations et hypothéses que pour le
théoreme 0.3,

xzloglog x
N,o(z) = rioglog

Cola) + O ( xloglog x >

log x log x log log log x

avec dans ce cas :

[To-wan -T](1- 222D T (- 250

p pth plh

La seconde partie quant a elle concernera les pendants criblés des théo-
remes 0.3 et 0.4 :

Theoréme 0.6 (GRH). Soit 0 < 0 < 3, a un entier qui nest ni —1 ni un
carré. Soit Ny(x,2%) le nombre d’entiers x° criblés plus petits que x pour

lesquels a est une racine primitive généralisée, c’est a dire
No(z,2%) = #{n <z, P~(n) > 2%, a racine primitive généralisée (mod n)}.

Alors sous I’Hypothese de Riemann Généralisée, et en reprenant les no-
tations du théoreme 0.3 :

RIS (5) crtaros

— log x

SN

ot les fonctions f, sont définies par récurrence telles que :
o fi(u) =1 pouru>1,

u—1

o firi(u) = [ fe(v)L pouru >k +1.

et Coa) == [T (1 = Wi(p)) (1 + Vi(ar))
P

Les fonctions f; utilisées ici sont les mémes que celles définies par Balazard
[2].

De la méme maniére que la preuve du théoréme 0.3 donne la majoration
inconditionnelle du théoréme 0.4, on a une majoration inconditionnelle dans
le cas des entiers criblés.

Theoréme 0.7. Avec les mémes notations que pour le Théoreme 0.6, on a :

Ny(z,2%) < %f (E)A(a) ’ (1+0(1))
wemms = = ‘N ) M oga ’
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Le premier chapitre est consacré a la caractérisation des racines primitives
généralisées. On y démontrera que le fait que a soit une racine primitive
généralisée modulo un entier sans facteur carré m est équivalent au fait que
a vérifie simultanément des conditions modulo chacun des facteurs premiers
de m. On déduira de cette caractérisation que a est une racine primitive
généralisée modulo m si m ne vérifie pas une certaine propriété pour tout
nombre premier q.

Le second chapitre traite des racines primitives généralisées parmi les
presque-premiers. Le but principal de ce chapitre est la preuve du théoréme
0.3. En utilisant I’'Hypothése de Riemann Généralisée nous ramenons le pro-
bléme a I’évaluation du nombre de f-presque premiers ne vérifiant pas ces
propriétés pour ¢ petit. Puis nous montrons que les py,--- ,p, ne vérifiant
pas ces propriétés pour ¢ petit sont tels que chaque p; vérifie un certain
ensemble de conditions. Par des résultats de théorie algébrique des nombre
nous montrons que ces conditions sont équivalentes au fait que p; se dé-
compose comme produit d’idéaux premiers distincts dans un certain corps
de nombres. En utilisant la méthode de Selberg-Delange nous évaluons le
nombre de p; - --p, < x vérifiant ces propriétés simultanément. Enfin, apreés
avoir controlé les termes d’erreur, nous utilisons des méthodes combinatoires
pour obtenir ’expression du terme principal. De plus le chapitre se termine
avec une preuve pour le cas £ = 2 ot 'on remplace 'utilisation de la méthode
de Selberg-Delange par la méthode de 'hyperbole, ce qui permet un meilleur
terme d’erreur. Cependant l'utilisation de la méthode de I’hyperbole n’est
pas adaptée a de plus grandes valeurs de ¢ car les termes d’erreur sont alors
bien plus difficiles a controler.

Enfin le dernier chapitre a pour objectif de démontrer les théorémes 0.6
et 0.7. Une observation nous permettra de se ramener a chercher les entiers
criblés avec un nombre fixé de facteurs premiers, ce qui permettra de réutiliser
de nombreux résultats du chapitre 2, avec la notable différence qu’il n’est pas
nécessaire d’utiliser entiérement la méthode de Selberg-Delange dans ce cas,
car les fonctions zéta de Dedekind criblées sont trés proches de la fonction
zéta de Riemann criblée, ce qui simplifie énormément la preuve. De plus le
calcul du terme principal se déduira de celui du terme principal du théoréeme
0.3.
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0.3 Notations

Nous adoptons les notations standards :

Les lettres p et ¢ désigneront toujours des nombres premiers.

(b, c) est le pged de b et c.

[b, ] est le ppcm de b et c.

b|c> indique que tous les diviseurs premiers de b sont des diviseurs de c.
vp(b) est la valuation p-adique de b.

ord.(b) est 'ordre de b dans (Z/cZ)*.

PT(b) est le plus grand facteur premier de b avec la convention P*(1) = 1.
P~(b) est le plus petit facteur premier de b avec la convention P~ (1) = oc.
w(b) est le nombre de facteur premier de b comptés sans multiplicité.

Q(b) est le nombre de facteur premier de b comptés avec multiplicité.

1 est la fonction de Mobius.

@ est 'indicatrice d’Euler.

A est la fonction lambda de Carmichael. Pour n € N, A(n) est 'ordre maxi-
mal des éléments du groupe multiplicatif (Z/nZ)*.

Nous adoptons aussi les notations suivantes, particuliéres a cette these :

Pour [ € N et n € N donnés, on notera $R(l, n) I’ensemble des entiers dont la
classe (mod n) est une puissance [-iéme :

R(l,n)={ce€Z,IbecZ c=0b (modn)}. (2)

La lettre a désignera un entier fixé, généralement différent de —1 et qui n’est
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pas un carré. On écrira a = alag, ol a; est sans facteur carré et on définit A
comme le plus grand entier tel que a soit une h-iéme puissance :

h:=max{r e N, Ibe Z, v’ =a}. (3)

GRH désigne 'hypothése de Riemann généralisée pour les fonctions zéta de
Dedekind associées aux corps de la forme Q( %/a, &), ou k est sans facteur
carré et ki|k. Les lemmes, théorémes, propositions, etc., avec un label GRH
sont des résultats conditionnels a cette hypothése de Riemann.
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Chapitre 1

Caractérisation des racines
primitives généralisées et
approche heuristique

1.1 Caractérisation des racines primitives gé-
néralisées.

Nous donnons dans ce paragraphe un critére caractérisant les racines primi-
tives généralisées. Ce critére est énoncé dans le lemme 1.3.

Nous commencons par introduire une notation qui nous servira tout au long
du chapitre.

Pour ¢, p1, ..., ps des nombres premiers, on notera M,(p, ..., pe) I'ensemble
desp € {p1,...,pe} pour lesquels la valuation ¢g-adique de p— 1 est maximale
parmi les p; — 1 :

1<i<e

M,(p1,...,pe) := {p €{p1,...,pe},vy(p— 1) = max v,(p; — 1)} (1.1)

On commence par donner un résultat classique sur les ordres des éléments

dans (Z/nZ)*.
Lemme 1.1. Pour tous a,ny,ny dans N, (a,niny) =1 :
ord, n,)(a) = [ord,, (@), ord,, (a)]

Démonstration. Commengons par montrer que ord,, (a)|ordp,, n,j(a).
Ecrivons ordp,, ,,(a) = kord,, (a) + r avec k € N et 0 < r < ord,, (a).
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alors

aord[nl,nﬂ(a) = 1(77/1) PN akordnl(a)ar = 1(711)

< a =1(ny)

Or r < ordy, (a) ainsi 7 = 0. Ainsi ord,, (a)|ordp,, »,(a), de méme

ord,, (a)|ordj,, »,i(a) et donc [ord,, (a), ord,, (a)]|ord},, n.)(a).

Reste a montrer que @lodm (@-0rdna (@) = 1([n; ny)), ce qui est immédiat car
ny |a[0rdn1 (a),ordny (a)] _ 1 et ngy |a[ordn1 (a),ordn, (a)] _ 1 donc [nb n2] |a[ordn1 (a),ordn, (a)] _

1. O

Ainsi 'ordre d’un entier @ modulo un entier n sans facteur carré va dépendre
des ordres de a modulo chaque facteur premier de n. De plus, une rapide
application du théoréme chinois donne que l'ordre maximum atteint par un
élément de (Z/nZ)* avec n sans facteur carré est le plus petit multiple com-
mun des p; — 1, ol p; est un facteur premier de n. Cette propriété se retrouve
dans la fonction lambda de Carmichael [5].

Lemme 1.2. La fonction lambda de Carmichael A : N — N est telle que
A(n) est le mazimum des ordres des éléments de (Z/nZ)*. De plus, \ vérifie
les propriétés suivantes :

)

1 .
N —gp(p’") sip=2etr>3
1. )\(p ) - { 2¢(pr) sinon

k
2. Sin=[[p avec p; # p;, alors A(n) = [A(p1"), ..., A(pF)].
i=1

On peut alors formuler une caractérisation des racines primitives généralisées
modulo un entier sans facteur carré.

Lemme 1.3. Soient py,...,ps, des nombres premiers distincts et a un entier
tel que (a,p1---pe) = 1.

a est une racine primitive généralisée modulo py - - - pe st et seulement si pour
tout nombre premier q tel que q|\(py---pe), il existe p € My(p1,...,pe) tel
que a ne soit pas le résidu d’une g-ieme puissance modulo p.

Démonstration. Supposons qu’il existe q|A(p;---p¢) premier tel que pour
tout p € M,(p1,...,pe), a soit le résidu d’une g-iéme puissance modulo
p et donc ord,(a)|Z=t, c’est-a-dire v,(ord,(a)) < v,(p — 1). De plus pour
p ¢ My(p1,...,pe) on a, par définition de My(py,...,pe), que vy(ordy(a)) <

ve(p— 1) < max v, (p; — 1).

1<i<e
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Ainsi d’aprés le lemme 1.1,

Ve(ordy,..p (a)) =  max  wy(ordy(a)) < max  wvu(p—1) =ve(A(p1---pr))
pE{P1,--5pe} pE{P1,.,pe}

et donc a n’est pas une racine primitive généralisée modulo p; - - - py.

Réciproquement, supposons que a ne soit pas une racine primitive généralisée
Ap1-+pg)

modulo py - - - pp. Alors il existe ¢ premier tel que g[A(py---pe) et a™ @ =
1(py - po).

Soit p € My(p1,...,pe), alors d’apres le lemme 1.1, ordp(a)|p%1.

Soit v une racine primitive modulo p, alors il existe « tel que v* = a(p) et
donc fyap%l =1 (mod p).

Alors p — 1|a’%1, i.e gla. Ainsi a est bien le résidu d’une g-iéme puissance
modulo p.

]

Nous allons maintenant définir un critére pour caractériser les entiers sans
facteur carré pour lesquels a n’est pas une racine primitive généralisée.

Définition 1.4. On dit que a vérifie R(q,p1---pe) si (a,p1---pe) = 1,
qIA(p1---pe) et a est le résidu d’une q-iéme puissance modulo p pour tout

P € Mq(p17 cee 7]7@)'

Ainsi a est racine primitive généralisée modulo pq ---p, il ne vérifie pas
R(q,p1- - pe) pour tout q. Pour £ =1 on retrouve la propriété R(q, p) intro-
duite par Hooley |14, §3]. La section suivante étend une approche heuristique
de la conjecture d’Artin a notre probléme.

1.2 Approche heuristique expliquant le terme
Wy(p) des Théorémes 0.3 et 0.6

Dans un premier temps nous rappelons I'approche heuristique de Heilbronn
[21] pour la conjecture d’Artin, c’est-a-dire quand ¢ = 1. Dans ce cas a est
une racine primitive (mod p) si et seulement si a ne vérifie pas R(q, p) pour
tout ¢. Fixons ¢ un nombre premier et examinons la probabilité quun nombre
premier p soit tel que a ne vérifie pas R(q, p).

P(“a ne vérifie pas R(q,p)") =1 —P(p =1 (mod q))P(a € R(q,p)).
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Alors, d’aprés le Théoréme de Dirichlet sur les nombres premiers en progres-
. . L. _ 1 s .
sion arithmétique on a P(p = 1 (mod q)) = ——1- Rappelons que £ est I'entier
défini par (3), c’est-a-dire le plus grand entier tel que a soit une h-iéme puis-

sance . Alors trivialement si g|h,

P(“3b tel que a =07 (mod p)’|“p =1 (mod ¢q)”) = 1.
Si g1 h, alors

P(“3b tel que a = b? (mod p)’|“p =1 (mod ¢)”)
= IP’(“apr1 =1 (mod p)’|“p =1 (mod q)”).

D’aprés le petit théoréme de Fermat, la classe de a7 appartient a {T €
(Z/pZ)*, 7 = 1}. Or cet ensemble posséde g éléments, on peut donc supposer
que la probabilité que v =1 (mod p) est é (voir [25]).

Un argument plus rigoureux ([20] lemme 3.2) consiste & observer que p =
1 (mod q) et “a vérifie R(q,p)” si et seulement si p est totalement décomposé

1 . . C
dans le corps de Kummer L := Q (gq,aq>, ou &, est une racine primitive

g-ieme de 'unité. Cela revient a dire que les éléments de Frobenius o, pour
p € Op au dessus de p, sont bien définis et sont dans la classe de conjugaison
de l'identité dans Gal(L/Q) qui est réduite & un singleton.

D’aprés le théoréme de Tchebotarev la proportion de tels p est

—L _ gsauf si a est un carré.

1

ok qui vaut

q(q—1)
Ainsi P(“a ne vérifie pas R(q,p)”) = 1 — quﬂ)’ Alors en supposant l'indé-
pendance selon les g des événements “a vérifie R(q, p)” on obtient
. . o (h.q) '\ _.
P(“a est racine primitive (mod p)”) = H 1-— d-n)" Ca(h),
a\q —

q

ou C,(1) est la constante d’Artin. Cependant, cette hypothése d’indépen-
dance est bien trop forte, par exemple Q(v/5) est un sous-corps de Q(&, v/5)
(car /5 = —2(e%™/5 4 ¢=%7/5) — 1), et donc la condition “5 vérifie R(5, p)”
implique “5 vérifie R(2,p)”. Un terme correctif dépendant de a devra alors
étre ajouté pour tenir compte de ce genre d’éventualités (voir[35]).

Passons maintenant au probléme pour les entiers sans facteur carré ayant
exactement ¢ facteurs premiers, en utilisant I’heuristique “naive”. Notons

Wi(q) := P(“a vérifie R(q,p1---pe)”).
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Découpons Wy(q) suivant la valuation g-adique de A(p; - - - py), et suivant la
taille de M, (p1, ..., pe)-

o 4 “a vérifie R(q, p1 p )’
= Z ZP Vg(A(p1 -+ pe)) =

m=1 i=1 M, (p1, .., pe)| =

< L o/ uq(pj—1)<m Vi<j </t
:Z <> ve(pj—1)=m V1i<j<i

1i=1 3b tel que a = b7 (mod p;) V1 <j <i

3
I

Les événements impliquant les p; sont maintenant indépendants :

ii ( ) el ( Hﬂg’ptel E)ue:;n_ b (mod p)” )

=1

Alors d’aprés le Théoréme de Dirichlet P(v,(p — 1) <m) =1 — Puis

e(q™) m)
1 (mod ¢™), a € R(q,p))

1 (mod ¢™™), a € R(q,p))

h,q ( 1 1 )_(hq)(q—l)

olg™)  lgmh) *o(q™)

P(vy(p —1) =m, a € R(q,p)) =Pp =

=35 () (- soém))é_i T

1—i
On développe (1 — @) en utilisant la formule du bindéme de Newton,

puis on inverse les sommes finies et la somme infinie, on obtient alors,

We(q) = XK: (f) i (é J_ Z) qzi((; 1_)”1q;r (];z]i}pzz 1)

i=1 j=0

Alors, en supposant l'indépendance des R(q,p; - - p¢), on a que

P(a est racine primitive généralisée (mod p;---py)) = H(l — Wi(q)).
q

Cependant on verra par la suite qu’il n’y a pas indépendance, et donc quun
coefficient correctif dépendant de aq, h et £ devra étre ajouté.
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Chapitre 2

Racines primitives généralisées
parmi les presque premiers

Nous cherchons a compter les nombres m f¢-presque premiers pour lesquels
un nombre a donné est racine primitive généralisée. Il est immédiat que si a
est un carré ou a = —1 alors a ne peut étre racine primitive généralisée que
dans le groupe trivial (Z/27)* ou dans (Z/3Z)*.

Nous allons montrer, sous 'hypothése de Riemann généralisée, que quand a
n’est pas un carré parfait et a # —1 cet ensemble est infini et admet une
densité positive parmi tous les (-presque premiers.

De plus on a trivialement :

E 1< (loglog )2 et E 1< (loglog z)*2
log log
p1--Pe—1< p1--pesw

On a donc un analogue de la formule (1) (page 7) dans le cadre des racines
primitives généralisées. On ne s’intéresse dans la suite qu’aux a qui ne sont
pas des carrés et aux m < x sans facteur carré ayant exactement ¢ facteurs
premiers. Dit autrement, les théorémes 0.3 et 0.4 restent valides si ’on consi-
dére I'ensemble des entiers ayant exactement ¢ facteurs premiers comptés
avec ou sans multiplicité, ou sans facteur carré.

2.1 Le découpage de Hooley

Nous adaptons des notations similaires a celles du paragraphe 3 de [14] puis
procédons a un découpage de la fonction de comptage des ¢ presque premiers
pour lesquels a est une racine primitive généralisée.

On a vu dans la section 1.1 qu’un entier p; - - - p, était compté dans N, ¢(x)
s’il ne vérifie par R(q, p1 - - - p¢) pour tout gq.
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Pour n, n1, 12 € R, 1 < 19, et k un entier sans facteur carré on considére
les cardinaux suivants :

Nao(z,n) = #{p1---pe < x| a ne vérifie pas R(q,p1...pe), Yg <n}, (2.1)

Po(x, k) = #{p1 - pe < x| a vérifie R(q,p1...pe), Yq|k}. (2.2)

Enfin nous introduisons, de maniére analogue a Hooley [14], des fonctions

M (z,m1,m2) qui comptent les ¢ presque premier qui passent le test R(q, p1 - - - pe)
pour un ¢ dans un certain intervalle. Plus précisément, pour 1, < 19, M (z, 11, 12)
est le nombre de p; ---p, <  pour lesquels a vérifie R(q,p; ... p¢) pour au
moins un ¢ dans Uintervalle |1y, ns].

On découpe |0,z — 1| en 4 parties suivant les bornes suivantes :

- ('] une constante arbitrairement grande ;
. Cy =22 log S x; (2.3)

- (O3 = 2 log x.

Tout d’abord,
Na7g(iv) S Na7g(£B, Cl). (2.4)

On minore N, (z) a l'aide des quantités M, (z, n1, n2),
Noo(x) > Noo(z,C) — My(z,Ch oz — 1).
On en déduit
Noo(x) = Noo(z, Cy) + O(Mg(z, Chyz — 1)),
On obtient alors I’équation fondamentale :

Noo() = Noo(z, Cr)+O (Mg (z, Cr, Cr))+O(M,(x, Co, C3))+O(M,(z, Cs, 2—1)).
(2.5)

Dans la section suivante nous fournissons des majorations de M,(z, Cy, C3)

et My(z,Cs,x — 1). Le terme M, (z,C1,C5) est ensuite majoré a l'aide de

I’'Hypothése de Riemann Généralisée.
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2.2 La contribution des p; - - - py tels que a vérifie
R(q,p1---pe) pour g grand est négligeable

2.2.1 Majoration de M,(z,Cy,C3) et M,(x,C5,z — 1)
Proposition 2.1. En reprenant les définitions de Cy et C3 de (2.3), on a :

)

X

Ma(‘ru 027 03) =0 <1 (lOg log 1:)[2)

ogx

i)

Ma(g;,cg,x—nzo( * )

log? z

Démonstration. i) Nous majorons M,(x,Cy, C3) a l'aide des cardinaux
P.(z, k) définis par (2.2) :

Ma(2,Cy,C5) < > Pala,q).

C2<q<C3

En ne retenant que la condition ¢g|A(p;---pe) dans R(q,p1...pe), on
obtient I'inégalité

Pol(x,q) < 0! Z 1.

P11 Pe<T
p1=1(q)

Soit € > 0, on découpe cette somme selon la taille de ps - - - py,

Z Z 1=5+5S,+8;,

C2<q<C3 p1-pe<w
p1=1(q)

avec

5= Y Yo

C2<q<C3 pz...pe<\/§17€ p1< p2ﬁc‘p£

p1=1(q)

Sa= D, 2. 2. L

C2<4sCs /'~ <pyopy<Va' T PS5

p1=1(q)

-y Y Yo

C2<q<Cs py .y > /2T 1< Gt

p1=1(q)
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Dans S; la somme sur p; est longue, on utilise le Théoréme de Brun—Titchmarsh
([37] ou [36], Théoréeme 1.4.16), qui stipule que le nombre de nombres
premiers plus petit que x appartenant & une méme classe de congruence

modulo ¢ est < Wxg(%).

S, < Z Z 2x —

e lo
CQ<qSC3 p2p£<\/5176 p2 peq g(p2pzq

x lo
<<1 s—(loglog z)"! Z 84
08 ¥ Cacg=os 4

z(loglog x)*
« Wogloga)’
log” x

Pour Sz, on ne peut plus profiter de la congruence p; = 1 (mod ¢) car
p1 et ¢ sont d’un ordre de grandeur proche :

s- Y Y Yo

1— 1 z
\/5 ESP?"Z’ZS\/E +e plgpz-‘-pg Céﬁ)f;fg

< Y ¥

x

1— 1
VI <pape<VT e plgpz“-;vz

puis en appliquant le Théoréeme des nombres premiers, on obtient :

X
52 < Z o pelog(—2—)
V@ <yt V2P
Comme py---py < /', log (%) > log -
5 < > :
2
logx P2

1—e¢
Sipy---pp > \/El_e, alors max(ps, ..., pe) > /x*'. Lesrolesde po, ...,y
étant symétriques, on peut supposer que ce maximum est atteint par ps :

1 1
S R I

ps3 Pe P2
04324 1—
P3PSV ) \/Esz<p2<\/51 €
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ii)

La somme sur py est un O(1) ou la constante peut dépendre de £. On en

déduit que S 102 —(loglog 7)*~2. Et enfin, pour S3, on a trivialement

pour x assez grand,

S:

car pour = assez grand, comme p; § pr_”_p[ et pgfpé < (5 et donc

> 1=0. Ainsi M,(z,Cs,C5) = O (1 . (loglog 7)"2
C2‘<¢1S1C'3
alp1—

g x) Nous procédons

Montrons maintenant que M, (x,Cs,z—1) = O (

ici de la méme fagon que Hooley [14, p212]. Observons que, comme les
roles des p; sont symétriques dans la condition R(q,p;...ps) on peut
supposer que a S = 1( (mod pl) et donc a® 7 =1 (mod py).
Comme ¢ > 3 log x, pour py---p, < x fixés, les nombres p; tels que
Py -+ pe soit compté dans /\/la(x,Cg,:L’ — 1) doivent diviser le produit
positif (éventuellement vide) :

11 (a®™ —1) (2.6)

1 4
m<z2log~lz [] pfl
=2

Posons S, (m1,m2) = {p: 3q €]m,n2] tel que q|lp—1, a € R (q,p)}. Ainsi

Mg(z,Csx—1) <2 > Z 1

pe < <
D2 PexT p1,p2 r

p1E€Sq(Cs,2—1)

Les éléments de S,(Cs,x — 1) étant des nombres premiers, leur produit
divise (2.6). En minorant dans (2.6) par 2 chaque p € S,(Cs,z — 1) on
obtient :

o =35 PES(Car—1)} H q2m
m<a:% log~ !z ﬁ p{l
=2
Ainsi, en prenant le logarithme :
2log |a|
: € S,(Cz,x—1 } <
P ( 3L ) log 2 Z m

1 £
m<z2 log~tz ] pi_1

=2

log” z [ p?
1=2

#{pl <

D2 Pe
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et dome My(2,Cy 0 —1) < 3 —— < 5
pa--pe<z log?x -1:12 p?

2.2.2 Majoration de M,(z,Cy,C5) sous GRH.

Nous procédons a la majoration de M, (z,Cy,Cy). Pour ce faire nous au-
rons besoin du résultat suivant de Hooley [14] conditionnel a ’hypothése de
Riemann généralisée pour certains corps de nombres.

Lemme 2.2 (Hooley, GRH). Soit ¢ un nombre premier, on a alors

Z 1= ﬁ Li(z) + O(v/zlog(qx)).

p<z
qlp—1
a€R(g,p)
Hooley parvient a ce résultat en montrant que les nombres premiers que l'on
comptent sont exactement ceux qui se décomposent complétement dans un
certain corps de nombre K (ce dont nous établissons une généralisation avec
les propositions 2.9, 2.11 et 2.12). L’étude de la fonction zéta de Dedekind
associée a K, ainsi qu’une majoration du discriminant de K, fournissent une
bonne estimation du nombre d’idéaux premiers de K de norme plus petite
que z. Il reste alors a remarquer que les nombres premiers se décomposant
complétement dans K se décomposent en un produit de [K : Q] idéaux pre-
miers distincts de norme premiére, et donc que la quantité que I'on souhaite
compter est, & peu pres, le nombre d’idéaux premier de K de norme premiére
plus petite que x divisé par [K : Q].
Nous sommes maintenant en mesure de fournir la majoration suivante pour

MG(I, Cl, CQ)

Proposition 2.3 (GRH). Sous I’hypothése de Riemann généralisée, et avec
Cy et Cy comme dans (2.3), on a :

r(loglogz)*!  wx(loglogz)2

M, (z,C,0s) < loglog log .

Cilogzx log x

Démonstration. Dans M, la condition a vérifie R(q,p; ... pe) implique qu’il
existe p € {p1,...,pe} tel que a vérifie R(q,p). Le role des p; étant symé-
triques, on peut supposer que a vérifie R(q, p1).

Ecrivons

Mo(z,C1,Co) < #{p1---pe < x 3q €]Cy, O], tels que a vérifie R(q,p1)}
<S+#{p-pe < p <log”a},
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ou S est le nombre de p;---py < x tels que po---pr <
q €]C1, Cy] tel que a vérifie R(q, p1).
La contribution de p; < (log )% est négligeable :

. . )
ozt 7 et il existe

64 - -2
#{p1-p < p <log”z} < Z pllogx(loglogx)
p1<log® @
< — (loglog x)?logloglog .

log

Réécrivons maintenant S :

S< Y > oL

< z z
C1<q<C>  po peﬁg ISPIS 5o,
p2epeSior,  alpi-l

a€R(q,p1)

On découpe la somme sur ps - - - py en trois parties suivant si ps - - - py est petit,
grand ou de 'ordre de q%. Nous procéderons alors dans les deux derniers cas

comme pour les majorations de M, (x, Cy, C3) et My (z,Cs,x — 1).

Si= >, > 2 L

< < <pr<—2
C1<q=C2 pa-pe< s, 4SP1S 5o,

P2 P 61— qlp1—1
log
e a€R(q,p1)

ST YD SR DN

C1<q<Cy L <p2--~pg§q%log2xfI§Pl< -

2 10gb o —Pp2-pyg
P2 peS i alp1—1
Si= D, 2 2. L
C1<g<C < E <pr<—T
1<g< 2ilog2x< P2peSy  4SPIS T
2 pe < —F— -1
a P2PeSier,  alp
a€R(q,p1)

et on a donc S <« 51 + Sy + Ss.
Pour majorer S; on utilise le lemme 2.2 dt & Hooley.

s< Y Zx (Li( T )q<q1_1)+ ,g.c.pélogx)

C1<q<Cs pa-pe< pare-pe P

q2 log6 x

LT
P2 P> log64 &
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Nous allons utiliser le Théoréme de Landau sur le nombre de presque premiers
[16], qui stipule que > 1~ a(loglog ) - Aorg par sommation d’Abel, on

allogx
n<x &
w(n)=a
lu(n)|=1

vérifie que le terme de reste est assez petit :

Z Z «/ 10gx<< Z 0 1 ‘ loglog x.
C1<q<C2 pa--py< P2 C1<q<Cy q Og v Og z

2log T

p2PeSfr

Puis pour le terme principal, on ne peut que majorer trivialement les contri-
butions de py,...,ps :

Z Li ( ) < Z 1<< loglogm)
p2-pe< 2log6:t P2 P11 pe<T
P2 Pe<—¢1

log

Comme la somme sur ¢ est un reste de série convergente on peut majorer

Sli

z(loglog z)“!
Cylogx log? x

z(loglo x T
S <K Z g21g +1 — loglogz <
C1<q<Cs 08T og ¥

log log x.

Passons a la majoration de Ss.

Notons E(z,n) := {q, ‘ /#gsx <q< ,/ﬁlogzx}, en appliquant le Théo-

réme de Brun-Titchmarsh on obtient :

s< Y Y Y
P2 PeS oogry A€ E(@p2pe) a<p1< s
qlp1—1
x
< T X -
p2pr< s g€ B(wpa-py) (P2 Pelog <qu pe)
x x 3 T 1 x

Ona D2 Pel g — qp2-pe < \/ p2--pe log z et donc log <QP2"'P£> ~ 510g (pzmpe)'
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Alors en appliquant le Théoréme de Mertens et des manipulations standard
sur les logarithmes,

2.

q€E(z,p2--pe)

< loglog ( p2 -:I-U-pg log 93) — loglog ( P _:l‘j‘pg log ™3 :)s)

oo (555)

| =

<4 log log x Lo log log x 7
oe (i) \ s (Vo)
log log
< 6706 .
ot (/55
Ainsi,
1
Sy < xloglog x Z 5 )
pope< i P2 Pelog (1,2.”.”.”)

On évalue alors cette somme par sommation d’Abel et en utilisant le théoréme
de Landau sur les presque premiers :

ﬁ 0—2
1 ) < /1 Mdt
4l

2z
- Dy pelog? (p;c'pe tlogtlog” %

papeS i

T
log64 T 1

< (loglogx 62/ ——dt.
(log log 2) o tlogtlong

On utilise le changement de variable u = logt et on effectue une décomposi-
tion en éléments simples, on obtient :

Sy &K ’ (loglog x)*2.
log x

Passons a la majoration de S3. On va procéder comme dans le i) de la
proposition 2.1
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5=y Y Yo

Ci1<q<Cz p2pe<y  q<pi< -t

5 log* < «_a 2P
P2"'Pz_10g64x q\p171

a€R(g,p1)

p1—1

—_ = P — p1—1 T T -1
Commea ¢ =1(p1),a” « = 1(p;). De plus S S logT @

Pp2-pe

Ainsi il existe m < , /—2—log™! z tel que p1la™ — 1. On minore chaque p;
par Cy (au lieu de 2 contrairement a la preuve de la proposition 2.1)

C#{Clgplgmfp[: Jq>, /élogm, a=b? (mod p1)} < H 2m

1
m<\/T 1
=1/ py-py logz

et donc en prenant de nouveau les logarithmes

21
#{Cy < pr < 3> [ ——logz, a= b (mod pr)} < ot N m
P2 D P2 D log C -
M\ papg Toge
< x
p2- - pelog Cy log2 Z
On reporte dans S
x
S K
Z P2+ pelog Crlog’
z(loglog z)*!
log Cy log? &

Ainsi

)ZfZ

z(loglog )1 N z(loglog

log log log .
Chlogx log x 0808108 %

M (z,C1,Cy) <

2.2.3 Nouvelle équation fondamentale

Maintenant en reprenant (2.5) et la proposition précédente, on obtient la
proposition suivante :

Proposition 2.4 (GRH).

)8—1 )2—2

log log x z(loglogx

Cilogx log

Nog(x) = Nyy(z,Cr) + O (x( logloglog x) .
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Exprimons alors NV, ¢(x, C1) en termes de P, (x, k). Déja, par inclusion-exclusion,
on a en notant H(R(q,pl . '])g)) la fonction valant 1 si a vérifie R(q,p1 - - - pe) :

Naw(z,C1) =[] (1= 1(R(g.p1---p0)))

p<z ¢<Ci

=) Z ) TR p1---p0)
P P+(l')<c a

= > uwll)Pulx,l),
PH(I)<Cy

La section suivante a pour objectif de séparer le plus possible les conditions
sur les p; dans P, (x, k).

2.3 Expression de P,(x, k)

Commengons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 2.5. Soient u et v deux entiers premiers entre euz, a un entier et p
un nombre premier, alors a appartient a la fois a R(u,p) et a R(v,p) si et
seulement si a appartient & R(uv,p).

Démonstration. 1l est clair que si a € R(uwv, p) alors a € R(u, p) N R(v, p).
Supposons alors a € R(u, p)R(v, p). Soient vy et v tels que 1§ = a (mod p;)
et v3 = a (mod p;).

Puis, comme (u,v) = 1, il existe d’aprés le Théoréme de Bézout A\; et Ay tels
que A\ju + Av = 1.

Alors on a

(120"

R = (P P = gt =

a (mod p).
[

Rappelons la notation E = {1,...,¢}, et soit P*(E) 'ensemble des parties
non vides de F.

On déduit du lemme précédent et des définitions de P,(z, k) et h données
par (2.2) et (3) les conditions suivantes pour les nombres p; - - - p, contribuant

a Py(z, k).
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Proposition 2.6. Soit (py...,p) un C-uplet de nombres premiers distincts
tel que py---py < x. Alors py---pg est compté dans P,(x, k) si et seulement
st les conditions suivantes sont vérifices :

e (a,p1---po) =1,

e [l existe une unique factorisation de k sous la forme k = [ kg
LeP*(E)
k * .
telle que, en notant kf = iy bour tout L € P (E) :

- VieE acfR [T *,,pi| etp;=1 (mod [[ ki);
LeP*(E) LeP*(E)
i€l icL

—Vje E, VL C E\{j}, tels que Vq|kr, vy(p; —1) < vy(A(p1---pe))-

Démonstration. Tous les p; - - - p, comptés dans P,(x, k) vérifient les condi-
tions suivantes :

i) (a,p1--pe) =1,
ii) k|A(p1---pe)),
iii) VYglk, Vpi € My(p1,...,pe), a € R(q, i)

Définissons pour tout diviseur premier ¢ de k£ ’ensemble des indices des
éléments de l'ensemble M, associé : I, :={i € E, p; € My(p1,...,pe)}

A chaque L C E non vide, on peut associer un diviseur k; de k défini par
kr:= [] getainsi [] kg, les k pouvant valoir 1.

qlk LeP*(E)
L=I,
La condition k|A(p; - - - p¢) peut s’écrire sous la forme Vq|k, max ve(pi—1) > 0,
_Z_

ce qui revient a p; = 1 (mod [] kz).

ieL
La condition iii) est quant & elle équivalente au fait que pour tout i € F,
a € R(q,p;) pour tout g tel que p; € M,(p1,...,ps). En appliquant plusieurs

fois le lemme 2.5, cette condition sur p; est équivalente a

aE%(Hq,pi) :%<HkL,pi> :

qlk i€l
icl,

On note ky, = ki (kr, h). Comme k est sans facteur carré, (k, (kr,h)) = 1.
D’aprés le lemme 2.5, a € R(kp,p;) si et seulement si a € R(k},p;) et
a € R((kz, h), p:)-
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Or par définition de h, on a toujours a € R((kr, h),p;), et donc a € R(kp,p;) <
a < %( ,L7pz)
Appliquons & nouveau le lemme 2.5

a € R (HkL,pZ) s ac Rk, p) & ac Rk, p) < aeR (H/{:/L,pZ) .
i€l i€l ieL i€l

Ainsi notre factorisation de &k convient. Soit HIQL une décomposition de k
qui convient, alors pour tout ¢|kr, M,(p1,...,ps) = L et donc kr = ky.
O

Grace a la proposition 2.6, on peut exprimer P,(z, k) comme suit :

Pulz,k)= > > L, (2.7)

I[1 kr=k P1Pe<T
LEP*(E) (a,p1--pe)=1
Vi, piEl (mod H k‘L)
LeP*(E)
i€L

Vi, aeR| 1 Kkp.pi
LeP*(E)
1€L
ou les kr et k7 dépendent des p; comme explicité précédemment. Dans la
proposition suivante nous obtenons un découpage de P,(x, k) dans lequel
les conditions sur les py, ..., p, sont indépendantes (mis a part la contrainte

p1--pe < ).

Proposition 2.7. On a :

Pao(w, k) = % Z Z Z Z L

" {kp, LEP*(E)} {gL, LEP*(E)} {ciL, LEP*(E), i¢L} {pi, i€{1,...,0}}

1 ki=k gr|kg° CiL'% p1~~-pe§il
e el i, i e )
Vi, (Bt k)=1
Vi, a€R(K},pi)
ou pour tout 1 € {1,... 0}, u;:= [ g [l cpetki:= TI K.
LEP*(E)  LeP*(E) LeP*(E)
i€l i¢L ieL

Démonstration. A k et py,...,p, fixés, notons pour L € P*(E) et i € L,
gr = ] ¢«®»Y = (k°,p; — 1) et pour i ¢ L notons ¢z, := (k3°,p; — 1).
qlkr
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Notons que la définition de gy ne dépend pas du ¢ € L choisi et que CiL’Z_i'

Puis posons pour tout ¢ € E, k; ;= [][ kpetki:= T[] k.
LEP*(E) LeP*(E)
icL i€l
On va sommer sur toutes les décompositions de ken [ kg et les gr et ¢;p,
LeP*(E)

possibles. C’est-a-dire sommer sur ces décompositions de k et sur les g |k$°,

kL|gL et CiL'Z_i'

Ainsi & k, {kr, L € P*(E)} tels que [[ kr =k, {9z, L € P(E)} et
LeP*(E)

{cir, L € P*(E), i ¢ L} fixés, les p;---py qui contribuent & P,(z, k) pour

lesquels les kr, g1, et ¢;;, correspondent sont tels que :

L (a,p1---pe) =1;
2. pour tout i, p; = 1(k;);
3. pour tout i, a € R (k},p;);

* ; i—1 — 1.
4. pour tous L € P*(E) et i € L, gr[(pi — 1) et (2=, k) =1;

5. pour tous L € P*(E) et i ¢ L, cir|(p; — 1) et (pi;l, kr)=1.

C

Comme pour tout L, kr|gr la condition VL € P*(E), i € L, gr|(p; — 1) et

(p;zl, kr) = 1 implique p; = 1(k;). Puis, comme k est sans facteur carré, les

conditions :

1. pour tout L € P*(E), i € L, gr|pi — 1 et (=2 k) =1;

gL

2. pour tout L € P*(E), i ¢ L, cip|pi — 1 et (221 k) =1;

CiL

sont ensembles équivalentes au fait que pour tout i € {1,...,/},

( IT g9 1I CiL)’(pi_l)et I g’”_ln k| =1

LeP*(£)  LeP*(E) LeP*(E) LLGP*(E)

icL i¢L i€l i¢L
Notons alors pour tout 7, u; := [[ ¢ [] ¢ et disons, pour raccourcir
LEP*(E)  LEP*(E)
icL i¢L
les notations, que la condition p; = 1 (mod w;) est impliquée par (p"u—_il, k) =1.
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Les py - - - p¢ qui contribuent & P,(x, k) pour lesquels les ky, g1, et ¢;;, corres-
pondent sont alors tels que :

1. (a,pr---pe) = 1;

2. pour tout i, a € R (k},p;);

3. pour tout i € {1,...,¢}, (&=L k) =1.

Us

On peut alors écrire P,(z, k) comme suit :

Pk =y Y > S o

" {kp, LEP*(B)} {9, LEP*(E)} {ci, LEP*(E), i¢L} {pi, i€{1,...,0}}

I kr=k gr|kg° CiL|ﬁ pl'"mﬁﬂi
LeP*(E) kLIgL (a’pljlll)é)_l
Vi, (Pg” k)=1

Vi, aEER(k;,pi)

Le facteur % provenant du fait que un méme nombre p; - - - p; est compté /!
fois suivant 'ordre des facteurs premiers et comme p; # p; pour @ # j.
O

Afin de pouvoir calculer la derniére somme de P,(x, k) nous aurons besoin
de controler la taille des gy, ce que nous faisons dans la proposition suivante.

Proposition 2.8. Pour k < 7, C5 une constante arbitrairement grande,
0<t<l1l,ona:

C’lx

Pa<$, k) = Pa (.’L’, k) + O (m

(loglog :U)€1) :

ol

Pl k) =y 3 3

" {kp, LEP*(E)} {9, LEP*(E)} {ciL, Lep* (E), i¢L}

krL=k 9.<Cs cin| &
LEP*(E) grlkg L
krlgr
E H p(d;) E L.
{di, i€{1,....L}} i€{1,...,t} {pi, i€{1,....L}}
di|k p1pe<x
(a,p1--pe)=1

Vi, pi=1(u;d;)
Vi, aei)%(k;,pi)
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Démonstration. 11 suffit de montrer que la contribution des gy, tels que max g;, >
Cs est un O (Ct+ogm(log log a:)g_l). Quitte & permuter l'ordre des p;, il suffit

5
de vérifier que la contribution d'un g, > Cs, avec Ly € P*(E) et 1 € Ly est

un O ( ~(loglog )"~ 1).

Un nombre presque premier donné ne pouvant étre compté dans la somme
sur tous les presque premiers plus petits que x que pour une valeur donnée
des g1, et ¢; 1, on a la majoration suivante :

Si= ) 2. 22 >, !

{kr, LEP*(E)} {91, LEP*(E)\Lo} 9rq=>C5 {c;r, LEP*(E), i¢L} {p;, i€{L,....L}}
kr=k 9L|k‘zo gLolk‘LO cZlei p1pe<T

LeP*(E) krlgr kpglorg Vi, pi=1(u;)

SZZZ 2. L

oo
kr=Fk grolkT, P2 pesT  pr<—to e

LeP*(E) gL >C5 p1=1 (mod gr,)
x /-1
On veut montrer que S < W(log log z)
64

On a vu précédemment que la contribution d'un p; < (logx)®* était négli-

geable, donc
s« ¥ T Y% on

kr=k gry|kg? p2--pe< <1ogz)4 p1§p21w
9L0>05 p1>(log )64

p1=1 (mod gr)

LG”P*(E)

p1 étant premier, la condition p; = 1 (mod g¢r,) entraine que p; > gp,.

On majore la somme sur p; en utilisant le théoréme de Brun-Titchmarsh
quand gr, < (logz)! et par - quand gz, > (log x)1°. Ainsi S <
S1 4+ S, avec

s= Y Y % ' ;

LGE(E)kL =k anolh ”“'WSW P2 pep(9y) log <p2 Pegrg

Pp2-pegL

Cs <gLO (lOg I)

LS S M

PegrL
krp=Fk 9L0|kL0 p2"'pe<ﬁ7f g 0

* log @)
Lepn®) gLy >(logz)'?

Pour la somme S, on utilise la méthode de Rankin pour majorer la somme
sur gr, :

1
1 1 1 p2 Ch
< — - < .
QL%O 9L (log:z:) e % loga: (log )5 H ( 3 _1) (log )®
0 Lo
gL0>(lOg;)1o




Ciz
(log 27

Dans la somme S, g7, < (log z)'° tandis que 2> (log 7)% donc log (pz...;fmo) >

log <p2-g-c~pe) )

kr, log log C'
De plus —1— < -L o aonty
PHUS THre) = iy #lkg) o(gry)

Nous appliquons de nouveau la méthode de Rankin avec un parameétre ¢ €
]0,1[. On peut majorer la somme sur gr, par :

D
L
9ok @(gLo) 5

Cs<gry<(logz

)E—l.

En reportant dans la somme Sy on obtient Sy < (loglog x

)10

Ainsi S; < &2 (loglogz)*~ 1. O
5

log z

Dans les preuves des théorémes 0.3 et 0.4, C5 sera une constante fixée (ar-
bitrairement grande). Cela est nécessaire pour pouvoir majorer certaines
quantités relatives a des fonctions zéta de Dedekind associées aux corps

1
K; == Q(&4,q,,a*). Dans la preuve du théoréme 0.5, correspondant au cas
¢ =2, les quantités C' et C; pourront tendre vers l'infini avec x. On prendra
dans ce cas C; = logloglogz et C5 = log x.
Afin de calculer les derniéres sommes de P,'(z,k) nous aurons besoin de
plusieurs résultats de théorie algébrique des nombres, qui seront 1’'objet de la
section sulvante.

2.4 Correspondance entre les /-presque premiers
recherchés et les idéaux premiers de cer-
tains corps de nombres

Dans toute cette partie m est un entier naturel, m’ un entier naturel sans
facteur carré qui divise m, p un nombre premier et a¢ un entier qui n’est ni
—1 ni un carré et tel que (a,p) = 1. On suppose de plus que pour tout g|m/,
¢ premier, a n’est pas une g-iéme puissance. Commencons par la proposition
suivante :

Proposition 2.9. L’existence de solutions pour ’équation v™ = a (mod p)
et la condition p = 1 (mod m’) sont ensembles équivalentes au fait que l’équa-
tion v™ = a (mod p) a exactement m' racines.
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Démonstration. Supposons qu’il existe v tel que v™ = a (mod p) et que
m'|(p —1). Alors ™ =1 (mod p) a m’ solutions, que nous pouvons explici-
ter. Soit «v une racine primitive modulo p, les racines m’-iéme de 1 sont de la
forme z = a5 71))‘, avec 0 < A < m/.

Alors pour chacune de ces racines, (vz)™ = a (mod p) et ainsi le polynéme
X™ — g a au moins m/' racines dans (Z/pZ)*. Comme c’est un polynéme de
degré m’ on déduit que ce sont les seules.

Supposons maintenant que v =g (mod p) a exactement m' racines. Alors
(Z/pZ)" — (Z/pZ)

5 N m a un noyau Kerp de

le morphisme de groupe ¢ :

cardinal m/.
Or Card(Kery)|Card((Z/pZ)*) et on a bien m/|p — 1.
O

Nous allons exprimer cette propriété en utilisant le Théoréme de Kummer
(|27] Prop 1.8.3), dont nous donnons une version faible.

Theoréme 2.10 (Kummer). Soit K = Q[0] un corps de nombre et P € Z]|X]|
son polynéme minimal et Ok son anneau des entiers. Soit p un nombre pre-
mier tel que l’idéal (p) engendré par p dans Ok soit premier avec le conduc-
teur de Z[0]. Soit

P(X) = P(X) - P.(X)",

) =

P(X) (mod p) en un produit de polynomes ir-

la factorisation de P(X
) = Pi(X) (mod p) o les P; sont des polynémes unitaires.

réductibles P(
Alors les
Bi = pOy, + Py(0)Ox, pour 1 <i <,

sont les différents idéaux premiers de Oy au dessus de p. Le degré d’inertie
de PB; est le degré de P;(X) et on a

(1) =B

Or le fait que I'équation ™ = a (mod p) ait exactement m’ racines corres-
pond au fait que le polynéme X" — a se factorise modulo p en un produit de
m’ polynomes unitaires distincts de degré 1. Ainsi cette propriété est équiva-
lente au fait que p{ m’ et p se factorise dans Q( %/a) comme produit de m’
idéaux premiers distincts.

Montrons maintenant la proposition suivante qui est un résultat classique de
théorie algébrique des nombres.
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Proposition 2.11. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
e p=1 (mod m),
e pim et p se factorise dans Q(&,,) en p(m) idéaux premiers distincts.

Démonstration. Soit @, le m-iéme polyndéme cyclotomique. Les racines de
®,,, modulo p sont des solutions de I"équation ™ =1 (mod p).

Soit v une racine primitive modulo p. Alors pour 0 <r < p—1, (a")™ = 1(p)
si et seulement si 7m =0 (mod p — 1). Posons d = (m,p — 1). Alors

dm=1(p) S re=0 (E)

d d
p—1
= r
7|
Ainsi les solutions de ™ = 1(p) sont les o T avec 0 < A < d. Mais ce sont

aussi les solutions de % = 1(p), ainsi les facteurs irréductibles de degré 1 de
®,,, (mod p) sont ceux de ®; (mod p).

Les o7 avec \ < d, (A, d) = 1 sont des racines primitives d-iémes de 'unité
et donc ®; (mod p)= [] (X — oz)‘%). Ainsi deg(®y) = p(d).

Ad)=1

g§£<d
Alors d’apreés le Théoréme de Kummer p se décompose en ¢(m) idéaux pre-
miers distincts dans Q(¢,,,) si et seulement si d = m, i.e m|p — 1. O

La proposition suivante, nous permettra de passer de conditions dans Q(&,,)

et Q( /a) a des conditions dans Q( %/a, &)

Proposition 2.12. Les trois conditions suivantes p{ m, p se décompose en
w(m) idéaux premiers distincts dans Q(&,,) et p se décompose en m’ idéaux
premiers distincts dans Q( /a) ont lieu si et seulement si p ¥ m et p se
factorise dans K = Q( /a,&,) comme produit d’idéauz premiers distincts
et de norme p.

Démonstration. Supposons que p 1 m, p se décompose en ¢(m) idéaux pre-
miers distincts dans Q(&,,,) et p se décompose en m’ idéaux premiers distincts
dans Q( 3/a).

La décomposition de (p) dans Q(&,) est de la forme (p) = pi -+ Pym) Ol
pour tout 1 <7 < p(m), p; est un idéal premier de norme p, p; # p;.
Notons ®,, = ®,, (mod p), alors ®,, se factorise comme suit ®,,(X) =
(X — 1) (X — uypm) et on a, quitte & modifier I'ordre des indices p; =
(p7§m —“UJ.
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De la méme maniére, en notant B(X) = X™ —a, B(X) = B(X) (mod p),

onaB(X)=(X—v) (X — ).

Comme K = Q(&,)(%/a), on peut noter P le polynome minimal de %/a

sur Q(&,,) et P = P (mod p). Ainsi P|B et donc P est scindé. Puis quitte a

changer l'ordre des racines, P(X) = (X —vy) -+ (X —v,), ot s < m/.

A fortiori pour chaque 1 < ¢ < ¢(m), P (mod p;) est scindé et P =

(X —v1) - (X =) (mod p;).

On applique le Théoréme de Kummer & l'extension K de Q(&,,). Pour 1 < i <

¢(m), P (mod p;) étant scindé, p; se décompose sur K en p;O0x = p;, - pi,,
p(m)

avec 7; = s et NK/Q(]JZ-].) = N@(gm)/Q(pi) = p. Puis pOK = 1_[1 szK =

[T ps, ott Ngjo(pi,) = p.

1<i<ep(m)

1<j<r;
Supposons maintenant que p f m et p se factorise dans K = Q( /a, &)
comme produit d’idéaux premiers distincts et de norme p.
Alors pOg = py---ps ot s = [K : Q] et pour tout 1 <i <'s, Ngg(p;) =p
Soit L = Q(&,,) et pOp = Q1 - - - Q- la décomposition de p en produit d’idéaux
premiers dans L.
Soit f; pour 1 < i < s, tel que Ng/g(Q;) = p’i. Alors f; est le degré de
I'extension O /Q;Or par rapport a [,
Or pour tout ¢ € {1,...,r}, il existe au moins un j € {1,...,s} tel que p;
intervienne dans la décomposition de @); dans Of. Ainsi

Ok /p;Ok :F,] = [Ok/p;Ok : OL/Q:0L]|0L/Q:OL : F,)

Par hypothése [Ok /p;Ok : Fy] =1 et donc f; = [0/Q:O0 : F,)] = 1, ainsi
Nko(Q;) = p pour tout 1 < i < r et donc p se décompose en [Q(&,) : Q] =
p(m) idéaux premiers distincts dans Q(&(m)).

De la méme maniére p se décompose en [Q( %/a) : Q] = m' idéaux premiers
distincts dans Q( /a). O

On déduit des trois proposions précédentes la proposition suivante :

Proposition 2.13. Les propriétés p = 1(m) et a € R(m',p) sont en-
sembles équivalentes au fait que p 4 m et p se factorise complétement dans
K = Q("/a,&,) comme produit d’idéauz premiers distincts de norme p.

Démonstration. Les propositions 2.9 et 2.11 entrainent que les conditions
p = 1(m) et a € R(m/, p) sont ensembles équivalentes au fait que p  m’ et
p se factorise dans Q(&,,) en un produit de ¢(m) idéaux premiers distincts
et se factorise dans Q( 3/a) en un produit de m’ idéaux premiers distincts.
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Enfin la proposition 2.12 permet de ramener ces conditions a des conditions

dans Q( W/a, &,). O

Nous allons maintenant calculer explicitement le degré de Q( %/a, &,,).

Proposition 2.14. Soient m',m deux entiers naturels tels que m'|m, m/
sans facteur carré et a # —1 un entier qui ne soit pas un carré. Notons
K = Q("/a,&y), ot &y, est une racine m-ieme de l'unité. Alors,

K Q= m'p(m)

e(m/,m)’

ot (m',m) est donné par la formule suivante, en prenant ay la partie sans
facteur carré de a (i.e a = aja, avec a; sans facteur carré),

2 si 2|m/, 2|Im, ailm et a; =1 (mod 4)
, ) 2si2im, 4)|m, a;lm et a; =1 (mod 2)
e(m’,m) = 2 si2|m/, 8m et arlm (2:8)

1 sinon.

Démonstration. Remarquons que :

(K Q] = [K : Q(&m)][Q(&m) : Q] = @(m)[K = Q(&m)].

Comme Q(&,,,)/Q est une extension galoisienne on a

Posons m’ = §[K : Q(&,,)]. Alors, si ¢ est un facteur premier de 4, le degré

[Q(&m)(Wa) : Q(&,,)] vaut soit 1 soit ¢. De plus,
m/
F.

Q&) (Wa) : Q(&n)] divise [K : Q(&n)] =

Or (mT/,q) = 1 car m’ est sans facteur carré, donc [Q(&,,)(a) : Q(&,)] =1
et ainsi va € Q(&,,). Montrons que ¢ < 3.

Déja Q(a%,fq) C Q(&n) et Q(&n)/Q est une extension abélienne car son
groupe de Galois est (Z/mZ)*. Soit L une sous extension galoisienne de

Q(&n), alors
., Gal(Q(£,)/Q)
~ Gal(Q(&n)/L)

Gal(L/Q)

et donc Gal(L/Q) est abélien.

Supposons que g > 2 et montrons que le groupe de galois de Q(a%,fq) /Q
n’est pas abélien. Par ’absurde on suppose que ce dernier est abélien.
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Alors I'extension @(aé, &)/ @(a%) est galoisienne et son groupe de Galois H
est un sous-groupe de G, := Gal (Q(ai@)/@). Comme G|, est abélien H
est un sous-groupe invariant de G;. D’apres la correspondance de Galois, cela
entraine que Q(aé) /Q est galoisienne de groupe de Galois G,/H.

Mais Q(a4)/Q n’est pas galoisienne car @(aé) ne contient pas toutes les
racines du polynéme X7 —a si ¢ > 3.

On en déduit que ¢ ne peut étre impair et donc § vaut 1 ou 2, car m’ est sans
facteur carré.

/ . . . /
Comme Y = 1, il existe deux entiers u et v tels que ug + v2= = 1 et
' q ’ q
T TR
donc am’ =a~ » = amw a9, ainsi

K = Q(&,)( Wa, ¥/a).

Il vient que si v/a € Q(&,,) alors 0 = 2. On en déduit que 0 = 2 si et seulement
si va € Q(6m)-

Posons
a = alag

ou a est sans facteur carré et éventuellement négatif.

On utilise la caractérisation des sous-corps quadratiques d’un corps cycloto-
mique ([40], Cor 4.5.4).

Si 2||m, comme a; est sans facteur carré, Q(,/ar) est contenu dans Q(&,,) si
et seulement si a; est de la forme (—1|D)D, ou (-|-) est le symbole de Jacobi
et D est un diviseur positif impair de m différent de 1.

Ainsi § vaut 2 si et seulement si ay|m et a; est un entier impair de méme
signe que le symbole de Jacobi (—1 ||a1|). Comme a n’est pas un carré parfait,
a; # 1 et on peut calculer (—1 ||aq|) :

(=1las]) = (_1>$

B 1 st |a] =1 (mod 4)
]l -1 st |ay| =3

1 si ag=1(mod4) et a3 >0

B 1 si ag=3(mod4) et a3 <0
) -1 si ag=3(mod4) et a; >0
—1 si ag=1(mod4) et a3 <0

Ainsi, on a 6 = 2 avec 2||m si et seulement si 2|m’, a;|m et a; =1 (mod 4).
Si 4||m, alors Q(y/ay) est dans Q(&,,,) si et seulement si a; ou —a; est comme
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ci-dessus, et on a donc 6 = 2 avec 4||m si et seulement si 2|m’, a;|m et
a; =1 (mod 2).
Si 8m, alors Q(y/a1) est dans Q(&,,) si et seulement si a;, —ay, a1/2 ou
—ay/2 est comme ci-dessus, et on a donc § = 2 avec 8|m si et seulement si
2|m’ et ay|m.

[l

2.5 Meéthode de Selberg-Delange

D’aprés les sections précédentes, la quantité que ’on souhaite évaluer est :

> 1= > 1

p1pe<T my-me<w
(a,p1---pe)=1 plm;=pEP;
Vi, pi=1(u;d;) m; premier

acR| I Kp.p:
LCcE'
i€L
ot P; est l'ensemble des nombres premiers p tels que p t au;d; et p se
factorise dans K; comme produits d’idéaux premiers distincts de norme p,

K; = Q(K/a,&.,q,) et ki :== T[] k. Les notations des conditions sur la
el

somme de droite peuvent sembler inutilement lourde, mais cela nous sera

utile plus tard afin de voir le lien entre cette somme et une somme plus géné-

rale dans la suite. Rappelons que ’en prenant C; et C5 comme des constantes

arbitrairement grandes, les diviseurs de u;d; sont bornés pour 1 <17 < /.

Le cas £ = 1 a été traité par Hooley [14], en utilisant un résultat proche du
théoréme de densité de Tchebotarev et une majoration du discriminant de
I’extension considérée. Pour ¢ = 2, il est possible de procéder de la méme
facon que pour ¢ = 1 en utilisant la méthode de I’hyperbole. Cependant
pour ¢ > 3 il devient trop compliqué de controler les termes d’erreur qui
émergent de la méthode de I'hyperbole, nous allons donc utiliser la méthode
de Selberg-Delange. Nous suivrons la méthode de Selberg-Delange telle que
décrite par Tenenbaum [37] chapitre I1.5, en comparant une fonction a un
produit de puissances de fonctions zéta de Dedekind associées aux corps K,
similairement & un cas traité par Hanrot, Tenenbaum et Wu [10].
Définissons, pour 7 := (11,...,7,) € N, n € N,

¢
cr(n) == Z MQ(”)H (L (Q(m;) =r;) L(plmi = p € P)),

mi-my=n =1
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et donc, en posant 1 = (1,...,1), > 1= ¢g(n).
m1--me<xT n<lx
plmi=peP;
m; premier

Notons alors 7 > 0 lorsque pour tout 1 < i < ¢, r; > 0, puis pour z =
(z1,...,2) €C":

14

az(n) := ZCT(H)H”Z@T = Z p?(n) Hzf(mi).

>0 my--me=n i=1
plm;=pePp;

Remarquons que «,(n) est multiplicative, vu que ¢’est un produit de convo-
lutions de fonctions multiplicatives.
Enfin, pour R(s) > 1, la série de Dirichlet associée a a, est :

F(s.z) =Y =0 ] <1+Z“;§€”)> =11 <H <1+§>> |

n>0 P v>1 ( peEP;

F admet alors un prolongement analytique en une fonction méromorphe sur
C\{1}. L’¢tude de F par la méthode de Selberg-Delange nous donnera une
expression de Y a,(n), dont nous extrairons la quantité qui nous intéresse
n<x

par la formule de Cauchy.

Définissons les objets dont nous aurons besoin pour appliquer la méthode
de Selberg-Delange. Pour ¢ € {1,...,/¢}, on notera (g, la fonction zéta de
Dedekind associée a K; et n; le degré de K; sur Q. On définit (k, ;(s) comme
étant la partie de (g, portant sur les idéaux premiers de norme une puissance

f-ieme : Ck, (s) .= I <1 — p}s>1.

p
3p, N(p)=p/
De plus on décompose F'(s, z) en un produit de fonctions F; :
Fi(s,z) = |1 (1 + ;—) Nous allons voir que les fonctions F; se comportent
pEP;

similairement & des puissances des fonctions zéta de Dedekind associées a K,
pour ce faire on pose pour o > 1 :

Zq

Gils, %) = Fils, )G (5) (2.9)
2; 1\™ 1\ m _Z
ST+ 2)(-2) ) T () Hews ™
5 p p p ,
pEPR; b flng
N(p)lauid; >2
N(p)=p

et G(s,z) = ]:[ Gi(s, zi).
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Nous définissons aussi les fonctions Z;(s, z;) == ((s — 1)CK(S))# et la fonc-
tion Z(s, z) := [] Zi(s, 2;), qui joueront un role important dans la suite.

Les fonctions zézta de Dedekind disposent de régions sans zéro semblables
a celle de la fonction zéta de Riemann ([19]), comme nous travaillons avec
des extensions dont le degré est borné on peut trouver une région sans zéro
commune a toutes nos fonctions zéta de Dedekind, ce que 'on résume dans
la proposition suivante.

Proposition 2.15. [l existe des constantes Cg, C7 et Cg ne dépendant que
de Cy et Cj telles que (k, ne s’annule pas pour

1
o P
=17 Cologt + Cy

o>1—Cs, ett] <1,

et |t| > 1,

et cela pour tout i € {1,...,1}.

Afin d’appliquer la méthode de Selberg-Delange nous devons nous assurer que
la fonction G se comporte convenablement dans la région sans zéro décrite
ci-dessus. Nous noterons |z| < A si, pour tout 1 <i </, |z]| < A.

Proposition 2.16. Soit A un réel strictement positif. Pour |z| < A et s
dans la région sans zéro décrite dans la proposition 2.15, et Re s < 2 on a :

G(S, Z) < Ae 1.

Démonstration. Déja pour tout ¢, comme tous les u;d; sont bornés,

11 (1 - pi) k) <t

flni
N(p)|au;d; >2
N(p)=p
Définissons pour tout i, Gy(s, z) = [] ((1 + Z—) <1 - i) ) =3 b;ﬁ,
pEP; P P n>1

ou b; ., est la fonction multiplicative dont les valeurs sur les puissances de
nombres premiers sont déterminées par l'identité :

L) bi,(0)€ = (L+ &) (1—-&)™, (] <1, pe P,
v>1
et b;.,(p”) =0 pour p ¢ P,.
Ensuite pour p € P;, on a

_ 0 +&z)1 =8~

bi,zz‘ (p) - 85 = 0.

£=0

48



Puis I'inégalité de Cauchy prise sur le cercle |¢| = f implique, pour |z]| < A,
bz (P)] < M2%, avec M :=  sup [(1+&z)(1—¢)*]. Ainsi, pour

) 1

o > £, comme b;.,(p) =0,

ZZ‘ZZZW <2MZ )S cM ,

O' ——
v>1

N |—=

oll ¢ est une constante absolue. Ainsi Gj(s, z;) est absolument convergent
pour o > %, et pour o > %—1—5,

Gi(S, Zi) <<A,z—: 1.
]

Nous aurons aussi besoin de contréler (k, a droite de la droite critique. Pour
cela on utilise un lemme de Wang [38] qui découle d’une majoration de Heath-
Brown [12] pour (g, sur la droite critique.

Lemme 2.17 (Wang). Soient K une extension algébrique de degré n et n >
0. Alors par le principe de Phragmén-Lindeldf dans la bande % <o<l+¢:
Cie(o +it) <, (14 [t) 5D pour [t] > 1.

Enfin nous avons besoin du développement de Taylor de Z autour de 1.

Proposition 2.18. La fonction Z(s,z) est holomorphe dans le disque |s —
1] < Gy, et y admet la représentation en série de Taylor suivante :

Z(s.2) = 3 a(2)(s — 17,

320 T

ot les v;(z) sont des fonctions entiéres en chacun des z;, satisfaisant, pour
tout § > A >0, IZ2 > >0,

1 ,
(%) Lac(T+ef (2] < A).
Démonstration. Le résultat est immédiat comme les (x, n'ont pas de zéro

dans ce cercle, il suffit alors d’appliquer le théoréme de Cauchy (Théoréme
I1.5.1, [37] ou [36]) :

1 1 7{ Z(s, z)
- ————ds,
7! 2 =50 1= (8 — 1)7F1

et la majoration découle de I'inégalité de Cauchy. O
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On peut alors appliquer la méthode de Selberg-Delange et obtenir ’estima-
tion escomptée.

Proposition 2.19. Par la méthode de Selberg-Delange, on a pour |z;| < A
pour tout 1 <1 </,

a1 [ G(, 1 Py
ZQZ(n) = ollogo) ™™ % + Ocy o5 <log36) O <xe 6\/@) '

Démonstration. Posons A(x, z) := > ay(n). Alors par la formule de Perron
n<x

on a ([37] ou [36], Théoréme I1.2.5) :

x 1 K+1i00 d
/ A(t)dt = —— F(s)a—
0 2 K—100 S(S + 1)

avec Kk =1+ loéz'

Définissons le domaine D comme la région sans zéro commune a nos fonctions
zéta de Dedekind donnée par la proposition 2.15 et D := D\[3 + ¢, 1].
Ainsi, pour s=c+it €D, [s—1| > 1, |z| < A, A< %, par la proposition
2.16 et le lemme 2.17,

£ A
"i(l_g n; LA (1 _g)y LA
F(s,2) < [T ((0+ ) %0772 ) ™ < (14 ) 3077w
=1

Alors, avec T' > 1 un paramétre a définir, les contributions des demi-droites
verticales [k 4T, k + ioco] sont :

Kk+i00 dS +oo A
/ F(s,z)r*"'——— < x2/ t0n 2t
K 1) T

+iT s(s+
et donc,
K+100 dS wA
/ F(s, z)z*t ' ——— <« 2?T5loea '
k44T S(S + 1)
et il en va de méme pour 'autre demi-droite.
o 1
Posons OQ(T) = m.

30



< K+iT . .
Il reste & évaluer [ F(s, z)x*™ =%~ pour ce faire, on va déformer le
) . Jr—iT [ s(s+1)? ’
chemin d’intégration comme suit :

e Ly le segment [k —iT,1 — Co(T) —iT];

o Ly lacourbe o(t) =1— m, pour t € [1 — Co(T) —iT,1 — Cy;
e un contour de Hankel tronqué I', entourant 1 de rayon @ et de partie
rectiligne joignant 1 — 21;gx al—_Cg;

e on compléte le contour par symétrie par rapport a I’axe réel.

Ly
T =
. /
Ly
—ZT X
Ly

Pour le segment £, on a la majoration :

1-Cy(T)—iT
/ 9 F(s, Z)x5+1i < sz@A<cg§T)+loé_m)—27
K—iT' S(S + 1)

et il vient la méme majoration pour Ly.
Puis sur la courbe £ :

1-C, too
/ s F(sz)xs-ﬁ-lL < 22— Co(T) (/ tm(Cg?fTHloéz)*?dt_'_ (’)(1)) < :L_Q—Cg(T)’
1 T

—Cy(T)—iT s(s+1)

ol



car A < %, et il vient la méme majoration pour Lj.
Posons alors

1 ds
d(x) = — | F st1__ a5
() 2mi /1" (s %)z s(s+1)
On a donc, en prenant 1" = xCl\/@7
/ A(t)dt = ®(x) + O <x26762\/@> _ (2.10)
0
Pour s € D, on a
I
F(s,2) = sG(s, 2)Z(s,2)(s = 1) 7™, (211)

et donc par la proposition 2.18, et comme |s — 1| < 1 pour s dans I,
F(s,z) < |s =14, (sel). (2.12)

Notons, dans le domaine d’holomorphie de G(s, z),

On a alors, pour s € I,

G(s,2)Z(s,2) = Y m(2)(s — 1)*,

k>0

avec ug(z) == > h!ij!G(h)(l, z)vj(z). Comme G(s, z)Z(s, z) est holomorphe
h+j=k

pour |s — 1| < Cg l'inégalité de Cauchy fournit la majoration de gy (z) sui-

vante :

p(z) < Cg*.
De plus I est inclus dans le disque |s — 1| < Cg, donc on a pour s € Gamma,
G(s,z)Z(s,z) = po(z) + O (]s — 1]). (2.13)
De plus ®(z) est indéfiniment dérivable sur R, et sa dérivée est :

() = L/FF(S)Q;S—.

271 S

Reprenons alors (2.11) et (2.13) dans ®'(z), ce qui donne :

(1) = uo(z)%/ra:s(s 1) Einds + O (Réj)) , (2.14)
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avec

R(x) := /r

1_ﬁ 24 _ £
< / ’ z7(1 — 0)1_%(21' E)da + a:Hﬁ(Q log x) 2+R(Z, ")
1-Cs

Zi

(s — 1)172”7

ds

Puis en effectuant le changement de variable t = —(o — 1) log z,

+oo 2
/ AR -+ 1)
1

R(z) < z(log x)fﬂ%(Zi %) (
2
< z(log x)fﬂ%(Zi %>F(2 +(A)
x g (PA 1)
< z(log x)ZI ni 1(—).
log x

En effectuant le le changement de variable ¢ = (s — 1)logz dans le terme
principal de (2.14) on obtient :

1 oy Z Z_ oy Z
— [ 2%(s—1) Zinids = i(log m)zi n ! / £ 2w et dt,
21 Jr 2mi /

ou I est le contour de Hankel tronqué pour ¢ > —Cylogx, on obtient en
utilisant le corollaire 11.0.18 de [37],

s -2 a1 1 —ge
1)" =inids < (1 i ~+0 (272 ) |.
/Fx (s—1) s < z(log z) ( 5 &) <m ))

T n,;

Le terme principal de (2.14) est alors

z(log z)> ot (% + O (xgg\uo(Z)l)>

= m(logw)zi%fl <—Fé§:(z;) +0 (xgs)> :

ing

En reportant cela dans (2.14), cela donne :

() = ZU(logx)zi:%_l Lzl) Lo < 1 )




Remarquons également que 1'on a :

" (r) = = /F F(s)z* tds.

o

Il reste a montrer que ®’(x) est une bonne approximation de A(x). Pour cela,
on procéde comme dans [37] p243. Soit 0 < h < 5, on a alors, par (2.10),

/Hh A(t)dt = ®(z+ h) — P(z)+ O (:U%’CW@) .
Puis, en utilisant la formule de Taylor,
O(z +h) — d(z) = hd®'(x + h) — h? /01 t®"(x + th)dt
= hd'(z) + h? /1(1 — )" (z + th)dt.
0

Puis par (2.12), on a ®"(r) < (logz)?, ainsi ®(z + h) — ®(z) = hd®'(z) +
O (h*(log z)*), et donc

1

z+h z+h
A(z) = E/ A(t)dt+%/ (A(z) — A(t))dt

=P (z)+ 0O (.%26_03\/@ + h(log2)* + % /Hh(A(t) — A(a:))dt) :
Or
/ A - At < / A — / D Ayt =0 (hae V%% 1 w2 (1og2)*)
T T z—h

Ainsi on a finalement, en prenant h = ge~¢Vioe®

Ax) = yc(loggc)zi:%_1 Fl(%(:z%)) +0 (1023) +0 (xe’c‘“/@> . (2.15)

O

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme de Cauchy a ce résultat pour
obtenir 'estimation attendue, similairement au Théoréme I11.6.3 de [37].
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Proposition 2.20. En appliquant la formule de Cauchy au résultat de la
proposition 2.19 on obtient :

14
Z 1= l—x(log log )™ + O, ¢ (1 ’ (loglog m)€_2) ,
p1--pe<a 8T 1:[ i 08T
(a,p1--pe)=1

Vi, pi=1(u;d;)

aER H k/L’pi
LCE'
i€l

ot n; = [K; : Q.

Démonstration. On a

G(1,2)%(2) = [[ (Gi(1,2)Z:(1, )

i

Notons alors A;(z;) := G;(1, 2) Z;(1, z), i.e,

W T2 00)) I (o)

pEPR; pEOKi
N(p)\auldz
N(p) premier

oil B, = E_r}r%(s —1) 1;[ (1 — ﬁ), qui est bien défini et non nul car
pelk;
N(p) premier

(k, a un pole simple en 1.
Soit © le produit de ¢ cercles autour de l'origine de rayon r, 1 := (1,...,1).
On a donc par la proposition 2.19,

1 az(n
D) =) (2i)¢ 598 H(z; Udzi

n<x n<x

i 1 le'
~ (i) %ﬁ A ] 77

N L T (log ) ¢ dz;
ou S = (2im)llog z g“;ﬁg Ffzzz 1:[./\7,(27,) z? ’

i

et B = W (8 (a:(log x)r2 + xe_%vlogw) ]:[ |jjg.
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1

On a alors, en prenant r=
’ loglog x?

z(loglog )

EF<
log? z

Ensuite, on utilise la formule T'(u 4+ 1) = ul'(u) avec v = > 2 afin de
j J

s’écarter de la singularité de I en 0. De plus A;(0) = 1, et ainsi en appliquant
la formule de Cauchy :

2

2k
(logx)s ™’ dz; dz;
(2im flogxznz @ AZ(ZZ)Z_ZHA](Z])?
Z 5 + 1 jF#i J

Z Zj + 1 JFi
Jj#i "

_ z 1 10g$
_W—lng;n_i@ < )HA ZJ ';

o € est le produit de £ — 1 cercles autour de l'origine de rayon r.
On utilise la représentation de + avec le contour de Hankel 2 ([37] ou [36],

11.0.17), 1 1
- —2p5 ]
T(z)  2in /%S € as

ou J est composé d’'un cercle centré en 0 de rayon r privé du point —r et
de la demie-droite | — oo, —r| parcourue dans les deux sens.

On inverse les intégrales sur les z; et sur £ en notant que A;(z;) est borné
pour z; borné, puis en appliquant la formule de Cauchy on a :

- 1 1 log x % dzj \ €
- 2imlogx Zn_z/fn (ﬁ/lzr ( ¢ > AJ<Zj)Z_]2> Edf
log x 77] s
2271'1ng Z nl/ H 52’] (( > A](Zj)> N Edﬁ

Puis, comme A;(0) = 1,

0 log x TT] 1oglog:v—log§
8_2]<( ¢ > AJ<ZJ)> - +8_ZjAJ(O)-

‘Zj:()
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Pour la dérivée en zéro de Aj(z;) on calcul sa dérivée logarithmique :

305w -2 (e (13)

+ Z %log (1 - ﬁ) + %log(ﬁKj)

PEOKi ] ]
N(p)lauid;
N(p) premier

Ainsi

x 1 loglog x — log & et
- - 1) | —d
5 22'7rlogaczi:ni/jfjl;[i( n; +0! )> '3 :

j
B lx
~ logx [ n

(loglogz)™t + O ( * (loglog x)£_2/ e d§>
log w €l

On prend 1 pour le rayon du cercle autour de 'origine de ¢, on obtient
R
P é%df < 1, et donc

Z 1= ch (n) g—m(log log z)" ' +0 ( ’ (loglog x)€_2) .

B logz [[n; log

(2.17)
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2.6 Controle des termes d’erreur

Dans cette section nous traitons tous les termes d’erreur accumulés jusqu’ici,
ce que nous regroupons dans la proposition suivante.

Proposition 2.21. On a avec C et C5 des constantes arbitrairement grandes,
e >0,

z(loglog x)¢! , e(+e)Ciy 1
= k k ———(log1
Noalo, O =B S P8 + O ( ey, - omtons)
z(loglog )2
+ 0o, (5T (Cotog o))

z(loglogz)™' oy ¢
21 (logl
+O(C’5(€—1)!10g:pe (loglog C1)

-1
N (9( :f_(loglogx) ) |
Cy (0 —1)!ogx

ol

MOENEDY > > > H“

{kL, L€7’*( o, LeP*(E)} {ci, LEP*(E), i¢L} {di, i€{l,....0}} i€{1,....L}
L =k gL ki.o C,L|kL 1‘
LeP*(E) kngL

et n; = [Q(¥/a,&u,a,), Q).
Démonstration. Rappelons que Ny ¢(z,C1) = > u(k)Pu(z, k).
Pt+(k)<Cy
Commengons par majorer le terme d’erreur apporté par la proposition 2.8, il
faut alors sommer sur les k sans facteur carré C-friables. Ainsi,

x 2r(C1)y _
Z ;f(k)cl?(loglogx)e < CIT(loglog )t
P+(k)<Cy 5 1087

C1 et (5 étant des constantes, la contribution des termes d’erreur issus de la
proposition 2.20, est O¢, ¢, (M (Cs1og Cs)” >

log x
Il reste a estimer la somme associée aux termes principaux :

Ti= > ouk) ) >

PT(k)<Ch {kr, LEP*(E)} {9, LEP*(E)}
kr=Fk 9. <C5
LEP*(E) gLk
krlgr

2 > I

{Can LEP*(E) Z¢L} {dh 7'6{1’ 7Z}} 7'6{1’ . }
c | d;|k
i L kr,
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On souhaite enlever la condition g < C5. Commengons par majorer

Broi= ) 2. 2

{kr, LEP*(E)} {gr, LEP*(E)\Lo} 914>C5
i kL:k gL|k‘zo gLO|I€zOO
LEP*(E) krlgr kryloL,

2. > 1T 4

{CiLv LE'P*(E), ’LQL} {dl7 1/6{1, 7é}} ’LE{l }
CiL\ﬁ i

Remarquons que pour &; > 0, = < m <p(u1 o < II +—. En reportant
LeP*(E
"

gL

dans £, on obtient :

B- Y%y I (oo (=) ")

{kr, LEP*(E)} {91, LEP*(E)\Lo} 91,>Cs LGP*(E
1 k‘L:k‘ gL| L gLO‘kLO
LeP*(E) kL|gL kL0|gL0

ot 7 est la fonction nombre de diviseurs. Soit 2 > 0, on utilise la majoration
classique pour tout entier n, 7(n) < n®2. De plus comme k est sans facteur
carré et C;-friable on a la majoration suivante : k < e“*. En reportant cela,
dans 'expression de Er,, on obtient :

B, < e N > >, 1l (ng = 52>

{ke, LEP*(E)} {or, LEP(E)\Lo} g10>Cs LEP*(E)
kr=k grlkg® gLO‘kE%

LeP*(E
) krlor krglgr,

Soient L # Ly, €3 > 0,

1
ZW<<H

plkr

1 w
<1+m> < (14 eg)“t) < e,

QLVCOO
krlgr

Occupons nous de la somme sur gy, soit €4 > 0 tel que €1 +e2 +¢e4 < 1, on
a

1 1 1 =31
Z 1—e1—e2 < e Z l—e1—e2—¢4 < o
. Lo 5 o 9Lo 5
91,>C5 9rolkZ, kLol9Lg
QLOVCE((’)
krglgrg
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Soit €5 > €53 + €3, en reportant dans Ey,,

201€(€2+63)£01 685€01

B, < o < e

Puis comme le nombre de C;-friable sans facteur carré est majoré par e“* on
a la majoration souhaitée.

Il ne reste qu’a compléter la somme sur les k.

La somme que 'on souhaite majorer est :

__x(loglog x
e i Y VD

Pt (k >01 {kL, Le?’* (E)}{gL, LeP*(E)}

w (k) [ ki=k grlkg’
LeP*(E) kngL

2 > 1T 4

{cir, LEP*(E), i¢L} {d;, i€{1,...0}} i€{l,..., }
cip | 2L d;|k
3 kL

Soit 1 > 0, on a la majoration suivante pour tout 7 : ni < e H T
7 i g
L, ieL

On majore simplement les sommes sur le d; :

> d1 o= H< ) < (%)Hl < (loglog k)~

dilk plk
€2
Soit €9 > 0, pour tous ¢ et L la somme sur ¢; ;, est petite devant (i—i) )

Notons e3 = (g1 + £3), et choisissons £; et ey de sorte que 0 < g3 < 1. Les
sommes sur les gy, sont alors :

1 1
> e < (s 2 |L\ =< ==

grlk JL L grlkge IkL
krlgr

Soit e4 > 0 tel quel €4 > €3, en reportant dans E-, on obtient :

z(loglog )1 _
B € g > (omtogh) ) 30 ] e
(6= Dloga <= . pH (piH=es — 1)
>C1 {kr, LEP*(E }p|kL
(k=1 Le?l?_*I(E) hr=
z(loglog )1 1) 1
(¢ —1)logx Z (loglog k) Z H Al |
PH(k)>Ch {kr, LeP*(B)} Le2*(B) \"L
12 (k)=1 [[ ki=k
LeP*(E)
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Posons f(k) := p?(k) > I (ﬁ), alors f est multiplica-
{kr, LEP*(E)} Le2*(B) \FL
kp=k
LeP*(E)

tive et pour p premier,

14 /-1 /—1

AN AW 1 1

fr— ey 4 (mil) ey 1 _—
f(») m§:1: (m) g P O(m)p p2_54( + pz) .

m=

-1
plk
Soit €5 > €4, en reportant le résultat précédent dans E¢, on a :

1 1 /-1
B < x(loglog )

PO (- 1) og

Or on peut prendre £; et g5 arbitrairement petits et donc par extension ex
aussi, ce qui permet de conclure.

]

Il ne nous reste alors plus qu’a évaluer le terme principal.

2.7 Calcul du terme principal

Dans cette section on notera pour tout nombre premier p > 3 et tout entier
=i

i > 1 R,(i) == >, (z;z)% et pour tout entier ¢ > 1, Ry(i) :=
j=0

iy (c1)iz
Zo( j ) 2t -1
j:

On veut calculer : ) u(k)P, 4(k), avec
k

ROEED SIS DR SIS S | L

[ kr=k{gr}reo+m oL} pe px(p) ditier I€E ‘
LGW*(E) gL‘k-zo b%L di‘k

krlgr o] ,%

ow *(E) = {L C E, L # 0} etn; :=n( ] k;,ud;) le degré de

Le7™*(E)
€L
lextension K;, ou k} = (h]fTLL), avec h impair, dépendant de a.
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D’apreés la proposition 2.14, n(¢,m) := [Q(Va, &n), Q] = % o / est sans

facteur carré, ¢|m et

2si 24, 2|m, a1lm et ay =1 mod 4
2si 24, 4m, a;lm et a3 =3 mod 4

e(t,m) = 2 si 2|0, 8m, ajlmet a3 =0 mod 2 °
1 sinon
Notons alors u; ;=[] g1 [] ¢
Le?*(E)  LeZ*(E)
i€l i

Le résultat principal sera la proposition suivante, en sommant les P;, ,(k) sur
les k.

Proposition 2.22. On obtient :
> ulk)Pig(k) = M(E) (1+ Vi(a))
e M(E) := (1-—H{(FE)) ]I <1 — (11%)@2 (f)E(p)), est la contribu-

pg?)
tion ne dépendant que de h,

¢t -1
o Vi(ay) := u(2d1)£2g1’?}13)) l;[ (1 - (;’%?) > (f)Fz(p)) , est la contri-
P|a1
p=>3
bution spécifique dépendant de a,

“ — 1
® M= By

o Les F; sont des fonctions multiplicatives définies pour les nombres pre-
miers impairs par :

(h,p)(p—1

ri = (BP0 (4 gy

¢
o Hi(E):=2""* (Z (5272 (1 + 27 Ry (4)) + 24), la contribution a M (E)
i=1

de p =2,
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Hy(l ) = Z gtk Z 85(Lo, L) pu(r)™!

LoeZ*(E) Lie27*(Lo)
(p - 2)£7|L1| k L -
7 G 1
H < (p—1)¢ ) Lew~(p) (G (@)
P8

-~

la contribution de a a Vy(ay), avec 65(Lo, L1) = 6(Lo, L1) + 0(Lo, L1),

~ 27 Lol ((=1)lFal 4 267120l Ry (| Lg|)) siar =0 mod 2,
OLo, L1) = { 2180l (1 4 20150l Ry (| Lo|)) sinon,

) 1siLo=F etay, =1 mod 4,

6(Lo, L) =% (=)l si Ly =F eta; =3 mod 4,

0 stnon,

les Gfl sont des fonctions multiplicatives définies pour les nombres pre-
MLers 1mpairs par :

_ |L]
6 ) = (L ) 8 (14 By (LU L)),

et X (G7Y)(d1) désigne la convolution de toutes fonctions Gy’
Le#*(E)

prise en aj.

Afin de démontrer cette proposition nous allons expliciter P, o(k) en fonction
de la parité de k.

2.7.1 P, (k) pour k impair

Nous commengons par démontrer un lemme sur la somme sur les diviseurs
d’un entier sans facteur carré d’une certaine fonction.

Lemme 2.23. Soit o un entier, 3 un entier sans facteur carré, alors
e~ 100 -55)
- 1— - 1———).
Ezw@@ <M®II p 11 p—1

d|p p|B p|B
pla pla
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Démonstration. On a trivialement,

pd) 1 pd)p(a)
Zw(&d)_w(a)z plad)

dig dig
: p(d)e(a) A Tieats p@)ele) 1
La fonction d — o) est multiplicative et on a pour pla, o) = T p
et pour p 1 «, % = _zﬁ' On obtient alors la formule en exprimant la
somme sur les diviseurs de 8 sous forme de produit eulérien. n

Proposition 2.24. Pour k impair, sans facteur carré, on a :

ot F*" := F %...x F.
——

n fois

Démonstration. Comme k est impair, les ky, le sont aussi et donc Vi, le terme
correctif de n,; vérifie :

LeZ7*(E)
i€l

Nous allons calculer successivement les sommes sur les d;, ¢; et gr. En
utilisant le lemme 2.25, celles sur les d; sont de la forme :

2 solfidzo SEme! <1 - %) Il (1 - ﬁ)

dlk plk plk
plu; plug
p>3 p=>3
GG ) (- 5)
I (- 5)-
i -2 -1
plui) 2o \pp=2)/ 20 p
plug p=>3
p=3

On décompose u; en  [[ g [ cic-
Le»*(E) Le?*(E)
i€l i¢L
Rappelons que gr, et k7 ont les mémes facteurs premiers et que ceux de ¢; 1,
divisent kj.
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La somme sur les d; devient pour 1 <7 < /¢ :

i Pludi) P2/ rerimy plkr
p>3 i€l p=3
11 1 11 ((p - 1)2)
Lepe(p) | Plen) jot \p(p—2)
i¢L p>3
On calcule ensuite le produit pour ¢ = 1, ..., ¢ de cette expression.

IL|

(S5 ) -T0-55) T ()

i=1 \ e ¥ ik LeP*(E)
p=>3
H H ((p - 1)2>
1P (B) i) - \p(p—2)

pZS

En reportant cela dans P (k) on obtient :

(k) =11 (1—1%)8 Z 11 K |L| 11 ( 2>|L|

plk kp=k LeP*(E) p|kL
p=3 Le@ (B)
(p—1)°
IV T Do (e
{9t} Le o+ (B) LEP*(E) i€E | oL Dl
grlkg® i¢L L >3
krlgr

Calculons la somme sur ¢ & part en 'exprimant sous forme de produit eu-

lérien, et en posant pour p un nombre premier > 2 et n un entier f,(n) :=

1-p™" _ p—=1-p
1+ p—2 = p-2

—-n
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— _ 2 7L
x ple) o \plp = 2) L p —~ p
p=3 p>3
= H fp Vp gL - 1)
plkr
p>3
Alors en reprenant P, (k)
1\ 1 (p—1)2\"
(;O(k>:H<1_p_1) Z H k/|L|H<p(p_2)
p‘k kr= kLE]* E) L p|kL
p=>3 Le@ ( P>

II [X> % 1T (hlgn) = 1) | (2.18)

reom | e P9
krlg p=>3

Puis, comme pour ¢, calculons la somme sur g en commencant par se débar-
rasser de la condition kp|g :

Z cp(g)‘” H fp Vp gL - 1))5 Ll _ kL — Z ‘L| H fp Vp gL é |L|
glkge

plkr, ‘koo p|k
kL|9 p=>3

1 ] »
_wc—>|H <1+;(pn—L (folm)) ')>

>3
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Pour exprimer la somme & I'intérieur du produit on applique la formule du
binéme puis celle des sommes géométriques, et en posant pour n un entier

l—n

strictement positif R,(n) := ) (@ﬁ% on obtient :
=0

—vp<g>+1)fL

1 1—»p
Zw(g)ﬂlpll;[(” b2

glkz
krlg p=3
1
= 1+ R,(|L])) . (2.19)
|L| H ( P
plke) plkr
p=>3
Alors en reportant (2.19) dans (2.18) :
1\
wo(k) = H (1 - Tl) Z
plk p I kr=k

p>3 Lez~(E)

1 (p _ 1)2 |L]|
Lel;[@ k'L|L|<,0(kL)|Llpl|;[L <p(p_2)) (1+R,(IL]) |- (2:20)

Définissons pour tout 1 < i < £ les fonctions multiplicatives F; par :

(hap)(p —1

ri = (B20DY (1),

pour p > 3.
Enfin en exprimant la somme sur les k;, de (2.20) sous forme de produit
eulérien, on obtient bien :

=TT (1 ﬁ)* (7)o (221)
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2.7.2 Deécoupage selon le diviseur pair de £ parmi les
kr.

Pour le cas pair nous allons introduire une somme sur les sous-ensembles non-
vides de F afin de distinguer le Ly C E tel que 2|kr,. Par souci de lisibilité

nous noterons kf := [ k}. Ainsi,
LeZ*(E)
ieL
ud)
- r o x ek 3 5 I Tonar
L()e«}* 7]6 {gL}LE‘@*<E> {CbL}Le@*( )’LGE d|k
Le@( ) grLlkg’ beL
krlgr CbL|E
1
= ) Z 120k) ] <k, L) > s, (2.22)
Loc 2*(E =k Lez*(E {9r}Le 2+ (B
Leﬂ( ) gr|kg°
krlgr

on S = Y1 (3 meelied) )
{ch}LEJ*(E) 1€ER d‘k SD(Ul )
beL
CbL‘k

Afin de calculer les derniéres sommes sur les diviseurs de k£ nous utilisons le
lemme suivant.

Lemme 2.25. On a:

S MOt ST (S ) TT (- 5 ) 6 2

d|k plk plk
plu; p=>3
p=3
ol
1(2les,L,) siie E\L,
Bi. o) = { 1+ 1CaIRA G u@n (@) TT () sii€ Lo
Plu;
p=3
1 st va(gr,) = s(ar)
52(9L0) - —1 s V2<gL0> = 8(@1) -1,
0 sinon

1 sia; =1 mod 4,
avec dy := a1 /(2,a1) et s(a1) :=<¢ 2 sia; =3 mod 4,
3 sia; =0 mod 2.
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Démonstration. Notons b := 2°)q;, on a

S, m) = { 2 si 2|4, et blm

1 sinon.
Alors si i € E\ Ly, k] est impair et donc e(k}, u;d;) = 1. Ce qui nous donne :

Z“ k Ud =2 Mud _w(ui)H<1_%)H(1_%1>

d|k d|k

Puis en traitant a part la contribution donnée par p = 2 :

2l MO ) ﬂ(2|ci’L°)2901uz‘) y (z(oz(gp_—lg) LI (1 - 2%) ’

dlk |k plk
plu; p>3
p=>3
(2.23)
car [] < ) =0 si 21 u;, c’est-a-dire si 21 ¢; .
plk
plus

Puis, lorsque i@ € Ly, e(k},u;d) = 1+ 1(b|w;d), ainsi, en utilisant le lemme
2.23:

> HAERD g 1, Z“

dlk d\kz
b\uZ
1 (p— 1)2) ( 1 ) (d)
— 1—— | +
2¢(u;) g (p(p - 2) g p—1 % o(u;d)

p\;té p=>3 blu;d

p=
(2.24)
d1v1se

Calculons cette derniére somme, en notant que si b divise u;d alors o)
d et a fortiori k.

b
d‘k ul (u,,, ) k) b cp(uzd’ (u; b))

(u4,b)

b

blu;d
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Puis comme k£ est sans facteur carré, les diviseurs d’ de la somme précédente

vérifient <ﬁ, d ) = 1, ainsi, en appliquant le lemme 2.23 :

u(d) :1<( b |k) u (k) 5 p(d)p (wicty )

(
. b
ul’ b) 90 <U/lﬁ> d/‘k/ b Sp(uld (u“b))

b
W) oy () I (-32)
U, go(ui - > K (uz,b) p E(u;,b) p
(u“b) p| b p' b

plu; plu;
(2.25)
Décomposons chaque élément de cette derniere égalité :
b 3
1 (u: b)|k = 1(2a1[k)L(v2(gL,) = s(a1) — 1), (2.26)

car vy (ﬁ) = s(ay) — min (15(gr,), s(a1)) et vo(k) = 1.

Alors, comme on a 5(gr,) > s(a;) — 1 cela implique que :

" ( (ub b)) = p(@)p (i, w)) o (21207 ) (2.27)

Puis, comme 2||ﬁ ou QTﬁ,

1 = L 1 — -1 (v2(91,) = s(a1) — 1)
7 (“ (ufw) plui)e ((ufw) ( 9 )
1 1

et en rappelant que a; est sans facteur carré on obtient :

(ﬁ) (1 _ %1 (a(g1y) = s(ar) — 1)) L (2.28)

plai

ptui

1 1
® <uZ b ) ~ o(u) H
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Décomposons ensuite les deux produits de (2.25) :

TLC)-ne ()

plu; plui

or pour p > 3, v,(b) <1 et ainsi v, (ui, L) =0, donc

(uivb)
1 1 1
[T (1-5)=5T1(1-2) 0+ 0nlo) = sta) = 1)), (229)
k(u;,b) p k p
pl= 5||u
plu; pZé

et, comme 2|u;,

L)) ()

plk Pl
1 1\
= 1— — 1—— . 2.30
H( p—l)H( p—1> (230)
p\k P|111
plu; plu;
Notons :

1 si va(gr,) > s(a1)
52(9130) = —1si V2(9L0) = S<a’1) -1
0 sinon

Ainsi en reprenant (2.26), (2.27), (2.28), (2.29) et (2.30) dans (2.25) :

ar. #0) 2¢0(w;)
blu;d
,;% (ﬁ) g <%) g (1 - ]%) . (2:3D)

Ce qui, en reprenant (2.23) et (2.24), permet de conclure.

71



On a donc dans I'expression (2.22) de P, ,(k) un terme [] B(7, Lo), intéressons-
i€k

nous dans ce dernier au produit sur les ¢ € Ly. Nous développons le produit

[] B(i, Lo) ce qui nous ameéne & introduire une somme sur les sous-ensembles

i€k

L, C Lo non vides.

2 (@ 1
11;[0 14 1(2d1|k)d2(gry ) pe(an) p ((al,ui))pl_a!: (m)

plu;

p=>3

[L1]
1 3 s @ T (1) T | TTe-»n |,

L1€27*(Lo) plai €Ly | plai
p>3 plu;
p>3

(2.32)

car j((d1,u;)) = [](—1). Notons P, (k) la contribution a P (k) du terme
p\‘aﬁ
plui

1 dans I'expression qui précede, et Pj(k) la contribution a P; (k) du terme

> L(2a1|k)0a(gry) P p(an) ™ TT ( )Ll IT | IT(2—-p) |.Lesdeux

Lie2*(Lo) pl;lzl)) icly P|“51
bz plug
p>3

prochains paragraphes ont pour objectif d’évaluer ces deux quantités.

2.7.3 Evaluation de P/ (k).

L’évaluation de P/ (k) est semblable a celle de P, ,(k) dans le cas k impair,
nous allons exprimer successivement les sommes sur les ¢; 1, g et kr en
produits eulériens.
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Proposition 2.26. On a, en reprenant les définitions de Hy et F; de la
proposition 2.22,

- I (1- 745 ) % (20) (5).

plk
p=>3

(3 o (
ot F, ) désigne la convolution de F; avec elle-méme (f) fois, et ikl (E (’>)
+(3)

désigne la convolution de toutes fonctions F;
Démonstration. Commencons par expliciter P/ (k) en utilisant le lemme 2.25,

on obtient

LAOEONDY Z 2.

Loe?*(E kr=k{gr}re 2> (E)
LGW (B) ar|kg°
krlgr

I (estbeaton) ¥ I wlan. @3

Le?*(E c . i L
EF*(E) { bL}LengL(E) Le{%*%E)

corlfE ik
ol
¢
o (k) =27 IT (1 3%) |
plk
p=3
( 1(2lkrL,) (p—1)2 [ Lol .
k), ‘LLS‘ ‘H (pz()pﬁ)) si L = Ly,
plkL,
v L. H ( = 2)) sinon,
\
o as(gr) = mv
( ]1(2‘02“[‘ ) (p—1)2 . -
Per) 11)'_]{ (p(p—2)> si L = Ly,
Pl
[ ) 044(01' L) = 1 p= 5
’ (r=1) ;
oleir) H <p(p—2>> sthot,
pleir
\ p>3
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Occupons-nous d’abord des somme sur les ¢, pour ce faire on introduit une
autre fonction indicatrice pour tenir compte des 1(2|¢; 1) :

(2 (1 _ 2—uz(gL0)+1))f—\Lo\ si 4|gr, etLo # E,
03(9re) = § 1si2|gr, et Lo = E,
0 sinon

En effet, si Ly # F alors il existe i € F\ Ly avec 2|ci7L0|% et donc 4|gy, et
0
dans ce cas

S s I
Lo, Plhn) e PP =2)
i,Lg kLO P‘Ci,LO
2lei L p>3

= (2 (1 — 27zl L)) Z 1 H (p<—]<0p__1;2)> .

9L, @(Cl,Lo)

k
C',L ‘ p|

“R0TkL, plei, L
2Aei,Lg p>3

Ainsi

o 1 (p—1)
Z H as(cir) = 03(9L,) H H Z o(c) H < - 2))

, ; " p\p
{CbL}Let@*(E) {'L,[*/ i€l LE? (E) C|% plk (
b L LeZ*(E) i¢L ple
9L i¢L 2fe p=3
CbL|H =

Puis en exprimant la somme sur ¢ comme un produit eulérien :

o1 i
> 1 s =da6 IT (IT\1+7= X &
{eor} e o () {i,e} Le?*(E) p@ n=1
b L LGJL(E) p>3
oL | i¢

1 — pwwlon)+1y I
=) [T |11 (H op-2

Lez*(E) \ plkL
p=>3

(2.34)

74



Puis exprimons séparément la somme sur gy, .

1-— VP(gL) t=|Lol
Z 53(9L0 |L0| H (1+ —9 )

{910} Loe 2 (B) plkL,
9Lg |kJL0 p=3
krylgrg

1 pwlon) Ikl
~ (k) 2. Osl2am) 'LO'H( p—2 ) '

{910} Loe 2+ (B) 9L, plkL,
gLo‘kE% p=3

(2.35)
Alors en posant :

9-ILol (1 + 2(—\L0‘R2<‘LO|) si Lo ?é E7
04(Lo) = { _2° Si(LO =E )

261

on obtient en reprenant (2.35) dans (2.33) et en en procédant de la méme
maniére que pour (2.21) :

Loe2*(E) plk
p=>3
Reste a évaluer 27¢ Y 6;‘(LLO 0‘), on a
Loe2*(E)
64(Lo) AN . 1
—L 4\0) 5t —2i l—1 .
27ty S =2 ( .2 (1+2 Rg(z))+2€_1
Lo 2*(E) =1
Ny
=2 272 (14 27 Ry(1)) +27° ) .
(£ () 0ernen-

2.7.4 Evaluation de Pj(k).

L’évaluation de Pj(k) va se dérouler dans le méme esprit que celle de P, (k),
mais avec quelques subtilités importantes. En effet la présence de termes
dépendants de ay, et notamment 1(2a;|k), va nous imposer d’introduire une
somme sur toutes les décompositions possibles de d; en produits de | Z*(E)|
facteurs.
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Proposition 2.27. On a, en reprenant les définitions de Hs et F; de la
proposition 2.22,

Ph(k) = Ha(¢, a1)1(2d |k) H (LL)%@ (F:(‘f)> (=),

Plsay
p>3

Démonstration. Commengons par expliciter P’ (k), en remarquant que

[He-n= 1] |IICc-»| ]I [Te-»

pld1 Le(P)*(E) | pla Le(P)*(E) | pld1
plu; i€l plgr i¢L plei
p=>3 p=>3 p=>3

et en utilisant le lemme 2.25, on obtient

Ph( ) D> > By Y 11 53 (k) (2:36)

Loe{ﬂ* ) LieZ*(Lo) IT kr=k LeZ*(E
LeP*(E)
E H Ba(gr) E H Bs(cir)
{91} Le % (B) LEZ*(E) {art e py {61}
grlkg® b L( )LEQ*(E)
kL‘gL CbL‘i—L Z§éL

ou

l
o Buk) =271l IT (1-55)
]

o a(Ln) =l TT ()"

pldy
p>3
( L ‘
1(2|kz,) _y2)\ Lo LonL '
cret () T e-p™™ sin=1,
0 plkL, pld1
p23 plkL
>3
o [s5(kr) = 1)2 L P> . | 7
K, ‘L‘ H ( s ) IT (2-p) ' sinon,
play
sz plkr
\ p>3

76



82(gry) P! siL=Ly 1 si V2(9Lo> > s(al)
e B4(gr) = ‘F’(glLo)‘LO‘ . L avec 0a(gr,) = —1siva(gr,) = s(ar) — 1,
e(gr)I*] sthon, 0 sinon
(
o I (5%) O | Te-n| sicr,
T plk Le#*(E) | pla
p|c>¢,3L igL p|c>7l,3L
p> p>
1(2les, L) —1)2 ..
.&@My:<—mﬁ%1g<%gﬂ siie E\L, .
P
P|Ci,L
p>3
1 (p—1)2 .
e(ci,L) II)TI{ (p(p—Q)) SILo,
p|Ci,L
\ p=>3

Les sommes sur les ¢; ;, pour ¢ ¢ L; sont exactement les mémes que pour
(2.34), intéressons-nous au cas i € Ly et i ¢ L (et donc 21 kp) :

Z ; H (M) H (2-p)= H (fo(vp(gr) — 1)) Hp*Vp(gL)ﬂ’

CiL pp—2 .
qﬂ%w(“)ﬂk ( ) plar plkr plkr
L plei,L plei,L ptay pld1
p=3 p=3 p=23 p=3
7
ou on a posé pour n > 1, et p >3, f,(n) =1+ 1132 :

et ainsi en reprenant le calcul de (2.34),
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2 11 (P(Cli,L) Il <1(?]zp_——1;)

{artpep(p)y 6L} plk

béL LE’@*(E) p|ci,L
C},L"Z—]z ZQL pZ?)

11 [Te-»| II QL)

€Ly, LeZ*(E) | plai i€E\ Lo
i¢L plei L
p=>3

=ds(9z,) ] (H(fp@p(gm—l»“wh'

Lez*(E) \plkr
p=>3

H (fo(rp(gr) — 1))\ H (p_l’p(gL)-‘rl)Ll\L')

plkz plkL
pla1 pldy
p=3 p>3

Passons aux sommes sur les g, en commengant par gz, :

> dalasa) M bstoe) s T Usloptons) = 1)

gLo‘kz% SD( p‘kLO
krglgrg p>3
_ 1l —|L
= SOl Z 52(29L0)|L1‘53(2gL0) o H (fo((9L0))) Lol
U anlh Lo plkz,

p=>3
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Exprimons les valeurs prisent par d2(2¢r,) suivant les valeurs de s(a;) et
celles prisent par d3(2gr,) suivant si £ = Ly ou E # 0.

s(a1) 02(291,) 03(29L,)
Lo=F Lo#FE
v —|Lo| .
1 1 1 { (2 (1 —2720m0))) T 5 20g
0 sinon
5 1 si yz(gLo) > 1 ) (2( _ 9oL, ))) ~ILol 291,
—1si 1y(gz,) = 0 sinon
1 si ve(gr,) > 2 —|Lo| .
_ 9—ra2(gry) 0
3 —1si my(gr,) =1 1 { 82 (1 229z )) si 2|gr,,
0 sinon S1non

Définissons une fonction d5(Lg, L1) comme suit :

s(al) 55(L0, Ll)
E = Lo E # Lo
1 v 2-ILol (1 4 261kl Ry (| L))
2 | (=1)El (22—12#_—11)‘“‘) 2-ILol (1 4 267100l Ry (| Lo )
3| SO () [ (cymiz el (14 (-1 2 Ry | )

On obtient, en exprimant la somme sur gz, sous forme de produit eulérien :

Z 62(9L0)‘L1|53(9Lo SD( |L| H fp Vp (9L0) — 1))€_|L0‘

9L0|kzoo p“{;LO
krglar, p=3
1
= 55(L0,L1)W IT (4 Ru(|Lol)) - (2.37)
L plkL,
p>3
Définissons

(—1)lEal2=lkol (1 4 (—1) Il 1Rl Ry (| L)) si s(ay) = 3,
0(Lo, Ly) = { 910l (1 4 2t (LORQ(|LO|)) sinon. )

Et une fonction §(Lo, Ly),

0 sinon.
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On a alors 05(Lo, L1) = 6(Lo, L1) + 5(L0, Ly).
Puis pour L # Ly :

> 1|L|H(fp(’/p( =) o )T (pete +1)\L1\L|
@(g) plkr
p=3

glkge plkr, plkr
krlg pld1 pld1
p=3 p>3
(k (ko) H + R (’L’))H(lJer(’LULlD)- (2.38)
g ﬁ’f plkL
o

On va ensuite exprimer 1(2d; |k) en décomposant d; en . ;[(E) a; ou a’L|(2{“TLL),
ep*
et en reprenant (2.37) et (2.38) dans (2.36) cela donne :

Z 9~ Lol Z Be(L1)

LoEf* Llég*(Lo)
E H Br(ar) > 11 58 (kL),
aLfal LeZ*(E) I k?L— LEJ*
Le@*(E) LeZ*(E)

ou

® B6(L1) := 05(Lo, L)p (a1)|L1p1|;[ (p— >|Ll|’

v\ ey .
o lay) = (i) 11 ((é@—_%)) <2—p>'“) [T (1+ Ry(ILU L)),

plaf,

o ko) = e T (8525) " T+ RuflLD)
K, ‘Lliﬂ(k )\L| p(p—2) ol P
p>3 p=>3

Définissons pour tout L € &2*(E) les fonctions multiplicatives G* par

_ |L]
6 ) = (L ) 8 (14 By (LU L)),
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et la fonction

Hy(l,ap) :=27" Z 9~ Lol Z <S(L0,L1)+5(L07L1)) M(dl)‘Ll‘

Loc?*(E Lie2*(Lo)
(p - 2)6 [l k L1\ / ~
H ( (p— 1t ) Lerm (@) ().
P
On a alors
, ) L\ % (O k
P = Haltanal T (1- 25 % (579) o

Plaay
p=>3

2.7.5 Preuve de la proposition 2.22.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposition 2.22.

Preuve de la proposition 2.22. En utilisant les propositions 2.24, 2.26 et 2.27
on a,

> uk)Poo(k) = (k)P o(k) + Z p(k ) + Pj(k))
F 2]?k Z\k

= ulk) (Pho(k) = Ph(x, 2k)) + p(2dr) Y p(k)Ph(x, 2d1k)

k
21k 2tk

=H (1 ) (Z%) (f)m-(p))

L= Hi(B) + p(2d1) Ha (¢, a0) | ] (1 - (H)ei (f)ﬂ(ﬁ)) i

P
plai
p>3

ce qui donne la proposition 2.22.
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2.8 Lien entre le terme principal de la proposi-
tion 2.22 et les théorémes 0.3 et 0.4

2.8.1 Equivalence entre le terme principal de la propo-
sition 2.22 et le résultat heuristique

Nous allons commencer par montrer que le coefficient correspondant a un
nombre premier impair p dans le produit M (E) de la proposition 2.22 coin-
cide avec celui obtenu par I'approche heuristique.

Proposition 2.28. En reprenant les notations de la proposition 2.22, on a

(23S (=3 () () G2 i

i=1 j=0

et Hy(E) = Wy(2).

Démonstration. On a trivialement,

(= E0-50
EOS( )

i —i =i .
On écrit dans le premier terme, <p;2> = < — L) =3 fl)(_—m..

Ainsi

() (o= ()% ()50 ()
- (€ - 2) (—1)7p"* (h, p)’

p*(p =1+ = 1)

= Wi(p).
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Montrons maintenant que H(E) = W;(2). Pour ce faire on va montrer que

‘ l—i , io—;
Q(2) :=2'W,(2) — 3 (§)27% (1 +21 s (0 5, ) =27 Ona
. 2

=1 J=

S () (B0 () )

() () - 2) |

or 5 ()2 = { 0 S e B () apr e — 2

sinon.
ainsi Q( ) =271 O

2.8.2 Egalité entre le terme H,(/,a;) de la proposition
2.22 et de celui des théorémes 0.3 et 0.4

Les contributions dans Hy (¢, aq) des sous-ensembles Ly et L1 ne dépendant

que de leurs tailles il est naturel de préférer exprimer Hy(¢,a;) sans faire

intervenir des sous-ensembles de P*(FE). Ce que nous faisons dans la propo-
sition suivante.

Proposition 2.29. Soit Hy(¢,ay) tel que définit dans la proposition 2.22,

Hy(l,ay) = i() ‘Z‘kég(k)u(dl)kg(%) HZ I &%),

aij=d1 {1,j}€D
{i,j}eD

ot D = [0, k] x [0,£ —k\{0,0}, pour (i, j) € D, GF; est la fonction multipli-
cative définie pour les nombres premiers impairs par :

ot = (5) (7" (w) (2= p) (14 Ry(b+ ),

/AN p*(p—2)
et
l—k—m
-k (—k—m\ (-1)27"
{—2k 3m
8) = o+ 203 (1 B 3 (747

2tk 4 gm2Fkyt=k sia; =1 (mod 4),

avec o(ar, k) = { (=1)F2~HFk 1 27204k50-k i g = 3 (mod 4),
(—1)ko— 265tk sinon.
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Démonstration. Fixons L,. Soient L, et Lz deux sous-ensembles non-vides
de E. Alors Gf; = Gf; si et seulement si |Ly N L,| = |Ly N Lg| et |L,\L1| =
|Lg\L1|. En effet si [Ly N Lo| = |L1 N Lg| et |Lo\L1| = |Lg\L1| alors |L,| =
|Ly N Lo| + [Lo\L1| = |Lg| et |Ly U Lo| = |L1| + | Lo\ L1| = |L1 U Lg].

Soit D = [07 |L1H X [076 - |L1|]\{070}7

Leji(E) (1) (@) = Z 11 H Gr'(a).

ar=d1 {1,j}€D LeP*(E

Le’P*(E) \LmL|
\L\L1\=j
Soit (i,j) € D, notons a;; = [[ ar et ijl = G o L est tel que
LeP*(E)
|LﬂL1|=’i
|L\L1|=j

ILALy| =i et [L\L| = J.

X em@a= > Il Ghlawy). (2:39)

LeZ*(E
(E) 11 ar=ai {i,j}eD
LeP*(E)

Nous allons remplacer la somme sur les décompositions de a; en  [[ ag

LeP*(E)
en une somme sur les décompositions de a; en [[ a;;. Il faut donc calcu-
{i,j}€D
ler le nombre de décompositions en  [[ ar qui aboutissent & une méme

LeP*(E)
décomposition en  [] a; ;-
{1,j}€D
Soit (i,7) € D, € ={L € P*(E),|LN Ly| =1, |L\L:1| = j} et v = |&|. Soit
pla; ; alors il existe L € £ tel que plag, et il y a vy choix possible pour L.
Ainsi le nombre décomposition en  [[ az qui correspondent & une méme
LeP*(E)
décomposition [ a;; est A@(@3)  De plus L; a (le.l‘) sous-ensembles de
{i,j}€D
taille i et F\L; a ('E\lel) sous-ensembles de taille j et ainsi

()

En reportant cela dans (2.39), on a :

* (Gmy@= Y I &5y,

Lez*(E
( ) H am‘:a} {Z,j}GD
{i,j}€D
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-k

m=0

avec pour k < /l, i < ket j</{l-—k, Gf’j est la fonction multiplicative telle
que pour p un nombre premier impair :

ot = () () (B 22) " ey i),

Nous pouvons maintenant remplacer les sommes sur Ly et L; dans Hs (¢, a;)
par des sommes sur 1 < m<fetl1l<k<m. Lya ('L]f') sous-ensembles de

taille k et £ a (i) sous-ensembles de taille m. Ainsi en notant de maniére
transparente d(m, k) := 6(Lo, L1) et 6(m, k) := d(Lo, L1) avec |Lo| = m et
|L1| = k, on obtient :

it =3 )3 () (B + o ) iy
H(%) Z II &iaip. (2.40)

aj j=ad1 {1,j}€D
p=>3 {i, J}G’D

Inversons alors les sommes sur m et k,

HQ(z,al)::ké(g)z“ag ’fH( _2M> HZ IT &%)

pld1 a;,j=a1 {1,j}€D
p>3 {i,j}eD
(2.41)
l—k
avec do(k) = > (F)2-m (5(m +E k) + (m+ k)
m=0

Simplifions maintenant I’écriture de d,(k). Notons ¢ :
1 sinon.

)
{ (=1)* sia; =0 (mod 2),

I—k {—k—m
t—k -m7s _ E t—k —2m—k {—k—m t—k—m (_1)1”271"
( m )2 Om + k. k) = ( m )2 <C+2 — r Qk+m+r _ |

m=0
{—k—m
(—k (—k—m\ (=127
Wtkrl—k | of—2k 3m
T2 Z( )2 < . )m
r=0
De plus
ko) g ) 2tk si a; =1 (mod 4),
> ( )2—m5(m+ k k) =< (=1)F27¢%  siqy =3 (mod 4),
m=0 \ " 0 sinon.
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9tk | 9—20+kl—k sia; =1 (mod 4),

Ainsi, en notant o(a;, k) := { (—1)¥2¢F 4 272Fk5-k i q; = 3 (mod 4), |
(—1)ko-26Fk5t=k sinon.
—k t—k—m
_ C—k\__sm C—k—m\ (=1)27"
k) = ooy 2 32 (1) Fomem S (TR S
m=0 r=
Ce qui permet de conclure. O

2.8.3 Preuve des théorémes 0.3 et 0.4

En regroupant la proposition 2.4 et les propositions 2.21, 2.22, 2.28, 2.29 et
en prenant, par exemple, C5 = €2¢1, on obtient le théoréme 0.3.
De plus en reportant les résultats des propositions 2.21, 2.22, 2.28, 2.29 dans
(2.4) on obtient la majoration inconditionnelle du théoréme 0.4.

2.9 Lecas/ =2 avec un meilleur terme d’erreur

2.9.1 Principe de ’hyperbole

On s’intéresse ici au cas ¢ = 2. Ainsi E = {1,2}, 2*(E) = {{1},{2},{1,2}}.
Pour alléger les notations on pose k; = kg3, ky = k{Q}, klz = kgoy, 91 = 901y,
g2 = gq23, 912 = 91,2}, C1{2} = Ci2 et ¢y 1y = c21. Dans ce cas il n’est pas
nécessaire d’utiliser la méthode de Selberg-Delange pour calculer la derniére
somme de P,/(z, k) car la méthode de I’hyperbole suffit ([37], Théoréme 1.3.1).
Il est a noter que les majorations ne sont pas les meilleures possibles, princi-
palement pour écourter la longueur des démonstrations.

Proposition 2.30 (GRH). En reprenant les notations de la section 2.3 on
a

€ (KK o, urdy) € (K4K, 5, uads) zloglog «
kikékigzﬂuldl)%@(uﬂﬁ log x

PEEEDD

T x
P1<3 P2+

(a,p1)=1 (a,p2)=1
p1=1(u1d1)  pr=1(u2ds)
a€R(kik] 2.p1) acR (kLK) 2:P2)

x loglog(uidyusds) 3)
@ + x4 ).
+ ( \/UldllLQdQ IOg{E *
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Démonstration. Posons
fi(n) = {
fa(n) = {

1 si n premier, (a,n) =1, n = 1(uid1), a € R(K} k] 5, n)
0 sinon.

1 si n premier, (a,n) =1, n = 1(uadyz), a € R(kyk] 5, n)
0 sinon.

ainsi que Fi et F, leurs fonctions sommatoires respectives. Alors, d’aprés le
principe de I'hyperbole :

Z fi(p1) f2(p2) = Z fa(n) P (%)4— Z fi(n)Fy (%) — Fi(Va) Py (V).
p1p2<z n<VT n<yVT

Commengons par majorer le dernier terme. D’apreés le lemme 2.2 de Hooley,

X

@(U1d1)¢(u2d2

Fi(Va) B(V/T) < o7 O (+1) )

Nous montrons plus loin que la contribution de ces termes est négligeable.
Puis calculons la premiére somme :

> RMAC)= Y oo

n<\/T p2<yT Py
(a.p2)=1 (a,p1)=1
pQEl(u2d2) plzl(ulch)
a€R (koK1 2:02) a€R (k) k] 5,p1)

Puis par sommation d’Abel et en utilisant le lemme de Hooley 2.2 :

x . Li(;5) T
Z f2(”)F1(E) = Z (6 (k1k1,27u1d1> W +0 ( p_2 logw))

n</z p2</x
(a7p2):1
p2=1(u2d2)
a€R(kyky 5,p2)

(2.43)

Occupons nous du terme d’erreur. Par sommation d’Abel on a :

> (&logw) < > <\/gloga:> < zi (2.44)

p2<x p2<yz
(a:PZ):l
p2=1(u2ds)
aem(kékiz ,D2)
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Passons maintenant au terme principal. Toujours par sommation d’Abel, et
en utilisant le lemme 2.2,

> e (Kik g udy) LiG;,)

s W11 ) = o oy
foye s k1K o (urdy)
(a,p_2):1
p2=1(u2dz)

a€R(kLK, 5.p2)

e (KK, urdy) € (4K, 5, uads) /ﬁ Li(t)
=X
K kGK )2 o(urdh)p(uade)  Juga, 12 10g (%)

logt 3
— 4
avec R O(k,kllg(.ouldl fu?thilog ) )+O<x >

Pour l'intégrale du terme d’erreur on a :

dt + O(R),  (2.45)

x /\/E logt it < x log(usds) (2.46)
ik o(urdy) Jya, £2 log (%) K1 k1 op(urdi)Vuads log @

Calculons I'intégrale a part. On procéde ici comme dans la preuve de Landau
[17] pour la formule asymptotique des 2-presque premiers. En effectuant le
changement de variable u = log z, on a

N . %log:v 1 1
[CLEO o L)
undy 12 10g (;) log(usdz) W(l0g T — 1) log

Puis en effectuant la décomposition en éléments simples m = @ (% + 1o i_u>
on obtient :
Ve Lt 1 1
/ i(t) dt = (—loglog(ugdz) + loglog ( ‘ )) +0O ( )
uady 12108 (%) logz Uads log x
log1 log1 d
_ loglogz  , (loglog(uzdy) ) (2.47)
log x log x

Puis on obtient par symétrie un résultat analogue pour »_ fi(n)Fy(%).
n<x
Ainsi en reprenant (2.42), (2.43), (2.44), (2.45), (2.46) et (2.47) on a

€ (KK o, urdy) € (K4K, 5, uads) wloglog x N

1= O(R),
mz;; p; kllkékll,2290(uld1)90(u2d2) log x
(a,p1)=1 (a, p2)171 1

pi=l(uid1)  py=1(uads)
a€R(k1k] 9,p1) a€R(kyk] 5.p2)
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zlog log(uidiuada) T
Vuidiuads logx

3
avec R = 1,

2.9.2 Controle des termes d’erreur

Commencons par estimer le terme d’erreur provenant de z1. Notons T} (x,C1,Cs)
cette contribution,

SCCRSED SNLCID YD S0 D 3D 9 9p 30

PH(k)<Cy kikaoki o= kg1<ngz<C’5g12<Cs 012| 621|g1 d1|k
91150 g2|kS° g12]k7%
kilgi  k2lg2 ki alg12

<zl Z Mz(kf)‘lw(k) Z Z 7(91) Z 7(92) Z L.

PT(k)<Cq kikok1,2=k g1<Cj 92<C5 912<C5
g1lke® g2|ks° g12|k$S

En exprimant la somme comme un produit eulérien on a

log Cs
3 T<gl><<n<z<n+1>>

g1<C5 plk1 n=0
g1]ke°

< (log C)%®)

De la méme maniére on obtient > 1 < (log C5)~™*).

912<C5s
g121k7%
Ainsi
Ty(z,Cy, C5) < a4 Z 12 (k) 4™ (log C5 )5 ®) Z )
PF(k)<C kikoki 2=k
C
<ot S R(R)1290 (log ) ) < (13(10g C5)°) T 2.

Pt(k)<Cy

. N . . zloglog(uidiuads)
Passons maintenant a Ty (z, Cy, C5) la contribution du terme od uadylogs

x log log(uydyusds)
O LD D SED DD DD DD DD DD Dy - s
PF(k)<Cy kikzki,2=k 91<C5 g2<C5 912<C5 ¢5| 22 C21\k1 dy ‘k 12 108
91|k1 92‘]‘72 912|k12 da|

kilgi  kalg2 ki 2lg12

S0 S ety gt Y g

p+(k <Cy kikaki,2=k g1<Cs 92<C5s 912<C5
g1lkg® g2|k5° 912|k7%
k1lg1 k2|g2 k1,2|g12
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pour € > 0.
En procédant encore par sommation d’Abel on a

2+€ log C5 1 o)
291 <<H Zpl/Qs) <2

91<Cs plkr \ n=0
g1|kg®
k1lg1

D’autre part

Z 913 —1+4e < ¥ k1)_

912<C5
912\]“??2
k1,2912

C
Ainsi Ty(z, Oy, C5) < 4871 (2
On peut donc reformuler le théoréme 0.3 pour ¢ = 2, en prenant par exemple
C1 = logloglogx et C5 = logx cela donne le théoréme 0.5.
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Chapitre 3

Racines primitives généralisées
parmi les entiers criblés

3.1 Majoration de M,, et P,, pour le cas des
entiers criblés

Soit 0 < 6 < % Dans cette partie, on étudie le cas de I'ensemble des entiers
2% criblés pour lesquels un entier a est racine primitive généralisée, et nous
montrons qu’il admet une densité parmi tous les entiers 2% criblés si a # —1
et n’est pas le carré d’un entier.

Un entier 2% criblé est un entier n’ayant aucun facteur premier plus petit
que Y. Buchstab [4] a montré que le nombre d’entiers 2 criblés plus petit
que x est asymptotiquement équivalent a w (%) m, ol w est la fonction
de Buchstab. Cette fonction est 'unique solution continue pour u > 1 de
I’équation différentielle aux différences :

O(uw(u))
u
avec la condition initiale pour 1 < wu < 2, uw(u) = 1.
Un entier 2% criblé a au plus L%J facteurs premiers. En notant

=w(u—1) pouru > 2,

Noo(z,y) = #{n < z|P~(n) >y, Q(n) = ¢, a est racine primitive généralisée (modn)},
on a alors
5]
No(z,2%) = Z./\/'M(x,xe).
=1
D’aprés le lemme 1.3, a est une racine primitive modulo m si a ne vérifie pas
R(g, m) pour tout q. Posons

Noo(z,y,n) = #{n < z|P~(n) > y,Q2n) = ¢, a ne vérifie pas R(q,n), Vg < n},
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et
Moo(z,y,m,m2) = #{n < z|P~™(n) >y, Q(n) =£,3In < q < n, a vérifie R(q,n)}.

Soit n < x, alors similairement a (2.4) et (2.5),

Na,Z(Ivmﬂ) S Na,@(xvxavlr]) (31>
et Ny o(z,2%) > Nog(x, 2% n) — Mae(z,2% n, x), ainsi
Nos(@,2%) = Nyy(z, 2% n) + O (./\/la,g(x, 2% n, x)) )

Soit C] une constante arbitrairement grande, on va alors découper l'intervalle
. 1— . .
[CY, z] en deux parties de part et d’autre de 2 logx. Ainsi

Noo(z, 2%) = Nao(z, 2’ C)+0 (./\/la,g(x, 2, Cl,x%e log :13))+(9 (Mmg(:c,xa,xl%e log :1:,:(:)) )
(3.2)

On va alors procéder a des majorations analogues a celles obtenues dans la

section 2.2.

3.1.1 Majoration des M,

Dans la proposition suivante on majore le dernier terme d’erreur de (3.2).

Proposition 3.1. Pour { > 2, on a

Mz, 27, 2’z logz,r) <

Olog’z’

Démonstration. Nous procédons ici de la méme fagon que Hooley [14, p212].
Observons que, comme les roles des p; sont symétriques dans la condition
R(q,p1...pe) on peut supposer que o = 1( (mod p;) et donc 27 =
1 (mod py).

Par conséquent, comme g > R log x, pour ps - - - py < 27 fixés, les nombres
p1 tels que py - - - pe soit compté dans M, ¢(x, T log x, x) doivent diviser le
produit positif (éventuellement vide) :

11 (a®™ —1). (3.3)

m<:v12ﬁ log= !z ]£[ pi_l
1=2
Posons S, (n1,m2) = {p: Jq €|n1,me] tel que glp — 1, a € R(q,p)}. Ainsi

M (z, T logz, ) < Z Z 1.

p2--pe<zl—o PS5y

1-6
p1E€Sa(z~ 2 logx,x)
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Les éléments de Sa(:c% log z, ) étant des nombres premiers, leur produit
divise (3.3). En minorant par 2 chaque p € S,(z "2 logz, z) on obtient :

< H a*m.
1

o#{m < : p1ESala 2 loga,c)}

=papy pg

Ainsi, en prenant le logarithme :

x 1-0 2log |a|
#{p g—:pESaleox,x}<— m
pep ( 8, 7) log 2 Z ¢
m<x% log= 'z [T p%._1
=2
log” 2 [] p}
i=2
et ainsi Ma,g(x,xl%g logz,z) < > T <o O

po--pe<al—0 log? H p?

=2

Occupons nous maintenant de l'autre terme d’erreur.

ey log ©
Proposition 3.2. Pour C] < Toglogz 0T 0

- T
Ma ) 0707 ¥1 L 5.
oz, 2" Cyx 0g ) Cilogz

Démonstration. Dans M, la condition “a vérifie R(q,ps ...ps) implique
qu’il existe p € {p1,...,pe} tel que a vérifie R(q,p). Le role des p; étant
symétriques, on peut supposer que a vérifie R(q,p;).

Ecrivons

M (z, C'l,x% logz) < #{ pe <z, pi >, Jq E]C’l,:z: 2 logac] a vérifie R(q,pl)} )

Posons S := # {pl cepe <, op > 2, Jg G]Cl,x% log z], a vérifie R(q,pl)}.

Réécrivons maintenant S :

S < Z >y L

<x <
C’1<q<x z loggcp2 Py 4= pl_PQ R

qlp1—1
a€R(q,p1)
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On découpe la somme sur ps - - - py en trois parties selon la taille de py - - - py :

s= Y Y X o

1-6 z z
Ci1<q<z™ 2 logxp2 peﬁqz logb z qu1§p2,,,p£
qlp1—1
a€R(q,p1)

D> > X

1-0 __x s 2 <p < T
C1<q<z™ 2 logzx 42 log6:c<p2 pquQ log mq—pll—mmpe
qlp1—1

Sa= ) 2. 2. L

1—6 T 2 < E g<p < —2
C1<q<z 2 logz 42 log® z<ParPeSy 4SPIS 50

qlpi—1
a€R(q,p1)

et ainsi S < S7 + Sy + 5.

Pour majorer S; on utilise le lemme 2.2, qui est intéressant du moment que
ﬁlggz < mf ce qui correspond & la zone py - - - py K m.

Ainsi on peut majorer S7 par

x 1 x
51 < (") n g0
1 21:9 Z pa-ope) alg—=1) N pa--opi

epp< :
Ci1<q<z ™2 loggcp2 pl—qzlog(’z

Par sommation d’Abel on vérifie que le terme de reste est assez petit :

x x x
—logr <K < log log x.
2 Zm V D2 e Zl_g qlog’r  log’x

1-0 L T
Ci<q<z™ 2 logxp2 PL= 21046, C1<q<z 2 logzx

Puis pour le terme principal, on ne peut que majorer trivialement :

. T T
A e
« P2 Pe log z

D2 pe< 2 10g0 =
20 <p;>al—(t=1)o

Comme la somme sur ¢ est un reste de série convergente on peut majorer

Sli

x
S| < +

log log .
Cilogz  log®x oslo8t

Passons a la majoration de 5.
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Notons E(x,n) := {q, ,/nlog - <q< ,/%log2 x}, en appliquant le Théo-

réme de Brun-Titchmarsh on obtient :

s Y Y Y

1-6
p2rpe<at =0 qEE(z,p2--pr) a<p1< 5 "
qlp1—1

p2--pe<axl=9 qEE(z,p2--pe) qp2 - Pe lOg (qu P

r_ <
— gp2pe — \/ p2pe

Ona

- log™ 'z < log® z et donc log <qp2 - ) ~ log( pﬁpl).

Alors en appliquant le Théoréme de Mertens,

1
Z — < loglog ( a log a:) — log log ( * log ™ x) +0O (log1 ( a ))
P2 D P2 D P2 D

qEE(z,p2--pe)

<

<log |1+

Pp2-pe

log1
—log | 1— Sloglog —i—(’)(log_1 (L)>
( - ) 1 ( - > p2"'p€
0g

4 log1
<log |1+ . s oglogx +0 (10g1 (p x . ))
il ot (/557 ) o

<4 log log x Lo log log x
oe (Vo) \\ee (V)
Ainsi,
1
Sy < xloglogx Z )
po--pe<azl—? b2 pﬁlOg (pz m)
<a¥p;<gl—(E-1)0
x loglog x
logz

Passons a la majoration de S3. On va procéder comme dans la proposition
3.1.
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Sa= ) 2 2. !

log? z<pape< 7 qulﬁﬁ

qlp1—1
a€R(q,p1)

1-6 T
C1<g<lz 2 logz 42

p1—1

Commea ¢« =1(p;)etdonca® @ = 1(py),et

p1—1 < x x
q T gp2-pe — p2-py

Ainsi il existe m <, /pz_”_”.pf log™! x tel que pi|a™ — 1. On en déduit I'inégalité

log ™t .

#{x0<p1<—2_: Fg>, /Z logz, a=b? (mod p)1}
Cl P2Dy P2 < H a2m

m< z 1
> po--py logx

et en prenant les logarithmes,

21
M << T [T g az i o) <250 S
p2...p£ p2...p€ ]_OgOl T 1
mS’/P?"PElOg””
T

p2 -+ - pelog Cy 108;255'

<

En reportant cela dans S3 on parvient a la majoration

S< Y ‘

2
pappeal O p2 - pelog Crlog™x
pi>;0
z

L ———.
log C log® x

Les majorations de Sy, Sy et S3 obtenues précédemment impliquent que

x z(loglog x)

M, 3:,:1:0,0,3:%10 T) K
o ! g7) Cilogx 10g21:

Posons
Pae(x,y, k) = #{n < z|P™(n) > y,Qn) = {, a vérifie R(q,n), Vq|k}.

On exprime N, (z,2% C;) en fonction de termes P, (x,2% k). On a, par
inclusion-exclusion :

Noo(z,2°,C)) = Z (I Py(z, 2%, 1).

P+(1")<Cy
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3.1.2 Expression de P,

En reprenant la proposition 2.7 on obtient, mutatis mutandis, la proposition
suivante.

Proposition 3.3. Avec les notations précédentes, on a :

Pos(x,2% k) = % Z Z Z Z 1,

ke, LEP*(B)} (g1, LEP*(E)} {eir, LEP™(B), L} {pi>af, ie{L....0}

kp=k  grlky el gk <
: iLIE p1pe<z
LeP*(E) krlgr g (a,p1--pe)=1
vi, (Bt k)=1
Vi, a€R(kjp:)
(3.4)
Y ; — /o /
ot pour tout i € {1,....0}, vy .= [ 9. [II <, ki = T[] K},
LEP*(E)  LeP*(E) LeP*(E)
ieL i¢L ieL

R(,n):={meN, IbeN, m=1 (mod n)} et P*(E) désigne I’ensemble
des parties non-vides de E = {1,...,(}.

Afin de pouvoir calculer la derniére somme de P, ¢(x, 27, k) nous aurons be-
soin de controler la taille des g7, , pour ce faire on reprend la proposition 2.8
et en remarquant que pour u < log®z pour un certain entier ¢, on a par

sommation d’Abel que >0 < _:;(gue)‘
zf<p<z
p=1 (mod wu)

Proposition 3.4. Soient Cy, Cs, t tel que 0 <t < 1. Alors dans la somme
Poo(x, 2% k) donnée par (3.4) on peut imposer g, < Cs pour tout L €

). Ona :

* N ), X
P*(E), au priz d’une erreur en Oy (W

0 - / 0 x
Pos(x, 27 k) = Poy'(x, 27, k) + Oy (—C'é logx> ,

ol

Pullea’ k) =5 Y 3 3 Sl #a)ew,a),

’ {kLv LE'P*(E)} {gL7 LEP*(E)} {ciLv LE'P*(E), Z¢L} {di7 iE{l,...,f}} ie{l,...,f}
kp=k  9L<Cs cip | 2L dilk
LEP*(E) gLk L

krlgr

avec Q(u,d) = > 1.
{pi>a?, ief1,..0}}
p1-Pe<T
(a,p1--pe)=1
Vi, piEl(uidi)
Vi, aED‘%(k;,pi)
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3.2 Calcul du nombre de nombres premiers se
factorisant convenablement

On pose, pour 1 < i </, K; := Q(%/a,&,,q,) et on définit les ensembles de
nombres premiers suivants P o constitués des premiers p tels que p > x?,
p est premier avec au;d; et p se factorise dans Oy, comme produit d’idéaux
premiers distincts de norme p.

La quantité que 'on souhaite évaluer s’écrit alors d’apreés les propositions
2.9, 2.11 et 2.12, > 1.

mi-me<T
plmi=pEP; 0
m; premier

Définissons, pour 7 := (11,...,7,) € N, n € N,

¢
cr(n) = Z 1% (n) H (11 (Qmy) =1) 1 (p|mi =Dpc Pi,:r:")) ;

mi-my=n =1

de sorte qu’en écrivant 1 = (1,...,1), on a 'égalité : > 1= ¢g(n).
mi---my<x n<x
plmi=peP, o
m; premier
Notons 'r > 0’ lorsque pour tout 1 < ¢ < ¢, r; > 0, puis pour z :=
(z1,...,2) € C":

la fonction a(n) est le produit de ¢ fonctions multiplicatives, elle est donc
multiplicative. De plus, on a la majoration suivante :

Lemme 3.5. En reprenant la définition de a,(n) ci-dessus, et pour |z < A

pour tout i, on a :
log LA

|z (n)| < noiose,

Démonstration. En majorant les |z;| par A il vient :

ol < Y0 A,

mi--me=n
plmi=pEP, o

Il y a (" facons d’écrire n comme produit de ¢ nombres sans facteur carré.

De plus, comme n est 2-criblé, 2% < n, et donc w(n) < 91‘1’&_
ogzx
log LA

On a donc bien |a,(n)| < nole=. O

99



Enfin, pour R(s) > 1, on définit la série de Dirichlet associée a a,(n) :

roa= X T (1) S (T () )

n>0 P v>1 p @ pEP; L6

qui admet alors un prolongement analytique en une fonction méromorphe

¢

sur C\{1}. On réécrit F(s,z) comme F(s,z) = [] Fi(s, z), ou Fi(s,z) :=
=1

11 (1 + ;—)

JIST

On note (g, (s) la fonction zéta de Dedekind associée au corps K; et (x,(s,y)
le facteur initial de son produit eulérien, c¢’est-a-dire :

o= ] (“N(lms)l'

p
N(p)<y

-1
De plus, soit (g, ¢(s) = IT (1 - ﬁ) et le facteur initial de ce
P

3p, N(p)=p/
produit eulérien (g, f(s,y).
K S IG %
Enfin on définit G(s, 2) := [[ Gi(s, 2), avec G;(s, z) := Fi(s, z) (Qé;{(—(s))) °
i=1 @
et donc, pour ¢ > au,d; :

)

o 1[0+ (-5) M)

pEPiyzg flni
1>2

Proposition 3.6. Soient § €]0, 5[, A un réel strictement positif. Pour |z| <
Aeti+v<Res<2 avecv >0, on a, pour x suffisamment grand :

A?
G(S,‘%e’z) =1+ OCI (W) .
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Démonstration. Déja pour tout i, et quand ¢ > au,d;,

() -

N(p)lau;d;
N(p)=p
N(p)>az?

S|
N

car ce produit est alors vide. La contribution des degrés f > 2 est :

i

[T () =1 oa ()

Fins Crinr (8, Y)
f>2

En effectuant un développement limité, on montre que le premier produit
dans la définition de G;(s, z) est également proche de 1 :

I ((5) 03) )= I (vo (i) = o ()

p>ze
pEP_L.’Zg pEPiyzg

]

La proposition suivante montre que 1’on peut remplacer nos fonction zéta
de Dedekind tronquées par des fonctions zéta de Riemann tronquées au prix
d’un tres petit terme d’erreur. Cela permet de simplifier grandement la suite
du raisonnement.

Proposition 3.7. Soit n €]0,3/5[. Pour s = o + it € C tel que 0 > 1 et
7| <z ona

g

i

(%) - ()

=1

s_
0
i

n

(1+ Oapupcy (6_(910%)71)) -

Démonstration. D’apres le lemme I11.5.5.16 de [37] (ou [36]) on a pour £ > 0,

3-3 1
7| < exp ((Qlogx)z a),a>1— . prvlk
(8log )% ~=+ (log(2+/7]))

C(s,2%) = ((s)(s — 1)flog :17[’5((3 —1)flog x) (1 +0 (6—(910gz)n)) 7

ou p est la transformée de Laplace de la fonction de Dickman.
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De méme, d’aprés I’équation (4.2) du lemme 4.1 de [10], on a dans le méme
domaine,

Cre; (8,2%) = (i, (8) (s — 1)flog zp((s — 1)0log z) (14 O, (e~ Qlog:ﬂ)n))

En rassemblant les deux équations précédentes on obtient pour tout ¢ €

{1,...,0}:

o) C(s)
CKZ.(S,IQ) C(‘S?xe

Prenons le produits sur les i € {1,...,¢} pour (s) > 1

(%) - ()

) (1+ Ougpec: (e7=7)).

5 =
S
It~

SLN

(1 + Oapr0, (€ ( _(mogx)")) .

[
Proposition 3.8. Avec les notations ci-dessus et pour k =1+ log on a :
L0 ((s) S g xlogx
Z az(n) - % /ﬁm (Q(S, 339) —dS + OAGECl e(@logz)n |~

Démonstration. En utilisant la premiére formule de Perron effective (Théo-
réme [1.2.3 [37] ou [36]) on obtient

i Ktz y x* . N laz (n)|
Z 2 2@7?/ ’ F(s, 2", )Sd +O< ;nn(1+x|10g(x/n)!))'

n<x (&

Occupons nous du terme d’erreur. Si n n’est pas x-criblé, a,(n) = 0. Ensuite
pour n x’-criblé, on a par le lemme 3.5,

loglA

|az( )l < n flogz

Pour calculer la somme du terme d’erreur on la découpe en deux parties,
suivant si n est entre § et 2x ou non. La contribution des n ¢ [7, 2] est :

Z oz (n Z (+ 2 (1-1eeldy)
< 10 z 9 l .
' 2 ] " 1 $|10g I‘/?L < n>1n g <<A79 e
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Puis pour n € [§,2z], on a |a.(n)| < (QI)%;Q < (IA)s. On considére
maintenant que {x} = =, et on écrit n = N + A, ou N est Uentier le plus

proche de z. On a |log( )| > %. La contribution des n € [5,2z] a la
somme du terme d’erreur est :

l\’)l»—t

az(n)] z 1
v Z n“1+x|log(x/n)|)<<(€A) Z 1+ z|log(xz/n)|

$<n<2z $<n<2z
1
(A)D S log 7.
< (LA) ZS ENTN <y a0 logx
0<A<Ea41

En utilisant les propositions 3.6 et 3.7 on a

¢

e e gy fh e

Oéz B —dS—l—OAgec J?/ ds | .
; 2271—/ i (C(S,LEG) ' K—1T C(SVTQ) |S|
Or g(cs(i)ﬂ) < ¥ 1+1 < €’ pour N(s) > k. Ainsi,

P‘(fTLL)>z )
>
Ktiz ¢(s) 1:1"72 xrlogx
o) =gz [, (goram) ™ T Ounee (G )

]

Pour obtenir 'estimation désirée on va appliquer la formule de Cauchy ¢ fois

a > ay(n), ainsi :

n<x

Z 1—@82042 l_IdzZ

mi---my<x n<z
plmi=p€P, o
m; premier

4
1 s c(s) \ & o rlogx
i i L. <c<s,x9> dSHd“OA“CI sy )

Ou 2 est le produit de ¢ cercles autour de 'origine de rayon plus petit que
A. En faisant les £ changements de variable z; := Z¢, on obtient :

14 4
Ktix Z:l # K+ix l; z s
@/ ( 3;1:9)_ —ds]‘_[clzZ an@/ ( (5,27 ) %dsl?[dzé.
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Voyons maintenant que ces intégrales correspondent au nombre d’entiers xf-

criblés ayant ¢ facteurs premiers. On définit la fonction de comptage de ces
entiers :

m(z,y,k) == {n, P~ (n) >y, Q(n) = k}.
Proposition 3.9. Avec les notations précédentes, on a :

1 0 rlogx
Z 1= H‘nﬁ(%x )+ Oapicn <e(910gx)77 :
mi--my<x 1
plmi=p€P, o
m; premier

Démonstration. Définissons, pour 7 := (r1,...,r,) € N°, n € N,

mi--mp=n 7

puis, en posant 1 = (1,...,1), 3° & (n) = #{n <z, P~(n) > 2% Q(n) = ¢}.

g /
En posant ol(n) = S c(n) 2", F'(s,2) = 3 %= of G'(s,2) =

r>0 =1 n>0
¢(s,2%) 2z . .
F'(s,2) (W) i et en procédant comme précédemment il vient pour
% <v<l:
2
1 K+ix g(S) 2 z; s

/ i= ! 1—26v

c(n) = —ﬁ/ ( —ds | | dz+ 04000, (T logz),
240 =g [\ SO Ll O ( )
ce qui permet de conclure. O

Enfin une formule asymptotique pour 7(x,y, k) a été démontrée par Balazard
(|2], lemme 8).
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Lemme 3.10 (Balazard). Soit R > 0. On a uniformément pour x > 3,
exp ((loglog z)%) < y < /™20 ¢ 1 < ¢ < R(loglogz — loglogy) :

: log log z — log log )"
(2, 0) = fo [ o ) 4 Op yploglogz —loglogy) ™y
logy ) logx log? x 1

ou les fonctions f, sont définies par récurrence telles que :
e fi(u):=1 pouru>1,

o fiii(u) = fkufl fr(0)2 pour u >k + 1.

Ainsi, en prenant R = @, on obtient dans notre cas pour 2 < /7 < L%J,
0
1\ = x (log 1)*
0 _ - 0
m(@,a%6) = fe <6’> 10gx+00 (long\/Z 14 ’

puis en injectant ce résultat dans la proposition 3.9 on obtient la proposition
suivante.

Proposition 3.11. En reprenant les notations de la proposition 3.9 et du
lemme 3.10 on a :

1 1 x xlogx
SR () gz + O (i)
pi>z”, 1€{l,....0
cepr<x
(a}gr%;):l
Vi, a€R(k}pi)

3.3 Preuve des théorémes 0.6 et 0.7

Le calcul de P, //(z,2% k) est identique & celui de la section 2.7. Ainsi on
obtient le théoréeme 0.6 avec les propositions 3.1, 3.2, 3.4, 3.11 et I'équation
3.2 et le théoréme 0.7 avec les propositions 3.4, 3.11 et I’équation (3.1).
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Annexe A

Valeurs particuliéres pour le
théoréme 0.3

Les différentes valeurs reproduites dans cette annexe ont été obtenues en
utilisant le logiciel SageMath.

A.l Wg(p)
A.1.1 Valeurs de W;(p)

On donne dans le tableau ci-dessous les valeurs de W, (p) pour les premicres
valeurs de ¢, dans le cas ou h = 1.

4 We(p)
1
1 p(p—1)

) 2p°—2p2—p—1
p2(p—1)2(p+1)
3 3p7—61736+3p576p4+7p3+2p2+2p+1
P2 (p—1)3(p+1) (p2+p+1)
4 4p° —16p®4-26p” —28p54-28p® —14p* —p3 —2p%—2p—1
5)

p*(p—1*(p+1)(p>+p+1)
5pt5—25p14455p13 —70p12+60pt ! —40p!04+-35p2 —65p% +76p7 —57pC+35p° +6p? +6p3+5p%+3p+1
p®(p—1)5(p+1) (P> +p+1) (p* +p3+p>+p+1)

Pour ¢ > 6 les formules deviennent trop longues pour étre reproduites ici.
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A.1.2 Valeurs approchées de [] (1 — Wy(p))
p

Ci-dessous un graphe de [] (1 — Wy(p)) en fonction de ¢ dans le cas ou h =

p
1. Le produit est pris pour p < 48623, c’est-a-dire pour les 5000 premiers
nombres premiers.

0.36 4
L ]
0.34 4
| =
0.32 4 .
-
0.30 - "
] '-.'
---.--..
] . ----.,. -
0.28 - B . -
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
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A.2 ‘/g(al)

On donne dans le tableau ci-dessous les valeurs tronquées de Vy(a;) pour
différentes valeurs de a; et £.

Vi(ay) a=2 a=3 a=5 a==6 a="17 a=38
(=1 0 0 ~ (0.052632 0 0 0
(=2 |~ —0142857| ~0.05102 | ~0.031732 | ~0.012755 | ~0.008699 |~ —0.142857
(=3 | ~—0.310606 | ~0.017713 | ~0.018778 | ~0.007895 | =~0.009314 |~ —0.310606
(=4 |~ —0467005| ~0.001676 | ~0.010461 | ~ 0.001283 | ~ 0.007427 | ~ —0.467005
{=5 |~ —0.595831 | = —0.002917 | ~0.005125 | ~ —0.001839 | ~ 0.00522 | ~ —0.595831
=6 |~ —0.695017 | ~ —0.002007 | ~ 0.001828 | ~ —0.002189 | ~ 0.003336 |~ —0.695917
(=10| ~—0.90375 | ~0.000572 |~ —0.001548 | ~ 0.000537 | ~ —0.000436 | ~ —0.90375
(=15 |~ —0977154 | ~9.4e—05 |~ —0.000349 | ~ 9.4e— 05 | ~ —0.000984 | ~ —0.977154
(=20 |~ —0.994579 | ~ —0.000206 | ~ 0.00039 | ~ —0.000205 | ~ —0.000477 | ~ —0.994579
0 =25|~—0.998714 | ~ —8.2¢ — 05| ~0.000452 |~ —8.2e — 05 | ~ —1.4e — 05 | ~ —0.998714
7 =50~ —0.999999 | ~ —8¢ — 06 |~ —0.000169 | ~ —8¢ — 06 | ~ 0.000180 | ~ —0.999999
Vi(ay) a=10 a=12 a=15 a=21 a =27 a =50
(=1 0 0 0 ~ —0.004878 0 0
(= ~ 0.004339 ~ 0.05102 ~ —0.001452 | ~ —0.001243 | ~ 0.571429 | ~ —0.142857
(= ~ (.005844 ~ 0.017713 | ~ —0.000332 | ~ —0.000232 | ~ 0.787879 | ~ —0.310606
(=4 ] ~0.004995 ~ (0.001676 |~ —1.5e —05| ~ —6e — 06 | ~ 0.893401 | ~ —0.467005
(= ~ 0.003154 | ~ —0.002917 | ~ 1.5e — 05 ~2e—05 | ~0.946556 | ~ —0.595831
(=6 | ~0.001322 | ~ —0.002907 | =~ 5e — 06 ~1.1le — 05 | ~ 0.973267 | ~ —0.695917
¢ =10 |~ —0.001442 | ~ 0.000572 ~ le — 06 ~ (.0 ~ (0.998331 | ~ —0.90375
¢ =15|~ —0.000346 | ~ 9.4e — 05 ~ 0.0 ~ 0.0 ~ 0.999948 | ~ —0.977154
¢=20| ~0.000389 | ~ —0.000206 ~ 0.0 ~ —0.0 ~ 0.999998 | ~ —0.994579
¢=25] ~0.000452 |~ —8.2¢ — 05 ~ 0.0 ~ —0.0 ~ 1.0 ~ —(0.998714
¢ =50 |~ —0.000169 | ~ —8e — 06 ~ —0.0 ~ 0.0 ~ 1.0 ~ —0.999999

Dans les cas ot a est le double d’un carré (c’est-a-dire a € {2,8,50}) Vy(a;)
est proche de —1 et donc 14V (a;) ~ 0, car a est dans I’ensemble exceptionnel
& décrit par Li [20].
Pour a = 27, V;(a;) est proche de 1 car 27 est une puissance parfaite.
Quant aux autres valeurs de V(a;) elles deviennent toutes trés proches de 0.
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A.3 Cg(a)

A partir des quantités [ (1 — Wy(p)) et Vi(a;) calculées précédemment on

peut estimer la valeur de Cy(a) = lim Na7g(l‘)/$((
T—00

p

loglog z)¢—1

(—=1)llogz

a=2

a=3

a=2>5

a=26

a=7

a=38

~ (.373956

~ (0.373956

~ (.393638

~ (.373956

~ (0.373956

~ (.224374

~ (.322212

~ (0.395093

~ (.387842

~ (.380709

~ 0.379184

~ (.103568

~ (.242734

~ (.358334

~ (0.358709

~ 0.354877

~ 0.355377

~ 0.039683

=~ 0.179054

~ (0.336502

~ (0.339453

~ (0.33637

~ (0.338434

~ 0.014625

~ 0.131835

~ (0.325237

~ (0.327861

~ (.325589

~ (.327891

~ 0.00536

~ (0.097239

~ (0.318848

~ (.320362

~ (.319078

~ (.320844

~ 0.00197

~ (0.029372

~ (.305336

~ (0.304689

~ (0.305326

~ (.305029

~ 3.7e — 05

~ (0.006774

~ (.296534

~ (.296402

~ (.296534

~ (.296214

~ 0.0

~ 0.001583

~ 0.291857

~ 0.29203

~ (0.291857

~ 0.291777

~ (0.0

~ (0.000371

~ (.288571

~ (.288725

~ (.288571

~ (.28859

~ 0.0

~ 0.0

~ (0.28079

~ 0.280744

~ (0.28079

~ (.280845

~ 0.0

Cg(a)

a=10

a=12

a=15

a=21

a=27

a =50

(=1

~ 0.373956

~ (0.373956

~ 0.373956

~ (0.372132

~ (.224374

~ 0.373956

,6:

~ (0.377545

~ (0.395093

~ (0.375368

~ (0.375447

~ 0.189875

~ (.322212

/€:

~ 0.354155

~ (0.358334

~ (0.35198

~ 0.352016

~ (0.102914

~ (0.242734

(=4

~ (0.337617

~ (.336502

~ (.335934

~ (0.335937

~ 0.051953

~ 0.179054

=5

~ 0.327217

~ (0.325237

~ 0.326194

~ 0.326195

~ (.025815

~ 0.131835

/€:

~ (.3202

~ (.318848

~ (0.319779

~ (.319781

~ (0.012782

~ (0.097239

¢=10

~ (0.304722

~ (0.305336

~ 0.305162

~ 0.305162

~ 0.000771

~ 0.029372

(=15

~ (.296403

~ 0.296534

~ (.296506

=~ (.296506

~ 2.3e — 05

~ 0.006774

¢ =20

~ 0.29203

~ (0.291857

~ 0.291917

~ (0.291917

~ le — 06

~ (0.001583

0 =25

~ (.288725

~ (.288571

~ (.288594

=~ (.288594

~ 0.0

~ (0.000371

¢ =50

~ (.280744

~ (.28079

~ (.280792

=~ (0.280792

~ (0.0

~ (.0

On retrouve ici les deux cas de figure possibles, suivant si a est dans ’ensemble
& décrit par Li ou non.
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