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Glossaire

Symboles et Ensembles

R = Ensemble des nombres réels

R`= Ensemble des nombres réels positifs

Rd= Ensemble des nombres réels euclidien de dimension d

Ωx Ă Rd : Domaine des positions

Ωv Ă Rd : Domaine des vitesses

ΩT “ r0, T s Ă R` : Espace de temps

Ω “ Ωx ˆ Ωv :Domaine des phases

BΩ : Frontière du domaine de Ω

T x
hx : Famille de partitions cartésiennes de Ωx

Th : Famille de partitions cartésiennes de Ω

h : Taille du maillage

∇xu “

¨

˚

˝

Bu1
Bx1...
Bun

Bxn

˛

‹

‚

avec u “ pu1, ¨ ¨ ¨ , unq : gradient

Bu
Bxi

“ uxi
avec i “ p1, 2, ¨ ¨ ¨ , nq : dérivées partielles

∆upx1, ¨ ¨ ¨ xnq “
řn
k“1

B2u
Bx2 px1, ¨ ¨ ¨ xnq : Opérateur Laplacien

Notations et Matrices

x= Position des particules

v= Vitesse des particules
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t= Temps

T= Temps maximum

f= Fonction de distribution

f= Fonction de distribution d’état

fh= Vecteur d’état

f̃h= Estimé de fh

9fh= Dérivée de fh

E= Champs électrostatique

er= Erreur d’estimation

ϕ= Potentiel électrostatique

ρ= Densité macroscopique de particule

J= Densité de courant

Ek= Énergie cinétique

Ee= Énergie électrique

Etot= Énergie totale

M= Masse totale

u= Fonction de commande

Yh= Vecteur de sortie

Mh ą 0pMh ě 0q Matrice Mh symétrique définie (resp. semi-définie) positive

Mh ă 0pMh ď 0q Matrice Mh symétrique définie (resp. semi-définie) négative

I = Matrice identité de dimension s ˆ s (resp. appropriée)

MT
h= Transposée de la matrice Mh

M´1
h = Inverse de la matrice Mh

ˆ

M11 M12
p‹q M22

˙

Matrice symétrique, le symbole p‹q représente MT
12

LppΩq “

!
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`ş
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pdx

˘
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p ă 8

)

1 ď p ă 8
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L8pΩq “ tu mesurable sur Ω, et il existe ctel que |upxq| ď c p.p. sur Ωu

CkpΩq “ fonctions k fois continûment différentiables sur Ωpk entier ě 0q

HmpΩq “ tu P L2pΩq | @α tel que |α| ď m,Dαu P L2pΩqu

H1
0 pΩq : L’ensemble des fonctions de H1pΩq dont la trace est nulle sur BΩ.

DpΩq :“ L’ensemble des applications C8pΩq à support compact dans Ω.

H´kpΩq :“ L’espace des formes linèaires continues sur Hk
0 , telles qu’il existe une constante

C ą 0 pour laquelle @Φ P DpΩq, | ă u,Φ ą | ď X}Φ}HkpΩq.

Cp0, τ ;V q :“ tu : r0, τ s ÝÑ V : t ÞÝÑ }uptq}V continue u

Copx, yq :“ tλx ` p1 ´ λqy, 0 ď λ ď 1u : Ensemble convexe

} ¨ }LpX,Y q :“ }f}LpX,Y q :“ supxPX,}x}x“1 }fpxq}Y

Acronymes

VP Vlasov-Poisson

LMI Linear Matrix Inequality (Inégalité matricielle linénire).

LTI Linéaire à Temps Invariant

LPV Linéaires à Paramètres Variants

DMVT Differential Mean Value Theorem = Théorème des accroissements finis.

MDG Méthode de Galerkin Discontinue

FEM Methode des Éléments Finis

RT Raviart-Thomas

EVP Problèmes des valeurs propres
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Introduction Générale

Cette thèse s’inscrit dans l’étude des synthèses des observateurs d’état et de lois de
commande du système d’équation de Vlasov-Poisson 1Dˆ1D en dimension finie et infinie.
Elle aborde la problématique d’observation d’état et de lois de commande du système
non linéaire de grande dimension. L’état d’un tel système n’est souvent pas mesurable
en raisons d’inaccessibilité technique et/ou du coût très important. Pour y accéder, il est
donc nécessaire de construire des capteurs logiciels pour la commande. En effet très peu de
résultats existent sur le contrôle [59] et encore moins sur l’observation. La difficulté réside
dans le fait qu’il existe très peu d’outils mathématiques en dimension infinie pour faire de
l’observation et encore moins lorsque plusieurs EDPs sont couplées et non linéaires. Une
solution alternative consistera à utiliser des estimateurs non linéaires en dimension infinie
sur un modèle discrétisé du système d’équation de Vlasov-Poisson. L’objectif de cette thèse
est de présenter quelques résultats d’observateur et lois de commande en dimension finie
d’une part et d’autre part la synthèse d’observateur par la méthode de ! Backstepping "

en dimension infinie.

Le chapitre 1 de ce manuscrit rappelle le contexte des travaux effectués. Il rappelle
également la modélisation mathématiques et quelques propriétés physiques fondamentales
de l’équation de Vlasov-Poisson (VP) : le principe du maximum, la conservation de masse
totale, la conservation de l’énergie totale, la conservation du moment, la conservation de
la charge et la conservation à la norme Lp au cours du temps.

Le chapitre 2 est consacré à la modélisation numérique du schéma adopté dans
ce manuscrit. Il présente et détaille le schéma numérique de la méthode de Galerkin
discontinue pDGMq pour l’équation de Vlasov et une approximation par éléments finis
mixtes de Raviart-Thomas pRTkq au problème de l’équation de Poisson. Cette étude nous
permettra d’obtenir une représentation matricielle du système. C’est le travail effectué en
[31]. Il aboutira pour la suite à l’étude des inégalités matricielles linéaires pLMIsq dans
les chapitres 4 et 5. Le chapitre se termine par la validation numérique. Les résultats
numériques obtenus sont programmés sur Matlab2019a. Les études sont restreintes à 2D
c’est à dire 1D en espace et 1D en vitesse. Il présente, à cet effet, un cas de test classique
à ce type de système : l’amortissement de Landau linéaire qui vérifie les conservations de
l’énergie totale et de norme L2.

Le chapitre 3 rappelle d’une part le concept d’analyse de stabilité au sens de Lya-
punov, de la théorie de conception d’observation et l’état de l’art sur la conception d’es-
timateur d’un système non linéaire : Observateurs de type Lipschitz, "One sided Lip-
schitz", approche basée sur le théorème des accroissement finis. Il rappelle la méthode de

1
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! Backstepping " et la synthèse de l’observateur d’EDPs de l’équation de réaction- dif-
fusion. D’autre part le chapitre 3 rappelle les études des inégalités matricielles linéaires
(LMIs) et quelques propriétés des problèmes dépendants des formulations en LMIs. Il
expose quelques applications des LMIs à savoir l’analyse de stabilité au sens de Lyapu-
nov, le problème de stabilité quadratique des systèmes incertains, la stabilité des modèles
Takagi-Sugeno (TS), le problème de Stabilisation du système commandé et traite de
quelques problèmes d’optimisation sous contraintes LMIs : Programmation Sémi-Définie
(SDP), Problèmes des valeurs propres (EVP) et des problèmes de commande : Problème
de commande Linéaire Quadratique (LQ), problème de commande Quadratique Linéaire
Gaussienne (LQG), Commande Prédictive Robuste, Problème de Commande H8.

Le chapitre 4 traite la synthèse d’observateur de l’équation de Vlasov-Poison en di-
mension finie d’une part, en adoptant une approche basée sur l’utilisation du théorème
des valeurs intermédiaires (DMVT). Il s’agit de transformer la dynamique de l’erreur d’es-
timation en un système à paramètres variables linéaires (LPV). Les techniques de calcul
LPV permettent d’obtenir des conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle
linéaire (LMI). D’autre part il aborde la conception d’observateur d’état en dimension
infinie de l’équation de Vlasov 1D ˆ 1D par la technique du ! Backstepping ".

Le chapitre 5 traite la stabilisation par retour d’état d’une classe de systèmes d’EDPs
non linéaires décrits par l’ équation de Vlasov-Poisson en dimension finie. Pour ce faire,
grâce à l’approche de discrétisation discontinue de Galerkin du chapitre 2, il établit un
modèle d’espace d’état explicite. Il aborde ensuite la stabilisation asymptotique sous la
condition des LMIs de commande linéaire du retour d’état et celle d’une commande basée
observateur, en présence ou non des perturbations.
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Contexte des travaux effectués
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Ce chapitre permet de faire le point sur le contexte de ce travail de thèse. Dans un
premier temps, il fait un bref rappel sur les plasmas. Ensuite il établit la modélisation
mathématiques de l’équation du plasma(équation de Vlasov-Poisson). Enfin il rappelle
quelques propriétés physiques du système d’équation de Vlasov-Poisson.

1.1 Contexte physique et équation de Vlasov

Rappelons qu’un plasma, souvent appelé le quatrième état de la matière, est en fait un
gaz ionisé globalement neutre, constitué de particules neutres et chargées qui réagissent à
la fois entre elles et avec la présence d’un champ électromagnétique. En raison de l’équilibre
thermodynamique qui est atteint grâce aux collisions entre les particules, le comportement
d’un plasma ne peut pas toujours être assimilé à celui d’un fluide. Les plasmas et les
faisceaux de particules chargées sont modélisés par une fonction statistique. Cette fonction
de distribution représente la probabilité de présence des particules en un point de l’espace
des phases. Elle est alors une solution de l’équation de Vlasov qui fait intervenir un champ
électromagnétique créé par les particules chargées, lui-même solution des équations de
Maxwell. Sous certaines hypothèses, le modèle peut être réduit au problème de l’équation
de Vlasov couplée à une équation de Poisson.

Pour les scientifiques, le but est de créer de l’énergie à moindres frais et avec des
composants durables et recyclables. Pour chauffer le plasma, on procède soit par effet
Joule soit par effet Compton (rayons laser) ou encore par injection d’ondes HF(Haute
fréquence) (l0-200GHz) par des antennes sur les tokamaks (1.1). Le tokamak est une
machine expérimentale conçue pour exploiter l’énergie de la fusion. Dans l’enceinte d’un

3



4 Chapitre 1. Contexte des travaux effectués

Figure 1.1 – Vue d’artiste du Tokamak ITER[126]

tokamak, l’énergie générée par la fusion des noyaux atomiques est absorbée sous forme
de chaleur par les parois de la chambre à vide. Tout comme les centrales électrogènes
classiques, une centrale de fusion utilisera cette chaleur pour produire de la vapeur, puis,
grâce à des turbines et à des alternateurs, de l’électricité.

L’étude de la stabilité et de l’équilibre des particules chargées est une des applications
en physique des plasmas, notamment pour la fusion contrôlée que l’on cherche à réaliser
pour fournir de l’énergie dans des projets civils comme ITER (International Thermonu-
clear Experimental Reactor) au CEA(Commissariat à l’énergie atomique et aux énergies
alternatives) à Cadarache ou militaires comme le Laser MégaJoule (LMJ) au CESTA à
Bordeaux. On peut aussi s’intéresser, par exemple pour l’endommagement des matériaux
spatiaux soumis à des faisceaux de particules chargées, à l’étude des plasmas et des fais-
ceaux de particules présents dans l’espace. Une autre application est la construction et
l’étude des accélérateurs de particules. Si vous voulez comprendre plus sur le plasma,
je vous invite à lire les thèses de Besse Nicolas[20], Steiner Christophe[128],Coulette
David[37], etc . Le CEA a également publié de nombreux articles de vulgarisation per-
mettant de se renseigner sur le sujet en présentant les enjeux, les risques, les défis et de
nombreux aspects intéressants au non spécialiste du domaine. C’est dans ce contexte que
s’inscrit cette thèse.
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1.2 Modélisation mathématique de l’équation de Vlasov-
Poisson

Le système d’équation de Vlasov-Poisson (VP) est un modèle classique de la théorie
cinétique sans collision. Il s’agit d’une description limite du champ moyen d’un grand
ensemble de particules interagissant par des forces électrostatiques ou gravitationnelles.
Nous nous limitons au cas de la physique des plasmas.

En théorie cinétique l’évolution de la densité de particules ou de la densité de masse
fpx, v, tq dans l’espace des phases px, vq, c’est à dire la position et la vitesse au temps
t ě 0 est donnée par l’équation de Vlasov :

Bf

Bt ` v.∇xf ´ ∇xϕ.∇vf “ 0, px, v, tq P Ωx ˆ Rd
ˆ r0, T s , (1.1)

considérée avec des conditions limites périodiques Ωx “ r0, Ls
d dans le tore de dimension

d, avec d “ 1, 2, 3 où ϕ est le potentiel électrique. Afin de décrire le mouvement des
particules chargées dans les plasmas, nous devons calculer le champ de force à partir de
la densité macroscopique des particules

ρpx, tq “

ż

Rd

fpx, v, tqdv. (1.2)

On définit également la densité de courant par

Jpx, tq “

ż

Ωv

vfpx, v, tqdv. (1.3)

Dans un modèle plus précis, les effets magnétiques et l’équation de Maxwell pour les
champs de force devraient être pris en compte. Nous supposons qu’ils sont négligeables et
calculons le champ de force à partir de l’équation de Poisson suivante

´ ∆ϕpx, tq “ ρpx, tq ´ 1, Ωx ˆ r0, T s (1.4)

où Epx, tq “ ∇xϕ est le champ électrique par unité de masse, à un signe près, agissant
sur les particules. Sa solution permet de calculer le potentiel électrique ϕpx, tq dû à la fois
à la partie auto-cohérente provenant de la densité macroscopique ρpx, tq et à une densité
d’ions de fond uniforme normalisée à un. Dans les applications du plasma, le système doit
être globalement neutre, on suppose que leur distribution est uniforme on a

ż

Ωx

ρpx, tqdx “

ż

Ωx

ż

Rd

fpx, v, tqdvdx “ 1. (1.5)

Cette condition de compatibilité est imposée par la périodicité des conditions aux limites.
Pour déterminer de manière unique le champ électrique Epx, tq, nous ajoutons une condi-
tion de moyenne nulle

ż

Ωx

Ept, xqdx “ 0, t P ΩT . (1.6)
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L’existence de solutions faibles pour le système de VP fut d’abord établie par Arsenev
[10] [11], puis par Illner-Neunzert [69], et enfin généralisée par Diperna-Lions [46] dans
le cadre des solutions renormalisées. Pour le système de VP l’existence locale en temps
à été établie par Kurth [85]. L’existence et l’unicité des solutions classiques ont été dé-
montrées par Iordanskii [70] et Cooper-Klimas [34] en une dimension, Ukai-Okabe [136]
en deux dimensions, Bardos-Degond [16] en trois dimensions pour une donnée initiale
petite. Plusieurs analyses ont après suivi ces études. Nous ne les rappellerons pas dans ce
manuscrit.

1.3 Quelques Propriétés du système de VP

Le système d’équation de VP vérifie un certain nombre de propriétés. Il a l’avantage de
conserver un certain nombre de quantités physiques. Ainsi il conserve la masse, les normes
Lp, la quantité de mouvement, l’énergie totale au cours du temps. Rappelons quelques
propriétés suivantes :

Proposition 1.3.1 (Principe du maximum). Soit f0px, vq la fonction de distribution
initiale du système de Vlasov-Poisson, supposée positive ou nulle, et fpx, v, tq la solution
de (1.1). On a alors

0 ď fpx, v, tq ď max
px;vqPΩxˆΩv

f0px, vq.

Démonstration. Rappelons que la fonction de distribution est une densité de probabilité,
alors elle est toujours positive. Le système définissant les caractéristiques associées s’écrit

dX
dt “ Vptq (1.7)
dV
dt “ ´EpXptq, tq. (1.8)

On note par pXpt; x, v, sq,Vpt; x, v, sqq, ou plus concis pXptq,Vptqq lorsque la dépendance
par rapport aux conditions initiales n’est pas explicitement recherchée, l’unique solution
à l’instant t de ce système qui prend la valeur px, vq à l’instant s. En utilisant (1.7)-(1.8),
l’équation de Vlasov (1.1) peut être exprimée de manière équivalente

d

dt pfpXptq,Vptqq “ 0

Nous avons ainsi
fpx, v, tq “ f0pXp0; x, v, tq,Vp0; x, vqq.

De cette expression, on déduit que f vérifie le principe du maximum qui peut s’écrire,
comme f0 est positif on a

0 ď fpx, v, tq ď max
px,vq

pf0px, vqq .
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Proposition 1.3.2. Le système Vlasov-Poisson vérifie la conservation de la quantité de
mouvement suivante :

d

dt

ż

Ω
vfdxdv “

d

dt

ż

Ωx

Jdx “ 0.

Démonstration. Nous allons utiliser l’égalité suivante qui se vérifie pour tout vecteur ϵ
dépend de x dans un domaine périodique

ż

p∇ ˆ ϵq ˆ ϵdx “ ´

ż
ˆ

ϵ p∇ ¨ ϵq `
1
2∇ϵ2

˙

dx “ ´

ż

ϵ p∇ ¨ ϵq dx. (1.9)

Remarquons en particulier qu’en prenant ϵ “ E dans l’égalité précédente avec E solution
de l’équation de Poisson(1.4), on obtient, comme ∇ ˆ E “ 0 et ∇ ¨ E “ ´∆ϕpx, tq “

1 ´ ρpx, tq, que
ş

E p1 ´ ρq dx “ 0. Comme de plus E “ ´∇ϕ et comme on intègre sur un
domaine périodique

ş

Edx “ 0. Il en résulte alors que
ż

Eρdx “ 0. (1.10)

Introduisons maintenant la formule de Green sur la divergence :
ż

Ω
∇ ¨ Fq `

ż

Ω
F ¨ ∇q “

ż

BΩ
pF ¨ nqq @F P Hpdiv,Ωq, q P H1

pΩq, (1.11)

où classiquement H1pΩq est le sous-ensemble de L2pΩq les fonctions carrées intégrables,
des fonctions dont le gradient est dans L2pΩq ; et Hp div,Ωq est le sous-ensemble de L2pΩq

des fonctions dont la divergence est dans L2pΩq.
Multiplions l’équation de Vlasov (1.1) par v et intégrons dans x et dans v

d

dt

ż

vfdxdv `

ż

∇x ¨ pv b vfqdxdv ´

ż

v∇v ¨ pEfqdxdv “ 0.

La deuxième intégrale s’annule car le domaine est périodique en x et la formule de Green
sur la divergence (1.11) donne pour la dernière intégrale

´

ż

v∇v ¨ pEfqdxdv “

ż

Efdxdv “

ż

Eρdx “ 0

en utilisant (1.10). Il s’ensuit finalement que

d

dt

ż

vfdxdv “
d

dt

ż

Jdx “ 0.

Proposition 1.3.3. Si la fonction de distribution est à décroissance suffisament rapide
lorsque |v| Ñ 8, on a l’équation de conservation de la charge

B

Btρ ` ∇x ¨ J “ 0,

où la charge ρ est définie par (1.2) et le courant J est défini par (1.3).
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Démonstration. En intégrant l’équation de Vlasov en vitesse sous sa forme conservative
on obtient

0 “

ż

Ωv

ˆ

B

Btf ` ∇x ¨ pvfq ´ ∇v ¨ Ef

˙

“
B

Bt

ˆ
ż

Ωv

f

˙

` ∇x ¨

ˆ
ż

Ωv

vf
˙

´

ż

Ωv

∇v ¨ pEfq

“
B

Btρ ` ∇x ¨ J

le dernier terme s’annule (par le théorème de Gauss) du fait de la condition de décroissance
à l’infini.

Proposition 1.3.4 (Conservation). Quand on considère le système de Vlasov-Poisson
dans tout l’espace Ω “ Ωx ˆ Ωv, la masse totale Mptq, les normes Lp, la quantité de
mouvement, l’énergie totale Etot , définies par

1. the total mass :
Mptq “

ż

Ω
fpx, v, tqdxdv

2. les normes Lp :

}f}p “

ˆ
ż

Ω
fpx, v, tqpdxdv

˙1{p

3. l’énergie totale Etotptq “ Ekptq ` Eeptq :

Etotptq “
1
2

ż

Ω
v2fpx, v, tqdxdv `

1
2

ż

Ωx

E2
px, tqdx

l’énergie cinétique :

Ekptq “

ż

Ω
fpx, v, tq |v|2

2 dxdv

l’énergie électrique :

Eeptq “
1
2

ż

Ωx

|Epx, tq|
2dx

sont conservées au cours du temps.

Démonstration. Nous allons restreindre la preuve à 2D c’est à dire 1D en position et
1D en vitesse. La fonction fpt, x, vq est positive et périodique par rapport à x. La valeur
initiale, f0 est à support compact par rapport à v alors la solution, f restera compacte,
(en d’autres termes f est nul pour les grandes vitesses). De plus, on peut noter que les
variables indépendantes sont px, vq et donc le problème est déjà en 2D. On commence par
écrire la formulation faible de (1.1) en introduisant l’espace des fonctions C8

0 pΩx ˆ Ωvq

et la fonction test φ P C8
0 pΩx ˆ Ωvq. En multipliant la PDE par la fonction test et en

intégrant par rapport à x et v, nous avons
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0 “

ż

Ωx

ż

R

Bf

Bt φdvdx
loooooooomoooooooon

Aptq

`

ż

Ωx

ż

R
vBf

Bxφdvdx ´

ż

Ωx

ż

R
Epxq

Bf

Bvφdvdx

“ Aptq `

ż

Ωx

ż

Ωv

vBf

Bxφdvdx ´

ż

Ωx

ż

Ωv

Epxq
Bf

Bvφdvdx

“ Aptq `

ż

Ωv

v
ˆ
ż

Ωx

Bf

Bxφdx
˙

dv ´

ż

Ωx

Epxq

ˆ
ż

Ωv

Bf

Bvφdv
˙

dx

“ Aptq `

¨

˝

ż

Ωv

v rfφsBΩx
loomoon

“0

dv ´

ż

Ωv

ż

Ωx

vf Bφ

Bx dxdv

˛

‚

´

¨

˝

ż

Ωx

Epxq rfφs
BΩv

loomoon

“0

dx ´

ż

Ωv

ż

Ωx

Epxqf
Bφ

Bv dxdv

˛

‚

0 “

ż

Ωx

ż

Ωv

Bf

Bt φdxdv ´

ż

Ωx

ż

Ωv

vf Bφ

Bx dvdx `

ż

Ωx

ż

Ωv

Epxqf
Bφ

Bv dvdx @φ P C8
0 pΩx ˆ Ωvq .

VP : les conservations de masse et d’énergie ainsi que la conservation en L2.

1. Conservation de masse
La conservation de masse se lit :

ż

Ωx

ż

Ωv

fpt, x, vqdvdx “

ż

Ωx

ż

Ωv

f0px, vqdvdx @t ą 0

Démonstration. Prenons φ comme

φpx, vq “

"

1 v P Ωv, x P Ωx
0 v P RzΩv, x P Ωx

alors nous aurons :

0 “

ż

Ωx

ż

Ωv

Bf

Bt 1dxdv ´

ż

Ωx

ż

Ωv

vf Bφ

Bx dvdx
loooooooooomoooooooooon

“0

`

ż

Ωx

ż

Ωv

Epxqf
Bφ

Bv dvdx
looooooooooooomooooooooooooon

“0

0 “
d

dt

ż

Ωx

ż

Ωv

fdxdv

et donc
ż

Ωx

ż

Ωv

fpt, x, vqdvdx “

ż

Ωx

ż

Ωv

f0px, vqdvdx @t ą 0

2. Conservation en L2, pour p “ 2
ż

Ωx

ż

Ωv

|fpt, x, vq|
2dvdx “

ż

Ωx

ż

Ωv

|f0px, vq|
2 dvdx @t ą 0
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Démonstration. Prenons φ “ f et alors

0 “

ż

Ωx

ż

Ωv

Bf

Bt fdxdv ´

ż

Ωx

ż

Ωv

vBf

Bxdvdx `

ż

Ωx

ż

Ωv

Epxqf
Bf

Bvdvdx

0 “
d

dt

ż

Ωx

ż

Ωv

|f |
2dxdv ´

1
2

ż

Ωv

v
ˆ
ż

Ωx

Bf 2

Bx dx
˙

dv `
1
2

ż

Ωx

ż

Ωv

Epxq
Bf 2

Bv dvdx

0 “
1
2
d

dt

ż

Ωx

ż

Ωv

|f |
2dxdv ´

1
2

ż

Ωv

v f 2ˇ
ˇ

BΩv
loomoon

“0

dv `
1
2

ż

Ωx

Epxq f 2ˇ
ˇ

BΩx
loomoon

“0

dx

0 “
d

dt

ż

Ωx

ż

Ωv

|f |
2dvdx

où f 2|
BΩx

est nul à cause de la périodicité de f dans x et f 2|
BΩx

est nul en raison
du support compact de f par rapport à v.

ż

Ωx

ż

Ωv

|fpt, x, vq|
2dvdx “

ż

Ωx

ż

Ωv

|f0px, vq|
2 dvdx @ t ą 0.

3. Conservation de l’énergie

Etotptq “ Etotp0q @ t ą 0

Démonstration. Prenons φ “
|v|2

2 et alors

0 “

ż

Ωx

ż

Ωv

Bf

Bt
|v|2

2 dvdx ´

ż

Ωx

ż

Ωv

vf B

Bx

ˆ

|v|2

2

˙

dvdx
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

“0

`

ż

Ωx

ż

Ωv

Ept, xqf
B

Bv

ˆ

|v|2

2

˙

dvdx

0 “
d

dt

ż

Ωx

ż

Ωv

f
|v|2

2 dvdx `

ż

Ωx

Ept, xq

ż

Ωv

fvdvdx

0 “
d

dt

ż

Ωx

ż

Ωv

f
|v|2

2 dvdx `

ż

Ωx

Ept, xqJpt, xqdx par substitution BtE “ Jpt, xq

0 “
d

dt

ˆ
ż

Ωx

ż

Ωv

f
|v|2

2 dvdx `

ż

Ωx

Ept, xq2

2 dx
˙

. (1.12)
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1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons tout d’abord rappelé le contexte physique de ce travail
de thèse. Ensuite nous avons défini la modélisation mathématique du plasma (équation
de Vlasov-Poisson). Enfin nous avons rappelé quelques propriétés physiques de l’équa-
tion de Vlasov-Poisson : le principe du maximum, conservation de masse, conservation
du moment, conservation de la quantité de mouvement, conservation de la norme Lp

conservation de l’énergie.
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Ce chapitre présente la méthode numérique de Galerkin discontinue que nous avons
adoptée dans ce manuscrit pour approximer l’équation de Vlasov-Poison. Il nous permet
de déterminer la représentation d’état du système. Il traite en partie notre travail [31].
Nous allons d’abord présenter le schéma stable de la DG pour l’équation de Vlasov puis
une approximation par éléments finis mixtes de Raviart-Thomas pRTkq au problème de
l’équation de Poisson. Enfin nous terminerons par quelques résultats numériques.

2.1 Méthode de Galerkin discontinue

De nombreuses méthodes numériques ont été développées pour résoudre le système de
Vlasov-Poisson. Nous avons principalement trois familles de méthodes numériques clas-
siques pour ces équations : les méthodes PIC (Particle In Cell) voir [21][135], les méthodes
eulériennes (telles que la méthode de Galerkin discontinue ou la méthode des volumes fi-
nis ou différentes méthodes finies) voir [38] et les méthodes semi-Lagrangiennes voir
[26] [125]. Parmi elles, celle de Galerkin discontinue est d’une importance capitale pour
notre sujet de recherche. C’est une méthode de type variationnel (comme la méthode des

13
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éléments finis) où les fonctions sont approchées par des fonctions polynomiales par mor-
ceaux et où la discontinuité entre chaque élément du maillage nécessite la définition d’un
flux (comme la méthode des volumes finis). Nous pouvons citer plusieurs travaux notam-
ment ceux de José et all [44] et d’Eric Sonnendrücker et all [93] sur (VP). Cette méthode a
l’avantage d’être à la fois conservative sur les quantités macroscopiques (charge, courant),
dissipative en norme L2 et de pouvoir traiter naturellement les géométries complexes.
Bien que soumise à une contrainte de stabilité de type Courant-Friedrichs-Lewy (CFL),
la méthode gagne en efficacité en étant d’ordre élevé en vitesse et en espace et en étant
parallélisable.

2.1.1 Formulation de la méthode de Galerkin discontinue

Soient T x
hx et T v

hv deux familles de partitions cartésiennes respectives de Ωx et Ωv,
formées par des rectangles pour d “ 1, 2 et des cubes pour d “ 3. Soit tThu défini comme
le produit cartésien des deux partitions : Th :“ T x

hx ˆ T v
hv ; i.e.,

Th :“
␣

R “ T x
ˆ T v : T x

P T x
hx , T v

P T v
hv

(

.

Les tailles des maillages hx , hv, h sont définies respectivement par

0 ă hx “ max
T xPT x

hx

diam pT x
q , 0 ă hv “ max

T vPT v
hv

diam pT v
q , h “ max phx, hvq .

On note par Γx et Γv l’ensemble de toutes les arêtes des partitions respectivement de T x
hx

et T v
hv , et on fixe Γ “ Γx ˆ Γv.

Les ensembles des arêtes intérieures et aux bords de la partition T x
hx (resp. T v

hv ) sont
définis par Γ0

x (resp. Γ0
v ) et ΓB

x (resp. ΓB
v ), tel que Γx “ Γ0

x Y ΓB
x (resp. Γv “ Γ0

v Y ΓB
v ).

Pour tout R “ T x ˆ T v P Th avec T x P T x
hx et T v P T v

hv et pour tout φ P H1 pRq on
définit les traces de fonctions φ sur BT x ˆ T v et T x ˆ BT v.

On considère un élément général T P T x
hx Y T v

hv . On désigne par n´
|BT

la normale ex-
térieure à l’élément T et on note φ´ la trace intérieure de φ |T

sur BT et φ` la trace
extérieure de φ |T

sur BT . On définit les traces par :

φ˘
T px, ¨q “ lim

ϵÑ0
φT

`

x ˘ ϵn´, ¨
˘

@x P BT.

Soient T´ et T` deux éléments voisins dans T x
hx ou T v

hv , et n´et n`sont les vecteurs
unitaires normaux de T . D’après [9] on définit le saut et la moyenne par :

tφu “
1
2
`

φ´
` φ`

˘

, JφK “ φ´n´
` φ`n` pour φ P Γ0

r, r “ x ou v,

JφK “ φn, tφu “ φ, pourφ P ΓB
r (2.1)

Ensuite, pour k ě 0, nous définissons les espaces des éléments finis discontinus Zk
h , X

k
h

et V k
h :
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Zk
h :“

␣

φ P L2
pΩq : φ|R P Qk

pT x
q ˆ Qk

pT v
q , @R “ T x

ˆ T v
P Th

(

,

Xk
h :“

␣

ψ P L2
pΩxq : ψ |T x P Qk

pT x
q , @T x

P T x
hx

(

(2.2)
V k
h :“

␣

ψ P L2
pΩvq : ψ |T v P Qk

pT v
q , @T v

P T v
hv

(

où QkpT q (resp.
`

QkpT qd
˘

est l’espace du scalaire (resp. vectoriel) des polynômes de
degré au plus k dans chaque variable.

Nous définissons également Qk
h “ Xk

h X L2
0 pΩxq. Nous introduisons enfin l’espace des

éléments finis de Raviart-Thomas :

Σk
h “

␣

τ P H pdiv; Ωxq : τ |T x P RT k pT x
q @T x

P T x
hx

(

où

H pdiv; Ωxq “

!

τ P
`

L2
pΩxq

˘d
, avec divpτ q P L2

pΩxq et τ ¨ nBΩ périodique surBΩ
)

et
RT k pT x

q :“ Qk
pT x

q
d

` x ¨ Qk
pT x

q .

On notera } ¨ }Hpdiv;Ωxq la norme de H pdiv; Ωxq défini par

}τ }
2
Hpdiv;Ωxq :“ }τ }

2
0 ` } divpτ q}

2
0 @τ P H pdiv; Ωxq

2.1.2 Les normes

Nous définissons les semi-normes et les normes suivantes qui seront utilisées dans notre
analyse :

|φ|
2
1,h “

ÿ

RPTh

|φ|
2
1,R }φ}

2
m,Th

:“
ÿ

RPTh

}φ}
2
m,R @φ P Hm

pThq ,m ě 0 (2.3)

}φ}0,8,Th
“ sup

RPTh

}φ}0,8,R }φ}
p
LppThq

:“
ÿ

RPTh

}φ}
p
LppRq

@φ P Lp pThq , (2.4)

pour tout 1 ď p ă 8. Nous introduisons également les normes suivantes sur le squelette
de la partition par éléments finis,

}φ}
2
0,Γx

:“
ÿ

ePΓx

ż

e

|φ|
2dsxv, }φ}

2
0,Γv

“
ÿ

ePΓv

ż

e

|φ|
2dsvx.

Ensuite, nous définissons }φ}2
0,Γh

“ }φ}2
0,Γx ` }φ}2

0,Γv .
Grâce à la structure hamiltonienne particulière de l’équation de Vlasov (1.1) : v est

indépendant de x et E est indépendant de v ; pour toutes les méthodes. L’approximation
DG pour la fonction de distribution des électrons, se fait aussi de la même manière. Nous
présentons d’abord la méthode DG pour l’équation de Vlasov(1.1).
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2.2 Approximation de Galerkin discontinue pour l’équa-
tion de Vlasov

On choisit le champ électrostatique Eh P Σk
h. L’approximation DG de (1.1) se lit de la

façon suivante : trouver pEh, fhq P C1 `r0, T s; Σk
h ˆ Zk

h

˘

tel que
ÿ

RPTh

Bh,R pEh; fh, φhq “ 0 @φh P Zk
h (2.5)

où @ R “ T x ˆ T v P Th,

Bh,R pEh; fh, φhq “

ż

R

Bfh
Bt
φhdvdx ´

ż

R
fhv ¨ ∇xφhdvdx `

ż

R
fhEh ¨ ∇vφhdvdx

`

ż

T v

ż

BT x

´

{v ¨ nfh
¯

φhdsxdv ´

ż

T x

ż

BT v

´

{Eh ¨ nfh
¯

φhdsvdx @φh P Zk
h .

Pour faciliter la présentation, nous utiliserons n pour désigner à la fois n´
|BT x

et n´
|BT v

respectivement les première et deuxième intégrales de frontière . Les flux numériques
´

{v ¨ n´fh

¯

et
´

{Eh ¨ n´fh

¯

sont définis comme suit :
$

’

’

&

’

’

%

{v ¨ nfh “ tvfhuα ¨ n :“
ˆ

tvfhu `
|v ¨ n|

2 JfhK
˙

¨ n dans Γ0
x,

{Eh ¨ nfh “ tEhfhuβ ¨ n :“
ˆ

tEhfhu ´
|Eh ¨ n|

2 JfhK
˙

¨ n dans Γ0
v,

(2.6)

avec α “ 1
2 p1 ˘ sign pv ¨ n˘qq et β “ 1

2 p1 ¯ sign pEh ¨ n˘qq . Sur les arêtes intérieures on a :
BT x X BΩx “ H et BT v X BΩv “ H. Sur les arêtes frontières, nous imposons la périodicité
pour {v ¨ nfh et la compacité pour {Eh ¨ nfh.

En combinant (2.1) et (2.6), nous pouvons réécrire 2.5 :

0 “
ÿ

RPTh

Bh,R pEh; fh, φhq

“
ÿ

RPTh

ż

R

Bfh
Bt
φhdvdx ´

ż

Ω
fhv ¨ ∇h

xφhdvdx `

ż

Ω
fhEh ¨ ∇h

vφhdvdx

`

ż

T v

ż

Γx

tvfhuα ¨ JφhKdsxdv ´

ż

T x

ż

Γv

tEhfhuβ ¨ JφhKdsvdx @φh P Zk
h ,

où ∇h
xφh et ∇h

vφh sont les fonctions dont la restriction à chaque élément R P Th sont
égaux, respectivement à ∇xφh et ∇vφh.

En représentation matricielle on a :
Mh

9fhptq “ Ahfhptq ` Gh rfhptqs , (2.7)
avec

Ghpfhq “

ż

Ω
fhEh ¨ ∇h

vφhdvdx (2.8)

`

ż

T v

ż

Γx

tvfhuα ¨ JφhKdsxdv ´

ż

T x

ż

Γv

tEhfhuβ ¨ JφhKdsvdx,
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qui représente la partie non linéaire de l’équation de Vlasov. Cette non linéarité réside
dans le fait que le champ électrostatique dépend lui même de la fonction de distribution.
Les matrices Mh et Ah sont respectivement des matrices de masse globale et de gradient
globale. Pour l’assemblage de la méthode DG voir [114],[66], la densité discrète, ρh est
définie par

ρh “
ÿ

T vPT v
hv

ż

T v
fhdv P Xk

h .

Nous rappelons quelques résultats d’analyse de l’équation de Vlasov.

Lemme 2.2.1. (Conservation des particules de masse) Soit k ě 0 et soit fh P C1 `r0, T s; Zk
h

˘

soit l’approximation DG de f , satisfaisant (2.5). Alors,

ÿ

RPTh

ż

R
fhptqdxdv “

ÿ

RPTh

ż

R
fhp0qdxdv “

ÿ

RPTh

ż

R
f0 “ 1 @ t P r0, T s.

Démonstration. Voir [[45], Lemme 3.1].

Nous montrons ensuite la L2-stabilité pour la méthode numérique (2.6), qui découle
de la sélection des flux numériques.

Proposition 2.2.2. Soit fh P Zk
h l’approximation du problème (1.1)-(1.4), solution de

(2.5) avec les flux numériques définis dans (2.6). Alors

}fhptq}0,Th
ď }fhp0q}0,Th

@t P r0, T s.

Démonstration. Voir Annexe(A.2.1).

Nous terminons cette section par ce résultat d’approximation élémentaire de la densité.

Lemme 2.2.3. Soient k ě 0 et f et fh les solutions continues et approchées du problème
de Vlasov-Poisson. Soit ρ et ρh les densités continue et discrète définies en (1.2) et (2.10)
. Alors,

}ρ ´ ρh}0,T x
hx

ď C rmeas pΩVqs
1{2

}f ´ fh}0,Th
ď CLd{2

}f ´ fh}0,Th
. (2.9)

Démonstration. Voir[[44],Lemme 2].

Nous allons à présent donner l’approximation par éléments finis mixtes de Raviart-
Thomas de l’équation de Poisson.
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2.3 Approximation par éléments finis mixtes de Raviart-
Thomas du problème de Poisson

Nous considérons l’approximation du problème de Poisson discret, qui peut être réécrit
comme le système de premier ordre suivant :

E “ ∇xϕ dans Ωx, ´ divx E “ ρh ´ 1 dans Ωx, ρh “
ÿ

T vPT v
hv

ż

T v
fhdv (2.10)

avec des conditions aux limites périodiques pour E et ϕ. La conservation de la masse et
en prenant ϕ P L2

0 pΩxq, garantit que le problème de Poisson est bien posé. La formulation
faible du problème ci-dessus est la suivante : trouver pE, ϕq P H pdiv; Ωxq ˆL2

0pΩq tels que
ş

Ωx
E ¨ τdx “

ş

Ωx
∇xϕ ¨ τdx “ 0 @τ P H pdiv; Ωxq ,

´
ş

Ωx
divx E ¨ qdx “

ş

Ωx
pρh ´ 1q ¨ qdx @q P L2

0pΩq.

L’approximation se lit comme suit : trouver pEh, ϕhq P Σk
h ˆ Qk

h satisfaisant
ż

Ωx

Eh ¨ τdx ´

ż

Ωx

∇xϕh ¨ τdx “ 0 @τ P Σk
h, (2.11)

´

ż

Ωx

divx pEhq qdx “

ż

Ωx

pρh ´ 1q qdx @q P Qk
h. (2.12)

Le lemme suivant fournit des estimations d’erreur dans la norme ci-dessus pour le
champ électrostatique approximatif.

Lemme 2.3.1. Soit k ě 0, soit pEh, ϕhq P
`

C0 pr0, T sq ; Σk
h ˆ Xk

h

˘

et soit l’approximation
RTk du problème de Poisson(2.10). Supposons que ϕ P C0 `r0, T s;Hk`2 pΩxq

˘

. Alors,
l’estimation suivante est valables pour tout t P r0, T s :

}Eptq ´ Ehptq}Hpdiv;Ωxq
ď Chk`1

}ϕptq}k`2,Ωx ` CLd{2
}fptq ´ fhptq}0,Th

.

Démonstration. Voir Annexe(A.2.2).

Dans cette section nous allons présenter un résultat de l’erreur d’estimation de la
fonction de distribution.

2.4 Erreur d’estimation

Plusieurs résultats existent sur l’analyse des erreurs[44]. Nous allons dans ce manuscrit
énoncer un théorème fondamental de ces analyses d’erreurs.

Théorème 2.4.1. Soit Ω “ ΩxˆΩv “ r0, 1sdˆr´Vc, Vcs
d Ă R2d, d “ 2, 3. Soit k ě 1 et soit

f P C1 `r0, T s;Hk`2pΩq X W 1,8pΩq
˘

la solution à support compact au temps t P r0, T s du
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problème de Vlasov-Poisson (1.1)-(2.6) et soit E P C0
´

r0, T s;Hk`1 pΩxq
d

X W 1,8 pΩxq
d
¯

avec d “ 2 ou 3, le potentiel électrostatique associé.
Si ppEh, ϕhq , fhq P C0 `r0, T s;

`

Σk
h ˆ Qk

h

˘˘

ˆ C1 `r0, T s; Zk
h

˘

est la solution d’approximation
RTk ´ DG de (2.5)-(2.10), alors l’estimation suivante est vérifiée

}fptq ´ fhptq}0,Ω ď Cah
k`1

@t P r0, T s,

où Ca dépend du temps final T , du degré polynomial k, de la régularité de forme de la
partition et dépend aussi de f à travers les normes

Ca “ Ca

˜

}fptq}k`2,Ω,

›

›

›

›

Bfptq
Bt

›

›

›

›

k`1,Ω
, }f}1,8,Ω, }ϕ}k`2,Ωx , }E}1,8,Ωx

¸

.

Démonstration. Voir [[44],Théorème 1].

2.4.1 Intégration temporelle

Les méthodes DG et RTk présentées jusqu’ici sont semi-discrètes. Pour la discrétisa-
tion en temps, nous considérons la méthode Runge Kutta (RK) explicite du quatrième
ordre, dite RK4 ou Runge-Kutta classique [63]. Cependant pour les lois de conservation
et d’autres problèmes hyperboliques non linéaires généraux, afin d’avoir une bonne ré-
solution des chocs et des discontinuités, une variation totale diminuant (TVD) RK doit
être utilisée. De plus, puisque nous nous intéressons aux méthodes d’ordre élevé (dans
l’espace), l’intégration temporelle doit également être réalisée avec un schéma d’intégra-
tion temporelle d’ordre élevé. Comme il est bien connu, un TVD RK de quatrième ordre,
nécessiterait pour le calcul des étages internes, l’évaluation de l’opérateur et de son ad-
joint, du fait de la présence de certains coefficients négatifs . Par conséquent, le coût (et le
stockage) de la procédure globale augmenterait considérablement. Pour ces raisons, bien
qu’en général, il soit beaucoup plus sûr d’utiliser une méthode TVD Runge-Kutta pour
résoudre des problèmes hyperboliques, nous devons en tenir au RK classique du quatrième
ordre pour la simulation du système Vlasov-Poisson.

Nous décrivons maintenant la mise en œuvre proprement dite. Pour l’intégrateur
Runge-Kutta, nous prenons une partition uniforme de l’intervalle de temps r0, T s,
t0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn ă . . . tNt “ T u avec un pas de temps ∆t :“ tn`1 ´ tn. Le solveur
RK4 met à jour la solution approchée actuelle, de fh ptnq à fh ptn`1q, en quatre étapes
internes. La méthode est précise dans le temps au quatrième ordre, nous nous attendons
à ce que les erreurs provenant de la discrétisation temporelle n’affectent pas beaucoup
celles provenant du spatiale

Mh
dfh
dt

“ L pfh, Eh, tq (2.13)

où Mh désigne la matrice de masse. Le vecteur d’inconnues, fh, est arrangé de sorte que
les degrés de liberté correspondant au même élément, disons Tij, soient dans le même
bloc. Par conséquent, la structure de fh ressemble à ceci :

fh :“
”

pfhqT11
, pfhqT12

, . . . , pfhqT21
, . . . , pfhqTNx,Nv

ıT

.
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La matrice de masse, Mh, est alors diagonale par bloc (en base de Lagrange) avec
chaque bloc de taille pk ` 1q ¨ pk ` 1q, correspondant aux degrés de liberté dans chaque
élément Tij. Par conséquent, l’application du solveur RK4 à (2.13) peut se faire élément par
élément puisqu’il suffit d’inverser les matrices de masse locales de taille pk`1q¨pk`1q où k
est un entier modéré , soit k ď 12. Cette propriété permet d’effectuer la marche temporelle
de tn à tn`1 en parallèle comme nous le décrirons plus loin. L’inversion de matrice locale
est effectuée avant de commencer l’intégration temporelle et elle est stockée et sauvegardée
pour être réutilisée dans l’ensemble du calcul.

Pour avancer dans le temps de ptn, fnh , En
h q à

`

tn`1, fn`1
h , En`1

h

˘

la méthode RK4 pro-
cède en 4 étapes :

k1 :“ ∆tM´1L pfnh , En
h , tnq

k2 :“ ∆tM´1L
´

fnh ` k1{2, En`1{4
h , tn ` ∆t{2

¯

k3 :“ ∆tM´1L
´

fnh ` k2{2, En`2{4
h , tn ` ∆t{2

¯

k4 :“ ∆tM´1L
´

fnh ` k3, E
n`3{4
h , tn ` ∆t

¯

pk1 ` 2k2 ` 2k3 ` k4q .

Dans cette section et dans le reste de ce manuscrit nous allons restreindre notre étude
à d “ 1 ; un système de Vlasov-Poisson 2D c’est à dire une dimension en espace et une
dimension en vitesse p1D ˆ 1Dq.

2.5 Résultats numériques

Différents scénarios physiques peuvent être modélisés avec l’équation de Vlasov-Poisson,
où la plupart des cas de test correspondent à une condition initiale unique avec certains
paramètres. Nous présentons le cas de test d’amortissement de Landau linéaire. Les prin-
cipes de validation consistent à comparer le comportement du code avec les propriétés
mathématiques connues des équations et du schéma. En particulier, on s’assurera que les
propriétés de conservation du schéma sont vérifiées à la précision machine, on comparera
la solution numérique avec une solution analytique. La condition initiale est choisie comme
étant une perturbation d’un équilibre homogène f 0pvq

f0px, vq “ f 0
pvqp1 ` ϵ cospsxqq, (2.14)

avec s le nombre d’onde et f 0pvq l’équilibre Maxwelienne (cas de test de Landau)

f 0
pvq “

1
?

2π
expp´

v2

2 q. (2.15)

On suppose alors que l’on a L “ 2π{s, avec s “ 0.5 et une petite perturbation ϵ “ 0.05.
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Figure 2.1 – Approximation de la fonction de distribution à différents instants, calculée
sur un maillage pNx, Nvq “ p120, 120q sur l’espace des phases Ω “ Ωx ˆ Ωv.

Les paramètres numériques sont choisis comme suit : le domaine Ωv “ r´5, 5s et le
pas de temps est choisi égal à ∆t “ 0.01. Le domaine de phase est maillé par pNx, Nvq

avec Nx “ Nv où Nx, Nv sont respectivement les points des grilles de Ωx, Ωv.
Sur la figure (2.1) sont représentées dans l’espace des phases la fonction de distribution

approchée fh à différents temps, obtenus avec la méthode DG sur un maillage 120 ˆ 120.
À partir des figures, on peut observer la structure détaillée de la solution capturée par la
méthode DG préservant l’énergie.

Dans la figure (2.2), nous traçons dans un diagramme semi-logarithmique, l’évolution
temporelle de la norme L2 du champ électrostatique Ehptq. Comme on peut l’observer
sur le graphique, l’amplitude du champ électrostatique diminue de façon exponentielle
jusqu’à un certain temps de récurrence t “ 40, après quoi il oscille, en accord avec la
théorie linéaire de Landau. Nous la comparons avec la solution linéaire 1.415661e´γt au
taux d’amortissement γ “ ´0.1533594, ce qui est en bon accord avec les résultats trouvés
dans la littérature (comparé à ´0.1533 dans [117]). On remarque pour un ordre de temps
l’amortissement est brutalement interrompu, le champs électrique revient quasiment à
son amplitude initiale. Il s’agit d’un phénomène purement numérique lié à l’utilisation
d’un maillage uniforme en vitesse pour un problème périodique en espace. On l’appelle le
phénomène de la récurrence de Poincaré.
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Figure 2.2 – L’évolution temporelle de la norme L2 du champs électrostatique Ehptq sur
un maillage p120, 120q.

Figure 2.3 – L’évolution temporelle de l’énergie cinétique à gauche et celle de l’énergie
totale à droite sur un maillage p120 ˆ 120q.

Dans la figure (2.3), nous traçons dans un diagramme semi-logarithmique l’énergie
l’énergie cinétique Ekptq d’une part et d’autre part l’énergie totale Eptq.

Dans la figure (2.4), nous traçons dans un diagramme semi-logarithmique l’erreur
relative L2 de l’énergie totale : |Eptq´Ep0q|

Ep0q
.

Dans la figure (2.5), nous traçons dans un diagramme semi-logarithmique des erreurs
relatives de conservation L8 : |}fhptq}L8 ´}fhp0q}L8 |

}fhp0q}L8
, L1 : |}fhptq}L1 ´}fhp0q}L1 |

}fhp0q}L1
et L2 : |}fhptq}L2 ´}fhp0q}L2 |

}fhp0q}L2
.

On peut constater sur ces figures la convergence des erreurs relatives de conservation de
l’énergie.
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Figure 2.4 – L’évolution temporelle de l’erreur de l’énergie totale sur un maillage
p120, 120q.

Figure 2.5 – L’erreur de conservation L8 de fh à gauche , l’erreur de L2 à droite et en
bas l’erreur de conservation L1 sur un maillage p120 ˆ 120q.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé la modélisation numérique du système d’équations
de Vlasov-Poisson. Nous avons présenté le schéma numérique Galerkin Discontinue pour



24 Chapitre 2. La modélisation numérique

l’équation de Vlasov et une approximation par éléments finis mixte de Raviart-Thomas
du problème de Poisson. Puis nous avons présenté quelques resultats pour la validation
du code développé. La conservation des énergies cinétique, électrique et totale du système
d’équation de Vlasov-Poisson ont été vérifiées. Nous avons terminé par présenter les erreurs
de conservations relatives qui valident les résultats théoriques.
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Ce chapitre a pour objectif d’une part, de dresser un panorama d’outils méthodolo-
giques permettant d’aborder le problème d’analyse de stabilité d’un système non linéaire
au sens de Lyapunov. Il présente également la théorie de conception des estimateurs
d’état, pour aborder le problème de synthèse des observateurs et dresse un état de l’art
sur la conception technique des observateurs. Il traite aussi l’observateur d’état des EDPs
par la méthode de Backstepping. D’autre part il aborde une étude non exhaustive de la
stabilisation des systèmes d’équation sous la contrainte des LMIs.

3.1 Observateurs d’état des systèmes non linéaires
en dimension finie

3.1.1 Stabilité des systèmes dynamiques

Dans cette section, nous rappelons quelques concepts sur la stabilité des systèmes
dynamiques à temps continu. La notion de stabilité d’un système dynamique caractérise
le comportement de ses trajectoires autour des points d’équilibre. L’analyse de la stabilité
d’un système dynamique permet d’étudier l’évolution de sa trajectoire lorsque l’état initial
est proche d’un point d’équilibre.
On considère la classe des systèmes non linéaires décrits par son modèle d’état :

9xptq “ gpxptq, tq, xpt0q “ x0 (3.1)

où xptq P RN et g est une application de classe C1pRN ˆ R`q. Nous désignons par xe le
point d’équilibre de (3.1) tel que

g pxe, tq “ 0, @ t ě t0,

et par x pt, t0, x0q la solution à l’instant t ě t0 du système (3.1) initialisée en x0 et à
l’instant t0. Nous supposons que le système (3.1) possède un point d’équilibre xe “ 0
unique. Par la suite, nous donnerons différentes définitions de la stabilité du système
(3.1) au voisinage de l’origine.

Définition 3.1.1. Le point xe est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour
(3.1)
si @ ε ą 0, @ t0 ě 0, D δ pε, t0q ě 0 tel que :

}x0} ă δ pε, t0q ñ }x pt, t0, x0q} ă ε, t ě t0.
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Définition 3.1.2 (Stabilité uniforme). L’origine xe est un point d’équilibre uniformément
stable pour (3.1) si @ ε ą 0, D δpεq ě 0 tel que :

}x0} ă δpεq ñ }x pt, t0, x0q} ă ε, t ě t0.

Définition 3.1.3 (Attractivité). L’origine est un point d’équilibre attractif du système
(3.1)
si @ ε ą 0, D δpεq ě 0 tel que :

}x0} ă δ pt0q ñ lim
tÑ8

x pt, t0, x0q “ 0, t ě t0.

Lorsque δpt0q “ `8, on dit que l’origine est globalement attractive.

Définition 3.1.4 (Stabilité asymptotique). xe est un point d’équilibre globalement asymp-
totiquement (resp. localement asymptotiquement) stable pour (3.1) s’il est globalement
attractif et stable (resp. localement attractif et stable).

Définition 3.1.5. (Stabilité exponentielle) xe est un point d’équilibre localement expo-
nentiellement stable pour (3.1) D α et β telles que :

}x pt, t0, x0} ă α exp p´β pt ´ t0qq , t ě t0, @x0 P Br.

où Br est un voisinage de xe.
Si Br “ RN , on dit que le point xe est globalement exponentiellement stable.

La théorie de Lyapunov permet de contourner la difficulté de la stabilté de (3.1) au
voisinage d’un point d’équilibre xe. Elle consiste à définir une fonction dont l’existence
garantit la stabilité.

3.1.2 Stabilité des systèmes dynamiques au sens de Lyapunov

Cette méthode est basée sur la définition d’une fonction particulière définie positive
(notée généralement V px, tq), appelée fonction de Lyapunov, qui est décroissante le long
des trajectoires du système à l’intérieur du bassin d’attraction.

Définition 3.1.6. On considère la fonction V px, tq : RN ˆ R` ÝÑ R` continue. V est
dite propre définie positive si :

1. @t P R`, @x P RN , x ‰ 0 V px, tq ą 0,
2. @t P R`, V px, tq “ 0 ñ x “ 0,
3. @t P R`, lim}x}Ñ8 V px, tq “ 8.

Définition 3.1.7 (Fonction de Lyapunov). Une fonction V px, tq de classe C1 est une
fonction de Lyapunov globale au sens large pour le système (3.1) si elle est propre définie
positive et si pour tout x P RN :

9V px, tq “
BV px, tq

Bt
`

ˆ

BV px, tq

Bx

˙

gpxptq, tq ď 0.
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Figure 3.1 – Principe d’estimation d’état

Si 9V px, tq ă 0, alors V est appelée la fonction de Lyapunov au sens strict pour (3.1).

Définition 3.1.8. Si le système (3.1) admet une fonction de Lyapunov locale au sens
large (resp. au sens strict) alors l’origine est un point d’équilibre localement stable (resp.
asymptotiquement stable).

Le même résultat reste vrai globalement.

Définition 3.1.9 (Stabilité exponentielle). Le point xe est localement exponentiellement
stable s’il existe des constantes α, β, γ ą 0, p ě 0 et une fonction V px, tq : V0ˆR` ÝÑ R`

de classe C1 telles que, @x P V0 :
1. α}x}p ď V px, tq ď β}x}p,
2. 9V px, tq ă ´γV px, tq

3. Si V0 “ RN alors l’origine de (3.1) est globalement exponentiellement stable.

3.1.3 Observateurs des systèmes non linéaires

Cette section consiste à une introduction au problème d’observation d’état des sys-
tèmes non linéaires. Nous présentons le principe d’estimation d’état, quelques définitions
sur la notion d’observabilité et un état de l’art sur les différentes techniques de conception
d’observateurs pour les systèmes non linéaires.

Estimation de l’état des systèmes dynamiques

Un observateur est un système dynamique auxiliaire pOq dont les entrées sont les
entrées/sorties mesurées d’un système pSq, et les sorties sont supposées donner une esti-
mation de l’état, selon le schéma décrit par la figure(3.1) Le système dynamique pSq est
décrit par :

"

9x “ gpx, uq

y “ hpx, uq
(3.2)
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Définition 3.1.10. Nous supposons que le système pOq est décrit par les équations sui-
vantes :

"

9z “ Φpz, u, yq

x̂ “ ψpz, u, yq
(3.3)

z P Rs, est un observateur asymptotique global pour le système pSq si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

1.
xp0q “ x̂p0q ñ xptq “ x̂ptq @ t ě 0;

2.
xp0q ´ x̂p0q P RN

ñ }xptq ´ x̂ptq} Ñ 0 lorsque t Ñ 8

Si }xptq ´ x̂ptq} tend exponentiellement vers zéro alors le système pOq est dit observateur
global de pSq. Lorsque nous avons un voisinage ouvert V1 au lieu de RN , le système pOq

est dit observateur local de pSq.

Si notre état estimé x̂ est égal à z, alors nous pouvons remplacer le système(3.3) par :

9̂x “ Φpx̂, u, yq

Nous exprimons la condition (1) par

x̂ “ x ñ Φpx̂, u, yq “ gpx̂, uq.

nous réécrivons le système (3.3) sous la forme suivante :

9̂x “ gpx̂, uq ` Lpx̂, u, yq

avec
x̂ “ x ñ Lpx̂, u, yq “ 0 (3.4)

Afin de satisfaire (3.4), L est généralement choisie sous la forme suivante :

Lpx̂, u, yq “ Kpx̂, u, yqpy ´ ŷq

où ŷ “ hpx̂, uq. On exprime l’observateur par :
"

9̂x “ gpx̂, uq ` Kpx̂, u, yqpy ´ ŷq

ŷ “ hpx̂, uq.

La conception d’observateur pour un système dynamique consiste à estimer l’état en
général à partir des informations sur l’entrée et la sortie. La définition de l’observabilité
d’un système linéaire est la propriété qui permet de donner une information si l’état peut
être déterminé uniquement à partir des signaux d’entrée et de sortie. Cependant dans
le cas des systèmes non linéaires, l’observabilité dépend généralement des entrées et des
conditions initiales.



30Chapitre 3. Conception d’observateur et stabilisation des systèmes d’équation non linéaire : État de l’art

Définition 3.1.11 (Indistinguabilité). On considère yu0 ptq, t ě 0 et yu1 ptq, t ě 0 deux
signaux de sortie associés au signal d’entrée uptq, t ě 0 du système (3.1) avec les conditions
initiales x0 et x1, respectivement. Alors x0 et x1 sont indistinguables si

yu0 ptq “ yu1 ptq @t ě 0, pour tout u.

Définition 3.1.12 (Observabilité). Le système (3.1) est observable en x0 si x0 est distin-
guable pour tout x P RN . En outre, le système (3.1) est observable si @x P RN nous avons
x0 distinguable.

Il existe plusieurs façons de définir la notion d’observabilité des systèmes non linéaires.
En lien avec le concept d’indistinguabilité des états, une définition très fréquente a été éta-
blie dans [65]. Pour plus de détails sur les différents types de définitions sur l’observabilité
des systèmes non linéaires, voir rr127s, r103s, r18ss. Dans la prochaine section, nous pré-
senterons quelques approches et algorithmes qui sont soit une extension des algorithmes
linéaires, soit des approches spécifiques à une classe de systèmes non linéaires.

Observateurs pour une classe du système non linéaire de type Lipschitz

Nous présentons dans ce paragraphe un résumé des resultats dans la littérature, sur
la synthèse d’observateurs des systèmes non linéaires de type Lipschitz. En général les
systèmes de type Lipschitz traitent les observateurs à grand gain. Son nom est dû au fait
que le gain de l’observateur choisi est suffisamment grand pour compenser la non-linéarité
du système. Une méthode directe de conception d’observateur est d’utiliser un retour de
sortie linéaire avec des applications notamment aux systèmes biologiques [53], [19]. Cette
approche est introduite initialement dans [51]. L’approche de Thau n’est pas aussi une
méthode de synthèse systématique. Raghavan a proposé une méthode constructive dans
[115] où il a établi une solution explicite et systématique du choix du gain de l’observateur.
Cette distinction a été clarifiée après la nouvelle méthode proposée dans [116]. Ce résultat
donne des conditions nécessaires et suffisantes de la convergence de l’observateur. On note
d’autres méthodes de synthèse d’observateurs appliquées pour une classe de systèmes non
linéaires [57], [90].

La conception des observateurs pour les systèmes non linéaires de type Lipschitz a été
largement étudiée, voir par exemple les travaux Alessandri [7], Perla et Mukhopadhyay
[109], Phanomchoeng et Rajamani [111], Rajamani [116], Zemouche et Boutayeb [146]
[147]. Cependant, la limitation de toutes ces approches réside dans le fait que les conditions
de synthèse sont généralement irréalisables pour des systèmes avec de grandes constantes
de Lipschitz. Différentes approches de synthèse sont proposées dans la littérature, voir
par exemple les travaux de Ibrir [68], Phanomchoeng, Rajamani et Piyabongkarn [112] et
Zemouche, Boutayeb et Bara [148].

Observateurs des systèmes non linéaires de type "One sided Lipschitz"

La condition de "one sided Lipschitz" a été introduite en [40]. Les auteurs ont démontré
que la condition de "one sided Lipschitz" est moins conservatrice que la condition de Lip-
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schitz pour la synthèse d’observateurs [67]. Dans de nombreux problèmes, les constantes
de "one sided Lipschitz" sont nettement plus petites que les constantes de Lipschitz clas-
siques, voir [40]. Cela rend les constantes de "one sided Lipschitz" beaucoup plus adaptées
pour estimer l’influence de la partie non linéaire [40].

La constante du "one sided Lipschitz" peut être positive ou bien négative, voir [40][67].
Les limites de cette approche ont été mises en évidence voir [111],[148]. En effet, les

auteurs ont montré que la solution de l’équation de Riccati dépendait fortement de la
constante de Lipschitz, plus celle-ci est grande, plus il est difficile de trouver une solution
à l’équation de Riccati-like. D’autres travaux intéressants sur la conception d’observateurs
de l’état pour ce type de systèmes ont été mis au point, voir [67][143][150]. Cependant la
condition de stabilité asymptotique conduit à un problème difficile qui est la résolution
des inégalités matricielles bilinéaires. Abbaszadeh et Marquez. [3] ont exploré la condition
"one sided Lipschitz" pour déduire les conditions de stabilité sous la forme des LMIs. Ils
montrent en particulier l’avantage de la condition "one sided Lipschitz" sur la condition
de Lipschitz classique. Une extension de ces travaux dans le cas des systèmes non linéaires
à temps discret [134] a été établie par Benallouch et al. [17]. Dans [108], les auteurs ont
proposé un observateur d’ordre réduit pour les systèmes non linéaires de type "one sided
Lipschitz" avec des entrées inconnues.

Approche basée sur le théorème des accroissements finis

L’utilisation du théorème des accroissements finis(DMVT) pour le sigle anglais, consiste
à linéariser l’erreur dynamique sous la forme d’un système linéaire à paramètres variants
(LPV) afin de déduire des conditions de stabilité moins restrictives, sous la forme d’inéga-
lités matricielles linéaires (LMIs), voir [22]. Il convient de mentionner que cette nouvelle
formulation tient compte de la non-linéarité du système. Dans ce qui suit, nous allons
décrire le principe de cette approche, car nous l’avons adapté au problème de l’estimation
d’ordre réduit pour les systèmes de grandes dimensions. Nous commençons par introduire
un théorème qui découle du théorème de Rolle et du théorème des accroissements finis.

Théorème 3.1.1. On considère g : RN Ñ R. Soit a, b P RN . On suppose que g est
différentiable sur Copa, bq. Alors, il existe une constante z P Copa, bq, z ‰ a, z ‰ b tel que :

gpaq ´ gpbq “
Bg

Bx
pzqpa ´ bq.

Nous donnerons la version vectorielle du théorème(3.1.1), pour cela, on note par

eNpiq “ p0, . . . , 0,
ième
hkkikkj

1 , 0, . . . , 0
loooooooooooooomoooooooooooooon

N composantes

q
T , i P t1, . . . , Nu

un vecteur de la base canonique de RN . On considère la fonction vectorielle

g : RN
Ñ Rq.
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La fonction g possède la forme suivante

gpxq “ rg1pxq, . . . , gqpxqs
T

où gi : RN Ñ R représente la ime composante de g, pour tout N, q ě 1. On peut écrire la
fonction g sous la forme suivante

gpxq “

q
ÿ

i“1
eqpiqgipxq.

En appliquant le théorème (3.1.1) à toutes les fonctions gi et en utilisant

Bgi
Bx

p.q “

N
ÿ

j“1
eTNpjq

Bgi
Bxj

p.q

Nous obtenons le théorème suivant, la version vectorielle du théorème(3.1.1) :

Théorème 3.1.2. Soit g : RN Ñ Rq. Soit a, b P RN . On suppose que g est différentiable
sur Copa, bq. Alors il existe des constantes z1, . . . , zq P Copa, bq, zi ‰ a, zi ‰ b pour tout
i “ t1, . . . , qu tel que :

gpaq ´ gpbq “

˜

q,N
ÿ

i,j“1
eqpiqe

T
Npjq

Bgi
Bxj

pziq

¸

pa ´ bq.

Considérons le système non linéaire décrit par la forme suivante :

9xptq “ Axptq ` gpxptq, yptq, uptqq

yptq “ Cxptq

où u P Rm est le vecteur d’entrée, x P RN représente le vecteur d’état du système et y P Rp

le vecteur de sortie. A et C sont des matrices constantes. La fonction g : RN ˆRpˆRm Ñ

Rq est différentiable par rapport à x. Supposons de plus que la fonction g vérifie :

γ
ij

ď
Bgi
Bxj

px, y, uq ď γ̄ij, @x, y, u

pour tout i P t1, . . . , qu et j P t1, . . . , Nu, avec γ
ij

et γ̄ij des constantes réelles. L’observa-
teur d’état de type Luenberger associé est de la forme

9̂xptq “ Ax̂ptq ` gpx̂ptq, yptq, uptqq ` Kpyptq ´ Cx̂ptqq (3.5)

avec x̂ est l’état estimé de x. L’objectif principal est de déterminer la matrice K telle que
l’erreur d’estimation

erptq “ xptq ´ x̂ptq

converge vers zéro. Alors, la dynamique de l’erreur est donnée par :

9erptq “ pA ´ KCqerptq ` δgptq (3.6)
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avec
δgptq “ gpxptq, yptq, uptqq ´ gpx̂ptq, yptq, uptqq.

En appliquons le théorème(3.1.2) à la fonction scalaire g, alors il existe ziptq P Copxptq, x̂ptqq

pour tout i P t1, . . . , qu tel que :

δgptq “

˜

q,N
ÿ

i,j“1
eqpiqe

T
Npjq

Bgi
Bxj

pziptq, yptq, uptqq

¸

erptq

Pour des raisons de simplification nous introduisons les notations suivantes :

γijptq “
Bgi
Bxj

pziptq, yptq, uptqq

Hq
ij “ eqpiqe

T
Npjq pour 1 ď i ď q et 1 ď j ď N

γ “ pγ11, . . . , γ1N , . . . , γqNq

Dptq “

q,N
ÿ

i,j“1
γijptqH

q
ij.

(3.7)

En utilisant les notations(3.7), la dynamique de l’erreur d’estimation peut être réécrite
comme suit :

9erptq “ pA ` Dptq ´ KCqerptq. (3.8)

Cette équation (3.8) représente un système LPV. L’hypothèse (3.1.1) implique que
γptq appartient à un domaine borné Vq,N où les 2qN éléments viennent dans l’ensemble
suivant

Vq,N “

!

γ “ pγ11, . . . , γ1N , . . . , γqNq | γij P

!

γ
ij
, γ̄ij

))

.

Remarque 1. En se basant sur les techniques LPV, on obtient des conditions suffisantes
de convergence de l’observateur proposé. Ces conditions sont exprimées sous forme d’in-
égalités linéaires matricielles, voir [145], [148]. Le fait que les paramètres γijptq soient
inconnus à cause des ziptq implique que l’observateur proposé est à gain constant. Une
étude plus large de ce type d’observateurs est détaillée dans la thèse de A. Zemouche [145].
On peut aussi regarder la thèse de M. Ghattassi pour les EDPs [58]. Plusieurs extensions
de la DMVT ont été développées voir [43] [148][147] [111].

Extension au filtrage de type H8

Une extension des résultats présentés précédemment au cas des systèmes comportant
des bruits dans la dynamique et la sortie du système sera illustrée dans cette section.
Nous considérons le système suivant :

9x “ Ax ` gpx, y, uq ` W1w

y “ Cx ` W2w
(3.9)
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avec W1 et W2 les matrices constantes de dimensions appropriées et w P L2 pRsq le vecteur
des perturbations borné. Notre objectif est de reconstruire l’état du système (3.9) en
gardant une certaine précision malgré la présence du bruit w. Nous cherchons à déterminer
une précision optimale qui dépend en général des paramètres du système. Nous proposons
l’observateur suivant :

9̂x “ Ax̂ ` gpx̂, y, uq ` Kpy ´ Cx̂q. (3.10)

Étant donné le système (3.9) et l’observateur (3.10), le problème de conception d’ob-
servateur H8 robuste revient à déterminer la matrice K telle que les conditions suivantes
soient vérifiées :

lim
tÑ8

erptq “ 0 pour ωptq “ 0 (3.11)

}erptq}L2
ď µ}ωptq}L2 pour ωptq ‰ 0 et erp0q “ 0. (3.12)

où er “ x ´ x̂ représente l’erreur d’estimation et µ un scalaire positif à déterminer. Afin
de satisfaire aux conditions (3.11) et (3.12), cette fois en utilisant la théorie de Lyapunov,
il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que

9V ` eTr er ´ µ2ωTω ă 0.

La dynamique de l’erreur se réécrit sous la forme suivante :

9er “ pA ` Dpξq ´ KCqer ` pW1 ´ CW2qω

où D a été définie dans (3.7). Une analyse de la stabilité a été établie, voir [145], [148].

Stabilisation basée observateur pour les systèmes non linéaires

L’état de la majorité des systèmes physiques n’est que partiellement accessible. Il est
donc nécessaire d’inclure un observateur d’état afin de réaliser la boucle de commande de
façon à ce que le système soit stable. Nous avons les principales techniques de stabilisation
basée sur des observateurs pour les systèmes non linéaires :

1. La stabilisation basée observateur par modes glissants[6] est une forme de com-
mande à structure variable qui a été appliquée à de nombreux systèmes, notam-
ment pour la stabilisation des drones,[47] ou bien en robotique [71],[52][140]. Cette
technique consiste à contraindre l’état d’un système non linéaire à atteindre en
un temps une surface donnée et à y demeurer [48]. Cette surface représente une
relation entre les variables d’état décrivant la dynamique du système sous la forme
d’une équation différentielle. Le système soumis à cette commande ne dépend que
des propriétés de la surface choisie.

2. La stabilisation basée observateur par backstepping a été développée par krctic
et al [83]. Elle est basée sur la théorie de la stabilité de Lyapunov. La technique
de backstepping surmonte la difficulté de choix de la fonction de Lyapunov en
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construisant une fonction de Lyapunov adaptée au système étudié d’une manière
itérative. Krctic et al dans [84] ont aussi étudié la stabilisation basée observateur
des EDPs. Cette partie partie sera traitée dans la section suivante.

3. La stabilisation basée observateur grand gain est apparue avec les travaux de Saberi
et al. [119], [77], Tornambe [132], et Khalil [49]. On trouve le travail de Esfandiari
et Khalil [50] où ils ont proposé une solution pour montrer que le manque de condi-
tions de croissance de l’observateur grand gain pourraient déstabiliser le système en
boucle fermée lorsque le gain d’observateur est suffisamment grand. Ils suggèrent
que la commande soit construite comme une fonction globalement bornée de l’esti-
mation d’état afin qu’elle soit saturée pendant la période de pic. Car l’observateur
est plus rapide que la dynamique en boucle fermée par un retour d’état. Teel et
Praly [130] [131], s’inspirant des idées de Esfandiari et Khalil [50] et du travail de
Tornambe [133], ont prouvé le premier principe de séparation non linéaire et ils ont
développé un ensemble d’outils pour la stabilisation semi-globale des systèmes non
linéaires. Atassi et Khalil [12] ont prouvé le principe de séparation en ajoutant une
nouvelle dimension aux résultats de Teel et Praly [130] à savoir : la combinaison
d’observateur rapide avec la saturation de commande permet à la commande par
un retour d’état de récupérer les trajectoires de la commande par un retour d’état
quand le gain d’observateur est suffisamment grand.

Remarque 2. Dans la suite nous nous intéressons à la stabilisation basée observateur en
utilisant la formulation LPV et la DMVT.

Nous allons à présent introduire l’observateur d’état des EDPs en dimension infinie
par la méthode de ! Backstepping ". C’est le resultat des travaux réalisés par Krctic et
al dans [[84], chapitres 4 et 5].

3.2 Observateur d’état des EDPs par la méthode de
! Backstepping "

Les mesures dans les systèmes de paramètres distribués sont rarement disponibles
dans tout le domaine. Il est plus courant que les capteurs soient placés uniquement aux
limites. Ceci est particulièrement vrai dans les problèmes impliquant des écoulements
de fluides (dans des applications telles que l’aérodynamique, l’acoustique, contrôle des
processus chimiques, etc). Étant donné que les commandes à retour d’état développés
jusqu’à présent nécessitent la mesure de l’état en chaque point du domaine, nous devons
concevoir des observateurs d’état. Commençons par présenter d’abord la méthode de
! Backsteppeing ".
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3.2.1 ! Backstepping "

Étudions le cas de l’équation réaction-diffusion :

Bg

Bt
px, tq “ gxxpx, tq ` λgpx, tq (3.13)

gp0, tq “ 0 (3.14)
gp1, tq “ Uptq (3.15)

où λ est une constante arbitraire et Uptq est l’entrée de contrôle. Le système en boucle
ouverte (3.13), (3.14) (avec gp1, tq “ 0 ) est instable avec arbitrairement des valeurs
propres instables pour λ suffisamment grand.

Puisque le terme λg est source d’instabilité, l’objectif naturel d’une rétroaction aux
frontières est « d’éliminer » ce terme. L’idée principale de la méthode de ! Backstepping "

est d’utiliser la transformation de coordonnées

wpx, tq “ gpx, tq ´

ż x

0
kpx, yqgpy, tqdy (3.16)

avec commande de retour d’état

gp1, tq “

ż 1

0
kp1, yqgpy, tqdy (3.17)

transformer le système (3.13), (3.14) en système cible

wtpx, tq “ wxxpx, tq, (3.18)
wp0, tq “ 0, (3.19)
wp1, tq “ 0, (3.20)

qui est exponentiellement stable, comme le montre dans [[84],le chapitre 2]. Notons que les
conditions aux limites (3.14), (3.19) et (3.17), (3.20) sont vérifiées par (3.16) sans aucune
condition sur kpx, yq.

La transformation (3.16) est appelée transformation intégrale de Volterra. Sa carac-
téristique la plus importante est que la limite de l’intégrale va de 0 à x, et non de 0 à
1 . Cela la rend « spatialement causal » : c’est-à-dire que pour un x donné, le second
membre de droite de (3.16) ne dépend que des valeurs de g dans l’intervalle r0, xs. Une
autre propriété importante de la transformation de Volterra est qu’elle est inversible, de
sorte que la stabilité du système cible se traduit par la stabilité du système en boucle
fermée constitué de la rétroaction aux limites.

L’objectif est maintenant de trouver la fonction du noyau de gain kpx, yq qui fait que
les équations (3.13), (3.14) avec le contrôleur (3.17) se comportent comme le système cible
(3.18)-(3.20). À ce stade l’existence d’une telle fonction n’est pas gagnée d’avance.
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3.2.2 Équation du noyau de gain

Pour savoir quelles conditions kpx, yq doit satisfaire, nous substituons simplement la
transformation (3.16) dans le système cible (3.18)-(3.20) et utilisons les équations (3.13)-
(3.14). Pour cela, il faut dériver la transformation (3.16) par rapport à x et t, ce qui est
facile une fois rappelée la règle de différenciation de Leibnitz :

d

dx

ż x

0
fpx, yqdy “ fpx, xq `

ż x

0
fxpx, yqdy.

Nous introduisons également la notation suivante :

kxpx, xq “
B

Bx
kpx, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y“x

,

kypx, xq “
B

By
kpx, yq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y“r
,

d

dx
kpx, xq “ kxpx, xq ` kypx, xq.

Dériver la transformation (3.16) par rapport à x donne

wxpxq “gxpxq ´ kpx, xqgpxq ´

ż x

0
kxpx, yqgpyqdy,

wxxpxq “gxxpxq ´
d

dx
pkpx, xqgpxqq ´ kxpx, xqgpxq ´

ż x

0
kxxpx, yqgpyqdy,

“gxxpxq ´ gpxq
d

dx
kpx, xq ´ kpx, xqgxpxq ´ kxpx, xqgpxq

´

ż x

0
kxxpx, yqgpyqdy. (3.21)

Cette expression de la seconde dérivée spatiale de wpxq sera la même pour différents
problèmes.

Ensuite, nous différencions la transformation (3.16) par rapport au temps :
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wtpxq “gtpxq ´

ż x

0
kpx, yqgtpyqdy

“gxxpxq ` λgpxq ´

ż x

0
kpx, yq pgyypyq ` λgpyqq dy

“gxxpxq ` λgpxq ´ kpx, xqgxpxq ` kpx, 0qgxp0q

`

ż x

0
kypx, yqgypyqdy ´

ż x

0
λkpx, yqgpyqdy (intégration par parties)

“gxxpxq ` λgpxq ´ kpx, xqgxpxq ` kpx, 0qgxp0q ` kypx, xqgpxq ´ kypx, 0qgp0q

´

ż x

0
kyypx, yqgpyqdy ´

ż x

0
λkpx, yqgpyqdy (intégration par parties). (3.22)

En soustrayant (3.21) de (3.22), on obtient

wt ´ wxx “

„

λ ` 2 d

dx
kpx, xq

ȷ

gpxq ` kpx, 0qgxp0q

`

ż x

0
pkxxpx, yq ´ kyypx, yq ´ λkpx, yqq gpyqdy. (3.23)

Pour que le membre de droite soit nul pour tout g, les trois conditions suivantes doivent
être satisfaites :

kxxpx, yq ´ kyypx, yq ´ λkpx, yq “ 0, (3.24)
kpx, 0q “ 0, (3.25)

λ ` 2 d

dx
kpx, xq “ 0. (3.26)

On peut simplifier (3.26) en l’intégrant par rapport à x et en remarquant d’après (3.25)
que kp0.0q “ 0. ce qui nous donne ceci :

kxxpx, yq ´ kyypx, yq “ λkpx, yq

kpx, 0q “ 0,

kpx, xq “ ´
λ

2x. (3.27)

Il s’avère que ces trois conditions sont compatibles et forment en fait une EDP bien
posée. Cette EDP est de type hyperbolique : on peut la considérer comme une équation
d’onde avec un terme supplémentaire λk ( x joue le rôle du temps). En physique quantique,
ces PDE sont appelées PDE de Klein-Gordon. Le domaine de cette EDP est un triangle
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0 ď y ď x ď 1. Les conditions aux limites sont prescrites sur les deux côtés du triangle et
le troisième côté (après résolution pour kpx, yqq nous donne le gain de contrôle kp1, yq.

Dans les deux sections suivantes, nous prouvons que l’EDP (3.27) admet une unique
solution deux fois continûment différentiable.

3.2.3 Conversion de l’EDP du noyau de gain en une équation
intégrale

Pour trouver une solution de l’EDP (3.27), nous la convertissons d’abord en une équa-
tion intégrale. Procédons au changement de variables suivant

ξ “ x ` y, η “ x ´ y,

on a

kpx, yq “ Gpξ, ηq,

kx “ Gξ ` Gη,

kxx “ Gξξ ` 2Gξη ` Gηη.

ky “ Gξ ´ Gη,

kyy “ Gξξ ´ 2Gξη ` Gηη. (3.28)

Ainsi, l’équation du noyau de gain devient

Gξηpξ, ηq “
λ

4Gpξ, ηq (3.29)

Gpξ, ξq “ 0, (3.30)

Gpξ, 0q “ ´
λ

4 ξ. (3.31)

En intégrant (3.29) par rapport à η de 0 à η, on obtient

Gξpξ, ηq “ Gξpξ.0q `

ż η

0

λ

4Gpξ, sqds “ ´
λ

4 `

ż η

0

λ

4Gpξ.sqds. (3.32)

Ensuite, nous intégrons (3.32) par rapport à ξ de η à ξ pour obtenir

Gpξ, ηq “ Gpη, ηq ´
λ

4 pξ ´ ηq `
λ

4

ż ξ

η

ż η

0
Gpτ, sqdsdτ

“ ´
λ

4 pξ ´ ηq `
λ

4

ż ξ

η

ż η

0
Gpτ, sqdsdτ. (3.33)
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Nous avons obtenu l’équation intégrale, équivalente à PDE (3.27) en ce sens que toute
solution de (3.27) est une solution de (3.33). L’intérêt de convertir l’EDP en équation
intégrale est que cette dernière est plus facile à analyser avec un outil spécial, que l’on
considère ensuite.

3.2.4 Méthode des approximations successives

Le principe de la méthode des approximations successives est la suivante :
1. une estimation initiale pour une solution de l’équation intégrale,
2. la substitueer à la partie droite de l’équation,
3. utiliser l’expression obtenue comme estimation suivante dans l’équation intégrale

et répéter la processus.
Le processus aboutit à une solution de l’équation intégrale. Commençons par une première
supposition

G0
pξ, ηq “ 0 (3.34)

et configurons la formule récursive pour (3.33) comme suit :

Gn`1
pξ, ηq “ ´

λ

4 pξ ´ ηq `
λ

4

ż xi

n

ż n

0
Gn

pτ, sqds.dτ (3.35)

Si cela converge, on peut écrire la solution Gpξ, ηq sous la forme

Gpξ, ηq “ lim
nÑ8

Gn
pξ, ηq. (3.36)

Notons la différence entre deux termes consécutifs comme

∆Gn
pξ, ηq “ Gn`1

pξ, ηq ´ Gn
pξ, ηq. (3.37)

Puis
∆Gn`1

pξ, ηq “
λ

4

ż ξ

η

ż η

0
∆Gn

pτ, sqdsdτ (3.38)

et (3.36) peut s’écrire alternativement comme

Gpξ, ηq “

8
ÿ

n“0
∆Gn

pξ, ηq. (3.39)

Calcul de ∆Gn à partir de (3.38) en commençant par

∆G1
“ G1

pξ, ηq “ ´
λ

4 pξ ´ ηq,

on peut observer le schéma qui conduit à la formule suivante :

∆Gn
pξ, ηq “ ´

pξ ´ ηqξnηn

n!pn ` 1q!

ˆ

λ

4

˙n`1

.
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Cette formule peut être vérifiée par induction. La solution de l’équation intégrale est
donnée par

Gpξ, ηq “ ´

8
ÿ

n“0

pξ ´ ηqξnηn

n!pn ` 1q!

ˆ

λ

4

˙n`1

(3.40)

Pour calculer la série (3.40), notez dans l’annexe qu’une fonction de Bessel modifiée
du premier ordre du premier type peut être représentée par

I1pxq “

8
ÿ

n“0

`

x
2

˘2n`1

n!pn ` 1q! .

En comparant cette expression avec (3.40), on obtient

Gpξ, ηq “ ´
λ

2 pξ ´ ηq
I1p

?
λξηq

?
λξη

ou, en revenant aux variables originales x, y,

kpx, yq “ ´λy
I1
`
a

λ px2 ´ y2q
˘

a

λ px2 ´ y2q
. (3.41)

3.2.5 Transformation inverse

Pour compléter la conception, nous devons établir que la stabilité du système cible
(3.18)-(3.20) implique la stabilité de la centrale en boucle fermée (3.13), (3.13), (3.17).
En d’autres termes, nous devons montrer que la transformation (3.16) est inversible.

Écrivons une transformation inverse sous la forme

gpxq “ wpxq `

ż x

0
lpx, yqwpyqdy, (3.42)

où lpx, yq est le noyau de transformation. Étant donné la transformation directe (3.16) et
la transformation inverse (3.42), les noyaux kpx, yq et lpx, yq satisfont

lpx, yq “ kpx, yq `

ż x

y

kpx, ξqlpξ, yqdξ. (3.43)

Démonstration. de (3.43). Tout d’abord, rappelons du calcul la formule suivante pour
changer l’ordre d’intégration :

ż x

0

ż y

0
fpx, y, ξqdξdy “

ż x

0

ż x

ξ

fpx, y, ξqdydξ.

En substituant (3.42) à (3.16), on obtient
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wpxq “ wpxq `

ż x

0
lpx, yqwpyqdy ´

ż x

0
kpx, yq

„

wpyq `

ż y

0
lpy, ξqwpξqdξ

ȷ

dy

“ wpxq `

ż x

0
lpx, yqwpyqdy ´

ż x

0
kpx, yqwpyqdy ´

ż x

0

ż y

0
kpx, yqlpy, ξqwpξqdξdy,

0 “

ż x

0
wpyq

„

lpx, yq ´ kpx, yq ´

ż x

y

kpx, ξqlpξ, yqdξ

ȷ

dy.

Puisque la dernière ligne doit être vraie pour tout wpyq, nous obtenons la relation
(3.43).

La formule (3.43) est générale (elle ne dépend pas de la centrale et du système cible)
mais n’est pas très utile pour trouver réellement lpx, yq à partir de kpx, yq. Au lieu de cela,
nous suivons la même approche qui nous a conduit à l’équation du noyau pour kpx, yq :
nous différencions la transformation inverse (3.42) par rapport à x et t et utilisons la
plante et le système cible pour obtenir l’EDP pour lpx, yq.

En différenciant (3.42) par rapport au temps, on obtient

gtpxq “wtpxq `

ż x

0
lpx, yqwtpyqdy

“wxxpxq ` lpx, xqwxpxq ´ lpx, 0qwxp0q ´ lypx, xqwpxq

`

ż x

0
lyypx, yqwpyqdy (3.44)

et différencier deux fois par rapport à x donne

gxxpxq “wxxpxq ` lxpx, xqwpxq ` wpxq
d

dx
lpx, xq ` lpx, xqwxpxq

`

ż x

0
lxxpx, yqwpyqdy. (3.45)

En soustrayant (3.45) de (3.44), on obtient

λwpxq ` λ

ż x

0
lpx, yqwpyqdy “ ´ 2wpxq

d

dx
lpx, xq ´ lpx, 0qwxp0q

`

ż x

0
plyypx, yq ´ lxxpx, yqqwpyqdy. (3.46)

ce qui donne les conditions suivantes sur lpx, yq :
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lxxpx, yq ´ lyypx, yq “ ´λlpx, yq, (3.47)
lpx, 0q “ 0, (3.48)

lpx, xq “ ´
λ

2x. (3.49)

En comparant cette EDP avec l’EDP (3.27) pour kpx, yq, on voit que

lpx, y;λq “ ´kpx, y; ´λq.

De (3.41) nous avons

lpx, yq “ ´λy
I1
`
a

´λ px2 ´ y2q
˘

a

´λ px2 ´ y2q
´ λy

I1
`

j
a

λ px2 ´ y2q
˘

j
a

λ px2 ´ y2q

ou, en utilisant les propriétés de I1 (voir (B.2)),

lpx, yq “ ´λy
J1

`
a

λ px2 ´ y2q
˘

a

λ px2 ´ y2q

où J1 est la fonction de Bessel voir (B.3).

3.2.6 Conception de l’observateur pour les EDP

Considérons l’équation de chaleur instable avec actionnement aux limites précédent
(3.13)-(3.15), où Uptq peut soit représenter un forçage en boucle ouverte, soit être généré
à partir d’une loi de rétroaction (! feedback "). Supposons que seul gp0q soit disponible
pour la mesure. Nous allons montrer qu’à partir de cette information de frontière, il est
possible de reconstruire l’état dans le domaine. Nous concevons l’observateur suivant :

ĝt “ ĝxx ` λĝ ` p1pxqrgp0q ´ ĝp0qs (3.50)
ĝxp0q “ p10rgp0q ´ ĝp0qs, (3.51)
ĝp1q “ Uptq. (3.52)

Ici, la fonction p1pxq et la constante p10 sont des gains d’observateur à déterminer. Il est
utile de noter que la structure de l’observateur ci-dessus imite le format d’observateur de
dimension du système suivant

9x “ Ax ` Bu, (3.53)
y “ Cx, (3.54)

son observateur est
9̂x “ Ax̂ ` Bu ` Lpy ´ Cx̂q

où L est le gain de l’observateur et Lpy ´ Cx̂q est "l’injection d’erreur de sortie". Dans
(3.50) et (3.51) l’observateur gagne p1pxq et p10 forme un "vecteur" de dimension infinie
qui correspond à un analogue de L.
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Notre objectif est de trouver p1pxq et p10 tels que ĝ converge vers g lorsque le temps
tend vers l’infini. Pour ce faire, nous introduisons la variable d’erreur

er “ g ´ ĝ

et considérer le système d’erreur

et “ exx ` λe ´ p1pxqep0q, (3.55)
exp0q “ ´p10ep0q, (3.56)
ep1q “ 0. (3.57)

Avec la transformation (inversible)

epxq “ w̃pxq ´

ż x

0
ppx, yqw̃pyqdy (3.58)

nous transformons le système d’erreur en l’équation de la chaleur exponentiellement stable

w̃t “ w̃xx, (3.59)
w̃xp0q “ 0, (3.60)
w̃p1q “ 0. (3.61)

En différenciant la transformation (3.58), on obtient

etpxq “ w̃tpxq ´

ż x

0
ppx, yqw̃yypyqdy

“ w̃tpxq ´ ppx, xqw̃xpxq ` ppx, 0qw̃xp0q ` pypx, xqw̃pxq (3.62)

´ pypx, 0qw̃p0q ´

ż x

0
pyypx, yqw̃pyqdy,

ũxxpxq “ w̃xxpxq ´ w̃pxq
d

dx
ppx, xq ´ ppx, xqw̃xpxq

´ pxpx, xqw̃pxq ´

ż x

0
pxxpx, yqw̃pyqdy. (3.63)

En soustrayant (3.63) de (3.62), on obtient

λ

ˆ

w̃pxq ´

ż x

0
ppx, yqw̃pyqdy

˙

´ p1pxqw̃p0q

“ 2w̃pxq
d

dx
ppx, xq ´ pypx, 0qw̃p0q `

ż x

0
ppxxpx, yq ´ pyypx, yqq w̃pyqdy. (3.64)
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Pour que la dernière égalité soit valable, les trois conditions suivantes doivent être
remplies :

pxxpx, yq ´ pyypx, yq “ ´λppx, yq (3.65)
d

dx
ppx, xq “

λ

2 (3.66)

p1pxq “ εpypx, 0q. (3.67)

Les conditions aux limites (3.55) et (3.56) fournissent deux autres conditions comme
suit :

p10 “ pp0, 0q, (3.68)
pp1, yq “ 0. (3.69)

La condition (3.68) est obtenue en différenciant (3.58) par rapport à x, en posant
x “ 0, et en substituant (3.56) et (3.60) dans l’équation résultante. La condition (3.69)
est obtenue en posant x “ 1 dans (3.58) et en substituant (3.56) et (3.61) dans l’équation
résultante. Résolvons (3.66) et (3.69) pour ppx, xq et combinons le résultat avec (3.65) et
(3.69) comme suit :

pxxpx, yq ´ pyypx, yq “ ´λppx, yq, (3.70)
pp1, yq “ 0, (3.71)

ppx, xq “
λ

2 px ´ 1q. (3.72)

Ces trois conditions forment une EDP bien posée que l’on peut résoudre explicitement.
Pour ce faire, nous effectuons un changement de variables

x̄ “ 1 ´ y, ȳ “ 1 ´ x, p̄px̄, ȳq “ ppx, yq,

ce qui donne l’EDP suivante :

p̄x̄x̄px̄, ȳq ´ p̄ȳȳpx̄, ȳq “ λppx̄, ȳq, (3.73)
p̄px̄, 0q “ 0, (3.74)

p̄px̄, x̄q “ ´
λ

2x. (3.75)

Cette EDP a été résolue voir [[84] chapitre 4], et sa solution est

p̄px̄, ȳq “ ´λȳ
I1
`
a

λ px̄2 ´ ȳ2q
˘

a

λ px̄2 ´ ȳ2q
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ou, dans les variables d’origine,

ppx, yq “ ´λp1 ´ xq
I1p

a

λp2 ´ x ´ yqpx ´ yqq
a

λp2 ´ x ´ yqpx ´ yq
.

Les gains de l’observateur, obtenus en utilisant (3.67) et (3.68) sont

p1pxq “ pypx, 0q “
λp1 ´ xq

xp2 ´ xq
I2p

a

λxp2 ´ xqq, (3.76)

p10 “ pp0, 0q “ ´
λ

2 . (3.77)

3.2.7 La sortie du retour d’état

L’observateur à convergence exponentielle développé dans la dernière section est indé-
pendant de l’entrée de contrôle et peut être utilisé avec n’importe quel contrôleur. Dans
cette section, nous le combinons avec le contrôleur de ! Backsteppeing " (3.16) pour
résoudre le problème de rétroaction de sortie. Pour les systèmes linéaires, le principe de
séparation (ou "équivalence de certitude") est valable ; c’est-à-dire que la combinaison d’un
contrôleur de retour d’état et d’un observateur conçus séparément donne un contrôleur
de retour de sortie stabilisant. Ensuite, nous établissons le principe de séparation pour
notre conception de ! feedback " de sortie basée sur l’observateur.

Il est simple de montrer que les transformations de ! Backsteppeing " observateur
et contrôle (3.58) et

ŵpxq “ ĝpxq ´

ż x

0
kpx, yqĝpyqdy, (3.78)

ĝpxq “ ŵpxq `

ż x

0
lpx, yqŵpyqdy (3.79)

cartographier le système en boucle fermée composé de la PDE d’erreur d’observateur et
de l’observateur dans le système cible suivant :

ŵt “ ŵxx `

"

p1pxq ´

ż x

0
kpx, yqp1pyqdy

*

w̃p0q, (3.80)

ŵxp0q “ p10w̃p0q, (3.81)
ŵp1q “ 0, (3.82)
w̃t “ w̃xx, (3.83)

w̃xp0q “ 0, (3.84)
w̃p1q “ 0, (3.85)

où kpx, yq est le noyau de la transformation de contrôle et p1pxq, p10 sont les gains de
l’observateur. Le système w̃ et la partie homogène du système ŵ (sans w̃p0, tq ) sont des
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équations de chaleur exponentiellement stables. Pour montrer que le système pŵ, w̃q est
exponentiellement stable, nous utilisons la fonction de Lyapunov pondérée

V “
A

2

ż 1

0
w̃pxq

2dx `
1
2

ż 1

0
ŵpxq

2dx (3.86)

où A est la constante de pondération à choisir ultérieurement. En prenant la dérivée
temporelle de (3.86), on obtient

9V “ ´ A

ż 1

0
w̃xpxq

2dx ´ p10ŵp0qw̃p0q ´

ż 1

0
ŵxpxq

2dx (3.87)

` w̃p0q

ż 1

0
ŵpxq

"

p1pxq ´

ż x

0
kpx, yqp1pyqdy

*

dx. (3.88)

En utilisant les inégalités de Poincaré(B.1.3) et de Young(B.1.4), nous estimons

´p10ŵp0qw̃p0q ď
1
4ŵp0q

2
` p2

10w̃p0q
2

ď
1
4

ż 1

0
ŵxpxq

2dx ` p2
10

ż 1

0
w̃xpxq

2dx

et

w̃p0q

ż 1

0
ŵpxq

"

p1pxq ´

ż x

0
kpx, yqp1pyqdy

*

dx

ď
1
4

ż 1

0
ŵxpxq

2dx ` B2
ż 1

0
w̃xpxq

2dx

où B “ maxxPr0,1s

␣

p1pxq ´
şx

0 kpx, yqp1pyqdy
(

. Avec ces estimations, on obtient

9V ď ´
`

A ´ B2
´ p2

10
˘

ż 1

0
w̃xpxq

2dx ´
1
2

ż 1

0
ŵxpxq

2dx (3.89)

ď ´
1
4
`

A ´ B2
´ p2

10
˘

ż 1

0
w̃pxq

2dx ´
1
8

ż 1

0
ŵpxq

2dx. (3.90)

En prenant A “ 2 pB2 ` p2
10q, on obtient

9V ď ´
1
4V.

Ainsi, le système pŵ, w̃q est exponentiellement stable. Le système pĝ, g̃q est également
exponentiellement stable puisqu’il est lié à pŵ, w̃q par les transformations de coordonnées
inversibles (3.58) et (3.79). Nous avons ainsi prouvé que le système en boucle fermée
constitué du contrôleur de backstepping et l’observateur, est exponentiellement stable.
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3.2.8 Etat d’art

La conception des observations des EDPs reste encore très difficile. Plusieurs résultats
de cette conception par la méthode de ! Backsteppeing " ont été présentés par Krstic et
all dans [84]. En effet les auteurs ont développé l’observation des équations de réaction-
advection-diffusion, Schrödinger et Ginzbourg-Landau. Nous nottons d’autres travaux,
l’estimation d’état basée sur le backstepping pour une classe d’EDP paraboliques dans des
études de domaines spatiaux unidimensionnels et tridimensionnels a été développée dans
les travaux de Jodachowski et all [74] [75], et son implémentation dans [76]. Dans le même
ordre d’idées, on peut citer les travaux intéressants de Smyshlyaev et all [124], Nguyen
in [101], Demetriou in [41], l’analyse de convergence de Balas in [15]. Boundary Observer
for Output-! Feedback " Stabilization par Vazquez et all in [138]. L’observateur de type
Luenberger par Meurer dans [96] et Zeitz (le cas ODE) dans [144], ! Backsteppeing "

control and state estimation dans [97] et [139].

3.3 Études des inégalités matricielles linéaires : Dé-
finitions et propriétés

Les sections suivantes présentent un ensemble des notions et propriétés concernent les
inégalités matricielles linéaires LMIs et leurs applications en commande des systèmes. Les
inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour résoudre plusieurs problèmes d’auto-
matique, (problèmes d’optimisation en théorie du contrôle, identification de système,...)
qui sont généralement difficiles à résoudre de façon analytique. L’intérêt des méthodes
basées sur les LMIs vient du fait que ces dernières peuvent être résolues en utilisant la
programmation convexe. Avec cette approche, on n’est plus limité aux problèmes ayant
une solution analytique. En résolvant ces inégalités, on obtient un domaine de solutions
faisables, c’est-à-dire de solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste que celui généré par la
recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu’une inégalité possède davantage
de solutions qu’une équation, il est possible d’employer les degrés de liberté supplémen-
taires pour inclure d’autres objectifs que ceux initialement retenus.

Les notions des LMIs se retrouvent dans plusieurs travaux depuis de nombreuses an-
nées. Ainsi Lyapunov a conditionné la stabilité d’un système par les LMIs. Plus tard,
Kalman, Yakubovich et Popov ont généralisé le résultat de stabilité proposé par Lyapu-
nov. La terminologie des LMIs a été utilisée par Willems en 1971 [141]. En 1994, Nesterov
et Nemirovski ont trouvé une solution pour résoudre les LMIs de manière efficace en
utilisant des méthodes basées sur les points intérieurs [99].

Définition 3.3.1 (Inégalité matricielle linéaire (LMI)). On appelle une inégalité matri-
cielle linéaire notée (LMI) le problème suivant : étant données les matrices réelles, carrées
et symétriques : Fi “ F T

i P Rnˆn, i “ 0 . . .m et x P Rm telles que :

F pxq “ F0 `

m
ÿ

i“1
xiFi ą 0. (3.91)
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L’inégalité (3.91) implique que : F pxq est une matrice définie positive c’est-à-dire : @z P Rn

et z ‰ 0 : zTF pxqz ą 0. De manière équivalente, la valeur propre la plus petit de F pxq est
positive.

Les matrices symétriques Fi sont fixées (connues) et x “ rx1, x2, . . . xms
T est un vecteur

de valeurs inconnues (variables). On dit que F pxq ą 0 est une LMI affine des éléments de
x.
Remarque 3. L’inégalité (3.91) est une LMI stricte si F pxq est seulement définie positive
(non négative) autrement LMI est dite non stricte.
Le succès des LMIs vient du développement des méthodes dites du point intérieur qui
permettent de résoudre ces problèmes de manière efficace.

3.3.1 Problème de faisabilité

Le problème de faisabilité d’une LMI est le problème de trouver l’ensemble des points :
x P Co où Co “ tx P Rn{F pxq ą 0u qui vérifient LMI : F pxq ą 0 alors le problème
F pxq ą 0 est dit faisable (ou réalisable) et ces points appelés points faisables.

Exemple : Les LMIs ne se présentent pas souvent directement sous la forme (3.91)
prenons un exemple classique de l’automatique : la stabilité au sens de Lyapunov pour
un système linéaire 9xptq “ Axptq. Il s’agit de trouver une matrice réelle P “ P T ą 0 de
même dimensions que A telle que : ATP ` PA ă 0.

Considérons à titre d’exemple le cas où A est une matrice 2 ˆ 2 :

A “

„

a1 a2
a3 a4

ȷ

.

La matrice symétrique P dépend alors de 3 paramètres xi : i “ 1, 2, 3. on peut s’écrire :

P “

„

x1 x2
x2 x3

ȷ

.

La condition de positivité P ą 0 s’écrit :

x1

„

1 0
0 0

ȷ

` x2

„

0 1
1 0

ȷ

` x3

„

0 0
0 1

ȷ

ą 0.

L’inégalité de Lyapunov ATP ` PA ă 0, peut se réćcrire sous la forme suivante :

x1

„

2a1 a2
a3 0

ȷ

` x2

„

a2 ` a3 a1 ` a4
a1 ` a4 a2 ` a3

ȷ

` x3

„

0 a2
a3 2a4

ȷ

ă 0.

Cette inégalité est une LMI affine des éléments : x1, x2, x3.
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3.3.2 Propriétés

Parmi les propriétés les plus importantes des inégalités matricielles linéaires, on peut
mentionner :
Proposition 3.3.2 (LMIs multiples peuvent être écrites comme une seule LMI). Parmi
les propriétés remarquables des LMIs, la possibilité de regrouper plusieurs LMIs F1pxq ą

0, F2pxq ą 0, . . . , Fnpxq ą 0 en une seule LMI bloc diagonale :
»

—

—

—

—

–

F1pxq 0 0 ¨ 0
0 F2pxq 0 ¨ 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 0 ¨ 0 Fnpxq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

ą 0.

La convexité est une propriété géométrique importante, qu’on trouve dans la théorie
d’optimisation globale.
Définition 3.3.3 (Un ensemble convexe). Un ensemble Co :“ tx : F pxq ą 0u est dit
convexe si pour toutes les points : px1, x2q P Co et 0 ă λ ă 1, alors :

pλx1 ` p1 ´ λqx2q P Co.

Définition 3.3.4 (Fonction convexe). Soit une fonction f avec : f : Rn Ñ R la fonction
f est convexe si : @px, yq P Rn, 0 ă λ ă 1 alors

fpλx ` p1 ´ λqyq ď λfpxq ` p1 ´ λqfpyq.

La fonction f est convexe si pour toutes les pairs px, yq : fpλx` p1 ´ λqyq est toujours en
bas de λfpxq ` p1 ´ λqfpyq.
Proposition 3.3.5 (l’intersection de deux ensembles convexes). Soit : F pxq ą 0 et
Gpxq ą 0 deux LMIs, liées respectivement aux deux ensembles convexes suivants : Co1 “

tx P Rm{F pxq ą 0u et Co2 “ tx P Rm{Gpxq ą 0u.
Alors l’intersection de Co1 et Co2 est définie par l’ensemble convexe suivant :

Co1 X Co2 “

"

x P Rm
{

„

F pxq 0
0 Gpxq

ȷ

ą 0
*

.

L’intersection de deux ensembles convexes donne un ensemble convexe.

Exemple : Soit l’inégalité matricielle quadratique suivante :

R ą 0
ATP ` PA ` PBR´1BTP ` Q ă 0

où : A,B,Q “ QT , R “ RT ą 0 sont des matrices données et P “ P T est la variable.
On peut reformuler cette inégalité matricielle quadratique sous forme d’une inégalité ma-
tricielle plus simple, en utilisant le lemme du complément de Schur (B.1.1) :

„

´ATP ´ PA ´ Q PB
BTP R

ȷ

ą 0.
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3.4 Applications des LMIs

Dans cette section nous allons donner quelques problèmes qui font appel aux LMIs :
Analyse de Stabilité au sens de Lyapunov.

3.4.1 Analyse de Stabilité au sens de Lyapunov

L’analyse de la stabilité des systèmes dynamiques au sens de Lyapunov est une ap-
plication de LMI. En effet la méthode de Lyapunov proposée dans le cadre de l’étude de
stabilité des systèmes linéaires est en réalité une manipulation des LMIs. Etant donné un
système linéaire à temps invariant (LTI) :

9xptq “ Axptq, xp0q “ x0.

Ce système est stable s’il existe une fonction V pxq définie positive telle que sa dérivée est
définie négative :

V pxq “ xT ptqPxptq

où : P est une matrice symétrique et définie positive : P “ P T ą 0
9V pxq “ xT

`

ATP ` PA
˘

x. (3.92)

La condition de stabilité consiste à trouver la matrice P qui vérifie l’inégalité matricielle :

ATP ` PA ă 0.

On peut écrire :
"

V pxq ą 0
9V pxq ă 0 ô

"

P ą 0
ATP ` PA ă 0 .

Donc il résulte :
„

P 0
0 ´ATP ´ PA

ȷ

ą 0. (3.93)

Le système (3.92) est stable lorsque l’inégalité matricielle (3.93) est faisable.

3.4.2 Problème de stabilité quadratique des systèmes incertains

La notion de stabilité quadratique est le prolongement de la notion de stabilité de
Lyapunov lorsque l’on considère des systèmes incertains, nous supposons que les matrices
incertaines A du modèle d’état appartiennent à des ensembles compacts ϖ.

Nous considérons le système linéaire incertain suivant :

9xptq “ Aptqxptq. (3.94)

Ce système est dit stable quadratiquement lorsqu’il existe une matrice P “ P T ą 0 telle
que quelle que soit la matrice A appartenant à l’ensemble Ω nous avons 9V pxq ă 0 :

xT
`

AT ptqP ` PAptq
˘

x ă 0.



52Chapitre 3. Conception d’observateur et stabilisation des systèmes d’équation non linéaire : État de l’art

Nous pouvons alors montrer qu’une condition nécessaire et suffisante de stabilité quadra-
tique du système incertain (3.94) est :

1. Dans le cas des incertitudes bornées en norme avec l’ensemble compacts : Ω “

tA0 ` DF ptqE, }F ptq}2 ď 1u avec : }F }2 “ λmax
`

F TF
˘

où λmax représente la
valeur propre maximale de F TF . Qu’il existe une matrice P “ P T ą 0 telle que
l’inégalité matricielle :

AT0 P ` PA0 ` PDDTP ` ETE ă 0.

Soit vérifiée, pour une matrice nominale A0 et des matrices constantes D,E don-
nées.

2. Dans le cas des incertitudes polytopiques avec : ϖ “ Co tA1, . . . , Anu, Co : repré-
sente l’ensemble convexe et tA1, . . . , Anu une série de matrices constantes données.
Il existe une matrice P “ P T ą 0 telle que l’inégalité matricielle :

ATi P ` PAi ă 0, @i “ 1, . . . , n

soit vérifiée.
Notons que ces conditions sont uniquement suffisantes pour assurer la stabilité robuste
du système incertain (3.94), c’est à dire sa stabilité pour toute incertitude admissible.

3.4.3 Stabilité des modèles Takagi-Sugeno (TS)

L’étude de la stabilité des modèles Takagi-Sugeno s’effectue principalement en utilisant
la méthode directe de Lyapunov. Soit le modèle Takagi-Sugeno continu suivant en régime
libre :

9xptq “

r
ÿ

i“1
hipzptqqAixptq (3.95)

hipzptqq ě 0,
r
ÿ

i“1
hipzptqq “ 1, @i P t1, . . . , ru. (3.96)

Les matrices Ai P Rnˆn représentent un ensemble de r modèles linéaires. Les fonctions
d’appartenance hip.q ont la propriété de somme convexe (3.96) et sont fonctions d’un
vecteur zptq P Rz appelé vecteur des prémisses. La stabilité quadratique du modèle TS
(3.95) revient à résoudre le problème suivant : Trouver une matrice P ą 0, telle que :

ATi P ` PAi ă 0, @i P t1, . . . , ru.

Pour plus de détail sur la stabilité des modèles Takagi-Sugeno se référer aux différents
travaux suivants [102][86][87][106][92][91][1].
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3.4.4 Problème de Stabilisation

Les LMIs permettent également de générer des lois de commande stabilisantes. La
condition nécessaire et suffisante de stabilité du système commandé :

9x “ Ax ` Bu. (3.97)

Par un retour d’état : u “ Kx est l’existence des matrices P et K telles que :

pA ` BKq
TP ` P pA ` BKq ă 0 (3.98)

P “ P T
ą 0. (3.99)

Cette inégalité est bilinéaire en P et K mais à l’aide du changement de variables P “ W´1

et K “ RW´1 elle devient une LMI en R et W :

AW ` WAT ` BR ` RTBT
ă 0 (3.100)

W “ W T
ą 0. (3.101)

Pour plus de détail voir les différents travaux suivants [25][123][62][42][100].

3.4.5 Problèmes d’optimisation sous contraintes LMIs

Beaucoup de problèmes d’Automatique et particulièrement les problèmes de contrôle
des systèmes peuvent se formuler comme des problèmes d’optimisation sous contraintes
LMIs. Et plusieurs problèmes sont mieux écrits en termes d’une simple ou multiple fonc-
tion objectif avec un ensemble des contraintes LMIs, car les problèmes d’optimisation
convexe apparaissent souvent en pratique. Ceci est la force de l’utilisation des formula-
tions LMIs dans les applications réelles qui concernent les lois de commande des divers
systèmes. Pour plus de détail voir les différent travaux suivants [137][55][64][120][27].

L’introduction des contraintes LMIs permet de définir un ensemble de problèmes d’op-
timisation suivants :

Programmation Semi Définie (SDP)

La programmation semi définie SDP appelé aussi problème d’optimisation LMI, est
une généralisation de la programmation linéaire (LP), formulé comme suit :

min
`

cTx
˘

(3.102)

F pxq “ F0 `

m
ÿ

i“1
xiFi ą 0 (3.103)

x P Rm : vecteur des variables de décision,
cT : vecteur ligne donnée,
F pxq : contraint LMI.
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Problèmes des valeurs propres (Eigenvalue Problem EVP)

Un grand nombre de propriétés de commande peut être calculé comme un problème de
valeur propre (EVP) qui est le problème de minimisation de la valeur propre maximale :
λmax d’une matrice : Apxq ą 0 qui dépend affinement de la variable x, soumise à une
contrainte LMI F pxq ą 0.

Plusieurs tests d’analyse de performance, tels que le calcul de la norme H8 peuvent
être écrit sous forme d’un problème des valeurs propres (EVP) avec contrainte LMI. On
écrits la forme générale d’un problème des valeurs propres (EVP) comme suit.

min λ, (3.104)
λI ´ Apxq ą 0, (3.105)
F pxq ą 0. (3.106)

Problèmes des valeurs propres généralisées (GEVP)

Le problème de valeur propre généralisée consiste à minimiser la plus grande valeur
propre d’une paire de matrices F pxq et Gpxq dépendant linéairement de la variable x, sous
contraintes LMIs. Le problème GEVP est exprimé par :

min λ, (3.107)
Tel que : λF pxq ´ Gpxq ą 0, (3.108)
F pxq ą 0 et Gpxq ą 0. (3.109)

F pxq, Gpxq sont des matrices symétriques.

Minimisation du déterminant

Le problème de minimisation du déterminant est exprimé par :

min
␣

log
“

det
`

G´1
pxq

‰(

Tel que : F pxq ą 0 et Gpxq ą 0,

où F pxq et Gpxq sont des matrices symétriques et affines en x. Ces problèmes d’optimi-
sation peuvent être résolus par différents types de méthodes :

— Méthode des points intérieurs (méthode des centres, méthode primale-duale, mé-
thode projective de Nemiroviskii),

— Méthode des plans sécants,
— Méthode de l’ellipsoïde,
— Méthode du type simplex.
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3.4.6 Problème de commande Linéaire Quadratique (LQ)

On parle de commande linéaire quadratique : LQ ou LQR (linear quadratic regulator).
Le système est linéaire et la commande est quadratique. Dans le cas d’un système linéaire
à temps invariant LTI suivant :

9xptq “ Axptq ` Buptq.

On écrit la loi de commande optimale à horizon infini ptf final Ñ `8q par retour d’état
comme suivant : uptq “ ´Kxptq où : K “ ´R´1BTP avec les matrices : R “ RT ą 0 et
P “ P T ą 0 vérifie l’équation algébrique de Riccati (ARE) suivante :

ATP ` PA ´ PBR´1BTP ` Q “ 0.

Q : est une matrice symétrique fixée et définie positives. Les équations algébriques de
Riccati (ARE) sont fréquemment utilisées dans la commande optimale, un résultat néces-
sitant une ARE peut être remplacé par un résultat équivalent où l’égalité est remplacée
par une inégalité. Plus précisément ces contrôleurs optimaux peuvent être construits en
calculant une matrice P symétrique définie positive qui satisfait l’inégalité algébrique de
Riccati (ARI) :

ATP ` PA ´ PBR´1BTP ` Q ă 0.

L’ARI est quadratique en P mais elle peut être exprimée comme une LMI en appliquant
le lemme du complément de Schur(B.1.1) :

„

´ATP ´ PA ´ Q PB
BTP R

ȷ

ą 0.

Pour plus de détail sur le problème de commande Linéaire Quadratique (LQ) voir
[4][73][14][72][89][88][129].

3.4.7 Problème de commande Quadratique Linéaire Gaussienne
(LQG)

Le problème d’atténuation des perturbations est traité par les méthodes de la com-
mande optimale où une certaine mesure de l’amplitude de la sortie est minimisée sous
des hypothèses sur les perturbations. Une procédure standard connue sous le nom du
problème de la commande LQG (quadratique linéaire Gaussienne) est souvent utilisée, où
la somme des variances de sortie est minimisée sous des hypothèses que les perturbations
sont caractérisées comme des processus stochastiques Soit le système LTI stable suivant :

Gpsq :
"

9xptq “ Axptq ` Bwptq
yptq “ Cxptq

où : w est un bruit blanc gaussien unitaire.
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La commande LQG peut se mettre sous une forme particulière dite forme standard.
Il s’agit alors de synthétiser un correcteur minimisant une norme H2 sur les signaux de
transfert. La fonction du coût minimisé est donnée par :

J “ }G}
2
2 “

1
2π

ż `8

´8

|Gpjωq|
2dω.

La norme H2 est une mesure de la moyenne du carré de gain pris sur toutes les
fréquences. Voici la formulation LMI de la norme H2 : Soit la solution P0 “ P T

0 ď 0 qui
vérifiant l’équation de Lyapunov :

AP0 ` P0A
T

` BBT
“ 0.

Alors toute matrice P ą P0 vérifiant :

AP ` PAT ` BBT
ă 0. (3.110)

Le système Gpsq stable, vérifié : }G}2
2 ă γ2 si et seulement s’il existe une matrice

symétrique positive P ą 0 vérifiant LMI (3.110) et :

Tr
`

CPCT
˘

ă γ2. (3.111)

L’ensemble des inégalités (3.110) et (3.111) constitue un système LMI qui peut formuler
le problème LQG pH2q comme suivant :

min
␣

Tr
`

CPCT
˘(

AP ` PAT ` BBT
ă 0.

Pour plus de littérature sur le problème de commande Quadratique Linéaire Gaussienne
(LQG) voir [149] [122][104].

3.4.8 Commande Prédictive Robuste

La commande prédictive du modèle est devenue la méthode la plus populaire des mé-
thodes de conception des contrôleurs multivariables à cause de sa capacité de traiter les
contraintes linéaires des processus variables. Les formulations de la commande prédictive
en programmation standard linéaire et quadratique peuvent être écrites en termes des
LMIs. Le principe de la commande prédictive du modèle est l’utilisation d’une fonction
quadratique définie positive de l’état pour borner ou limiter la fonction objectif de per-
formance. Elle est basée sur l’utilisation d’un modèle pour prédire par le comportement
future du système sur un horizon du temps fini et puis utiliser le lemme du complément
de Schur pour changer ces contraintes en une contrainte LMI. Pour plus de littérature se
référer aux différents travaux suivants [142][121][80] [105].
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3.4.9 Problème de Commande H8

La synthèse H8 est un problème d’atténuation de perturbation, il consiste à minimiser
l’effet d’une perturbation wptq sur le comportement du système.

Soit Gp sq un système LTI représenté par les équations d’état

Gpsq :

$

&

%

9xptq “ Axptq ` B1wptq ` B2uptq
zptq “ C1xptq ` D11wptq ` D12uptq
yptq “ C2xptq ` D21wptq

x P Rn, w P Rnw, u P Rnu, z P Rnz, y P Rny Les matrices A,B1, B2, C1, C2, D11, D12, et D21
sont de dimensions appropriées. L’objectif d’un problème de commande H8 est de trouver
un contrôleur Kpsq pour synthétiser une loi de commande qui stabilise le processus Gpsq.
Le contrôleur Kpsq défini par :

Kpsq :
"

9xKptq “ AKxKptq ` BKyptq
uptq “ CKxKptq ` DKyptq

avec Gp sq et Kp sq définis ci dessus, la boucle fermée Np sq admet la réalisation

Npsq :
"

9xclptq “ Aclxclptq ` Bclwptq
zptq “ Cclxclptq ` Dclwptq.

Le but est celui de trouver des matrices AK , BK , CK et DK telles que la norme H8 de la
boucle fermée soit la plus petite possible, c’est à dire :

γopt “ Min γ (3.112)
tel que : }Npsq}8 ă γ. (3.113)

La résolution du problème H8 par LMIs est fondée sur l’utilisation des lemmes sui-
vants :

Lemme 3.4.1 (Valeur singulière maximale). La valeur singulière maximale mesure le
gain maximal d’un système multivariable, où les amplitudes des vecteurs d’entrée et de
sortie sont quantifiées par la norme Euclidienne.

La valeur singulière maximale d’une matrice A qui dépend d’une manière affine de
x est dénotée par σ̄pApxqq qui est la racine carrée de la plus large valeur propre de :
ApxqAT pxq L’inégalité σ̄pApxqq ă 1 est une contrainte convexe non linéaire de x, elle peut
être écrite comme une LMI utilisant le lemme du complément de Schur :

σ̄pApxqq ă 1 ô ApxqAT pxq ă I

ô I ´ ApxqAT pxq ą 0

ô

„

I Apxq

AT pxq I

ȷ

ą 0.
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Lemme 3.4.2 (systèmes réels bornés). Le lemme des réels bornés peut être appliqué à
la commande des systèmes linéaires et non linéaires, le résultat actuel est basé sur la
représentation en variables d’état d’un système linéaire suivant :

"

9x “ Ax ` Bu, xp0q “ 0
y “ Cx ` Du

où : A P Rnˆn, B P Rnˆp, C P Rpˆn et D P Rpˆp sont données. Supposons que A est
stable et que pA,B,Cq est minimal. La fonction de transfert matricielle est :

Gpsq “ CpsI ´ Aq
´1B ` D.

La performance du pire cas d’un système mesurée en termes de l’intégrale des erreurs
carrées de l’entrée et de la sortie est quantifiée par la norme H8 :

}Gpsq}8 “ sup
Repsqą0

tσ̄pGpsqqu “ sup
ωPR

tσ̄pGpjωqqu.

La norme H8 peut être écrite en termes d’une LMI. Pour cela on emprunte un résultat
de la littérature de la commande robuste que la norme }Gpsq}8 ď γ si et seulement si
la valeur singulière maximale de D inférieure ou égale γ : DTD ă γ2I et qu’il existe
P “ P T ą 0 tel que :

`

ATP ` PA ` CTC
˘

`
`

PB ` CTD
˘ `

γ2I ´ DTD
˘ `

BTP ` DTC
˘

ă 0.

Le lemme du complément de Schur implique que cette inégalité algébrique de Riccati (ARI)
est équivalente à l’existence de P “ P T ą 0 tel que LMI suivante est valide.

„

ATP ` PA ` CTC PB ` CTD
BTP ` DTC DTD ´ γ2I

ȷ

ă 0.

Donc Npsq est stable de manière interne et de norme H8 ă γ si et seulement s’il existe
une matrice symétrique P ą 0 telle que :

¨

˝

ATclP ` PAcl PBcl CT
cl

BT
clP ´γ DT

cl

Ccl Dcl ´γI

˛

‚ă 0.

Pour plus de littérature se référer aux différents travaux suivants [94][29][24].

3.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré d’une part au rappel de concept d’analyse de stabilité au
sens de Lyapunov, de la théorie de conception d’observation et l’état d’art sur la concep-
tion d’estimateurs d’un système non linéaire (Observateurs de type Lipschitz, One sided
Lipschitz, approche basée sur le théorème des accroissement finis). Il rappelle également la
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méthode de ! Backstepping " et l’observateur d’EDPs (l’équation de réaction-diffusion).
D’autre part dans ce chapitre nous avons défini des inégalités matricielles linéaires et étu-
dié quelques propriétés des problèmes dépendants des formulations en LMIs et quelques
applications des LMIs : l’analyse de stabilité au sens de Lyapunov, problème de stabilité
quadratique des systèmes incertains, stabilité des modèles Takagi-Sugeno , Problème de
Stabilisation du système commandé. Nous terminons par quelques problèmes d’optimisa-
tion sous contraintes LMIs : Programmation Semi Définie, Problèmes des valeurs propres
et problème de commande : problème de commande Linéaire Quadratique, problème de
commande Quadratique Linéaire Gaussienne, Commande Prédictive Robuste, Problème
de Commande H8.
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Chapitre 4

Observateur d’état de l’équations
Vlasov-Poisson
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Ce chapitre traite la synthèse d’observateur de l’équation de Vlasov-Poison en dimen-
sion finie d’une part, en adoptant une approche basée sur l’utilisation du théorème des
accroissements finis (DMVT). Il s’agit de transformer la dynamique de l’erreur d’estima-
tion en un système à paramètres variables linéaires (LPV). Les techniques de calcul LPV
permettent d’obtenir des conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle linéaire
(LMI). D’autre part il aborde la conception d’observateur d’état en dimension infinie de
l’équation de Vlasov 1Dˆ 1D par la technique du ! Backstepping ". Les résultats de ce
chapitre sont publiés dans [32] [33].
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4.1 Synthèse d’observateur de VP

L’observation de l’état d’un système non linéaire est un peu plus délicate et il n’existe
pas de méthode universelle de synthèse d’observateur. Les approches possibles sont soit
une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes non linéaires spécifiques.
Dans le premier cas, l’extension est basée sur une linéarisation du modèle autour d’un
point de fonctionnement. Pour le cas des algorithmes non linéaires spécifiques, les nom-
breuses recherches menées sur ce sujet voir [98] [13]. Nous utiliserons la méthodes de
transformation non linéaire. Cette technique utilise un changement de coordonnées pour
transformer un système non linéaire en un système linéaire. Une fois qu’une telle trans-
formation est effectuée, l’utilisation d’un observateur de type Luenberger sera suffisante
pour estimer l’état du système transformé, et donc l’état du système d’origine en utilisant
le changement de coordonnées inverse. voir [81] [82].

La méthode numérique de DG présentée au chapitre 2 permet d’obtenir un modèle en
dimension finie écrit sous la forme d’une représentation d’état explicite du système de VP
1D ˆ 1D. Nous obtenons :

"

Mh
9fh“Ahfh ` Ghpfhq

Yh “ Chfh
(4.1)

où la fonction Gpfhq est définie en (2.8), et Eh est donné par (2.11). Les matrices Mh

et Ah sont des matrices carrées diagonales symétriques (base lagrangienne). Les matrices
Mh et Ah sont respectivement définie positive et non définie négative, voir [110].
Yh P Rp est le vecteur de sortie du système qui présente le nombre de capteurs placés sur
une partie du bord de l’espace de phase BΩ. Ch P Mp,N est la matrice de sortie, telle que
p ď N .

L’observation directe pour déterminer la fonction de distribution d’un tel vecteur d’état
est assez coûteuse en temps de calcul. Il faut donc estimer le vecteur d’état du système
(4.1) : c’est le rôle de l’observateur. L’objectif est de construire une fonction de distribution
en utilisant les capteurs à la surface de l’espace des phases.
Considérons l’observateur de Luenberger associé au système (4.1) :

Mh
9̃fh “ Ahf̃h ` Gpf̃hq ` LpYh ´ Cf̃hq, (4.2)

où f̃h représente l’estimation de fh et la matrice de gain L doit être construite de telle
manière que l’erreur d’estimation er “ fh ´ f̃h converge asymptotiquement vers zéro pour
toute condition initiales f̃0

h . On définit la dynamique de l’erreur d’estimation par :
Mh 9er “ pAh ´ LChqer ` rGpfhq ´ Gpf̃hqs. (4.3)

Nous pouvons maintenant étudier la synthèse de l’observateur d’état du système (4.1).

4.1.1 Transformation en LPV

La matrice Mh est symétrique et définie positive donc elle est inversible. L’équa-
tion (4.3) devient :

9er “ M´1
h pAh ´ LChqer ` M´1

h rGpfhq ´ Gpf̃hqs. (4.4)
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Avant de procéder à la synthèse nous présenterons une proposition qui permet de linéariser
l’équation de la dynamique d’erreur.
Proposition 4.1.1. Soit k ą 0 et soit pEh, fhq P C1 `r0, T s; Σk

h ˆ Zk
h

˘

l’approximation du
problème de Vlasov. On suppose de plus que

`

φh,∇h
vφh

˘

P C1pZk
hq. Alors Gh est dérivable

et BGhpfhq

Bfh
P L8pR`,RNq.

Démonstration. Rappelons la forme de Gh qui est la non linéarité de l’équation approxi-
mée de Vlasov. Elle s’explique par le fait que le champ électrique dépend de la fonction
de distribution. Nous restons toujours dans le cas 1D ˆ 1D. Soit Gh définit par :

Ghpfhq “

ż

Ω
fhEh ¨ ∇h

vφhdvdx
looooooooooomooooooooooon

pIq

`

ż

T v

ż

Γx

tvfhuα ¨ JφhKdsxdv
looooooooooooooomooooooooooooooon

pIIq

´

ż

T x

ż

Γv

tEhfhuβ ¨ JφhKdsvdx
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

pIIIq

.

Commençons par la dérivée.
En (I) on peut constater que l’expression est un polynôme. En effet fh est indépendant

de l’intégrale. En plus de la forme Eh des expressions (2.10) et (2.12), nous pouvons en
déduire qu’elle est du second degré. Donc (I) est dérivable.
En (II) et (III) nous pouvons constater la même chose en combinant les expressions (2.1)
et (2.6). Les termes (II) et (III) sont des polynômes. Ils sont dérivables. Alors Gh est
dérivable et sa dérivée est BGhpfhq

Bfh
. On sait maintenant que Gh est un polynôme au moins

de degré 2, sa dérivée est aussi un polynôme. Elle est continue. D’après le théorème (B.4.1)
de dérivabilité des intégrales à paramètre nous pouvons écrire :

BGhpfhq

Bfh
“

ż

Ω

B

Bfh

`

fhEh ¨ ∇h
vφh

˘

dvdx

`

ż

T v

ż

Γx

B

Bfh
ptvfhuα ¨ JφhKqdsxdv ´

ż

T x

ż

Γv

B

Bfh
ptEhfhuβ ¨ JφhKqdsvdx

“

ż

Ω
Eh ¨ ∇h

vφhdvdx `

ż

Ω
fh

BEh
Bfh

¨ ∇h
vφhdvdx `

ż

Γx

tvuα ¨ JφhKdsxdv

´

ż

Γv

tEhuβ ¨ JφhKdsvdx ´

ż

T x

ż

Γv

"

BEh
Bfh

fh

*

β

¨ JφhKdsvdx.

Il reste à démontrer que BGhpfhq

Bfh
P L8pR`,RNq. Nous obtenons

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BGhpfhq

Bfh

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

Ω

ˇ

ˇEh ¨ ∇h
vφh

ˇ

ˇ dvdx `

ż

Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fh
BEh
Bfh

¨ ∇h
vφh

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dvdx

`

ż

T v

ż

Γx

|tvuα ¨ JφhK| dsxdv `

ż

T x

ż

Γv

ˇ

ˇ

ˇ
tEhuβ ¨ JφhK

ˇ

ˇ

ˇ
dsvdx

`

ż

T x

ż

Γv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

"

BEh
Bfh

fh

*

β

¨ JφhK

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dsvdx.
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Nous savons d’après les espaces finis (2.2) que pfh, φ,∇h
vq P L2pΩq, et Eh P L2pΩxq.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous obtenons :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BGhpfhq

Bfh

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď}Eh}k,Ωx}∇h
vφh}k,Ω `

›

›

›

›

BEh
Bfh

›

›

›

›

k,Ωx

}fh ¨ ∇h
vφh}k,Ω

`} |v ¨ n| JφhK}Γ0
xˆΩv ` } |Eh ¨ n| JφhK}Γ0

vˆΩx

`

›

›

›

›

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

BEh
Bfh

fh

˙

¨ n
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

JφhK
›

›

›

›

Γ0
vˆΩx

.

D’où le résultat.

Nous venons de démontrer que Gh est dérivable et sa dérivée est bornée. Alors elle
satisfait satisfait les hypothèses suivantes :

bi ď
BGi

hpfhq

Bf ih
ď b̄i avec bi ď b̄i ď 0 (4.5)

BGi
hpfhq

Bf jh
“ 0, @ i, j P r1, . . . , N s et i ‰ j,

où bi et b̄i sont des nombres constants et N le nombre de composantes de Gh. La fonction
Gh est donc Lipschitz. D’après le théorème DMVT dans [2] il existe z P Copfh, f̃hq tel que

Ghpfhq ´ Ghpfhq “ Λpηqer,

où

Λpηq “

N
ÿ

i,j“1
Gij
hH

ij
h et Gij

h “
BGi

hpzq

Bf jh
(4.6)

H ij
h “ eNpiqeTNpjq, η “ pG11

h ,G22
h , . . . ,GNN

h q.

On redéfinit eNpiq par : eNpiq “ p0, . . . , 0,
ième
hkkikkj

1 , 0, . . . , 0
loooooooooooooomoooooooooooooon

N composantes

qT , i P t1, . . . , Nu.

D’après l’hypothèse (4.5) le paramètre η appartient à un domaine convexe

ϖN “ tη | Gii P tbi, b̄iu @i “ t1, . . . , Nuu.

La matrice jacobienne Λ est diagonale et semi-négative. La dynamique de l’erreur d’es-
timation (4.3) devient :

Mh 9er “ pAh ` Λpηq ´ LChqer. (4.7)
Nous allons présenter un résultat suffisant de stabilité asymptotique de l’observateur.

Théorème 4.1.1. Soit une matrice de gain L de taille appropriée telle que

pAh ` Λpηqq
T

` pAh ` Λpηqq ´ CT
hLT

´ LCh ă 0, η P ϖN (4.8)

alors l’observateur (4.2) est asymptotiquement stable.
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Démonstration. On considère la fonction de Lyapunov suivante :

V perq “ eTr Mher ą 0.

Par dérivation de la fonction de Lyapunov le long de la trajectoire de (4.5), on obtient

9V perq “ eTr Ψpηqer,

où
Ψpηq “ pAh ` Λpηq ´ LChq

T
` pAh ` Λpηq ´ LChq.

La fonction 9V ă 0 pour tout η ‰ 0 ssi

Ψpηq ă 0 @ η P ϖN . (4.9)

D’après le principe de convexité [118], l’inégalité (4.9) est satisfaite si et seulement si la
LMI (4.8) est satisfaite pour tout η P ϖN , cela signifie qu’il existe un gain d’observation
L tel que 9V ă 0 @ er ‰ 0.

Proposition 4.1.2. Soit la matrice L telle que la LMI suivante soit vérifiée :

AT
h ` Ah ´ CT

hLT
´ LCh ă 0 (4.10)

alors le gain d’observation L satisfait (4.8).

Démonstration. La matrice Jacobienne Λ est définie semi-négative, en plus de l’hypothèse
(4.10) on obtient que le gain L vérifie (4.8).

Dans la suite nous allons présenter un résultat assurant la convergence exponentielle
de l’erreur d’estimation. Pour cela, nous considérons le gain de l’observateur

L “ βCT
h , avec β P r0, λms (4.11)

tel que la condition (4.8) soit vérifiée. Définissons λm ą 0, représentant la plus petite
valeur propre de la matrice définie positive ´Ah.

Théorème 4.1.2. L’observateur (4.2) converge exponentiellement et de plus il existe une
matrice de gain L ‰ 0 qui satisfait la condition (4.8) et garantit une convergence plus
rapide de l’observateur en boucle fermée par rapport à celui ouvert L “ 0.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante

V perq “ eTr Mher ą 0,

alors, la dérivée de la fonction V verifie

9V perq ď eTr rpAh ´ LChq
T

` pAh ´ LChqser

9V perq ď 2eTr rAh ´ LChser.
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Prenons L “ βCT
h définie en (4.11), de plus nous avons βeTr Ier ą 0 avec I “ CT

hCh. On
en déduit que :

eTr rAh ´ βCT
hChser ă eTr Aher

alors il existe un gain L ‰ 0 tel que

9V perq ď λ‹
mV perq.

avec λ‹
m la plus grande valeur propre de Ah ´ βCT

hCh et λ‹
m ă ´λm.

Donc l’observateur en boucle fermée garantit une convergence plus rapide par rapport
à celle en boucle ouverte.

Exemples numériques

Nous procédons à l’illustration de la synthèse de cet observateur, en appliquant le
même cas de test : l’amortissement de Landau linéaire. Les principes de validation,
consistent à comparer le comportement des codes avec les propriétés mathématiques
connues des équations et du chapitre 2. On s’assurera que les propriétés de conserva-
tion du schéma sont vérifiées. Nous prendrons la matrice de gain globale définie en (4.11)
avec β “ λm{2 c’est à dire L “ λm{2CT

h .

Figure 4.1 – A gauche l’approximation de la fonction de distribution fh et à droite
celle de l’observateur f̃h sur un maillage pNx, Nvq “ p120, 120q sur l’espace des phases
Ω “ Ωx ˆ Ωv.
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Figure 4.2 – L’évolution temporelle de l’énergie totale de fh à gauche et celle de l’ob-
servateur f̃h à droite sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70.

Figure 4.3 – A gauche l’évolution temporelle de l’erreur relative de l’énergie totale fh,
à droite celle de l’observateur f̃h sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70.

Figure 4.4 – A gauche l’erreur relative de conservation L2 de fh et droite celle de f̃h sur
un maillage p120 ˆ 120q.
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4.1.2 Synthèse d’observateur H8

Cette section étend les résultats de la synthèse basée sur l’observateur au cas de
systèmes avec du bruit dans la dynamique et la sortie du système. Le système est donné
par :

"

Mh
9fh“Ahfh ` Ghpfhq ` W1w

Yh “ Chfh ` W2w
(4.12)

où W1 et W2 sont des matrices constantes de taille appropriée et w P L2pRsq est le vecteur
de perturbation borné. Soit l’observateur suivant :

Mh
9̃fh “ Ahf̃h ` Ghpf̃hq ` W2w ` LpYh ´ Chf̃hq. (4.13)

La dynamique de l’erreur de l’observateur d’état er “ fh ´ f̃h est donné par

Mh 9er “ pAh ` Λpηq ´ LChqer ` pW1 ´ LW2qw.

Le problème de conception d’observateur H8 robuste consiste à déterminer la matrice L
telle que l’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zéro, i.e,

lim
tÑ8

er “ 0 pour wptq “ 0 (4.14)
}erptq}L2 ď λ}wptq}L2 pour wptq ‰ 0 et erp0q “ 0 (4.15)

avec λ ą 0 un niveau d’atténuation de perturbation scalaire prescrit. Cependant, pour
satisfaire (4.14) et (4.15), il suffit de trouver une fonction de Lyapunov V telle que

9V ` eTr er ´ λwTw ă 0. (4.16)

Il restera alors à démontrer l’implication de (4.16) sur (4.14) et (4.15).
— Pour w “ 0, si (4.16) est vérifié, alors 9V ă 0. Ainsi, de la théorie de Lyapunov,

nous déduisons que l’erreur d’estimation converge asymptotiquement vers zero, ce
qui implique (4.14).

— Si w ‰ 0 et erp0q “ 0, alors (4.16) implique que

V perptqq `

ż t

0
eTr psqerpsqds ´ λ2

ż t

0
wT psqwpsqds ă 0. (4.17)

Nous savons que V perq ě 0, pour tous t ě 0, alors pour t Ñ 8 nous obtenons
ż 8

0
eTr psqerpsqds ď λ2

ż 8

0
wT psqwpsqds, (4.18)

par conséquent (4.15).

Théorème 4.1.3. Soit λ ą 0, le problème de conception d’observateur H8 correspondant
au système (4.12). L’observateur (4.13) est solvable s’il existe une matrice de gain L de
dimension appropriée telle que la LMI suivante est satisfaite :

Bloc ´ Diag pΓpη1, λq,Γpη2, λq, . . . ,Γpη2N , λqq ă 0, (4.19)
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ηi P ϖN , @i P 1, . . . , 2N ,
avec

Γpη, λq “

„

pAh ` Λpηq ´ LChqT ` Ah ` Λpηq ´ LCh ` I W1 ´ LW2
pW1 ´ LW2qT ´λ2I

ȷ

(4.20)

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V perq “ eTr Mher,

par conséquent,

9V perptqq ` eTr er ´ λ2wTw

“

„

er
w

ȷT „
pAh ` Λpηq ´ LChqT ` Ah ` Λpηq ´ LCh ` I pW1 ´ LW2q

pW1 ´ LW2qT ´λ2I

ȷ „

er
w

ȷ (4.21)

Alors,
9V perptqq ` eTr er ´ λ2wT ptqwptq “

„

er
wptq

ȷT

Γpη, λq

„

er
wptq

ȷ

,

où Γpη, λq est donné par (4.20), qui est identique à (4.19). Sous la condition (4.19), l’erreur
de l’observateur d’état converge asymptotiquement vers zéro.

Proposition 4.1.3. Soit λ ą 0. S’il existe un gain d’injection de sortie L de dimension
appropriée telle que la condition de la LMI suivante soit vérifiée :

„

AT
h ´ CT

hLT ` Ah ´ LCh ` I W1 ´ LW2
pW1 ´ LW2qT ´λ2I

ȷ

ă 0, (4.22)

la matrice de gain L vérifie (4.19).

Démonstration. Soit λ ą 0. si L satisfait
„

AT
h ´ CT

hLT ` Ah ´ LCh ` I W1 ´ LW2
pW1 ´ LW2qT ´λ2I

ȷ

ă 0,

on peut conclure en utilisant le lemme du complément de Schur(B.1.1) et la structure de
la matrice jacobienne Λ que L vérifie (4.19).

Exemples numériques

Pour illustrer numériquement l’observateur au cas H8, nous considérons le même cas
de test de Landau linéaire avec les paramètres de l’exemple précédant. Les principes de
validation demeurent les mêmes, à comparer le comportement des codes avec les propriétés
mathématiques connues. On s’assurera que les propriétés de conservation du schéma sont
vérifiées. Nous prenons une petite perturbation la même que celle du test de Landau c’est
à w “ ˘0.05f̃hptq avec les matrices
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W1 “

„

W‹
1

0

ȷ

avec W‹
1 P M2n,NpRq (4.23)

W‹
1 “

„

I 0
0 0

ȷ

où I P M2npRq,

et
W2 “

“

I 0
‰

P Mp,NpRq, où I P MppRq. (4.24)

Figure 4.5 – A gauche l’approximation de la fonction de distribution fh et à droite
celle de l’observateur f̃h sur un maillage pNx, Nvq “ p120, 120q sur l’espace des phases
Ω “ Ωx ˆ Ωv cas H8.

Figure 4.6 – L’évolution temporelle de l’énergie totale de fh à gauche et celle de l’ob-
servateur f̃h à droite sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70 cas H8.
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Figure 4.7 – A gauche l’évolution temporelle de l’erreur relative de l’énergie totale fh,
à droite celle de l’observateur f̃h sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70 cas H8.

Figure 4.8 – A gauche l’erreur relative de conservation L2 de fh et droite celle de f̃h sur
un maillage p120 ˆ 120q cas H8.

Nous allons à présent aborder le cas continu d’observateur de l’équation de Vlasov par
la méthode de Backstepping définie au chapitre 3.

4.2 Observateur d’état de l’équation de VP par la
méthode de ! Backstepping "

La conception d’observateurs d’équations aux dérivées partielles reste encore une tâche
très difficile, le cas du système de Vlasov encore plus. Il n’existe pratiquement pas de lit-
térature sur ce domaine. Par ailleurs Il existe des résultats intéressants qui relèvent de la
méthode de ! Backstepping " d’autre système d’EDP. En effet, l’estimation d’état ba-
sée sur le backstepping pour une classe d’EDP paraboliques dans des études de domaines
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spatiaux unidimensionnels et tridimensionnels a été développée dans les travaux de Joda-
chowski et all [74] [75], et son implémentation dans [76]. Dans le même ordre d’idées, on
peut citer les travaux intéressants de Smyshlyaev et all [124] qui traite plusieurs systèmes
physiques de type parabolique. Observateurs de second ordre pour les systèmes à para-
mètres distribués de second ordre dans R2 est étudie par Nguyen in [101]. Observateurs
naturels du second ordre pour les systèmes de paramètres distribués du second ordre est
traité par Demetriou in [41], l’analyse de convergence de Balas in [15]. Observateur de
limite pour la stabilisation de la rétroaction de sortie par Vazquez et all in [138]. L’obser-
vateur de type Luenberger par Meurer dans [96] et Zeitz (le cas ODE) dans [144], Contrôle
! Backstepping " et estimation d’état dans [97] et [139].

Nous proposons une approche basée sur le ! Backstepping " pour l’estimation d’état
du système de Vlasov-Poisson en temps continu. La sortie du système est restreinte à la
condition à la limite x “ 0. Les gains des observateurs peuvent être déduits de la tech-
nique du ! Backstepping " où les équations du noyau sont résolues par les intégrales
premières du système différentiel ordinaire.

Rappelons l’équation de Vlasov-Poisson 1D ˆ 1D :
Bfpt, x, vq

Bt ` vBfpt, x, vq

Bx ´
Bϕpt, xq

Bx
Bfpt, x, vq

Bv “ 0, (4.25)

Dans la suite, nous prendrons x P Ωx “ r0, Ls, t P ΩT “ r0, T s, v P Ωv “ r´Vc, Vcs avec
Vc ą 0.

Afin de décrire le mouvement des particules chargées dans les plasmas, nous devons cal-
culer le champ de force à partir de la densité macroscopique des particules

ρ pt, xq “

ż

Ωv

f pt, x, vq dv. (4.26)

Nous calculons le champ de force à partir de l’équation de Poisson,

´
B2ϕpt, xq

Bx2 “ ρ pt, xq ´ 1, pt, xq P ΩT ˆ Ωx, (4.27)

avec une donnée initiale positive,

fpt0, x, vq “ f0px, vq, px, vq P Ωx ˆ Ωv. (4.28)

Nous imposons des conditions aux limites périodiques en x :

ϕpt, 0q “ ϕpt, Lq, ϕxpt, 0q “ ϕxpt, Lq (4.29)

et
fpt, 0, vq “ fpt, L, vq “ qpt, vq, pt, vq P ΩT ˆ Ωv. (4.30)

où la sortie du système est limitée à x “ 0, ceci est dû au fait que le capteur est placé au
début de la membrane. Nous avons :

ypt, vq “ fpt, 0, vq “ qpt, vq, pt, vq P ΩT ˆ Ωv. (4.31)

La périodicité de la fonction qpt, vq ‰ 0 garantit l’observabilité du système (4.25)-(4.30).
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4.2.1 Structure d’observateur

Considérons l’observateur d’état de Luenberger de l’équation de Vlasov suivant

Bf̃

Bt pt, x, vq “ ´vBf̃

Bx pt, x, vq `
Bϕ̃

Bx pt, xq
Bf̃

Bv pt, x, vq ` lpt, x, vqpy ´ ỹq. (4.32)

Nous avons les conditions aux limites périodiques en x

f̃pt, 0, vq “ qpt, vq ` l0pt, vqpy ´ ỹq, pv, tq P Ωv ˆ ΩT , (4.33)

f̃pt, L, vq “ qpt, vq, pv, tq P ΩT ˆ Ωv, (4.34)
et la condition initiale

f̃pt0, x, vq “ f̃0px, vq, px, vq P Ωx ˆ Ωv. (4.35)

Les fonctions lpt, x, vq et l0pt, vq désignent les gains de l’observateur à déterminer.
Nous définissons l’erreur dynamique d’observateur de l’équation de Vlasov

erpt, x, vq “ fpt, x, vq ´ f̃pt, x, vq. (4.36)

La dynamique d’erreur (4.36) d’observateur satisfait le système (4.25)-(4.30)

Ber
Bt pt, x, vq “ ´vBer

Bx `
Bϕ

Bx
Bf

Bv ´
Bϕ̃

Bx
Bf̃

Bv ´ lpt, x, vqpy ´ ỹq. (4.37)

Avec les conditions aux limites

erpt, 0, vq “ ´l0py ´ ỹq, (4.38)

erpt, L, vq “ 0 (4.39)
et la donnée initiale

erpt0, x, vq “ e0
rpx, vq, px, vq P Ωx ˆ Ωv (4.40)

où ϕ̃x est donnée par l’équation de Poisson

´ ϕ̃xx “ ρ̃ pt, xq ´ 1, pt, xq P ΩT ˆ Ωx, (4.41)

ou
´ Ẽxpt, xq “

ż

Ωv

f̃pt, x, vqdv ´ 1, pt, xq P ΩT ˆ Ωx, (4.42)

et la condition aux limites :

ϕ̃pt, 0q “ ϕ̃pt, Lq, ϕ̃xpt, 0q “ ϕ̃xpt, Lq. (4.43)

Le champ électrostatique est calculé de manière explicite alors on peut considérer sans
ambiguïté que :

Bϕ

Bx pt, xq “
Bϕ̃

Bx pt, xq.

La dynamique d’erreur (4.37) devient
Ber
Bt

pt, x, vq “ ´vBer
Bx `

Bϕ

Bx
Ber
Bv ´ lpt, x, vqpy ´ ỹq. (4.44)

Nous pouvons maintenant présenter la méthode de Backstetepping du sytème de Vlasov.
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4.2.2 Formulation du problème

Pour appliquer la méthode Backstepping, nous allons commencer par définir un sys-
tème cible de l’erreur dynamique. Le choix de ce système doit être fait de telle manière
que les conditions aux limites par la transformation de l’intégrale de Volterra (4.57) soient
vérifiées. Il doit aussi garantir l’existence de l’intégrale.

Considérons maintenant le système linéaire suivant comme notre système cible :
Bẽr
Bt pt, x, vq “ ´vBẽr

Bx pt, x, vq ` xBẽr
Bv pt, x, vq. (4.45)

Avec les conditions aux limites
ẽrpt, 0, vq ‰ 0, (4.46)
ẽrpt, L, vq “ 0 (4.47)

et condition initiale
ẽrpt0, x, vq “ ẽ0

rpx, vq, px, vq P Ωx ˆ Ωv. (4.48)
Le système(4.45)-(4.48) est un système de transport nous pouvons alors chercher sa solu-
tion générale. Nous appliquons la méthode des caractéristiques. On compose un système
d’équations différentielles ordinaires sous forme symétrique :

dt “
dx
v “

dv
´x (4.49)

et trouver les deux premières intégrales convenables. Nous avons

dt “
dx
v ðñ vdt “ dx ðñ vt “ x ` C1, avec C1 P R (4.50)

où
vt ´ x “ C1, C1 P R; (4.51)

dx
v “

dv
´x ðñ βxdx “ ´vdv ðñ

x2

2 “ ´
v2

2 ` C̄2 (4.52)

où
x2

` v2
“ C2, C2 P R. (4.53)

Par conséquent, les deux premières intégrales indépendantes sont

ψ1pt, x, vq “ vt ´ x “ C1, ψ2pt, x, vq “ x2
` v2

“ C2 (4.54)

et donc la solution générale de l’équation est :

ẽr “ Θ
`

vt ´ x, x2
` v2˘ , (4.55)

où Θ est une fonction continûment différentiable. Pour mieux comprendre la nature de
Θ, vous pouvez compléter votre lecture à l’annexe (C).

Nous allons dans cette section étudier la stabilité asymptotique du système des équations
de Vlasov-Poisson. Nous nous assurerons d’abord de la stabilité de l’erreur dynamique du
système d’équation du cible (4.45)-(4.48) par une condition suffisante.
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4.3 Analyse de la convergence de l’erreur dynamique

Avant d’introduire l’intégral de Volterra et de procéder aux différentes transforma-
tions de ! backstepping ", nous allons commencer par étudier la stabilité du système
d’équation cible. Le lemme suivant nous donne une condition suffisante de la stabilité
asymptotique de l’erreur dynamique du système linéaire (4.45)-(4.48).

Lemme 4.3.1. Le système des équations de transport (4.45)-(4.48) est exponentiellement
stable en norme L2, s’il existe une fonction α de classe C1 telle que

`

Bẽr

Bv

˘2
ď α pẽrq

2 et de
plus

ˆ

2Vc ´
γL2

2 ´
supΩ |αpt, x, vq|

2γ

˙

ą 0

avec Vc, γ ą 0 où γ est un paramètre issu de l’inégalité de Young (B.1.3).

Démonstration. Let the Lyapunov function, V “ 1
2}ẽr}

2
L2

9V “
dV

dt
“

ż

Ω
ẽr

Bẽr
Bt dΩ

“ ´

ż

Ω
vẽr

Bẽr
Bx dΩ `

ż

Ω
xẽr

Bẽr
Bv dΩ

“ ´

ż

Ω

v
2

Bẽ2
r

Bx dΩ
looooomooooon

p‹q

`

ż

Ω
xẽr

Bẽr
Bv dΩ

loooooomoooooon

p‹‹q
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

nous appliquons le Lemme (B.1.3) à p‹q et le Lemme (B.1.4) à p‹‹q.

ď ´2Vc
ż

Ω
ẽ2
r dΩ `

γ

2

ż

Ω
x2ẽ2

r dΩ `
1

2γ

ż

Ω

ˆ

Bẽr
Bv

˙2

dΩ
loooooooomoooooooon

p‹‹‹q
loooooooomoooooooon

D αpt, x, vq / p‹ ‹ ‹q est majorée

ď ´2Vc
ż

Ω
ẽ2
r dΩ `

γL2

2

ż

Ω
ẽ2
r dΩ `

1
2γ sup

Ω
|αpt, x, vq|

ż

Ω
ẽ2
r dΩ

ď ´

ˆ

2Vc ´
γL2

2 ´
supΩ |α|

2γ

˙
ż

Ω
ẽ2
r dΩ

ď ´µV

avec
µ “ 2Vc ´

γL2

2 ´
supΩ |αpt, x, vq|

2γ .

On peut en déduire que le système (4.45)-(4.48) est exponentiellement stable si µ ą 0
ainsi on a

}ẽrpt, x, vq}L2pΩq ď exp
ˆ

´

ż

ΩT

µ dt

˙

}ẽ0
rpx, vq}L2pΩq. (4.56)
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Nous pouvons maintenant appliquer la transformation de l’intégrale de Volterra, qui
relie la dynamique d’erreur de l’observateur et du système cible.

4.3.1 La transformation de ! Backstepping "

Le système d’erreur de l’équation de la cible est stable. Nous pouvons définir l’intégrale
de Volterra. L’approche de ! Backstepping " est utilisée pour connecter le système
d’erreur d’observateur (4.44) à un système cible approprié dans l’état ẽpt, x, vq par la
transformation intégrale inversible de Volterra

erpt, x, vq “ ẽrpt, x, vq ´

ż x

0
kpt, x, ξ, vqẽrpt, ξ, vqdξ (4.57)

où kpt, x, ξ, vq est le noyau de la transformation. On rappelle la règle de différenciation de
Leibniz et appliquons à la transformation (4.57). Nous obtenons :

Ber
Bx pt, x, vq “

Bẽr
Bx ´ kpt, x, x, vqẽrpt, x, vq ´

ż x

0

Bk

Bx pt, x, ξ, vqẽrpt, ξ, vqdξ (4.58)

Ber
Bv “

Bẽr
Bv ´

ż x

0

Bk

Bv pt, x, ξ, vqẽrpt, ξ, vqdξ ´

ż x

0
kpt, x, ξ, vq

Bẽr
Bv pt, ξ, vqdξ (4.59)

Ber
Bt “

Bẽr
Bt ´

ż x

0

Bk

Bt pt, x, ξ, vqẽrpt, ξ, vqdξ ´

ż x

0
kpt, x, ξ, vq

Bẽr
Bt pt, ξ, vqdξ (4.60)

En substituant les résultats de (4.58)-(4.59) à (4.44), nous obtenons

0 “
Ber
Bt pt, x, vq ` vBer

Bx pt, x, vq ´
Bϕ

Bx
Ber
Bv pt, x, vq ` lpt, x, vqerpt, 0, vq

“
Bẽr
Bt pt, x, vq ` vBẽr

Bx pt, x, vq ´
Bϕ

Bx
Bẽr
Bv pt, x, vq

´

ż x

0
ẽr

„

Bk

Bt pt, x, ξ, vq ` 2vBk

Bx pt, x, ξ, xq ´ xBk

Bv pt, x, ξ, vq

ȷ

dξ

`

„

pv ´
Bϕ

Bx qkpt, x, ξ, vqẽrpt, ξ, vq

ȷx

0
´ rxkpt, x, ξ, vqẽrpt, ξ, vqs

x
0

´ vkpt, x, x, vqẽrpt, x, vq ` lpt, x, vqerpt, 0, vq.

En procédant par identification, nous obtenons le gain d’observateur lpt, x, vq

lpt, x, vq “

ˆ

Bϕ

Bx ` x ´ 2v
˙

kpt, x, 0, vq (4.61)

et l’équation du noyau de la transformation

Bk

Bt pt, x, ξ, vq ` 2vBk

Bx pt, x, ξ, xq ´ xBk

Bv pt, x, ξ, vq “ 0. (4.62)
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Pour les conditions aux limites de l’équation du noyau de transformation, on choisit
ξ P p0, Lq et x P pξ, Lq. On obtient les conditions aux limites

ˆ

Bϕ

Bx ` x ´ v
˙

kpt, x, x, vq “ 0. (4.63)

Pour x “ L dans (4.57) nous avons :

kpt, x, L, vq “ 0 (4.64)

alors nous avons :
kpt, L, L, vq “ 0 (4.65)
kpt, 0, 0, vq “ 0. (4.66)

Nous avons la condition initiale

kpt0, x, ξ, vq “ k0px, ξ, vq (4.67)

avec k0px, ξ, vq étant consistant à t “ t0. Cette condition avec celles (4.64) - (4.66) im-
pliquent la relation entre erpt0, x, vq et ẽrpt0, x, vq.
Le gain d’observateur l0pt, vq est obtenu par la condition (4.38) et on a :

l0pt, vq “ ´1. (4.68)

Nous pouvons maintenant donner une solution générale du noyau de la transformation
dans la suite.

4.3.2 Solution du noyau de la transformation

La solution du système du noyau de transformation (4.62)-(4.67) est similaire à celle
du système de l’erreur dynamique cible (4.45)-(4.48). On compose un système d’équations
différentielles ordinaires sous forme symétrique

dt
1 “

dx
2v “

dv
´x “

dt ` dx ` dξ ` dv
”0” . (4.69)

Nous pouvons trouver les trois premières intégrales appropriées. Nous avons

dt “
dx
2v ðñ vdt “ dx ðñ 2vt “ x ` C1, avec C1 P R (4.70)

où
2vt ´ x “ C1, C1 P R; (4.71)

dx
2v “

dv
´x ðñ xdx “ ´2vdv ðñ

x2

2 “ ´v2
` C2 (4.72)

où
x2

2 ` v2
“ C2, C2 P R. (4.73)
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dpt ` x ` ξ ` vq “ 0 ðñ t ` x ` ξ ` v “ C3. (4.74)
Les trois premières intégrales indépendantes sont

ψ1pt, x, ξ, vq “ 2vt ´ x “ C1,

ψ2pt, x, ξ, vq “
x2

2 ` v2
“ C2,

ψ3pt, x, ξ, vq “ t ` x ` ξ ` v “ C3

et donc la solution générale de l’équation est :

kpt, x, ξ, vq “ Θ̄
ˆ

2vt ´ x, x2

2 ` v2, t ` x ` ξ ` v
˙

, (4.75)

où Θ̄ est une fonction continuellement différentiable.

4.3.3 Transformation inverse du ! Backstepping "

Afin d’analyser la stabilité exponentielle de la dynamique de l’erreur de l’observateur,
il est nécessaire de considérer la transformation inverse du ! Backstepping " entre
erpt, x, vq et ẽrpt, x, vq. On obtient

ẽrpt, x, vq “ erpt, x, vq `

ż x

0
gpt, x, ξ, vqerpt, ξ, vqdξ (4.76)

où gpt, x, ξ, vq est le noyau de la transformation. On procède de la même façon que (4.62)-
(4.67) pour déterminer l’EDP du noyau de gpt, x, vq et est donné par

Bg

Bt pt, x, ξ, vq ` 2vBg

Bx pt, x, ξ, xq ` xBg

Bvpt, x, ξ, vq “ 0. (4.77)

pour ξ P p0, Lq et x P pξ, Lq On obtient les conditions aux limites

p
Bϕ

Bx ´ x ´ 2vqgpt, x, 0, vq “ 0. (4.78)

En prenant x “ L dans (4.76) on a :

gpt, x, L, vq “ 0 (4.79)

ainsi nous avons :
gpt, L, L, vq “ 0 (4.80)
gpt, 0, 0, vq “ 0 (4.81)

condition initiale
gpt0, x, ξ, vq “ g0px, ξ, vq (4.82)

avec la fonction g0px, ξ, vq étant consistant avec (4.79)-(4.81) à t “ t0.
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4.3.4 Convergence de l’erreur dynamique de l’observateur

Sur la base des propriétés de la solution pour les deux noyaux kpt, x, ξ, vq et gpt, x, ξ, vq,
la stabilité exponentielle de la dynamique d’erreur d’observateur avec les gains d’injection
de sortie lpt, x, vq et l0pt, vq peut être vérifiée.

Théorème 4.3.1. Soient lpt, x, vq et l0pt, vq les gains d’injection de sorties définis en
(4.61) et (4.68). Soient les noyaux kpt, x, ξ, vq et gpt, x, ξ, vq de classe C1pR` ˆ Ωq. Alors
le point d’équilibre erpt, x, vq ” 0 de (4.37)-(4.40) est stable exponentiellement pour tout
t P R` en norme L2pR` ˆ Ωq.

Démonstration. Les noyaux de transformation kpt, x, ξ, vq et gpt, x, ξ, vq sont continuelle-
ment différentiables. L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à (4.57) et (4.76) implique
l’existence de constantes respectivement

M0 “ 1 ` sup
t,x,ξ,v

|kpt, x, ξ, vq| et M1 “ 1 ` sup
t,x,ξ,v

|gpt, x, ξ, vq|

tel que
}ẽrpt, x, vq}L2pΩq ď M0}erpt, x, vq}L2pΩq

et
}erpt, x, vq}L2pΩq ď M1}ẽrpt, x, vq}L2pΩq.

De la relation (4.56), nous avons la suite des inégalités suivantes

}erpt, x, vq}L2pΩq ď M1 exp
ˆ
ż

ΩT

µ dt
˙

}ẽ0
rpx, vq}L2pΩq (4.83)

ď M0M1 exp
ˆ
ż

ΩT

µ dt
˙

}e0
rpx, vq}L2pΩq

et donc la stabilité exponentielle de l’équilibre

erpt, x, vq ” 0.

4.4 Résultats Numériques

Pour procéder à l’illustration numérique, on s’intéresse au même cas de test : l’amor-
tissement de Landau. En l’absence de la manipulation des LMIs comme il a été pour les
exemples précédents nous utilisons cette fois ci la méthode de représentation spectrale
Fourier-Hermite pour le système Vlasov-Poisson plus simple à implémenter (pour plus de
détail voir[54][107][95]). Les principes de validation sont les mêmes, à comparer le com-
portement des codes avec les propriétés mathématiques connues. On s’assurera que les
propriétés de conservation du schéma sont vérifiées.
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La sortie du système restreinte à la frontière x “ 0 est donnée par

ypt, vq “
1 ` α cosp2πtq

?
2π

expp´
v2

2 q, pt, vq P Ωv ˆ ΩT ,

avec α “ 0.01.
Nous considérerons les gains d’observateur suivants :
en prenant dans (4.61) Bϕ

Bx “ 1?
π

sinpπ2 x ` 2πtq, et kpt, x, 0, vq “ x, nous obtenons

lpt, x, vq “

ˆ

1
?
π

sinp
π

2 x ` 2πtq ` x ´ 2v
˙

x

et
l0pt, vq “ ´1.

Nous appliquons les mêmes paramètres de l’amortisseur de Landau linéaire aux deux
exemples numériques.

Figure 4.9 – De haut en bas, de la gauche vers la droite respectivement l’approximation
de la fonction de distribution f et celle de l’observateur f̃ sur un maillage pNx, Nvq “

p120, 120q sur l’espace des phases Ω aux temps T “ 25, T “ 70.
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Figure 4.10 – L’évolution temporaire de l’énergie totale de f à gauche et celle de l’ob-
servateur f̃ à droite sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 25.

Figure 4.11 – A gauche l’évolution temporelle de l’erreur relative de l’énergie totale de
f , à droite celle de l’observateur f̃ sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 25.

Figure 4.12 – A gauche l’erreur relative de conservation L2 de f et à droite celle de f̃
sur un maillage p120 ˆ 120q à T=25.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la synthèse d’observateur de l’équation de Vlasov-
Poisson en dimension finie en adoptant une approche basée sur le théorème DMVT. La
structure des matrices obtenues avec la méthode de GD nous permet de démontrer la
stabilité exponentielle du système de VP par le biai des LMIs. Nous avons ensuite traité
en dimension finie le cas H8 où le système comporte des perturbations. Nous avons
également étudié la synthèse en dimension infinie de l’observateur de l’équation VP par
la méthode de ! Backstepping ". Enfin nous avons illustré par des résultats numériques
en vérifiant les conservations physiques du système VP pour chaque cas(dimension finie
ou infinie).
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Ce chapitre traite la stabilisation par retour d’état d’une classe de systèmes d’EDPs
non linéaires décrits par les équations de Vlasov-Poisson en dimension finie. Pour ce faire,
grâce à l’approche de discrétisation discontinue de Galerkin du chapitre 2, il établit un
modèle de représentation d’état explicite. Il aborde ensuite la stabilisation asymptotique
sous une condition LMI de la commande linéaire du retour d’état. Enfin il étudie la
stabilisation asymptotique d’une commande basée observateur, en présence ou non de
perturbations.

5.1 Introduction

Il existe très peu de résultats sur la contrôlabilité et/ou la stabilisation des équations
cinétiques, citons néanmoins le résultat de M. Klibanov et M. Yamamoto sur un modèle
de type Boltzmann linéarisé, avec des vitesses réparties sur la sphère [78]. En particulier,
le cas de l’équation de Vlasov-Poisson semble être le seul où un résultat avec des vitesses
réparties dans l’espace a été obtenu, voir les travaux de O. Glass [59]. Nous avons un
travail récent de Patrick Knopf sur le Contrôle optimal d’un plasma de Vlasov-Poisson
par un champ magnétique externe - les bases du calcul variationnel [79]. Cependant, nous
avons plusieurs littératures qui traitent de la stabilité des systèmes PDE. Nous pouvons
citer les travaux de O. Glass Stabilisabilité asymptotique par retour stationnaire de l’équa-

83
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tion d’Euler bidimensionnelle : le cas multiconnecté [60], contrôlabilité et stabilisabilité
asymptotique de l’équation de Camassa-Holm [61]. Nous avons aussi les travaux de M.
Ghattassi et M. Boutayeb sur la conception de contrôleurs non linéaires pour la classe
des systèmes paraboliques-hyperboliques [61]. On peut noter les travaux intéressants de
J.-M. Coron sur la stabilisation asymptotique nulle de l’équation d’Euler incompressible
2D dans un domaine connexe [36] et Sur la stabilisation de fluides incompressibles bidi-
mensionnels parfaits [35]. La stabilisation des équations d’Euler 2D incompressibles dans
un domaine simplement connexe en utilisant la force de Lorentz est une contribution très
importante dans la littérature [113].

L’extension au Vlasov-Poisson n’est pas une tâche facile. Dans cette note, nous pro-
posons une approche de stabilisation par rétroaction d’état pour l’équation de Vlasov-
Poisson. L’idée est d’abord, grâce à l’approche de discrétisation discontinue de Galerkin,
de fournir un modèle d’espace d’état explicite en dimension finie en présence d’un terme
source considéré comme un contrôleur. Le vecteur d’état obtenu est composé de la fonction
de distribution en des points prescrits de l’espace des phases. Grâce à cette représentation
de l’espace d’états, nous montrons que la stabilisation asymptotique peut être garan-
tie sous une condition LMI facile à traiter. Étant donné que le vecteur d’espace d’état
peut être de grande dimension et non entièrement mesurable, une extension au cas de
contrôle basé sur l’observateur. Nous fournirons par une condition d’LMI pour assurer la
convergence au sens H8.

Rappelons le système de Vlasov-Poisson 1D ˆ 1D suivant
Bf

Bt pt, x, vq ` vBf

Bx ´
Bϕ

Bx
Bf

Bv “ upt, x, vq, pt, x, vq P ΩT ˆ Ωx ˆ Ωv. (5.1)
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

Bϕ

Bx px, tq “

ż

RˆR
f0px, vqdxdv ´

ż

R
fpt, x, vqdv

“: ρ0 ´

ż

R
fpt, x, vqdv,

ż

R
ρpt, xqdx “ 0.

(5.2)

Nous ajoutons un terme source u représentant la possibilité d’émettre et d’absorber des
particules que nous utilisons comme contrôleur. La contrôlabilité a été démontrée par O.
Glass [59].

Nous avons la contrainte suivante sur upt, x, vq, afin de garder la neutralité :

@t P ΩT ,

ż

RˆR
upt, x, vqdxdv “ 0. (5.3)

Contrôler par un terme source u dans un espace ouvert non vide O revient essentiellement
à contrôler par la frontière BO, en écrivant l’équation sans second membre dans RzO et
en définissant comme contrôle les données au bord ΩT ˆ BO ˆ R :

— le potentiel ϕ du champ auto-cohérent
— les données entrantes pour la fonction de distribution :

fpt, x, vq pour t P ΩT , v P R tel que v.nnopxq ą 0
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où nno désigne la norme unitaire externe sur BO.
La formulation faible du problème continu (5.1) donne :

trouver pf, Eq tel que
ż

Ωx

ż

Ωv

Bf

Bt
fφdxdv ´

ż

Ωx

ż

Ωv

vf Bφ

Bx dxdv `

ż

Ωx

ż

Ωv

Ef
Bφ

Bv dxdv “

ż

Ωx

ż

Ωv

uφdxdv

@φ P C8
0 pΩx ˆ Ωvq. (5.4)

Nous obtenons (5.4) sous la forme matricielle en appliquant la méthode de Galerkin
discontinue comme au chapitre 2 :

Mh
9fh “ Ahfh ` Ghpfhq ` Bhuh, (5.5)

où la fonction Gpfhq est définie en (2.8).
Dans la section suivante, nous présenterons un résultat de commande du système

dynamique de Vlasov-Poisson et étudierons sa stabilité avec une conditions aux LMIs.

5.2 Commande linéaire de l’équation de Vlasov-Poisson

Nous présenterons dans cette section un résultat de commande linéaire. On Considère
la commande linéaire suivante :

uh “ ´Kfh. (5.6)
En remplaçant (5.6) dans (5.5) on a

Mh
9fh “ pAh ´ BhKqfh ` Gpfhq. (5.7)

La fonction Gh est β´lipschitzienne .

Théorème 5.2.1. Soit la matrice de contrôle K telle que la LMI suivante soit vérifiée :
»

–

AT
h ´ KTBT

h ` Ah ´ BhK I I
p‹q ´µ2I 0
p‹q p‹q ´λ2I

fi

fl ă 0 (5.8)

alors le système discrétisé (5.5) est asymptotiquement stable sous l’action de la rétroaction
(5.6) @ λ ą 0 avec µ “ 1

λβ
.

Démonstration. Rappelons nous que fh est un vecteur défini positif. Nous introduisons la
fonction de Lyapunov suivante :

V pfhq “ fTh Mhfh ą 0. (5.9)

La dérivée V est donnée par

9V “ fTh rpAh ´ BhKq ` pAh ´ BhKqT sfh ` fTh Ghpfhq ` GT
h pfhqfh. (5.10)
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On sait que Gh est β´Lipschitzienne alors pour tout λ ą 0 nous avons

λ2β2fTh fh ´ λ2GT
h pfhqGpfhq ą 0. (5.11)

En additionnant (5.10) et (5.11) on a :
9V ď fTh rpAh ´ BhKq

T
` pAh ´ BhKq ` λ2β2Isfh ` fTh Gpfhq

` GT
pfhqfh ´ λ2GT

pfhqGpfhq. (5.12)

On peut le réécrire sous la forme suivante

9V ď

„

fTh
GT pfhq

ȷ

Ξ
„

fh
Gpfhq

ȷ

(5.13)

avec
Ξ “

„

pAh ´ BhKqT ` pAh ´ BhKq ` pλβq2I I
p‹q ´λ2I

ȷ

. (5.14)

Ξ ă 0 garantit que 9V ă 0. En utilisant le complément de Schur(B.1.1), nous concluons
que Ξ ă 0 est équivalent à

»

–

AT
h ´ KTBT

h ` Ah ´ BhK I I
p‹q ´µ2I 0
p‹q p‹q ´λ2I

fi

fl ă 0. (5.15)

Dans la section suivante, nous présenterons les résultats de commande basée sur l’ob-
servateur du système dynamique de Vlasov-Poisson et sa stabilité.

5.3 Commande basée observateur

Nous allons d’abord établir l’observateur du système dynamique de Vlasov-Poisson,
appliquer la méthode de linéarisation de l’observateur étudiée dans la section(4.1.1), en-
suite donner son erreur dynamique. Enfin, nous présenterons la synthèse de la commande
basée sur l’observateur et présenterons une extension H8. Considérons le système dyna-
mique de Vlasov suivant

"

Mh
9fh“Ahfh ` Ghpfhq ` Bhuh,

Yh “ Chfh.
(5.16)

L’observateur associé au système dynamique (5.16) :

Mh
9̃fh “ Ahf̃h ` Ghpf̃hq ` Bhuh ` LpYh ´ Cf̃hq, (5.17)

où f̃h représente l’estimateur de fh et L doit être construit de telle sorte que l’erreur
d’estimation er “ fh ´ f̃h converge asymptotiquement vers zéro pour toutes les conditions
initiales f̃0

h et f0
h . La dynamique de l’erreur d’estimation est définie par :

Mh 9er “ pAh ´ LChqer ` rGhpfhq ´ Ghpf̃hqs. (5.18)
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En appliquant la méthode de linéarisation du théorème DMVT nous avons

Mh 9er “ pAh ` Λpηq ´ LChqer, @η P ϖN . (5.19)

Nous pouvons à présent étudier la synthèse de la commande du système (5.16).

5.3.1 Synthèse de la commande basée observateur

Dans ce paragraphe nous allons étudier la synthèse de la commande basée observateur
du système dynamique suivant les conditions d’LMI. Le problème de stabilisation consiste
donc à déterminer deux matrices K et L telles que le système (5.16) soit stable sous l’action
de la rétroaction d’état

uh “ ´Kf̃h. (5.20)
En remplaçant (5.20) dans (5.17) on a :

Mh
9fh “ Ahfh ` Gpfhq ´ BhKf̃h. (5.21)

En appliquant la méthode de linéarisation du théorème DMVT nous avons

Mh
9fh “ rAh ` Λpνq ´ BhKsfh ` BhKer @ν P ϖN . (5.22)

Considérons la forme augmentée du système :

M 9Π “ Σpν, ηqΠ (5.23)

avec
Σpν, ηq “

„

Ah ` Λpνq ´ BhK BhK
0 Ah ` Λpηq ´ LCh

ȷ

(5.24)

Π “

„

fh
er

ȷ

(5.25)

et
M “

„

Mh 0
0 Mh

ȷ

. (5.26)

Théorème 5.3.1. Soient K, L les matrices de gain de contrôle et d’observateur de di-
mensions appropriées telles que la LMI suivante soit satisfaite :

Σpν, ηq ` ΣT
pν, ηq ă 0 @ν, η P ϖN (5.27)

alors le système (5.16) est asymptotiquement stable.

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V pΠq “ ΠTMΠ. (5.28)

En effectuant la dérivée de V on obtient :

9V “ ΠT
rΣT

pν, ηq ` Σpν, ηqsΠ. (5.29)



88 Chapitre 5. Commande de l’équation de Vlasov-Poisson

Ainsi, 9V ă 0 si et seulement si l’inégalité suivante est vérifiée :

Σpν, ηq ` ΣT
pν, ηq ă 0 @ν, η P ϖN . (5.30)

.

Le théorème suivant garantit l’existence des matrices de gain pour la stabilité du
système.

Théorème 5.3.2. Soient les matrices de gains de contrôle et d’observation K, L de
dimensions appropriées telles que la LMI suivante soit satisfaite :

Σ0 ` ΣT
0 ă 0, (5.31)

où
Σ0 “

„

Ah ` BhK BhK
0 Ah ´ LCh

ȷ

(5.32)

alors les matrices de gains K et L garantissent la stabilité asymptotique du système (5.16)
sous l’action de la rétroaction d’état (5.20).

Démonstration. Les matrices L et Bh vérifient la LMI (5.31) par l’hypothèse du théorème.
De plus Λ est une matrice définie négative, on peut alors conclure que les matrices L et
Bh vérifient la LMI (5.27). D’où le résultat.

Exemple numérique

Pour procéder à l’illustration de la synthèse de la commande basée observateur l’ob-
servateur uh “ ´Kf̃h du système (5.16), nous appliquons le même cas de test : l’amor-
tissement de Landau linéaire avec les mêmes conditions que les exemples numériques du
chapitre 5. Les principes de validation restent les mêmes. On s’assurera que les proprié-
tés de conservation du schéma sont vérifiées. Nous prendrons la matrice de gain globale
définie en (4.11) avec L “ λm

2 CT
h . On prendra K “ BT

h .

Figure 5.1 – A gauche l’approximation de la fonction de distribution fh et à droite celle
sous l’action de uh “ ´Kf̃h sur un maillage pNx, Nvq “ p120, 120q sur l’espace des phases.
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Figure 5.3 – A gauche l’évolution temporelle de l’erreur relative de l’énergie totale de
fh et à droite celle sous l’action de uh “ ´Kf̃h sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70.

Figure 5.2 – L’évolution temporelle de l’énergie totale de fh à gauche et celle sous
l’action uh “ ´Kf̃h à droite sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70.

[H] [H]

5.3.2 Extension à H8

Nous présentons dans cette partie une extension au cas H8. Le but est de trouver des
conditions robustes qui garantissent la stabilité asymptotique du système sous l’action de
(5.20). Considérons le système semi-discret suivant :

"

Mh
9fh“Ahfh ` Gpfhq ` Bhuh ` W1w

Yh “ Chfh ` W2w
(5.33)

avec w P L2pRNq le vecteur des perturbations bornées. W1 et W2 sont des matrices
constantes de dimension appropriée. Considérons l’observateur suivant :

Mh
9̃fh “ Ahf̃h ` Ghpf̃hq ` Bhuh ` W1w ` LpYh ´ Cf̃hq. (5.34)
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Figure 5.4 – A gauche l’erreur relative de conservation L2 de fh et à droite celle sous
l’action de uh “ ´Kf̃h sur un maillage p120 ˆ 120q.

La dynamique de l’erreur d’estimation est donnée par :

Mh 9er “ pAh ` Λpηq ´ LChqer ` pW1 ´ LW2qw. (5.35)

Considérez le système augmenté suivant

M 9Π “ Σpη, νqΠ ` Ww. (5.36)

où
W “

„

LW2
W1 ´ LW2

ȷ

. (5.37)

Le problème est de trouver les matrices L et K telles que

}Π} ď
a

γ2}w} ` ϱ}Π0} (5.38)

où γ ą 0 est le niveau d’atténuation de la perturbation et ϱ ą 0 une constante positive.
Le problème H8 (5.38) peut être réduit à trouver une fonction de Lyapunov V “ ΠTMΠ
telle que

9V ` eTr er ´ γ2wTw ă 0. (5.39)
Nous pouvons maintenant étudier la synthèse des gains d’observation et de contrôle sous
une LMI.

Théorème 5.3.3. Soient les matrices de gain d’observation et de commande respectives
L, K de dimensions appropriées. Le système (5.36) est asymptotiquement stable si le
problème d’optimisation convexe est satisfait :

Bloc-Diag pΓpη1, ν1, γq,Γpη2, ν2, γq, ¨ ¨ ¨ ,Γpη2N , ν2N , γqq ă 0. (5.40)

où

Γpη, ν, γq “

»

–

Spνq 0 LW2
p‹q Spηq W1 ´ LW2
p‹q p‹q ´γ2I

fi

fl (5.41)
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avec
Spνq “ pAh ` Λpνq ´ BhKq

T
` pAh ` Λpνq ´ BhKq

Spηq “ pAh ` Λpηq ´ LChq
T

` pAh ` Λpηq ´ LChq

@ η, ν P ϖN .

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V pΠq “ ΠTMΠ.

En effectuant la dérivée de V on obtient :

9V “ ΠT
rΣT

pη, νq ` ΣT
pη, νqsΠ ` ΠTWw ` wTWΠ.

“ ϑTΓϑ (5.42)

où ϑ “ rfh er wsT .
Ainsi, la condition 9V ă 0 est vérifiée si et seulement si la condition suivante est satisfaite :

Γpη, ν, λq ă 0 @η, ν P ϖ.

La proposition suivante garantit l’existence des matrices de gain pour la stabilité du
système.

Proposition 5.3.1. Soient les matrices de gains L et K telles que la LMI suivante soit
vérifiée :

»

–

S0pνq 0 LW2
p‹q S0pηq W1 ´ LW2
p‹q p‹q ´γ2I

fi

fl ă 0, (5.43)

où
S0pνq “ pAh ´ BhKq

T
` Ah ´ BhK

S0pηq “ pAh ´ LChq
T

` Ah ´ LCh

Alors, la condition H8 (5.38) est satisfaite, sous l’action de rétroaction d’état (5.20).

Démonstration. D’après l’hypothèse du théorème les LMIs suivantes sont vérifiées

S0pηq ă 0 et S0pνq ă 0.

De plus nous savons que Λ est une matrice définie négative. Nous pouvons conclure que
sous l’action de la rétroaction d’état (5.20) les matrices existent et vérifient bien la LMI
(5.40).
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Exemple numérique

Pour illustrer la synthèse de la commande basée observateur uh “ ´Kf̃h du système
(5.33), nous appliquons le même cas de test : l’amortissement de Landau linéaire avec les
mêmes conditions que les exemples numériques du chapitre 4. Les principes de validation
restent les mêmes. On s’assurera que les propriétés de conservation du schéma sont vé-
rifiées. Nous prendrons la matrice de gain globale définie en (4.11) avec L “ λm

2 CT
h . On

prendra K “ BT
h . Nous utilisons la perturbation w “ ˘0.05f̃h avec les matrices W1,W2

définies en (4.23) et (4.24).

Figure 5.5 – A gauche l’approximation de la fonction de distribution fh et à droite celle
sous l’action de uh “ ´Kf̃h sur un maillage pNx, Nvq “ p120, 120q sur l’espace des phases
Ω cas H8.

Figure 5.6 – L’évolution temporelle de l’énergie totale de fh à gauche et à droite celle
sous l’action uh “ ´Kf̃h sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70 cas H8.



5.4. Conclusion 93

Figure 5.7 – A gauche l’évolution temporelle de l’erreur de l’énergie totale de fh, à droite
celle sous l’action de uh “ ´Kf̃h sur un maillage p120 ˆ 120q à T “ 70 cas H8.

Figure 5.8 – A gauche l’erreur de conservation L2 de fh et à droite celle sous l’action
de uh “ ´Kf̃h sur un maillage p120 ˆ 120q cas H8.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié la stabilité par retour d’état d’observateur de
l’équation de Vlasov-Poisson en dimension finie en adoptant une approche basée sur le
théorème DMVT. La structure des matrices obtenues avec la méthode de GD nous permet
de démontrer la stabilité asymptotique du système de VP sous forme des LMIs. Nous avons
ensuite traité en dimension finie le cas H8 où le système comporte des perturbations.
Nous avons également étudié la stabilité exponentielle de l’équation VP sous l’action de
la commande basée observateur. Nous illustrons par des exemples numériques.
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Conclusion générale

Dans ce manuscrit, nous avons présenté les résultats de synthèse d’observateurs d’état
et de lois commandes d’une classe d’EDPs non linéaires et à grande dimension, avec une
application aux équations de Vlasov-Poisson 1D ˆ 1D. L’idée principale, pour s’assurer
de la stabilité et de la conservation des propriétés physiques de l’équation de (VP), est
de le discrétiser en dimension finie. Ensuite, nous proposons une synthèse d’observateur
de Luenberger, de commande linéaire et de commande basée observateur. Nous avons
également proposé en dimension infinie la synthèse d’observateur par la méthode du !

Backstepping ".
Le chapitre 1 présente les définitions et le contexte des travaux effectués liés au sys-

tème de Vlasov-Poisson. Il présente les propriétés physiques importantes notamment : le
principe du maximum, conservation de masse totale, de l’énergie totale, conservation du
moment, conservation de la charge et conservation à la norme Lp au cours du temps.

Nous avons ensuite, dans le chapitre 2, présenté et détaillé le schéma numérique de
la méthode de Galerkin discontinue pour l’équation de Vlasov et et une approximation
par éléments finis mixte de Raviart-Thomas à l’équation de Poisson. Cette étape est
fondamentale pour l’étude des LMIs tout au long de ce mémoire. Ce chapitre s’achève par
des solutions numériques qui vérifient les conservations de l’énergie totale et de norme L2.

Afin de situer au mieux notre travail, le chapitre 3 a été consacré d’une part à l’ana-
lyse de stabilité au sens de Lyapunov, à la théorie de conception d’observation et l’état
de l’art de la conception d’estimateur d’un système non linéaire. Il rappelle également
la méthode de ! Backstepping " et synthèse d’observateur d’EDPs de l’équation de
réaction-diffusion. Le chapitre 3 rappelle d’autre part, les définitions et propriétés des
problèmes des formulations en LMIs. Ensuite il traite quelques applications des LMIs et
l’état de l’art des techniques de stabilisation du système commandé.

Le chapitre 4, présente la synthèse d’observateur de l’équation de Vlasov-Poison en
dimension finie d’une part, en adoptant une approche basée sur l’utilisation du théorème
des accroissements finis (DMVT). Les techniques de calcul LPV permettent d’obtenir
des conditions de stabilité sous forme d’inégalité matricielle linéaire (LMI). Il présente
également la synthèse d’observateur H8. D’autre part il présente la synthèse d’observateur
d’état en dimension infinie de l’équation de Vlasov 1D ˆ 1D par la technique du !
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Backstepping ". Nous terminons ce chapitre par des résultats numériques pour valider
les études.

Nous terminons ce mémoire par le chapitre 5 qui étudie la stabilisation par retour d’état
d’une classe de systèmes d’EDPs non linéaires décrites par l’équation de Vlasov-Poisson en
dimension finie. Nous présentons la stabilisation asymptotique sous les conditions d’LMIs
de commande linéaire du retour d’état. Ensuite nous étudions la stabilisation asympto-
tique d’une commande basée observateur et le cas H8. Les résultats sont validés par des
simulations numériques.

Perspectives

1. Étendre l’étude des observateurs et lois de commandes aux cas 2D et 3D, c’est à
dire respectivement 4 degrés 2D ˆ 2D et 6 degrés 3D ˆ 3D de libertés.

2. Aborder la commande par la méthode de ! Backstepping ".
3. Étendre l’approche à des géométries complexes de Vlasov-Poisson.
4. Étendre l’approche à l’équation de Vlasov-Maxwell.

Conférences Nationales
‚ A. Cisse, M. Boutayeb. Représentation d’état d’ordre réduit des équations de

Vlasov-Poisson. 8e Journées Doctorales / Journées Nationales MACS, JD-JN-
MACS 2019, Jun 2019, Bordeaux, France.

Conférences Internationales
‚ A. Cisse, M. Boutayeb. Observers of Vlasov-Poisson system. 21st IFAC World

Congress, IFAC 2020, Jul 2020, Berlin, Germany
‚ A. Cisse, M. Boutayeb. Backstepping based state observer design Vlasov-Poisson

equation. SIAM Conference on Analysis of Partial Differential Equations, PD22,
Mar 2022, Berlin, Germany.

Revues internationales
‚ A. Cisse, M. Boutayeb. Software sensors design for a class of non linear coupled

PDE systems : The Vlasov-Poisson dynamical system. (Soumis au Computer Phy-
sics Communications 08 Janvier 2023)

‚ A. Cisse, M. Boutayeb. On state feedback control of a class of Non-Linear PDE
systems in finit dimension. (Soumis au Nonlinear Analysis : Hybrid Systems 05
Janvier 2022)
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‚ A. Cisse, M. Boutayeb. Backstepping based infinite dimentional state observer
design for the non linear coupled Vlasov-Poisson equation. (Soumis à IEEE TAC
09 Janvier 2022)
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Annexe A

Outils techniques

A.1 Opérateurs de projection

Soit k ě 0 et soit Ph : L2pΩq ÝÑ Zk
h soit la projection standard 2d´ L2. Nous

désignons par PX : L2pΩq ÝÑ Xk
h et Pv : L2pΩq ÝÑ V k

h les projections standard d-
dimensionnelles L2 sur les espaces Xk

h et V k
h , respectivement, et nous notons que Ph peut

s’écrire comme suit
Ph “ Px b Pv.

La projection Ph satisfait (voir [30] et [5])

}w ´ Phpwq}0,Th
` h1{2

}w ´ Phpwq}0,Γh
ď Chk`1

}w}k`1,Ω @w P Hk`1
pΩq, (A.1)

avec C ne dépendant que de la régularité de la forme de la triangulation et du degré
polynomial. Par définition, Ph est stable dans L2 et on peut montrer qu’elle est stable
dans toutes les normes Lp (voir [39] pour plus de détails) ;

}Phpwq}LppThq
ď C}w}LppΩq @w P LppΩq 1 ď p ď 8. (A.2)

Nous avons également des propriétés d’approximation de la norme (voir [30]) ;

}w ´ Phpwq}0,8,Th
ď Chk`1

}w}k`1,8,Ω @w P W k`1,8
pΩq. (A.3)

Px and Pv satisfont également les propriétés (A.2) and (A.3). De plus, nous utiliserons
également

}w ´ Prpwq}0,Th
ď Chk`1

}w}k`1,Ω @w P Hk`1
pΩq, r “ x ou v

Projection de Raviart Thomas : Pour k ě 0, nous désignons par Rk
h l’opérateur d’inter-

polation locale qui satisfait le diagramme de commutation (A.1).
Où pP k

h fait référence à l’opérateur de projection L2 standard sur Qk
h. Le diagramme

de commutation ci-dessus exprime que div
`

Σk
h

˘

“ Qk
h et

div Rk
hpτq “ pP k

h pdiv τq @τ P H pdiv; Ωxq (A.4)
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Figure A.1 – Diagramme de commutation

En particulier (A.4) vaut pour tout τ P H1 pΩxq
d. Des propriétés d’approximation Lp

optimales, avec 2 ď p ď 8 peuvent être montrées pour cet opérateur (voir [[23], Section
III.3], [[23],[56]] pour plus de détails) :

›

›τ ´ Rk
hpτq

›

›

LppΩxq
`
›

›div
`

τ ´ Rk
hpτq

˘
›

›

LppΩxq
ď Chk`1

}τ}Wk`1,ppΩxq (A.5)

@τ P W k`1,p
pΩXq

d

A.2 Preuves des Théorèmes du chapitre 2

A.2.1 Proposition (2.2.2)

Démonstration. En désignant par
ş

Γr
“
ř

ePΓr

ş

e
, nous ferons un usage intensif de l’identité

suivante (voir [8])
ÿ

TPT r

ż

BT r

τ ¨ nφdsr “

ż

Γr

tτ u ¨ JφKdsr `

ż

Γ0
r

Jτ Ktφudsr r “ x, v. (A.6)

En posant φh “ fh dans (2.5), en intégrant les termes de volume qui en résultent et en
utilisant (A.6) on obtient

0 “
ÿ

RPTh

Bh,R pEh; fh, fhq

“
1
2

ÿ

RPTh

ˆ

d

dt

ż

R
f 2
hdvdx ´

ż

T v

ż

Γx

v ¨ Jf 2
hKdsxdv `

ż

Tx

ż

Γv

Eh ¨ Jf 2
hKdsvdx

˙

`
ÿ

T vPThv

ż

T v

ż

Γx

tvfhuα ¨ JfhKdsxdv ´
ÿ

TxPThx

ż

Tx

ż

Γv

tEhfhuβ ¨ JfhKdsvdx.

D’après la définition des opérateurs de trace (2.1), il s’ensuit que Jf 2
hK “ 2 tfhu JfhK sur

e P Γ0
h. En substituant l’identité ci-dessus avec la définition des flux numériques donnée

dans (2.6), et en utilisant les conditions aux limites périodiques dans x et le support
compact dans v, nous avons que
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0 “
1
2
d

dt

ż

Ω
f 2
hdvdx

`
ÿ

T vPT v
hv

ż

T v

ż

Γ0
x

|v ¨ n|

2 JfhK2dsxdv `
ÿ

T xPT x
hx

ż

T x

ż

Γ0
v

|Eh ¨ n|

2 JfhK2dsvdx.

En intégrant en temps de l’équation ci-dessus, de 0 à t conclut la preuve.

A.2.2 Lemme(2.3.1)

Démonstration. Pour simplifier la notation, nous laissons tomber la dépendance à la va-
riable t. De [[23], II. Proposition 2.16 ] il s’ensuit que

}E ´ Eh}Hpdiv;Ωxq
` }ϕ ´ ϕh}0,Ωx

ď C

ˆ

inf
τPΣk

h

}E ´ τ}Hpdiv;Ωxq ` inf
qPQh

h

}ϕ ´ q}0,T x
hx

` M3h

˙

,

(A.7)
où M3h est l’erreur de consistance :

M3h :“ sup
qPQk

h

ˇ

ˇ

ˇ

ş

Ωx
pρ ´ ρhq qdx

ˇ

ˇ

ˇ

}q}0,T x
hx

.

Les deux premiers termes de (A.7) sont facilement estimés à partir des propriétés d’ap-
proximation standard des éléments de Raviart-Thomas ; les estimations (A.5) et l’approxi-
mation de la projection L2

0 (A.1),

inf
τ PΣk

h

}E ´ τ }Hpdiv;Ωxq ` inf
qPQk

h

}ϕ ´ q}0,Thx
ď Chk`1

p}Eptq}k`1,Ωx ` }ϕ}k`2,Ωxq .

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que l’estimation (2.9), on trouve

M3h ď C }ρ ´ ρh}0,Thx
ď CLd{2

}f ´ fh}0,Th

et la preuve de l’estimation dans la norme H pdiv; Ωxq est complète.
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Annexe B

Représentation spectrale de
Fourier-Hermite

B.1 Lemmes

Lemme B.1.1 (Complément de Schur). Soient P P Rmˆm une matrice définie positive,
X P Rmˆn une matrice de rang plein en ligne et Q P Rnˆn une matrice quelconque. Les
deux inégalités suivantes sont équivalentes :

1. Qpsq ´ XpsqTP psq´1Xpsq ą 0, P psq ą 0

2.
„

Qpsq p˚q

Xpsq P psq

ȷ

ą 0.

Lemme B.1.2. Soient Φ et Ψ deux matrices quelconques, Σ une matrice définie positive
de dimension appropriée, alors on a

@ϵ ą 0 ΨΦT
` ΨTΦ ď ϵΨΣΨT

`
1
ϵ
ΦΣ´1ΦT

Lemme B.1.3 (Inégalité de Young). Pour tout a, b, il existe γ ą 0,

ab ď
γ

2a
2

`
1

2γ b
2. (B.1)

Lemme B.1.4 (Inégalité de Poincaré). Pour tout w, continuellement différentiable sur
ra, bs,

ż b

a

w2dx ď 2w2
paq ` 4

ż b

a

Bxw
2dx. (B.2)

ż b

a

w2dx ď 2w2
pbq ` 4

ż b

a

Bxw
2dx. (B.3)
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B.2 Fonction de Bessel Jn
La fonction ypxq “ Jnpxq est une solution de l’ODE suivante :

x2y2
xx ` xy1

x `
`

x2
´ n2˘ y “ 0.

Représentation en série :

Jnpxq “

8
ÿ

m“0

p´1qmpx{2qn`2m

m!pm ` nq!

Propriétés :

2nJnpxq “ x pJn´1pxq ` Jn`1pxqq , (B.4)
NJnp´xq “ p´1q

nJnpxq. (B.5)

Différenciation :

d

dx
Jnpxq “

1
2 pJn´1pxq ´ Jn`1pxqq “

n

x
Jnpxq ´ Jn`1pxq (B.6)

d

dx
pxnJnpxqq “ xnJn´1,

d

dx

`

x´nJnpxq
˘

“ ´x´nJn`1. (B.7)

Propriétés asymptotiques

Jnpxq «
1
n!

´x

2

¯n

, x Ñ 0. (B.8)

Jnpxq «

c

2
πx

cos
´

x ´
πn

2 ´
π

4

¯

, x Ñ 8. (B.9)

B.3 La fonction de Bessel modifiée In

La fonction ypxq “ Inpxq est une solution de l’ODE suivante :

x2y2
xx ` xy1

x ´
`

x2
` n2˘ y “ 0.

Représentation en série :

Inpxq “

8
ÿ

m“0

px{2qn`2m

m!pm ` nq!

Relation avec Jnpxq :

Inpxq “ i´nJnpixq, Inpixq “ inJnpxq.
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Propriétés :
2nInpxq “ x pIn´1pxq ´ In`1pxqq

Inp´xq “ p´1q
nInpxq

Différenciation :

d

dx
Inpxq “

1
2 pIn´1pxq ` In`1pxqq “

n

x
Inpxq ` In`1pxq, (B.10)

d

dx
pxnInpxqq “ xnIn´1,

d

dx

`

x´nInpxq
˘

“ x´nIn`1 (B.11)

Propriétés asymptotiques

Inpxq «
1
n!

´x

2

¯n

, x Ñ 0, (B.12)

Inpxq «
ex

?
2πx

, x Ñ 8. (B.13)

B.4 Représentation spectrale de Fourier-Hermite

Nous résolvons le système de Vlasov-Poisson (4.25)-(4.30) en utilisant une représenta-
tion de Fourier-Hermite. Dans l’espace on représente la fonction de distribution par une
série de Fourier dont les propriétés sont bien connues. Dans l’espace des vitesses, nous dé-
veloppons la fonction de distribution comme la somme des fonctions d’Hermite. Pour cela
nous introduisons les polynômes d’Hermite Hm et les fonctions d’Hermite re-normalisées
φm définies par

Hmpvq “ p´1q
mev2 dm

dvm
´

e´v2
¯

, φmpvq “
Hmpvq
?

2mm!
, (B.14)

pour m “ 0, 1, 2, . . . Les fonctions d’Hermite ϕm sont orthonormées par rapport au poids
maxwellien e´v2

{
?
π, de sorte que l’introduction des fonctions d’Hermite duales ϕmpvq “

e´v2
ϕmpvq{

?
π nous avons la condition de bi-orthonormalité

ż 8

´8

φnpvqφmpvqdv “ δnm, @n ě 0,m ě 0. (B.15)

Chaque φm satisfait à la condition limite de l’espace des vitesses φmpvq Ñ 0 comme
v Ñ ˘8, et l’ensemble des fonctions d’Hermite duales est complet pour les fonctions qui
sont analytiques sur une bande dans le plan complexe v et satisfont à la condition de
décroissance |fpvq| ă c1e´c2v2{2 pour certaines constantes c1 ą 0 et c2 ą 1. Les fonctions
d’Hermite oscillent avec une longueur d’onde caractéristique πp2{mq1{2 de sorte que les
fonctions d’ordre supérieur représentent des échelles d’espace de vitesse plus fines.

vφmpvq “

c

m ` 1
2 φm`1pvq `

c

m

2 φm´1pvq, (B.16)
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et les dérivées de la vitesse sont liées à un seul mode de voisinage

Bφm
Bv “ ´

a

2pm ` 1qφm`1,
Bφm

Bv “
?

2mφm´1. (B.17)

Nous développons la fonction de distribution dans une série de fonctions de Hermite
doubles et, pour obtenir une somme finie, nous tronquons après les premiers Nm modes
de Hermite (oscillant le plus lentement). Cette troncature est équivalente à une discrétisa-
tion de l’espace des vitesses sur les racines du polynôme d’Hermite Hm. d’Hermite HNm .
L’espacement entre ces racines diminue comme 1{

?
Nm comme Nm Ñ 8. Cependant,

comme le système de Vlasov-Poisson est linéaire dans l’espace des vitesses, il n’est pas
nécessaire de discrétiser explicitement dans v.

B.4.1 Système discrétisé

Nous résolvons (4.25)-(4.30) en utilisant la représentation de Fourier-Hermite

fpz, v, tq “

Nm´1
ÿ

m“0

Nϑ
ÿ

j“´Nϑ

ajmptqeikjzφmpvq (B.18)

avec l’inverse
ajmptq “

1
L

ż 8

´8

dv
ż L

0
dzfpz, v, tqe´ikjzφmpvq, (B.19)

où kj “ 2πj{L. Ainsi, la fonction continue fpz, v, tq est définie par un ensemble discret et
fini de coefficients ajm, qui sont implicitement une fonction du temps. En plaçant (B.18)
dans le système de Vlasov-Poisson (4.25)-(4.30) et en appliquant l’opérateur

1
L

ż 8

´8

dv
ż L

0
dze´ikjzφmpvq, (B.20)

nous dérivons le système discret

dajm
dt ` ikj

˜

c

m ` 1
2 aj,m`1 `

c

m

2 aj,m´1

¸

` Njm “ ´
?

2Êjδm1 (B.21)

Êj “ ´ikjϕ̂j (B.22)
´ k2

j ϕ̂j “ aj0 (B.23)

où le terme non linéaire N est la convolution discrète de Fourier

Njm “
?

2m
Nϑ
ÿ

j1“´Nϑ

Êj1aj´j1,m´1, (B.24)

et Ê et ϕ̂ sont les coefficients de Fourier de E et ϕ. Le système (B.21)-(B.23) est une
hiérarchie de moments infinis dans l’espace d’Hermite, où le couplage des modes résulte
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du flux de particules et des dérivées de vitesse via les relations (B.16) et (B.17), et du terme
non linéaire via le champ électrique. Parce que Bf0{Bv peut être exprimé dans une série
d’Hermite, le côté droit de (B.21) est un nombre fini de termes sources apparaissant à des
modes d’Hermite fixes m, et le système est fermé sauf pour le terme aj,Nm`1 qui apparaît
dans le flux de particules dans l’équation du moment le plus élevé. Le système (B.21)-
(B.23) est aussi exactement le système obtenu en utilisant une représentation continue de
Fourier-Hermite sur un domaine spatial infini, mais restreint aux nombres d’onde discrets
kj et aux modes d’Hermite m ă Nm. Le calcul du terme non linéaire (B.24) directement
pour chaque point de grille nécessite des opérations de O pNmN

2
k q, mais cela se réduit à

des opérations de O pNmNk logNkq s’il est calculé de manière pseudo-spectrale, c’est-à-dire
via une grille dans l’espace z utilisant des transformées de Fourier discrètes. Pour cela,
nous avons besoin d’une version discrète de (B.18) et (B.19). Plus précisément, (B.18)
doit être valable à chaque point de grille zl “ lL{Nk.

f pzl, vq “

Nm´1
ÿ

m“0

Nϑ
ÿ

j“´Nϑ

ajmeikjzlϕmpvq (B.25)

et nous devons remplacer l’inverse z-intégral (B.19) par une somme finie de modes de
Fourier. Le choix d’une grille spatiale uniforme zl “ lL{Nk est motivé par la résolution
de l’identité pour les modes de Fourier

δjj1 “
1
Nk

Nk´1
ÿ

l“0
e2πipj´j1ql{Nk “

1
Nk

Nk´1
ÿ

l“0
eipkj´k1

jqlL{Nk ,

de sorte qu’en multipliant (B.25) par e´ikj1zl et en faisant la somme sur l on obtient

ajm “
1
Nk

Nk´1
ÿ

l“0

ż 8

´8

dvf pzl, vq e´ikjzlϕmpvq

avec le terme non linéaire calculé comme

Njm “ ´i
?

2m Fjl
!

F´1
ln

´

knΦ̂n

¯

F´1
ln1 pan1,m´1q

)

où F est l’opérateur de la transformée de Fourier discrète

Fjl “
1
Nk

Nk´1
ÿ

l“0
e´ikjzl , F´1

ln “

Nk´1
ÿ

n“0
eiknzl .

Théorème B.4.1 (Dérivabilité des intégrales à paramètres). Soient pa, bq P R, a ă b et
f : px, tq ÞÝÑ fpx, tq est une fonction telle que

— f est intégrable par rapport à t sur ra, bs,
— f est dérivable par rapport à x,
— Bf

Bx
est continue sur R ˆ ra, bs

alors F : x ÞÝÑ
şb

a
fpx, tqdt est dérivable et sa dérivée est :

F 1
pxq “

ż b

a

Bf

Bx
px, tqdt.
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Annexe C

Équation linéaire homogène avec
dérivées partielles du premier ordr

C.1 La relation entre une équation linéaire homo-
gène avec des équations différentielles partielles
du premier ordre et le système d’équations diffé-
rentielles ordinaires sous forme symétrique cor-
respondante

Une équation linéaire homogène avec des dérivées partielles du premier ordre est une
équation de la forme

X1px1, ¨ ¨ ¨ , xnqBx1u ` ¨ ¨ ¨ ` Xnpx1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnqBxnu “ 0. (C.1)

Supposons que les coefficients X1, ¨ ¨ ¨ , Xn de l’équation (C.1) sont définis et continus
ainsi que leurs dérivées partielles en x1, ¨ ¨ ¨ , xn dans un certain voisinage D du point
px10, ¨ ¨ ¨ , xn0q et qu’ils ne se transforment pas en zéro en ce point. En particulier, nous
supposons que

Xnpx10, ¨ ¨ ¨ , xn0q ‰ 0 (C.2)

Avec l’équation (C.1), on considère le système d’équations différentielles ordinaires de
forme symétrique

dx1

X1px1, ¨ ¨ ¨ , xnq
“ ¨ ¨ ¨ “

dxn
Xnpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq

. (C.3)

Ce système est appelé système d’équations différentielles ordinaires sous forme symétrique,
qui correspond à l’équation linéaire homogène aux dérivées partielles du premier ordre
(C.1), ou au système d’équations caractéristiques de (C.1).

Sous les hypothèses concernant les fonctions X1, ¨ ¨ ¨ , Xn le système (C.3) a n ´ 1
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intégrales premières indépendantes

ψ1px1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ C1,

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ , (C.4)
ψnpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ Cn´1,

où les fonctions ψi, i P 1, ..., n ´ 1, sont définies et continues ainsi que leurs dérivées
partielles dans le domaine D. Il s’ensuit que le système (C.3) est équivalent au système
d’équations normal suivant :

dx1

dxn
“
X1px1, ¨ ¨ ¨ , xnq

Xnpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq
“ ¨ ¨ ¨ “

dxn´1

dxn
“
Xn´1px1, ¨ ¨ ¨ , xnq

Xnpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq
, (C.5)

pour lesquelles les conditions du théorème de Cauchy sont satisfaites, et donc il existe des
intégrales premières indépendantes.

Rappelons que la relation ψpx1, ..., xnq “ C, où ψ est une fonction continuellement
différentiable et non égale à une fonction identiquement constante dans D, et C est une
constante arbitraire, est appelée l’intégrale première du système (C.3), si l’égalité suivante
vaut dans D

X1Bx1ψ ` ¨ ¨ ¨ ` XnBxnψ “ 0.

L’indépendance des premières intégrales (C.4) signifie qu’au moins un des mineurs
d’ordre pn ´ 1q de la matrice

¨

˝

Bx1ψ1 ¨ ¨ ¨ Bxnψ1
¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

Bx1ψn´1 ¨ ¨ ¨ Bxnψn´1

˛

‚

n’est pas égal à zéro dans le domaine D.
L’ensemble des premières intégrales indépendantes (C.4) détermine l’intégrale générale

du système (C.3).
Il existe une relation entre les premières intégrales du système (C.3) et les solutions

de l’équation (C.1), qui est décrite ci-dessous.
Trouvons un système de n ´ 1 intégrales premières indépendantes (C.4) du système

(C.3). Dans l’espace des points px1, ..., xnq, ce système détermine la famille pn ´ 1q -
paramètres de lignes appelées les caractéristiques de l’équation (C.1).

Théorème C.1.1. La partie gauche de la première intégrale

ψpx1, ..., xnq “ C

du système (C.3) est une solution de l’équation linéaire homogène aux dérivées partielles
(C.1).

Démonstration. En effet, que ψpx1, ¨ ¨ ¨ , xnq “ C soit la première intégrale du système
(C.3) définie dans un certain voisinage du point px10, ¨ ¨ ¨ , xn0q. Alors la différentielle totale
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de la fonction ψ est identiquement égale à zéro aux solutions du système (C.3) ou (C.5),
soit

Bx1ψdx1 ` ¨ ¨ ¨ ` Bx1ψdxn ” 0,

où les différentielles dx1, . . . , dxn´1 doivent être remplacées par leurs expressions du sys-
tème (C.5), à savoir

dx1 “
X1

Xn

dxn, . . . , dxn´1 “
Xn´1

Xn

dxn.

Par conséquent, nous aurons l’identité
ˆ

Bx1ψ
X1

Xn

` . . . ` Bxnψ

˙

dxn ” 0

ou après réduction par dxn et la multiplication par Xn

X1Bx1ψ ` . . . ` XnBxnψ ” 0.

Cette identité signifie également que la fonction u “ ψpx1, . . . , xnq est une solution de
l’équation (C.1).

Théorème C.1.2. Toute solution instable de l’équation (C.1), équivalente à une constante
arbitraire C, est la première intégrale du système (C.3).

Démonstration. Soit u “ ψpx1, . . . , xnq une solution instable de l’équation (C.1). Puis

X1Bx1ψ ` . . . ` XnBxnψ ” 0. (C.6)

Calculer la différentielle totale de la fonction ψ, dont les arguments sont les composantes
des solutions du système (C.3) ou, ce qui revient au même, du système (C.5), nous avons

dψ “ pBx1ψdx1 ` . . . ` Bxnψdxnq

“ pBx1ψ
X1

Xn

` . . . ` Bxnψqdxn

“ pX1Bx1ψ ` . . . ` XnBxnψq
1
Xn

dxn,

d’où, par l’identité (C.6), on obtient l’égalité dψ “ 0, c’est-à-dire que ψ est la première
intégrale du système (C.3).

C.2 Construction d’une solution générale d’une équa-
tion linéaire homogène

Démontrons le théorème suivant.
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Théorème C.2.1. Si

ψ1px1, . . . , xnq “ C1, . . . , ψn´1px1, . . . , xnq “ Cn´1

sont des intégrales premières indépendantes du système (C.3), alors l’ensemble des fonc-
tions de la forme

u “ Φpψ1, . . . , ψn´1q, (C.7)

où Φ est une fonction arbitraire avec des dérivées partielles continues dans ψ1, . . . , ψn´1,
est une solution générale de l’équation (C.1).

Démonstration. Prouvons que la fonction (C.7), où Φ est une fonction continuellement
différentiable arbitrairement fixée, est une solution de l’équation (C.1). En substituant
(C.7) dans (C.1) et en utilisant le fait que ψ1, . . . , ψn´1 sont des solutions de l’équation
(C.1), nous obtenons l’identité

X1Bx1Φ ` . . . ` XnBxnΦ “ X1

n´1
ÿ

i“1
Bψi

ΦBx1ψi ` . . . ` Xn

n´1
ÿ

i“1
Bψi

ΦBxnψi

“

n´1
ÿ

i“1
BψΦpX1Bx1ψi ` . . . ` XnBxnψiq ” 0.

La preuve que l’expression (C.7) détermine toutes les solutions de l’équation (C.1), c’est-
à-dire que toute solution de l’équation (C.1) est obtenue à partir de (C.7) avec un choix
approprié de la fonction Φ, peut être trouvé dans [[28], p. 249- 251].



Résumé

Ce sujet de recherche, aborde la problématique de l’observation et de la commande
d’une classe d’Équations aux Dérivées Partielles (EDPs) non linéaire en dimension finie et
infinie. Une des motivations principales concerne l’application de ces approches à l’équa-
tion de Vlasov-Poisson (VP) en dimension 1Dˆ1D. Cette dernière décrit l’évolution de la
fonction de distribution de particules chargées dans un plasma de fusion. La majeure par-
tie des travaux dans la littérature sur les équations de Vlasov-Poisson concerne l’analyse et
la discrétisation de ces équations, mais très peu de résultats existent sur le contrôle encore
moins sur l’observation. Dans ce travail on traite d’une part la synthèse d’observateur ,
la stabilisation par retour d’état et celle basée observateur du système discrétisé obtenu
par la méthode Galerkin discontinue . Dans le cas des systèmes de dimension infinie, nous
proposons la synthèse d’observateurs d’état basée sur la technique du «Backstepping».
Un code de simulation a été développé pour valider les résultats obtenus.

Mots-clés: Vlasov-Poisson, Observateur, Commande, Galarkin Discontinue, Backstep-
ping, LMIs.

Abstract

This research topic addresses the problem of the observation and the control of a
class of nonlinear Partial Differential Equations (PDEs) in finite and infinite dimension.
One of the main motivations concerns the application of these approaches to the Vlasov-
Poisson equation (VP) in dimension 1D ˆ 1D. The latter describes the evolution of the
distribution function of charged particles in a fusion plasma. Most of the work in the
literature on the Vlasov-Poisson equations concerns the analysis and discretisation of these
equations, but very few results exist on the control and even less on the observation. In
this work we deal with observer synthesis, state feedback stabilization and observer-based
stabilization of the discretized system obtained by the discontinuous Galerkin method.
In the case of infinite dimensional systems, we propose the synthesis of state observers
based on the Backstepping technique. A simulation code has been developed to validate
the results obtained.

Keywords: Vlasov-Poisson, Observer, Control, Galarkin Discontinuous, Backstepping,
LMIs.
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