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RESUME.

Cette these est essentiellement consacrée a la controlabilité de la sortie pour les systemes linéaires.
Principalement, nous considérons des systemes physiques dont la dynamique est décrite par une
équation différentielle linéaire et nous supposons que nous avons acces a une mesure que nous
appelons sortie. Au lieu d’essayer de controler I’état du systeme lui-méme, qui pourrait ne pas €tre
contrbOlable ou n’étre d’aucun intérét, nous nous intéresserons au controle de la variable de sortie
qui est, dans notre cas, une combinaison linéaire entre 1’état du systeme et I’entrée.

Nous considérons en premier lieu, les systemes linéaires a temps-invariant de la forme

#(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t). (1)

Nous examinons la notion de contr6labilité de 1’état vers la sortie introduite dans les années 60 par
J. Bertram et P. Sarachik. Pour cette premiere notion, 1’objectif est de déterminer les conditions
pour lesquelles la sortie du systeme (1) peut €tre envoyée sur une valeur désirée a partir de don-
nées initiales en état. Précisément, nous étendons le test de Hautus, bien connu dans le cadre de la
controlabilité de 1’état, au cadre de la contrdlabilité de la sortie. Nous proposons aussi, lorsque la
sortie du systeme est contrdlable, des lois de commande permettant d’envoyer la sortie du systeme
a la valeur désirée avec une énergie minimale.

Nous portons aussi notre attention a la notion de contrdlabilité de sortie qui consiste a envoyer la
sortie du systeme vers une valeur désirée en temps fini, cette fois-ci non pas a partir de données
initiales en état, mais a partir de données initiales de sortie. Cette notion avait été introduite pour la
premiere fois par C.-T. Chen dans les années 70 mais confondue a tord avec la notion précédente.
De ce fait, une étude plus rigoureuse de cette notion est faite et des conditions nécessaires et suffi-
santes ont été établies. Le travail précédent a été fait également sur les systemes linéaires a temps
discret et nous les étendons au cadre des systemes linéaires de la forme

#(t) = A (t) + B)ult), y(t) = Ct)x(t) + D(t)ult). )

Enfin, comme la dynamique de systemes physiques dépend souvent de certains parametres in-
hérents a ces derniers, nous considérons aussi les systemes linéaires de la forme

#(t.0) = A0)x(t,0) + B(O)u(t), y(t,0) = C(0)z(t,0) + D(O)u(t), 3)

ou A, B, C'et D sont des matrices continues par rapport au parametre ¢ qui appartient a un ensemble
compact P du plan complexe.

Pour toute donnée initiale continue en état § — x(6) et toute fonction de sortie continue 6 — y1(6),
nous étudions 1’existence d’une commande en boucle ouverte v indépendante du parametre 6 telle
que la sortie du systeme puisse étre, en temps fini, arbitrairement proche de y; avec la norme uni-
forme. Lorsque C'(f) est la matrice d’identité, cette notion est généralement appelée uniforme en-
semble contrélabilité.

Nous étendons certains résultats d’uniforme ensemble contrdlabilité au cas ot C'(#) n’est pas la ma-
trice d’identité. Nous donnons également quelques obstructions sur I’Uniforme ensemble controla-
bilité lorsque I’espace de paramétrisation P est d’intérieur non vide et relions 1’'uniforme ensemble
contrdlabilité de la sortie a la contrdlabilité en moyenne.

Mots clés : Systemes linéaires a temps invariant, systeémes linéaire a temps variant, systémes a
temps discret, controdlabilité de sortie, systemes linéaires dépendant d’un parametre, ensemble
contrblabilité, uniforme ensemble contrdlabilité de I’ état, uniforme ensemble controlabilité de la
sortie, contrdlabilité en moyenne.



ABSTRACT.

This thesis is essentially devoted to the controllability of output for linear systems. Mainly, we
consider physical systems whose dynamics are described by a linear differential equation and we
assume that we have access to a measure that we call output. Instead of trying to control the state
of the system itself, which might not be controllable or of no interest, we will be interested in
controlling the output variable which is, in our case, a linear combination between the state of the
system and the input.

We first examine, for linear time-invariant systems described by the equation

i(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t),

the notion of state to output controllability, introduced in the 60’s by J. Bertram and P. Sarachik.
For this notion, the aim is to investigate conditions under which it is possible to steer the output
to a desired value from an initial data in the state variable. More precisely, we extend the Hautus
test, well-known in the case of state controllability, to state to output controllability, and propose
a controllability Gramian matrix, allowing us to build a continuous control achieving a transfer
with minimal energy. We also pay attention to the notion of output controllability which consists
in sending the output of the system to a desired value in finite time, in this case, not from initial
state data, but from initial output data. This notion was first introduced by C.-T. Chen in the 70’s
but wrongly confused with the previous notion. Therefore, a more rigorous study of this notion is
made and necessary and sufficient conditions have been established. All these results are given in
the framework of continuous time and discrete time systems. We have also extended the above work
to the case of linear time-variant systems of the form

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t).

Finally, since the dynamics of physical systems often depends on some parameters that are
inherent to the system, we therefore consider the linear time-invariant systems whose dynamics are
described by

i(t,0) = A(0)x(t,0) + B(O)u(t), y(t,0)=C(0)x(t,0)+ D(0)u(t),

where A, B, C' and D are continuous matrices with respect to the parameter ¢, which belongs to
some compact set P of the complex plane.

Given any continuous initial state datum 6 — x,(f) and any continuous output function 6 — y;(6),
we investigate the existence of a §-independent open loop control u such that x is steered, in finite
time, arbitrarily closed to y; with the uniform norm.

When C(0) is the identity matrix, this notion is usually called by uniform ensemble controllability.
We extend some result on uniform ensemble controllability to the case where C'(6) is not the identity
matrix. We also give some obstructions to ensemble controllability when the parameter set admits an
interior point and link the notion of uniform ensemble output controllability to the one of averaged
controllability.

Key words : Linear time-invariant systems, linear time-varying systems, linear discrete-time
systems, output controllability, linear parameter dependent systems, ensemble controllability,
uniform ensemble controllability, uniform ensemble output controllability, averaged controllability.
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Notations

v - Pour tout.

3 - 1l existe.

— - Implique.

= - Equivalent.

X* - Ensemble X privé de zéro lorsque cela fait sens.

Xk - Ensemble des matrices a k lignes et { colonnes a coefficients dans X.

Cet ensemble sera noté X* pour { = 1 et X, pour k = 1.

N - Ensemble des entiers naturels.

Nop (resp. Ne) - {0,1,--- Jk— 1} (resp. {0,1,--- | k})

R - Ensemble des nombres réels.

Ry - Ensemble des nombres réels positifs y compris 0.

C - Ensemble des nombres complexes.

1Nk - Norme d’un vecteur n de R* ou de C".

MT - Transposée de la matrice M.

M~ - Adjoint de la matrice M.

M > 0f - M définie positive si M € XF.

o(M) - Spectre de M.

Mt - Pseudo-inverse de Moore-Penrose de M.

M, - M — X pour tout A € C ou I désigne la matrice identité.
eM - Exponentiel de la matrice M.

k(M) - Rang de la matrice M.

Z, Me(z),Im(z) - Conjugué, partie réelle et partie imaginaire du nombre complexe z
ker(L) - Noyau de I’application linéaire L.

Im(L) - Image de ’application linéaire L.

Vect - Espace vectoriel engendré par.

1l



Notations

v

EJ_

1o

ZL>(92;K)

L>(Q; K)

Lig(K)

LP(; K)

Orthogonal de E si E est un espace vectoriel ou matrice de rang
maximal telle que EE+ = 0 si E est une matrice.

supess|h| = inf{c >0 | u({w € Q | |h(w)| > c}) = 0}, pour

toute fonction mesurable h définie presque partout (p.p.) sur €.

Ensemble de toutes le fonctions mesurables h définies p.p. sur §2

a valeurs dans K telles que ||h||~ soit finie.

{If], f € Z>=(QK)} ou [f] désigne la classe des fonctions de
LK) p.p. égales a f.

Espace des fonctions essentiellement bornées sur tout compact contenu dans K
Défini comme I'espace L™ (Q2; K) avec la norme || ||~ remplacée par || ||,
avec [[HlJ2 = Jo [h(w) Pdes

Espace de fonctions de L*(); K) définies sur Q dont leur dérivée

au sens de distribution appartiennent a L*(2; K).

Espace de fonctions continues a valeurs dans K avec || || comme norme.
Ensemble des états atteignables depuis I’état xo au temps 1.

Ensemble des sorties atteignables depuis I’état xy au temps t;.

k-ieme dérivée de f.

Dérivée partielle de f par rapport a x.

Gradient de f par rapport a x.

produit scalaire.

produit vectoriel des vecteurs e et es.



Chapitre

Introduction générale

La notion de contrdlabilité de 1’état d’un systeéme physique, notion qui consiste a savoir s’il est
possible d’envoyer (ou de transférer) un systeme d’un état initial arbitraire vers un état final prescrit,
a connu un essor spectaculaire a partir des années 60 avec les travaux de R. E. Kalman dans le cadre
des systemes linéaires en dimension finie. Dans [47], Kalman donne des criteres permettant de véri-
fier la controlabilité des systemes linéaires. De plus, lorsque le systeme est contrdlable, il fournit des
expressions explicites de lois de commandes permettant de réaliser le transfert désiré. Des lors, des
criteres de contrdlabilité de 1’état, que ce soit dans le cadre des systemes linéaires ou non-linéaires,
en dimension finie ou infinie, ont été établis et continuent de faire 1’objet d’intenses investigations
au sein de la communauté scientifique. D’excellents documents existent dans la littérature a ce sujet.
Le lecteur intéressé pourra consulter par exemple [27, 35,44, 56, 85, 89] qui utilisent des approches
d’analyse pour répondre a des problemes de controdlabilité de 1’état pour des systemes linéaires et
non-linéaires. On peut aussi se référer a [9,93,94] pour une approche géométrique.

1.1 Motivation et cadre d’étude

Dans le cadre de la controlabilité de 1’état d’un systeme, toutes les variables de I’état du sys-
temes sont contrdlables. Dans certaines situations, plutdt que de controOler toutes les variables de
I’état, ce qui peut s’avérer €tre une tache impossible a réaliser, on peut €tre intéressé par le contrdle
d’une combinaison entre les variables d’état et I’entrée du systeme.

En guise d’exemples, on peut penser :

Y¢ Au systeme donné par la Figure 1.1, ol I’objectif est de mettre une certaine distance entre
deux véhicules en un instant donné. En notant par &; et & respectivement la position de la premiere
et seconde voiture, la différence de position y, entre ces voitures est donnée par yg; = & — &s. Les
variables u; et uy peuvent étre vues comme les forces motrices et f et fo, les forces de frottements.
[’état de ce systeme contient au moins quatre variables : les deux positions et les vitesses des deux
voitures. Ici, I’on peut voir que le but est d’envoyer une combinaison entre certaines variables de
I’état du systeme vers une valeur désirée et non de contrdler I’état entier.

2¢ A un grand systéme contenant plusieurs sous-systémes dans lequel au lieu de contrdler tout
I’état du systeme, on veut controler la moyenne des états des sous-systemes (le vol d’oiseaux ou



Chapitre 1. Introduction générale

| Y Yd : ’
v ) £1

N

D A g

FIGURE 1.1 — Systeme constitué de deux voitures.

d’un essaim d’abeilles). La sortie ici serait la moyenne des états des sous-systemes.

Y¢ Aux systemes dont la dynamique dépend d’un parametre qui n’est pas connu avec précision
et dans lesquels on est intéressé par le contrdle de la moyenne de 1’état par rapport au parametre.
Dans ce cas, on peut voir qu’il ne s’agit plus de contrdler I’état entier du systeme, qui peut poten-
tiellement appartenir a un espace de dimension infinie, mais une sortie qui est la moyenne (peut-€tre
pondérée) des états qui elle appartient a un ensemble de dimension finie. Voir par exemple [54,99].

2¢ A des systemes singulierement perturbés dans lesquels on a une variable lente et une rapide
ou I’on peut €tre intéressé par le contrdle de la variable lente ou de la variable rapide (voir [50] pour
les systémes singulierement perturbés).

v A des équations différentielles couplées ol I’on est intéressé par le contrdle d’une partie des
variables du systeme. On peut penser a des réactions chimiques dans lesquelles I’on est intéressé
par le contrdle de la concentration d’une partie des especes chimiques mises en jeux.

Le concept de contrdlabilité de la sortie a été introduit pour la premiere fois en 1960 par J.
Bertram et P. Sarachik dans [13] pour les systemes linéaires a temps discret sans transmission directe
de I’entrée sur la sortie (systeéme a temps discret donné par (1.4) avec D = 0). Précisément, ils
introduisent la notion de contrélabilité de I’état vers la sortie dont le but est de savoir s’il est
possible d’atteindre en temps fini n’importe quelle sortie du systeme a partir de n’importe quelle
donnée initiale en état, d’ou la précision “de 1’état vers la sortie”. Ils étendent au cadre de la sortie
la condition de rang de Kalman connue dans le cadre de la controlabilité de 1’état des systemes
linéaires a temps invariant.

Quelques années plus tard, P. Sarachik, un des auteurs de [13], et E. Kreindler donnent dans [52]
quelques criteres de controlabilité de I’état vers la sortie pour les systemes dont la dynamique en état
est donnée par un systeme linéaire a temps variant et la dynamique de sortie par une combinaison
linéaire entre 1’état et I’entrée du systeme. Pour étre plus précis, les deux auteurs considerent le
systeme linéaire a temps variant (1.5), établissent un critere basé sur la positivit¢ d’une matrice
grammienne et en déduisent une version étendue du critere de rang de Kalman pour les systemes de
type (1.3).

Cependant, le concept de contrdlabilité de la sortie n’a pas connu le méme engouement que celui
de I’état. De ce fait, dans la littérature, il y a treés peu de documents traitant ce sujet et certains cri-
teres, bien connus dans le cadre de la contrdlabilité de I’état, comme par exemple le test de Hautus
(bien que tres utile comme nous le verrons dans la suite), n’ont pas été étendus au cadre de la sortie.
Aussi, en faisant de la bibliographie sur ce concept, nous avons constater qu’il existe une autre
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1.1. Motivation et cadre d’étude

notion de controlabilité de la sortie appelée controlabilité de sortie et confondue a tord a la contré-
labilité de 1’état vers la sortie. Cette notion a été introduite pour la premiere fois par C.-T. Chen
dans [22]. Pour cette derniere notion, le but est d’envoyer la sortie du systeme vers une valeur dé-
sirée en partant cette fois-ci, non pas d’une valeur initiale en état mais d’une valeur de sortie a
I’instant initial. Dans [22], I’auteur affirme sans preuve qu’une condition nécessaire et suffisante de
controlabilité de sortie est la version étendue de la condition de rang de Kalman établie plus tot
par E. Kreindler et P. Sarachik pour la notion de contrdlabilité de I’état vers la sortie. Nous verrons
au Chapitre 4 de ce manuscrit que cette affirmation est fausse. Malheureusement ce résultat erroné
reste cité dans la littérature, comme par exemple dans [49, Section 2.5], [38, Theorem 1].

Une étude rigoureuse sur ces deux notions de controlabilité de la sortie dans le cadre des sys-
temes linéaires sera faite dans la premiere partie de cette these (Chapitre 3 et 4). Il s’agira, pour la
notion introduite par J. Bertram et P. Sarachik, c’est-a-dire la controlabilité de I’état vers la sor-
tie, de compléter et affiner les résultats existants dans la littérature (Chapitre 3). Pour la notion de
controlabilité de sortie introduite par C.-T. Chen, le but sera de mener une étude rigoureuse en don-
nant des criteres de contrdlabilité tout en relevant les différences et liens qui existent entre elle et la
controlabilité de I’état vers la sortie (Chapitre 4).

La seconde partie de cette these (Chapitre 5), nous nous intéressons au concept d’ensemble

controlabilité dans le cadre de la sortie dans le but d’étudier la contr6labilité de la sortie de sys-
temes linéaires a temps invariant dont la dynamique dépend d’un parametre avec des contrdles
indépendants de ce parametre.
Comme exemple de tels systemes, on peut penser a celui de la Figure 1.1 dans lequel, pour simplifier
le modele, nous supposons que le mouvement est linéaire. En supposant que les forces de frotte-
ments f; et fo sont proportionnelles, respectivement, aux vitesses v; et vy des voitures avec des
coefficients de proportionnalité o et aw, c’est-a-dire fr = —ayvg pour k = 1,2, un principe fon-
damental de la dynamique donne la représentation d’état donnée par la premiere équation de (1.3)
ot z = (&, v1, &, vy) représente I’ état du systéme, u = (uy, uz) est le contréle (ou la commande) et
les matrices A et B sont données par

0 1 0 0 0 0
0 =@ 0 0 L0

A=l 0 0o 1| B0 o (1.1
0 0 0 7 0

En supposant que la sortie est donnée par y = (& — &, v1 — v, U7 — 09), c’est-a-dire qu’elle est
un vecteur contenant la différence des positions, des vitesses et des accélérations, cette variable de
sortie peut étre réécrite sous la forme de la seconde équation de (1.3) ou les matrices C' et D sont
données par

1 0 -1 0 0O O
C=10 1 0O -1, D=0 0]. (1.2)

0 = (o o2 1 =1

my mo mi m2

Dans (1.1) et (1.2), m; est la masse de la premiere voiture et mo, celle de la seconde.

Observons que dans ces systemes, les matrices A, B, C' et D peuvent étre constantes, ce qui nous
conduit au systeme (1.3), dépendantes du temps (par exemple les coefficients de frottement évoluent
au cours du temps) auquel cas on a un systeme de la forme (1.5) ou dépendantes d’un parametre
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autre que le temps (par exemple, les masses dépendent du nombre de personnes dans ces voitures,
ou les coefficients de frottement de 1’état de la chaussée) et dans ce cas, on a un systeme de la
forme (1.6). C’est ce dernier cas de figure qui nous intéressera dans cette seconde partie ou 1’objec-
tif sera de contrdler une sortie du systeme avec des controles indépendants du parametre.

Nous introduirons la notion d’uniforme ensemble contrélabilité de la sortie qui est une exten-

sion au cadre de la sortie de I’uniforme ensemble controlabilité [34] qui elle-méme est une variante
du concept d’ensemble controlabilité. La notion d’uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie et
celle d’uniforme ensemble controlabilité coincident donc lorsque la sortie est I’état du systeme.
L’ ensemble controlabilité a été introduite pour étudier la contrdlabilité de 1’état des systemes pour
lesquels la dynamique dépend d’un parametre. La principale question est de savoir s’il est possible
de contrdler I’état du systeme avec des contrdles indépendants du parametre. Cette notion semble
avoir été introduite pour la premiere fois dans [60] pour des systeémes quantiques dont la dynamique
est décrite par des équations différentielles ordinaires appelées équations de Block et ou cette dyna-
mique dépend continument de deux parametres.

Dans le cadre des systemes linéaires dépendant de parametres représentés par 1’équation d’état
du systeme (1.6), plusieurs travaux existent dans la littérature sur 1’ensemble contréolabilité. On peut
citer par exemple [34,43,58,61,95], références dans lesquelles on donne des conditions nécessaires
et/ou suffisantes d’ensemble contrdlabilité.

Dans [61], les auteurs étudient 1’ uniforme ensemble controlabilité de 1’état du systeme (1.6) dans
le cas ol les matrices du systeme ont une dépendance linéaire par rapport au parametre. Dans cette
référence le parametre appartient a un compact de R. Le méme probleme est considéré dans [79]
ou cette fois-ci la dépendance des matrices n’est pas supposée linéaire par rapport au parametre et
I’espace dans lequel appartient le parametre est un compact de R?. Dans cette référence, des condi-
tions nécessaires et/ou suffisantes ont été établies avec une attention particuliere sur les structures
en parallele et en cascade. Les auteurs montrent en particulier que dans le cas ol les matrices de
I’état de ce systeme sont réelles analytiques, il est nécessaire que d soit inférieur ou égal a deux pour
avoir I'uniforme ensemble controlabilité de 1’état. Plus récemment, dans [34], les auteurs montrent
que dans le cas d’une seule entrée dans 1’équation d’état du systeme (1.6), il est nécessaire que 1’en-
semble dans lequel appartient le parametre soit d’intérieur vide dans C. Notons que dans cet article,
I’équation d’état est posée avec un parametre appartenant a un compact de C. Dans [25], ’auteur
prouve que cette condition reste nécessaire si les matrices du systemes sont réelles analytiques ceci
quelque soit le nombre d’entrées.

Méme si des efforts considérables ont été faits dans ce cadre pour donner des conditions permettant
de vérifier si ces systemes sont ensemble contrdlables, d’importantes questions restent cependant
ouvertes. Par exemple, une des questions ouvertes a ce jour et dont nous apporterons des contribu-
tions dans cette these est de savoir si I’uniforme ensemble contrdlabilité peut avoir lieu si I’espace
de paramétrisation P n’est pas d’intérieur vide dans C ceci quelque soit le nombre d’entrées dans
le systeme.

Dans cette seconde partie, nous établirons des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’uniforme
ensemble controlabilité de la sortie et donnerons des obstructions a 1’uniforme ensemble controla-
bilité.

Les systemes suivants feront donc objet d’étude dans ce manuscrit.

% Les systemes linéaires a temps invariant (LTI) dans le cadre continu. Ces systémes sont re-
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présentés, pour tout ¢t € R, , par

) (1.3)
)

Les systemes LTI dans le cadre discret, représentés, pour tout £ € N, par

{ Tpe1 = Az + Bug, (1.4)

Yk = Cuzp+ Duy,

Les systemes linéaires a temps variants (LTV) représentés par

{x'(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (15)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)u(t). ’

Dans ce qui précede, pour tout ¢t € Ret k € N, A(t) € R, B(t) € R, C(t) € RY,
D(t) € R:, x(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R,z € R", up, € R™ety, € R7avec metn
dans N*.

Les systemes LTI dépendants d’un parametre, représentés par

{:t(t,é’)) = A(0)xz(t,0) + B(0)u(t),

— C(0)a(t,6) + D(O)ult), (1.6)

ou f# est un parametre appartenant a un compact P avec v un contrdle indépendant de 6. Ici,
pour tout § € Pettoutt € R, ona A(f) € X(P)r, B() € X(P),, C(0) € X(P)y,
D(0) € X(P)L, xz(t,0) € X(P)™, u(t) € C™, y(t,0) € X(P)? avec X(P) un ensemble de
fonctions définies sur P a préciser.

Pour les systemes (1.3) a (1.5), nous nous intéressons aux conditions d’existence d’un contrdle
u permettant d’avoir une valeur de sortie désirée en temps fini. De plus, lorsque ce contrdle existe,
nous en proposons un qui est de norme minimale et qui permet d’atteindre la valeur de sortie dési-
rée en temps fini. Pour le systeme (1.6) seules les conditions d’existence d’un contréle permettant
d’atteindre les valeurs de sortie désirées feront I’objet de notre étude dans ce manuscrit.

Précisément,

nous considérons les systemes (1.3) et (1.5) puis étudions la controlabilité de 1’état vers la
sortie introduite par J. Bertram et P. Sarachik dont la question principale est la suivante :

“Etant donnés x, € R" ety, € RY, existe-t-il une commande permettant d’envoyer
en temps fini la sortie du systeme a la valeur y; en partant de xq ?”



Chapitre 1. Introduction générale

Oy

L’ objectif de ce premier point sera d’étendre les résultats de Hautus (2.2.1.d) et (2.2.1.e) au
cadre de la sortie et d’exhiber, dans la mesure du possible, des expressions de contrdles per-
mettant d’envoyer la sortie du systeme vers une valeur désirée en un temps fini a partir de
n’importe quelle donnée initiale en état. D’autres criteres de controlabilité de 1’état vers la
sortie seront également établis.

Il convient d’insister, méme si nous y reviendrons sous peu, que dans la cadre des systemes
LTI temps discret ou continu, une condition de type Kalman, que nous rappelons dans le
Théoreme 3.1.1, avait été déja établie par J. Bertram, E. Kreindler et P. Sarachik dans [13,52].
Notons aussi qu’un critere relatif a une matrice grammienne a été donné dans les références
précédentes. En revanche, les criteres de type Hautus n’ont pas connus d’extension au cadre
de la sortie méme dans le cas ou la matrice D est nulle. En effet, la présence de la matrice
C rend I’analyse plus délicate. Nous proposerons une méthode basée sur I'utilisation des es-
paces propres généralisés de la matrices A pour contourner cette difficulté dans le cas général
(D non-nulle) et nous verrons que ces criteres sont importants dans la compréhension du
probleme de controlabilité de systemes de type (1.6). Ceci sera fait dans le Chapitre 3.

nous nous intéresserons ensuite a la controlabilité de sortie introduit par C.-T. Chen dans [23]
dont nous résumons la question principale de la facon suivante :

AT, u ?
Vyo 0//\_/\\)0 Vy1
y(t;-)

“ Etant donnés yj et vy, existe-t'il une commande permettant d’envoyer en temps
fini la sortie du systeme a la valeur y; en partant de y, ?”

Comme mentionné un peu plus haut, en faisant la bibliographie sur le concept de contrdlabi-
lité de la sortie, nous avons constaté qu’il y a une confusion entre cette notion et celle de la
controlabilité de |’état vers la sortie présentée au point précédent.

Dans [23], on lit précisément la définition suivante :

[23, Definition 5.10] : Le systeéme LTI temps continu donné dans (1.3) est contro-
lable en sortie au temps %, si pour tout y; il existe un temps t; > ty et une entrée
Uf, +,) transférant la sortie du systeme de y(to) = 0 a y(t1) = yi.

Cette définition a été introduite dans le cas ou la matrice D est nulle mais pour illustrer le
probleéme, la présence de cette derniere n’est pas préjudiciable.

En regardant d’un peu plus pres cette définition, on se rend compte qu’elle est ambigué. En
effet, observons que pour avoir une trajectoire de sortie, il faut d’abord résoudre le systeme
LTI a temps continu (1.3). Ce qui nécessite une donnée initiale en état. Observons que pour
toute donnée initiale en état x, et toute entrée initiale ug, on a une unique sortie initiale y(to) =
Cxo+ Duy. En revanche, pour une donnée initiale de sortie yo, I’ensemble des x, et ug pouvant
engendrer y, n’est pas en général réduit a un singleton, car c’est I’ensemble des solutions de
Cxo + Dugy = yo. La question qui se pose est donc de savoir a quelle trajectoire de sortie on
fait allusion dans la définition précédente.
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Le critere de contrdlabilité mentionné dans cette référence comme nécessaire et suffisant, sans
preuve, est celui du rang de Kalman étendu (donné dans [52]) au cadre de la sortie pour la
controlabilité de I’état vers la sortie. Ceci, sans doute parce qu’il est facile de confondre les
deux notions. Mais comme nous le verrons, cette condition dite nécessaire et suffisante, que
nous rappelons dans (3.1.1.b), ne sera que suffisante et ceci dans certains cas particuliers.

Dans le soucis de donner une description rigoureuse sur cette notion de controlabilité de sortie,
nous introduisons deux nouvelles notions de contrdlabilité de sortie a savoir la controlabilité
simple de sortie et la controlabilité globale de sortie. Pour la contrdlabilité simple, on se po-
sera la question si pour tout couple (y,y1), il existe un couple (xq, ug) tel que Cxg+ Dugy = yo
et un controle u tels que la trajectoire de sortie avec xy comme état initial vaille y; en temps
fini avec des trajectoires de sortie continues, ceci a des fins pratiques. En ce qui concerne
la controlabilité globale, on se posera la question si pour tout (yg,y1), il existe un controle
u permettant d’avoir la valeur y; en temps fini, ceci quelque soit le choix de 1’état initial x
tel qu’il existe ug satisfaisant C'xg + Dug = yo. Nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes de contrOlabilité et montrons comment construire, dans la mesure du possible, des
lois de commandes pour la réalisation du transfert désiré.

Nous verrons que ces notions sont différentes de celle évoquée au point 7 et qu’ils com-
portent des subtilités non-triviales.

Nous considérons enfin le systeme (1.6) dans lequel P est un compact du plan complexe et
X(P) désigne I’espace des fonctions continues de P a valeurs complexes. Nous nous intéres-
sons a la question suivante :

“ Pour tout xp € X(P)" et y; € X(P)9, existe-t’il un temps fini 7" > 0 et un
contrdle continu v indépendant de 6 tels que la trajectoire de sortie du systeme (1.6)
vaille y; au temps 7' en partant de x, avec © comme controle, c’est-a-dire

y(Tae;X(]?u) = yl(e)a Vo € ’])‘? 7

Nous illustrons cette question sur la figure suivante.

c™ o

ﬁ 3T, u ? -
? ¢ =

x0(0) y(t 0ix0, u) g (0)

Dans le cas ou P est de cardinal fini, nous verrons que le probleme de controlabilité ci-dessus
est un probleme de controlabilité en dimension finie. Des résultats de contrdlabilité seront
déduits grace aux résultats établis au point (O1).

Dans le cas ou P est de cardinal infini, le probleme précédent est souvent appelé, dans le cas
ou la sortie est 1’état, probleme d’ensemble controlabilité exacte ou complete. Dans ce cadre,

7
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il est connu ([34, 88]) que I’ensemble contrdlabilité exacte de I’état en temps fini ne peut pas
avoir lieu. On verra que ce résultat reste vrai dans le cadre de la sortie.

De ce fait, on s’intéressera a une version faible de I’ensemble controlabilité que nous appel-
lerons uniforme ensemble controlabilité de la sortie définie de la facon suivante :

“ Pour tout xy € X(P)", tout y; € X(P)? et tout ¢ > 0, existe-t-il en temps fini
T > 0 et un contrdle u continu indépendant du parametre 6 tels que la trajectoire de
sortie du systeme (1.6) avec xo, comme état initial et © comme controle satisfasse

||y(T7 ';Xo,U) - yl()HOO < e?r

Nous illustrons cette notion sur la figure suivante.

cn ct

xo(0) Y Oix0.w) g (g)

Nous établirons des conditions nécessaires et suffisantes d’uniforme ensemble contrdlabilité
de la sortie et des obstructions a I’uniforme ensemble contrdlabilité.

1.2 Organisation du manuscrit

Le Chapitre 2 fera I’objet de rappels. La premiere partie du manuscrit fera 1’objet des Chapitres 3
et 4 tandis que la seconde partie fera I’objet du Chapitre 5. Le Chapitre 6 servira de conclusion et
de perspectives.

Détaillons avec plus de précision le contenu de chaque chapitre.

Au Chapitre 2, nous introduisons quelques outils mathématiques utiles pour la compréhension

du reste du manuscrit. En particulier, nous rappelons quelques résultats sur la contrdlabilité d’état
des systemes linéaires a temps variant et invariant en dimension finie.
Tout lecteur familier avec la controlabilité de I’état des systemes linéaires en dimension finie et
tenté de ne pas lire ce chapitre est cependant invité a prendre connaissance du contenu de la Propo-
sition 2.2.4 et du Lemme 2.2.5. Dans la Proposition 2.2.4, nous rappelons une conséquence du test
de Hautus sur la contrdlabilité des systemes linéaires a temps invariant qui sera d’une tres grande
utilité au Chapitre 5 et dans le Lemme 2.2.5 nous montrons qu’il est possible d’imposer de la ré-
gularité et des valeurs au contrdle sans perdre la controlabilité de 1’état du systeme LTI. Ce résultat
semble classique mais nous n’avons pas été en mesure de le localiser dans la littérature. Ce résultat
sera utilisé dans le Chapitre 3.
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Dans le Chapitre 3 nous exposons explicitement nos contributions sur la notion de contrélabilité
de ’état vers la sortie mentionnées au point ;. Nous considérons en premier lieu les systemes li-
néaires a temps invariant représentés par le systeme (1.3). Nous faisons un état d’art de la littérature
a ce sujet puis établissons les analogues des tests de Hautus (2.2.1.d) et (2.2.1.e) pour vérifier la
controlabilité de I’état vers la sortie de ces systemes. D’autres criteres de contrdlabilité sont égale-
ment établis. Ensuite, dans le cas ol le systeéme est controlable de 1’état vers la sortie en temps fini,
nous construisons une loi de commande pour atteindre les valeurs de sortie désirées. Enfin, nous éta-
blissons aussi des conditions nécessaires et suffisantes de controlabilité de 1’état vers la sortie pour
les systemes linéaires a temps variant représentés par le systeme (1.5). Dans le cas ou ces systemes
sont contrOlables, des expressions explicites de controles sont également données afin d’atteindre
les valeurs de sortie désirées.

Dans le Chapitre 4, nous exposons de facon détaillée les deux notions de contrdlabilité mention-
nées au point O, a savoir la contrdlabilité simple et globale de la sortie. Nous donnons également
des conditions nécessaires et suffisantes de controlabilité puis construisons des lois de commandes
pour avoir les valeurs de sortie désirées a partir de valeurs de sortie a I’instant initial. Nous montrons
que ces deux notions ne sont pas équivalentes a celle discutée au point précédent. L'une des diffé-
rences €tant que, contrairement a la notion de controlabilité de 1’état vers la sortie, la contrdlabilité
simple et la controlabilité globale de la sortie sont des concepts qui dépendent du temps. Nous mon-
trerons par ailleurs, a travers un exemple non trivial, que la contrélabilité simple des systemes (1.3)
n’implique pas, en général, la controlabilité simple en temps fini. Ce qui est contre intuitif pour un
systeme linéaire a temps invariant. Des criteres dans le cas des systemes linéaires a temps variant
seront également établis. A la fin de ce chapitre, nous résumons dans un tableau les liens entre les
différentes notions de controlabilité de la sortie discutées dans les Chapitres 3 et 4.

Dans le Chapitre 5, nous présentons nos résultats sur la notion d’uniforme ensemble contrédla-
bilité de la sortie évoquée au point O3. En premier lieu, nous déduisons des résultats d’uniforme
ensemble controlabilité de la sortie dans le cas ou le parametre appartient a un sous-ensemble de
cardinal fini du plan complexe griace aux résultats établis au Chapitre 3. Ensuite, nous donnons des
obstructions a I'uniforme ensemble contrélabilité de 1’état du systeme (1.6). Nous montrons que si
le spectre de A(f) rencontre 1’axe réel pour tout ¢ dans I’espace de paramétrisation P, alors la paire
(A(9), B(#)), ne peut pas étre uniformément ensemble controlable si P est d’intérieur non-vide
dans C. De méme, nous montrons que si les matrices A et B sont assez régulieres par rapport au
parametre, alors il est nécessaire que P soit d’intérieur vide pour que le systeme soit uniformément
ensemble controlable. Nous montrons que dans le cas ou les matrices impliquées dans (1.6) sont
holomorphes, cette condition reste nécessaire pour I'uniforme ensemble controlabilité de la sor-
tie. Des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’uniforme ensemble controlabilité de la sortie sont
établies pour des structures particulieres, en particulier les systemes en parallele et en cascade. Enfin
une application a la contrélabilité en moyenne [99] et quelques illustrations numériques concluent
ce chapitre.

Nous terminons ce manuscrit avec une conclusion et des questions ouvertes au Chapitre 6.
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1.3 Publications et conférences
Publications

Les résultats des Chapitres 3 et 4 sur les systemes linéaires a temps invariant ont donné lieu a
I’article suivant soumis dans le journal Automatica.
e B. Danhane, J. Lohéac, and M. Jungers. Characterizations of output controllability for LTI sys-
tems. Preprint, 2020.

Une partie des résultats obtenus sur les systemes linéaires a temps variant a donné lieu a I’article
e B. Danhane, J. Lohéac, and M. Jungers. Contributions to output controllability for linear time
varying systems. IEEE Control Systems Letters, 6 :1064—1069, 2021.

Enfin, le contenu du Chapitre 5 a donné lieu a I’article suivant en cours de rédaction pour sou-
mission.
e B. Danhane, J. Lohéac, and M. Jungers. Conditions for uniform ensemble output controllability
and obstruction to uniform ensemble controllability.

Conférences

Durant ces trois années de these, j’ai participé aux conférences suivantes :

1. SMAI 2021, Grande-Motte, Montpellier, France.
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Dans le présent chapitre, nous rappelons quelques outils mathématiques qui seront utiles dans la
suite du manuscrit. Il comporte quatre sections. Dans la Section 2.1, nous introduisons la notion
de résolvante d’une équation différentiable linéaire d’ordre 1 et donnons quelques unes de ces pro-
priétés. Dans la Section 2.2, nous rappelons les outils nécessaires sur la contrdlabilité de 1’état des
systemes linéaires a temps invariant. La Section 2.3 contient des rappels sur la contrdlabilité de
I’état des systemes linéaires a temps variant et la Section 2.4, la conclusion.

2.1 Quelques outils mathématiques

Soient A € L2 (R)?, B € L2 (R)? deux matrices. L’objectif de cette partie est d’introduire la

loc loc
notion de solution du probleme de Cauchy

#(t) = A()z(t) + Bt)ult), (ty) = xo € R, @.1)

ou z(t) € R", u(t) € R™.
Pour ce faire, nous introduisons la notion de résolvante de 1I’équation #(t) = A(t)z(t) et donnons
quelques unes de ses propriétés qui seront utiles dans la suite du document.

Définition 2.1.1. On appelle résolvante de I’équation différentielle ©:(t) = A(t)x(t), t € R, I'ap-
plication R définie par (t,7) € R* — R(t,7) € R} telle que pour tout (t,7) € R?, M(t) = R(t,T)
soit 'unique solution du probléme de Cauchy suivant : M (t) = A(t)M (t) avec M (1) = I,,.

La proposition suivante, donnant quelques propriétés de I’opérateur résolvant, peut €tre trouvée
dans [27, Proposition 1.5] ou [2, Lecture 18] :

Proposition 2.1.1. Pour A € L2 (R)", ona R € C(R?)" et

loc
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(2.1.1.a) R(7,T) = I, pour tout T € R,
(2.1.1.b) R(t1,7)R(T,t3) = R(ty,t2) pour tout (t,7,t;) € R3.
(2.1.1.c) Si A€ CFR)" alors R € C*1(R?)" et

OR(t, ty) = A(t)R(t,t2), O4R(t1,t) = —R(t1,t)A(t), (t € R).
(2.1.1.d) Si A est une matrice constante, alors pour tout (t,7) € R?, R(t,7) = "4,

Une fois cette notion de résolvante introduite, il nous suffit de rappeler que pour u € L;° (R)™,
le probleme (2.1) admet une unique solution continue donnée par
t
(t;to, x0,u) = R(t, to)xo + Ecu, ot ESu = / R(t,7)B(r)u(r)dr. 2.2)
to
Dans le cas ou les matrices A et B sont constantes, il suit de (2.1.1.d) que la solution précédente
devient .
z(t; ty, o, u) = et + Eju, ou Eju= / e ABu(r)dr. (2.3)
to

I1 est souhaitable de garder a I’esprit I’opérateur EY ; caronen fera appel dans le Chapitre 3. Le “e”
en exposant de E7 est mis pour faire référence a état.

2.2 Rappels sur la controlabilité d’état des systemes linéaires a
temps invariant

Dans ce paragraphe, nous faisons un petit rappel sur la notion de contrdlabilité d’état des sys-
temes linéaires a temps invariant. A cet effet, considérons le systeme LTI

i(t) = Azx(t) + Bu(t), 2.4)

ou A e R BeR!, x(t) € R"etu(t) € R™ pour tout t € R. Dans cette équation, la variable =
représente 1’état du systeme et u la commande (ou encore le contrdle) a appliquer au systeme. La
controOlabilité d’état du systeme (2.4) s’énonce comme suit :

Définition 2.2.1 ([27, Définition 1.2]). — Le systeme (2.4) est dit contrdlable en état au temps
ty > to si pour tout état initial x, € R" et tout état final x; € R", il existe un controle
u € L>([to, ts])™ tel que la solution de I’équation (2.4) avec xo comme état initial au temps
to et u comme controle, satisfasse x(ts;to, Xo, u) = X;.

— Il est dit contrdlable en état si pour tout état initial x, € R" et tout état final x; € R", il existe
un temps ty > to et un controle u € L>([to,ts])™ tels que la solution de I’équation (2.4) avec
X comme état initial au temps t, et u comme controle, satisfasse x(ty;t, X0, u) = X;.

D’autres notions de contrdlabilité d’état comme celle de la contrélabilité complete d’état sur un
intervalle, la controlabilité compléte en un temps fini, la controlabilité complete, la controlabilité
uniforme, la contrélabilité totale pour ne citer que celles-1a existent et peuvent étre trouvées par
exemple dans [29, 82]. Comme on peut le voir dans toutes ces références, ces notions de controla-
bilité d’état, pour le systeme (2.4), sont équivalentes a la notion de contrdlabilité d’état en temps
ty > 0 introduite dans la Définition 2.2.1 qui est, elle-méme, équivalente a la contrélabilité en état.

Pour caractériser la contrdlabilité de 1’état de ce systeme, plusieurs criteres ont été établis. Nous
rappelons ceux qui nous seront utiles dans le théoréeme suivant. La preuve de ce théoreme peut Etre
trouvée dans les références susmentionnées.
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Théoreme 2.2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(2.2.1.a) Le systéme (2.4) est controlable en état au temps 1§ > {.

(2.2.1.b) L'application Ef : L*([to, 7])™ — R", définie par (2.3) est surjective.
(2.2.1.c) rk(B|AB|A*B|...|A"'B) =n.

(2.2.1.d) rk(A —\I,|B) =n,V\ e C.

(2.2.1.e) ker(BT)Nker(AT — \I,) = {0"},VA € C.

t

(2.2.1f) Gf = / D otr=mARRBT o(ti—DAT 1 < or.
to

Remarque 2.2.1.

1l faut noter qu’il n’est pas nécessaire de vérifier les criteres (2.2.1.d) et (2.2.1.e) pour tout X dans C.

11 suffit de les vérifier pour tout X € o(A) car si A n’est pas une valeur propre de A, on a automati-

quement tk (A — \I,,) = n (et par dualité ker(AT — \I,,) = {0"}).

Remarque 2.2.2.

L’application Eff est généralement appelée application entrée-sortie. La preuve de I’équivalence
entre (2.2.1.a) et (2.2.1.b) peut étre trouvée dans [85, Lemme 2.2.2]. La condition (2.2.1.c) est
connue sous le nom de la condition de rang de Kalman établie par Kalman dans [47, Corollary
5.5]. Les criteres (2.2.1.d) et (2.2.1.e) sont les tests de Popov-Belevitch-Hautus (connus sous le nom
de tests de Hautus) et peuvent étre trouvés dans [11,42,71]). La matrice fo définie dans (2.2.1.f)
est en général appelée Grammien de controlabilité d’état du systeme (2.4). Ce dernier critere a
aussi été établi par Kalman dans [47, Proposition 5.2].

Une autre notion li€e a la contrdlabilité de I’état qui sera utile par la suite est celle d’accessibilité
donnée dans la définition suivante.

Définition 2.2.2 ([85, Définition 2.1]). L’ensemble des points accessibles depuis x, en temps t;
avec des controles dans L™ ([to, ts])™ est défini par

Acct(xo,tr) = {x(ts; to, %0, w) : w € L>([to, tf])™}.
ou x(ts; to, Xo, u) est donné par I’équation (2.3).

De la Définition 2.2.1, la contrdlabilité en état au temps ¢ du systeme (2.4) est donc équivalente
a Acc®(xo,tr) = R", ceci pour tout xy € R”.

Dans le lemme suivant, nous rappelons une caractérisation de 1’ensemble accessible pour le sys-
teme (2.4). Un exposé plus détaillé sur cette notion peut étre trouvé dans [85, Chapitre 1], référence
dont est issu ce lemme.

Lemme 2.2.2. Soit x) € R", I’ensemble de tous les états qui peuvent étre atteints depuis xo au
temps t avec des controles dans L>([to, ts])™ est donné par

Acc*(xo,ty) = {e® ™%} + Im [B|AB|A’B| ... |A"'B] . (2.5)

Remarque 2.2.3.

1l est connu, et ceci peut étre vu a travers le Lemme 2.2.2 et (2.2.1.f), que la contrdlabilité de 1’ état
du systeme (2.4) ne dépend ni de |’état initial du systeme, ni du temps de contréle. De facon plus
explicite, si [’on peut atteindre tous les états en un temps ty > to a partir d’un état initial en ty, alors
on peut atteindre n’importe quel état en n’importe quel temps t > t, et ceci a partir de n’importe
quel état initial du systeme au temps t.
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Lorsque le systtme (2.4) est contrOlable en temps ¢y, Kalman exhibe grice a la matrice fo

I’expression du controle de norme L?([to, t;])™ minimale permettant de réaliser le transfert désiré.
Plus précisément, on a le théoreme suivant.

Théoreme 2.2.3 ([47]). Supposons que le systeme (2.4) soit contrdlable en état en un temps ty.
Alors pour tout X, et X1 dans R", le controle
u(t) = BTeltr=0AT (gff)il (Xl - e(tf_tO)AX()) .t € [to, ty]
envoie le systéme initialement en X au temps 1y a I’état x, au temps t¢.
De plus, ce contréle est I’'unique minimiseur de

. 1 rtr 9
min 5/ |u(T)|%, dT
05 f) )
x; — ety Ay, = Ej u.

Dans le théoreme précédent, notons que méme si 1’application E ; n’a pas €été définie pour des
contrdles dans L*([to, t;])™, elle s’étend naturellement a cet espace.

L’expression du contrdle donnée dans ce théoreme est plutdt utile sur le plan théorique car cette
dernicre permet de vérifier a la main que 1’on peut effectivement envoyer x, sur x; au temps ¢;. Le
probleme de minimisation peut étre aussi utile pour des fins numériques afin d’éviter le calcul de
I’inverse de la matrice fo qui peut étre coliteuse. Cependant, en pratique, on utilise beaucoup plus
la méthode de I’état adjoint pour calculer le controle optimal car cette derniere permet de ramener
le probleme d’optimisation (2.6) posé en dimension infinie a un probleme d’optimisation en dimen-
sion finie.

Le calcul numérique du contrdle optimal par la méthode de I’état adjoint est basé sur la méthode
HUM (Hilbert Uniqueness Method) introduite par Jacques-Louis Lions dans [62] et présentée en
détail dans le cadre des systemes linéaires en dimension finie dans [27, Section 1.4, p.19].

Le processus est le suivant : on cherche @° solution du probléme de minimisation

1 t
min J(°) =5 [ IBTeW, dt = (x1,6%) + (x0,6(0)) 0

to
| P ER,
ot pour tout ° € R", la fonction ¢ dans J(¢°) est solution de I’équation adjointe

: T
poo= A (2.8)
ty) = ¢° '
plty) = ¢
On montre que la contrdlabilité de 1’état est équivalente a une inégalité d’observabilité inférant a la
fonctionnelle J les propriétés de stricte convexité et de coercivité, ce qui montre que le probleme de
minimisation (2.7) admet un unique minimiseur.

Comme J est différentiable et convexe, la condition d’optimalité du premier ordre montre que @°
est solution de

e ~0 tr—tp)A
Gy, ¢ = x; — ey,

On résout ensuite 1’équation (2.8) avec @° pour avoir ¢ et on montre que I’expression de la com-
mande optimale u est donnée
a(t) = BT@(t), t € [to,ty]. (2.9)
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Observons que la méthode de 1’état adjoint permet de ramener un probleme d’optimisation sous
contrainte en dimension infinie, celui (2.6), a un probléme d’optimisation en dimension finie, ce-
lui (2.7), beaucoup plus simple a résoudre.

Pour plus de détails sur la méthode de 1’état adjoint, le lecteur pourra consulter [54,55,98].

Rappelons la proposition suivante qui donne une condition nécessaire de contrdlabilité d’état
basée sur le rang de la matrice B et la multiplicité géométrique des valeurs propres de la matrice A.
C’est un corollaire du test de Hautus (2.2.1.d). Cette proposition nous sera utile dans le Chapitre 5.

Proposition 2.2.4 ([82, Exercice 3.3.9]). Si le systeme (2.4) est contrdlable en état alors la multi-
plicité géométrique de chaque valeur propre de A est au plus le rang de B.

Pour clore cette discussion sur la contrdlabilité de 1’état des systemes LTI, nous donnons le
lemme suivant qui sera utilis€ dans le Chapitre 3. Ce lemme stipule que si I’on est en mesure
d’envoyer I’état du systeme (2.4) d’une valeur donnée a une autre, on peut toujours faire la méme
chose, cette fois-ci avec une commande continue dont on peut imposer et la valeur initiale et la
valeur finale au départ. Ce résultat semble classique, mais n’ayant pas trouvé la référence adéquate,
nous proposons une preuve de ce résultat.

Lemme 2.2.5. Soient xo € R" et x; € Acc®(xg,tf). Pour tout ug € R™ et tout u; € R™, il existe
un controle u € C([to, ts])™ tel que u(ty) = v, u(ty) = uy et x(ts;to, X, u) = x3.

~ N~

Démonstration. Considérons pour v € L*([to, t4])™, le systeme z(t) = AZ(t) + Bu(t), ot & €
R™*™  avec les matrices A et B définies par

om o ntms I,

A= (A B) eR™™ B — (Onm> € R, (2.10)

Enécrivant 7 = (x7,w')" oiz € R" etw € R™, on déduit de (2.5) que pour tout %o = (x4, W ) ',

Acc (%o, ty) = {"~"%} + Im [B|AB|A%B...|A™ 1B,

ot Acc* (Xo,tf) est ’ensemble de tous les points (de R"*"™) qui peuvent étre atteints a partir de X
au temps ¢ avec des controles dans L>([to, ts])™.

En observant que
DIARIA2R 1t 5 n n+m—1
Im[BlABIfPBI...!A"W*lB} = Im [Om B AB ... A 317

L, O™ o™ ... Q"

= Im[B|AB|A%B|...|A"'B] x R™,
et que

_ t _
e(tf*tO)ANO = (e(tf 0lxg + Jid el's =94 Bw, dt)
Wo ’

on déduit, en remarquant au passage que [,/ (/=04 Bw, dt € Im [B|AB|A2B] ... |A" ' B], que

Acct (%o, t7) = Acc®(xo,t7) x R™.
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Remarque 2.2.4.

On peut voir, en itérant le Lemme 2.2.5, qu’en fait si on peut atteindre un état du systeme avec un
controle essentiellement borné, on peut aussi [’atteindre avec un contréle infiniment dérivable tout
en imposant, a toutes les dérivées de ce controle, les valeurs désirées au temps initial et final.

En fait, dans le Lemme 2.2.5, ce n’est pas la régularité du contrdle qui importe mais le faite qu’on
puisse imposer les valeurs voulues au temps initial et final. En effet, pour la régularité, on a vu dans
le Théoreme 2.2.3 qu’on peut méme construire des contrdles analytiques. L’apport de ce lemme
réside donc dans le fait qu’en plus de l’analyticité, on peut imposer en méme temps, la valeur
initiale et la valeur finale de ces contréles.

2.3 Rappels sur la controlabilité d’état des systemes linéaires a
temps variant

Dans le cadre de la controlabilité des systemes linéaires a temps variants, ¢’est-a-dire, celle
des systemes de type (2.1), des études sur la contr6labilité de 1’état de ces systemes avaient été
faites par Kalman dans le méme article que celui des systemes linéaires a temps invariant, c’est-
a-dire [47]. Plusieurs définitions de contrdlabilité peuvent étre trouvées dans la littérature comme
celle de la controlabilité au temps t, de la controlabilité compléete au temps t, et de la controlabilité
complete, pour ne citer que ceux-la (voir, par exemple, [29, Chapitre 4], [47, Section 5]). Dans ce
manuscrit, nous adoptons la définition suivante qui nous semble plus simple et rigoureuse parce que
I’auteur précise bien ’ensemble des contrdles admissibles mais qui reste équivalente a notion de
controlabilité au temps t.

Définition 2.3.1 ([27, Définition 1.2]). Le systeme (2.1) est dit contrdlable en état au temps t; > tg
si pour tout état initial xo € R" et tout état final x; € R", il existe un controle w € L>([to,ts])™
tel que la solution de I’équation (2.4) avec Xy comme état initial au temps 1, et u comme controle,
satisfasse x(ts; to, Xo, u) = Xy.

Comme critere de contrdlabilité, on a le théoreme suivant :

Théoreme 2.3.1 (|27, Théoreme 1.11]). Le systeme (2.1) est controlable en état au temps ty > t,
si et seulement si la matrice

e [f R(t;, ) B()B() R(t;,1)T dr

t
! 0
est définie positive.

Nous rappelons que I’opérateur résolvante R a été défini dans la Section 2.1.
Ce critere de controlabilité avait été proposé pour la premiere fois par Kalman dans [47, Proposi-
tion 5.2] et sa preuve peut étre trouvée, par exemple, dans [85, Théoreme 2.5], [27, Théoreme 1.11].
Comme on peut le voir a travers ce théoreme, la contrdlabilité du systeme (2.1) ne dépend pas de la
donnée initiale mais dépend cette fois-ci du temps de contrdle.

Tout comme dans le cadre des systemes linéaires a temps invariant, lorsque le systeme (2.1) est
controlable en €tat en un temps ¢y > %y, on peut construire, pour tout état initial x, € R" et tout
état x; € R" un contr6le permettant d’envoyer 1’état du systeme a la valeur x; au temps t;. Plus
précisément, des références précédentes, on a le théoréeme suivant.
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Théoreme 2.3.2 ([27, Proposition 1.13]). Supposons que le systeme (2.4) soit contrdlable en état
en un temps ty. Alors pour tout xg et x; dans R", le controle
—1
u(t) = B(t)"R(ts,t)" ( ff) (x1 — R(ts,to)x0), pour presque toutt € [tg,1y]
envoie le systéme initialement en X, au temps ty a I’état final x; au temps t;.
De plus, ce controle est I’'unique minimiseur de

1
min */f’u(T”zndT
2 to
u € L*([to, t4])™,

st — R(t7, to)x0 = /:f Rty 6) B(t)u(t) dt.

Des criteres de contrdlabilité analogue a celui du critere de rang de Kalman (2.2.1.c) existent
dans la littérature, ceci dans le cas ou les matrices du systemes sont régulieres. On a par exemple le
résultat suivant dans le cas ou les matrices sont infiniment dérivables.

Théoreme 2.3.3 ([21, Théoreme 1, p.113]). Soit t; > ¢, et supposons que A et B soient respecti-
vement n — 2 et n — 1 dérivables dans un voisinage de [to, t¢]. Le systéme (2.1) est contrélable en
état au temps ty > to, s’il existe un temps t € [to, 1] tel que

span{d‘B(f)u, u € R™, { € Ng,,_1} = R"
ou ’on a défini
N d
dt
On peut aussi trouver ce résultat et sa preuve dans [81, Théoreme 4], [29, Théoreme 4.5], [21,
Théoreme 1]. Le théoréeme précédent a été étendu au cas ou les matrices A et B sont infiniment

dérivables dans [27, Théoreme 1.18]. De plus, I’auteur montre que dans le cas ou les matrices sont
analytiques, cette condition nécessaire devient suffisante.

0, = —A(t)

Nous terminons ce paragraphe dédié€ a la controdlabilité des systemes linéaires a temps variant
en mentionnant que d’autres criteres de contrdlabilité peuvent étre trouvés dans la littérature et les
références [27,29, 56, 85] offrent une vue globale sur ce sujet.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les outils mathématiques utiles pour la compréhension
des chapitres suivants. Nous avons rappelé ce qu’est 1I’opérateur résolvant pour une équation diffé-
rentielle et les propriétés de cet opérateur. Nous avons aussi fait un rappel sur la controlabilité des
systemes linéaires.
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La notion de controlabilité de I’état vers la sortie pour les systemes linéaires a été introduite, a
notre connaissance, pour la premiere fois, en 1960, par J. Bertram et P. Sarachik dans [13]. Pour
cette notion, il s’agira de se poser la question de savoir si I’on peut atteindre, en temps fini, n’im-
porte quelle valeur de la sortie a partir d’une valeur initiale en état choisie de fagon arbitraire.

Dans [13], seul le systeme LTI a temps discret donné par 1’équation (1.3) avec la matrice D = 0],
est considéré. Une condition analogue a la condition de rang de Kalman a été donnée et sera rappe-
1ée dans la Section 3.2. En 1964, P. Sarachik, I’un des auteurs de I’article précédent, et E. Kreindler
étendent cette notion au cas des systemes LTI temps continu et LTV temps continu dans [52]. IIs
établissent les analogues des criteres (2.2.1.c) et (2.2.1.f) qui seront rappelés dans la Section 3.1 dé-
diée aux systemes LTI temps continu et dans la Section 3.3 pour les systemes LTV temps continu.

Cependant, dans le cas des systemes LTI donnés par I’équation (1.3), certains résultats connus dans
le cadre de la contrdlabilité de I’état n’ont pas connu d’extension. En particulier, les résultats de
type Hautus (2.2.1.d) et (2.2.1.e) n’existent pas. Ceci sans doute a cause de la présence des matrices
C' et D qui rendent I’analyse plus difficile. Aussi, en lisant I’article de Kreindler et Sarachik, on
peut s’apercevoir que si la condition (3.1.1.¢) est satisfaite, on peut construire grace a la matrice £y,
des contrdles discontinus au temps final dont nous rappelons 1’expression dans la Proposition 3.1.2.
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Mais comme on peut le constater, a travers 1’équation (3.1), autoriser une discontinuité au temps
final sur le contrdle peut engendrer une discontinuité sur la trajectoire de sortie, ce qui ne présente
pas d’intérét physique.

Objectifs. L’objet de ce chapitre est d’étendre, dans le cadre des systemes LTI représentés par
I’équation (1.3), les criteres (2.2.1.d) et (2.2.1.¢) dits de Hautus au cadre de la sortie. Toujours dans
le méme cadre, nous établirons une condition analogue au critere de Grammien de controlabilité de
I’état de Kalman (2.2.1.f), qui une fois vérifiée, conduira a des expressions explicites de controles
continus qui permettront de réaliser les transferts avec des trajectoires de sortie continues. Nous
porterons aussi notre attention aux systemes LTV représentés par I’équation (1.5) et nous établirons
des conditions nécessaires et/ou suffisantes de controlabilité de ’état vers la sortie. Dans la mesure
du possible, des expressions explicites de contréles seront données dans le but de pouvoir atteindre
les valeurs de sortie désirées en temps fini, ceci avec des trajectoires de sortie continues.

Notons que dans [52], les auteurs n’utilisent pas la terminologie contrélabilité de [I’état vers

la sortie mais plutdt les notions telles que contréolabilité complete de la sortie, controlabilité to-
tale de la sortie, qui de toute fagon sont, entre-elles, équivalentes dans le cadre des systemes LTI a
temps continu et équivalentes a la notion de contrélabilité de I’état vers la sortie introduite plus tot
dans [13].
Dans ce manuscrit, nous utiliserons la terminologie originelle, c’est-a-dire celle de la contrélabilité
de l’état vers la sortie parce qu’elle nous permet de faire une distinction nette entre la notion de
contrOlabilité qui consiste a envoyer une donnée initiale en état sur une valeur de sortie désirée, ob-
jet d’étude dans le présent chapitre, et une autre notion discutée au Chapitre 4 qui consiste a envoyer
une donnée initiale de sortie sur une valeur désirée de sortie.

Le chapitre est subdivisé en quatre sections. La Section 3.1 sera dédiée aux systemes LTI a
temps continu, la Section 3.2 aux systemes LTI a temps discret et la Section 3.3 aux systemes LTV
a temps continu. Dans chacune de ces sections, nous introduisons rigoureusement le modele consi-
déré, donnons les résultats existants et apportons enfin nos contributions. Nous finissons ce chapitre
avec une conclusion a la Section 3.4.

Les résultats sur les systemes LTI de ce chapitre et ceux du chapitre suivant ont donné lieu a
I’article [30]. Les résultats sur les systemes LTV quant-a eux ont donné lieu a [31] qui a été publié
dans L-CSS-CDC.

3.1 Systémes LTI a temps continu

Dans cette section, nous considérons, pour ¢ € R, le systeéme

.
—
~
N—
|

Ax(t) + Buf(t), (3.1a)
y(t) = Cx(t) + Du(t). (3.1b)
Dans (3.1), u(t) € R™, z(t) € R et y(t) € RY désignent respectivement le contrdle (ou I’entrée ou

encore la commande), I’état et la sortie du systeme a I’instant ¢ ou m, n et g sont des éléments de
N*. On suppose également que A € R, Be R, C' e RY, D € RY..
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3.1. Systemes LTI a temps continu

Soient ¢, et ¢y dans R tels que ¢y < ty. Désignons par U, I’ensemble de controles admissibles
pour le systeme (3.1) c’est-a-dire I’ensemble des controles u pour lesquels pour tout état initial
xo € R™ au temps t(, I’équation (3.1) admet une unique solution telle que I’expression y(t r; to, Xo, )
ait un sens. Le choix de U, sera fixé dans les lignes suivantes. Pour le moment, considérons la
définition suivante.

Définition 3.1.1. — Le systeme (3.1) sera dit contrélable de 1’état vers la sortie au temps ty si
pour tout (xg,y1) € R™ x RY, il existe un controle uw € U, tel que la trajectoire de sor-
tie de ce systeme en partant de Xy au temps to en état vaille y, au temps ty, c’est-a-dire
y(ts;to, %o, u) = y1.

— 11 sera dit contrdlable de I’état vers la sortie si pour tout (Xo,y1) € R™ x RY, il existe un
temps ty > to et un controle u € U, tels que la trajectoire de sortie de ce systeme en partant
de xo au temps ty en état vaille y; au temps tg, ¢’est-a-dire y(ts; to, Xo, u) = yi.

3.1.1 Résultats existants dans la littérature

,,,,,,

Sarachik dans [52]. Dans cet article, les auteurs proposent les critéres suivants en utilisant comme
U, I’ensemble des contrdles continus par morceau. La preuve de ces criteres ne sera pas rappelée
dans ce document et peut €tre retrouvée dans [52].

Théoreme 3.1.1 ([52]). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(3.1.1.a) Le systéme (3.1) est controlable de I’état vers la sortie au temps t§ > t.
(3.1.1.b) tk[CB|CAB|CA%B|...|CA"'B|D] = q.

t
(3.1.1.c) Ky, = [ CetABBTet=747CT dr 4 DDT > 0.

to

Le théoreme précédent résume la liste des criteres que 1’on peut trouver dans la littérature sur
la controOlabilité de 1I’état vers la sortie du systeme (3.1). Aussi, en lisant I’article de Kreindler et
Sarachik, on peut s’apercevoir que si la condition (3.1.1.c) est satisfaite, on peut construire grice a
la matrice K, des controles donnés dans la Proposition 3.1.2.

Proposition 3.1.2. Supposons que le systeme (3.1) soit controlable de 1’état vers la sortie au
temps t¢. Alors, pour tout (xo,y1) € R™ x RY, le controle

BTelts—AT oTjcr 1 — Clelty—to)A sit € [to,tr),
u<t>{ 5 . ot (3.2)

- DTICt_f1 (y1 — Ce(tf_tO)AX()) sit=ty,

envoie X, SUr yi au temps ty.
De plus, ce contréle est I’'unique minimiseur de

1 rt 1
min f/f|u(7')|72nd7'+f|z|31
2 Ji, 2
u € L*([to, ty])™, 2 € R™,
y1— Ce(tf—to)AXO = Cngu + Dz,

ou z représente la valeur finale du controle.

21
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Démonstration.

Supposons que le systeme (3.1) soit contrdlable de I’état vers la sortie et soit £y > ;. Ainsi, le
controle donné par (3.2) dans cette proposition est bien défini et on peut vérifier a la main que ce
contrdle envoie X, sur x; au temps t.

Posons, pour u € L*([to,tf])™ et z € R™

ty 1
Iw,2) =5 [Mu(m)Edr + sl
0

La fonctionnelle J est strictement convexe et différentiable. De plus, I’hypothese de controlabilité
implique donc que le probleéme de minimisation donné dans la proposition précédente est un pro-
bleme strictement convexe sous contrainte affine non vide. De ce fait, on a I’existence d’un unique
minimiseur. Le Lagrangien de ce systéme s’écrit

L(u, z,0) = J(u, z) + (yy — Celtr =04y, CE; u+ Dz,¢), ouy € R

L’existence d’un unique minimiseur (uop, Zopt) €t la condition d’optimalité du premier ordre im-
plique I’existence de ¢, € RY tel que

Vu£<uopta Zopts ¢opt) = Oa vz‘c(uopty Zopts Q/}opt) =0 et V’(/)L(uoph Zopts ¢0pt) = 07

ce qui est équivalent a
Uopt = (Eff)*CTwOPU Zopt = DTwopta Y1 — Ce(tfftD)AXO = (CEff (E:f)*CT + DDT)wopt-

En observant que pour tout ¢» € R", (Ef f)*zp(t) — BTeltr=047y on récupere de ce qui précede
I’expression du contrdle optimal donnée par (3.2) dans la proposition précédente. 0

On peut voir, dans I’expression du contr6le donné dans la Proposition 3.1.2 que I’on aura des
controles continus uniquement si les matrices B, C' et D satisfont C B = D. L’idéal serait, pour des
fins pratiques, d’avoir des contréles continus pour ainsi générer des trajectoires de sortie continues,
ce qui fait plus de sens dans les applications.

3.1.2 Contributions

L’ atteinte des objectifs susmentionnés commence déja par un bon choix de I’ensemble U/, dans
la Définition 3.1.1. En effet, si dans le cadre de la contr6labilité de 1’état évoquée a la Section 2.2.1
I’on peut avoir des trajectoires d’état continues avec des contrdles dans L ([to,?])™, cela n’est
plus vrai pour la sortie dans le cas ou I’on dispose d’une contribution directe de 1’entrée sur la
sortie, ¢’est-a-dire D # 0%, . Plus précisément, pour des contrdles u dans L>([to, ts])™ qui sont des
représentants de classes de fonctions, il ne fait pas sens d’écrire

y(ts;to, xo,u) = Cx(ty; to, %o, w) + Du(ty). (3.3)
Il serait donc plus approprié, pour donner un sens a (3.3), de considérer I’ensemble
{ue Z=(to, t;])™ | ulty) e R™} (3.4)
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3.1. Systemes LTI a temps continu

comme ensemble de contrdles admissibles, ensemble qui contient d’ailleurs 1’ensemble de contrdles
continus par morceau. Mais puisque nous avons pour objectif d’exhiber, dans la mesure du possible,
des lois de commandes continues dans le but de garantir des trajectoires de sortie continues, nous
allons choisir sans perte de généralité U, = C([to, ts])™. Le “sans perte de généralité” dans la phrase
précédente est le résultat de I’observation suivante.

Proposition 3.1.3. Soit xo € R" et y; € R% Si ’on peut atteindre y, au temps t; en partant de X
au temps to avec un controle appartenant a l’ensemble donné a I’équation (3.4), alors il existe un
contréle dans C([to, ts])™ permettant d’envoyer la trajectoire de sortie donnée par (3.3) a la valeur
y1 au temps ty en partant de xo au temps to. De plus,

Acc®(xp,t5) = CAcc®(x0,ty) + Im(D), (3.5)

et par définition, le systeme (3.1) est controlable de I’état vers la sortie au temps 1y si et seulement
si pour tout xo € R", Acc®(xg,t5) = R%

Démonstration.

Pour toute fonction bornée v : [t, ;] — R™, on a d’apres (3.3), Acc®(xo,tp) C CAcc®(xo,ty) +
Im(D). 1l suffira donc de montrer que tout y; dans C'Acc®(xg, ) + Im(D), il existe un controle
continu  tel que y(ts; %o, Xo, %) = yi. Ainsi, I’ensemble accessible avec des contrdles dans 1’en-
semble donné par (3.4) serait égal a celui engendré par les contrdles continus.

A cet effet, on déduit d’abord du fait que y; € CAcc®(xg,t;) + Im(D) Iexistence de x; €
Acc®(xq,t5) et de u; € R™ tels que y; = Cx; + Duy. Ensuite, comme x; € Acc®(xg,f), on
déduit du Lemme 2.2.5 qu’il existe un contrdle continu % tel que u(ty) = uy et z(ty; to, Xo, U) = X;.
Avec le contrdle @, on a y(ts; to, X, @) = Cx(ty; to, X0, @) + Du(ty) = Cxy + Duy = y;. O

Remarque 3.1.1.
De la relation (3.5), il suit qu’une condition nécessaire de contrdlabilité de 1’état vers la sortie est

tk(C|D) = q. (3.6)

Avec (2.5) et (3.5), on voit que les deux notions de controlabilité données dans la Définition 3.1.1
sont équivalentes.

En effet, si le systeme est controlable d’état vers la sortie, il suit que pour tout (xg,y1) € R" x RY,
il existe un temps ty > 1, tel que

y1 € Im(CB|CAB|...|CA" 'B|D) + {Celtr~0)4xy}.

Ainsi, en choisissant xo = 0", pour tout y; € R% on ay, € Im(CB|CAB|...|CA"'B|D)
impliquant que
Im(CB|CAB|...|CA" 'B|D) = R*

et donc la controlabilité de I’état vers la sortie au temps t; du systéme.

Mais puisque la controlabilité de I’état vers la sortie en temps t y implique, par définition, la contro-
labilité de I’état vers la sortie, on a I’équivalence.

De ce qui précede et de (3.5), il suit que si ’on peut atteindre toute valeur de sortie désirée a partir
d’un état initial donné, alors on peut atteindre toute valeur de sortie désirée ceci quelque soit I’état
initial du systeme.
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Remarque 3.1.2.

De la Proposition 3.1.3, on déduit que si I’état du systeme (3.1) est controlable au sens de la Dé-
finition 2.2.1 et que la condition (3.6) est satisfaite, alors le systeme (3.1) est controlable de |’état
vers la sortie.

Dans le théoreme suivant, nous étendons les criteres de type Hautus donnés par (2.2.1.d) et (2.2.1.e)
au cadre de la contrdlabilité d’état vers la sortie. Aussi, nous proposons dans ce théoréme un critere
basé sur I’inversibilité d’une matrice grammienne. Ce critere lorsqu’il est satisfait, nous permettra
de construire des contrdles continus et donc des trajectoires de sortie continues.

Théoreme 3.1.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(3.1.4.a) Le systeme (3.1) est controlable de I’état vers la sortie en temps t§ > {.
(3.1.4.b) L’application linéaire
Eff :C([to, tf))™ — R‘i
u [ et DABy(t) dt + Du(T)

to
est sur]ecnve.

(3.14.c) tk(C|D)=qetIm (DT) ( @ E\ x {Om}) = {O”er}7 ou!

E\ = ker(A])™ N (ﬂZiol ker BT(AI) ), avec ny la multiplicité algébrique de \ dans
le polynéme minimal de A.

K, 0 - 0 (C|D)*
(3.14.d) 1k (C|D) = qetrk O I.(’V O = (n+m)p,
0 - 0 K, (CID)*

Ol;tp = #O-(A)’ {)‘17>‘27"' 7)‘p} = U(A)’ K)‘ = (j\g/\ I?n) € RZiW:L)\+1 et M)\ -

(A AP 'B|--|A\B|B) € R:

n+nym:*

t t
(3.14.¢) G = /tof H(ty,m)H(t,7)" dr > 0, oi H(t;, ) = /Tf Celtr D4R dt 4 D.
Avant de donner une preuve de ce théoreme, faisons quelques remarques.

La Remarque 3.1.3 montre que la propriété classique d’indépendance en temps de la contrdla-
bilité en état reste vraie dans le cadre de la contrdlabilité de I’état vers la sortie.
La Remarque 3.1.4 montre que dans le cas ou la sortie est I’état (¢ = n, C' = [, et D = 07) alors
les criteres des Théoremes 3.1.1 et 3.1.4 se réduisent a ceux du Théoreme 2.2.1.
La Remarque 3.1.5 illustre le fait que si la condition (3.1.4.c) est satisfaite avec o(A) remplacé par
n’importe quel ensemble A de cardinal fini, alors on a la contrdlabilité de 1’état vers la sortie du
systeme (3.1). C’est en fait une équivalence.

Remarque 3.1.3.
On peut remarquer, a travers les critéres (3.1.1.c) et (3.1.4.e), que si le systeme (3.1) est contrdlable
de I’état vers la sortie au temps ty > to, alors il est controlable de I’état vers la sortie au temps T,

1. On rappelle que Ay := A — A\, a été défini dans les notations du manuscrit.
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ceci pour tout I’ > 1.

En effet, en remarquant que gff est semi-définie positive, il suit que si cette matrice est définie
positive pour un temps ty > ty alors, par linéarité de I'intégrale, elle reste définie positive pour tout
temps supérieur a ty.

Pour un temps T satisfaisant ty < T < ty, on observe qu’en supposant que G: n’est pas définie
positive qu’il existe un vecteur 1 € RY\ {0} tel que n' G3n = 0. Il suit donc que H(7,t)'n = 0™
pour tout t € [ty, 7| et puisque U'application t — H(1,t)"n est analytique, on déduit grace au
théoréme de prolongement analytique que H (-, t)"n s’annule identiqguement sur R contredisant le
fait que gg‘f soit définie positive.

Remarque 3.1.4.

Dans le cas o q = n, C' = I, et D = 0}, on voit que les criteres (3.1.1.b), (3.1.1.c) et (3.1.4.b)
sont respectivement les mémes que (2.2.1.c), (2.2.1.f) et (2.2.1.b).

Le critere (3.1.4.e) ne se réduit pas exactement a (2.2.1.f) mais il est facile de voir que s’il existe
un vecteur n € R™ \ {0} tel que n"el'i=V4B = 0, pour tout t € [to,ts] alors n" H(ts,t) =
fttf nTe®r==ABds = 0, pour tout t € [to,t¢]. La réciproque s’obtient en dérivant I’équation
n"H(ts,t) = 0,, par rapport a t.

On remarque également que (3.1.4.c) devient @,c,(a) Ex = {0"}. Ce qui est équivalent, en vertu
de la somme directe, a Ey = {0"} pour tout \ € o(A) qui est elle-méme équivalente a ker B" N
ker A = {0"} pour tout \ € C c’est-a-dire au critére (2.2.1.d).

En effet, pour tout \ € C, ker BT Nker A] C E\ et réciproquement, s’il existe \ € C tel que
E\ # {0"}, alors pour tout z\ € Ey \ {0"}, il existe k € N tel que (A%)T 2y # 0, et (A5)7z) €
ker A} Nker BT.

Enfin, on note que pour C = I,, et D = 0", en choisissant (C|D)* = (0"|1,,,) ", le critére (3.1.4.d)
se résume a rkdiag(M,,;---; My,) = np. Relation qui est équivalente a vk M, = n pour tout
A € o(A). En raisonnant comme au point précédent, on obtient (2.2.1.e) par dualité.

Remarque 3.1.5.
Remarquons que le critére (3.1.4.c) est équivalent a vk (C'|D) = q et pour tout A C C tel que

-
#AN < n, onalm (gT> N @ E, x {Om} = {0"+m}, ceci étant vrai parce que pour tout
AEA

A CC ona@yen Ex C @reoa) Er et #0(A) < n.

Dans le méme ordre d’idée, on note que le systeme (3.1) est controlable de |’état vers la sortie
si et seulement si le critere (3.1.4.d) reste satisfait sur tout sous-ensemble fini de C de cardinal
p < nalaplace de o(A). 1l est nécessaire de rappeler, méme si c’est la définition du cardinal d’un
ensemble, que les éléments de cet ensemble doivent étre distincts. En effet, on peut voir qu’il n’y a
pas d’équivalence entre

ntm Ky 0 (ClD)-\' i
ker(K\|(C[D)")T = {0™"} et ker<ox L Ec\DM _ (g2rmy,

Si certaines propriétés, comme 1’indépendance par rapport a la donnée initiale et au temps de
contrdle, dans le cadre de la contrdlabilité de I’état du systeme (2.4) restent vraies dans le cadre de
la controlabilité de I’état vers la sortie, il y a aussi des propriétés qui ne sont plus vraies. On peut
par exemple voir que la condition nécessaire donnée dans la Proposition 2.2.4 n’est plus vraie en
considérant I’exemple suivant.
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Exemple 3.1.1.
Considérons le systeme (3.1) avec

A:

00 1
00 e (1000 o
1l P C‘<0010> e D=00
01 0

11
01
00
0 0

On peut voir que la paire (A, B) n’est pas contrélable en état en utilisant (2.2.1.c). Mais on peut
aussi aboutir a la méme conclusion a [’aide de la Proposition 2.2.4. En effet, on remarque que la
matrice A admet la valeur propre 1 avec une multiplicité géométrique égale a 2 supérieure au rang
de B qui vaut 1.

En revanche, on peut voir que le systéme (A, B, C) est contrdlable de 1’état vers la sortie en uti-
lisant (3.1.1.b) ou en remarquant que la matrice C' est juste une sélection de deux parmi les trois
variables d’état controlables.

Revenons-en a la preuve du Théoreme 3.1.4. Pour alléger cette preuve, nous introduisons deux
lemmes intermédiaires. Dans le Lemme 3.1.5, nous établissons 1’équivalence entre la controlabilité
de I’état vers la sortie du systeme (3.7) et celle d’un systeme sans apport direct de I’entrée sur la
sortie. Au Lemme 3.1.6, nous prouvons I’équivalence entre les criteres (3.1.4.a), (3.1.4.c) et (3.1.4.d)
du Théoreme 3.1.4 dans le cas D = 07 . Enfin suivra la preuve du Théoreme 3.1.4.

Lemme 3.1.5. Considérons pourt > 0 le systeme

i(t) = Az(t) + Bo(t), (3.7a)
y(t) = Ca(t), (3.7b)
ou v(t) € R™, Z(t) € R et y(t) € RY, les matrices A, B étant celles définies au (2.10) et

C = (C|D). Le systeme (3.7) est contrdlable de I’état vers la sortie si et seulement si le systéme (3.1)
Iest.

Remarque 3.1.6.
Dans le lemme précédent, on peut prendre comme ensemble de controles admissibles L™ ([to, ts])™.

Démonstration.
On commence par déduire des relations (2.5) et (3.5) que pour tout état Xo € R™"" au temps ¢ et
tout ¢ > o,

Ace* (%o, ) = {C’e(tf*to)fif(o} +CIm {§|A§|A2§| o |An+mflé}
= {Cettr=0i%} 4 Im [CB|CAB|CA%B|...|CA"'B|D].

Ensuite Acc®(xg, t7) = {C’e(tf’to)Axo} +Im [CB|CAB|CA?B|...|CA™B|D].
On conclut en remarquant que Acc®(Xo,t 7) = R? pour tout X, € R™™™ si et seulement si on a
Acc(xo,ty) = R? pour tout x5 € R”. O

Ainsi, il suffit de prouver le Théoreme 3.1.4 dans le cas D = 0%, et appliquer les résultats au
Lemme 3.1.5. Comme mentionné précédemment, dans le Lemme 3.1.6 nous ne donnons que les
criteres correspondant a (3.1.4.c) et (3.1.4.d). Ainsi,on a:
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Lemme 3.1.6. Supposons D = 0% dans (3.1). Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(3.1.6.a) Le systeme (3.1) est controlable de I’état vers la sortie.
(3.1.6.b) rk(C) =qet
ImC'Nn @ E\={0"},
Ao (A)
o nous rappelons E\ = ker(A])™ N (m;ﬁ;gl ker BT(AI)’“), avec ny, la multiplicité
algébrique de \ dans le polyndome minimal de A.

My, 0 - 0 Ot
(3.1.6.c) tk(C)=qetrk 0 M, : | = np, on M, est définie dans (3.1.4.d).
: o0 0 :
0 - 0 M, C*

Démonstration.
° Equivalence entre (3.1.6.a) et (3.1.6.b)
Nous montrons que (3.1.6.b) implique (3.1.6.a) par contraposition.
Pour cela, définissons
W:=ImC'nN @ E,.

Aea(A)
On commence par rappeler que dans le cas D = 07 , la contr6labilité de 1’état vers la sortie du
systeme (3.1) est équivalente, d’apres le Théoreme 3.1.1, a

tk [CB|CAB|CA’B|...|CA"'B] = q.

Ceci découle directement de la Proposition 3.1.3 et de la preuve du Lemme 3.1.5.
Supposons que le systeéme ne soit pas controlable de 1’état vers la sortie.
Dans ce cas, il existe un vecteur 7 € R4\ {07} tel que n' CA*B = 0,, pour tout k € N_,, et donc
pour tout £ € N par Cayley-Hamilton.
Soit 77 € ker(C'") impliquant que rk(C) < ¢ et donc que (3.1.6.b) n’est pas satisfaite, soit le vecteur
v := C"n € Im(C'") est non nul et dans ce dernier cas, on a un vecteur v non nul, appartenant 2
Im(C'") et vérifiant vA* B = 0 pour tout k € N.
Définissons

N :={weR": BT (A" w=0", Vk € N}.

L’ensemble N n’est pas réduit au singleton {0"} car contient le vecteur v.
On déduit donc que
Im(CT)NN # {0"}.

En observant que I’espace vectoriel N est AT invariant, il suit de [39, Théoréme 2.1.5] que

N= &f (Nﬂker (ADM)

A€o (A)

11 suffit donc de montrer maintenant que A N ker (AD ") \ pour aboutir au fait que W # {0"}.
Soit donc vy, un vecteur non nul de A N ker (ADnA .

On a v, € ker (AI)NA et pour tout k € N, BT (AT)kv, = 0™.
En écrivant BT (A] )y = S5 (5)(—=X\)F*BT(AT) vy grace a la formule du bindme de Newton,
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on déduit que v, € F)y et donc que N N ker (AI)m C E,.

Réciproquement, pour tout vecteur non nul vy € E), on a (A))™ vy = 0" et B (A])*vy, = O™
pour tout k& € N, . En utilisant de nouveau la formule du bindme de Newton, on déduit de
BT(A])rvy = 0™, Vk € N_,,, que B" (AT)*vy, = 0™, Vk € N_,,,. Pourles k > n,, on commence
par remarquer que (A} )™y = 0" pour tout £ > 0 car vy € ker (AI)M. Ensuite, on utilise la
formule du bindme de Newton pour faire une expansion de B (A; )*v, pour tout ¥ > n,. Enfin, on
utilise le fait que BT (AT)*vy = 0™, Vk € N_,,,.

Par exemple, pour k = n,, on a (A} )™ v, = 0" et donc BT (A} )™ v, = 0™. La formule du bindme
de Newton nous permet a nouveau de dire que 3,2, (;*)(=A)™*BT (A7) v, = 0™. Mais puisque
BT(AT)*vy = 0™, Vk € N_,,,, on déduit que BT (AT)™ vy, = 0™,

On a ainsi prouvé que vy € N et que F\, C N Nker (ADM.

De ce qui précede, on déduit I’égalité souhaitée, c’est-a-dire

N Nker (A])" = Ey.

On a donc montré que si le systeme n’est pas controlable de 1’état vers la sortie alors le cri-
tere (3.1.6.b) n’est pas satisfait, ce qui est équivalent au fait que (3.1.6.b) implique (3.1.6.a).

Montrons maintenant par la méme méthode que (3.1.6.a) implique (3.1.6.b).
On commence par se rappeler grice a la condition nécessaire (3.6) que si rk(C') < ¢ alors on n’a
pas (3.1.6.2). Supposons maintenant que rk(C') = g et que W # {0"}.
Comme W # {0"}, il existe un vecteur non nul v = C''n, € R”, tel que v = > 5c,(4) Ua OU
vy € E)\. De la preuve de I'implication précédente, il est clair que pour tout k € N, BT (AT)k¥C'Ty =
Yaeoa) BT (A1) vy = 0™ et donc que rk [CB|CAB|CA®B|...|CA"'B] < q.
Ceci montre que (3.1.6.a) implique (3.1.6.b) et acheve la preuve de 1’équivalence entre les deux
points.

° Equivalence entre (3.1.6.b) et (3.1.6.c).

On commence par remarquer que pour tout A € C, E\ = ker(M,]) et que s’il existe un vecteur non
nul v € W, alors v € Im(C") et peut étre mis sous la forme v = >yc,(4) U, Ol v € ker(M))).
Ensuite, puisque v € Im(C") et que Im(C") = ker(C)=*, on déduit que pour tout w € ker(C),
{(v,w) = 0. Aussi, de la définition de C*, on a ker(C') = Im(C"). Ainsi, on a (v, Ctn) = 0 ceci
pour tout ) € R* ott & = dim ker(C'). I suit donc que (C*) "v = 0% et donc que 3"y, (4)(CH) Ton =
0%. Puisque pour tout \ € o(A), vy € ker M|, on déduit de ce qui précede que

MAT1 o --- 0
Uni 0o .. -l :
e lcper| o
v. 0O --- 0 MAT
*r oLt oL Cﬁi

et ceci acheve la preuve de I’équivalence entre (3.1.6.b) et (3.1.6.c).

Remarque 3.1.7.

1l convient de noter que dans le cas ou C' est inversible et D = 07, I’ensemble W défini dans la
preuve précédente est exactement égal a N'. Dans ce cas, comme N est A" invariant, il existe un
vecteur 1 € W \ {07} si et seulement s’il existe un vecteur propre de A" dans le noyau de BT,
autrement dit, si et seulement s’il existe A € C tel que ker(A]) Nker(BT) # {0"}. Ce qui nous
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donne le test de Hautus (2.2.1.e) et, par dualité, (2.2.1.d).
En revanche, si la matrice C' n’est pas inversible mais juste de rang q, I’ensemble W n’est plus
nécessairement invariant par A" et on ne peut plus raisonner comme précédemment.

Nous donnons maintenant la preuve du Théoreme 3.1.4.

Démonstration.

° Equivalence entre (3.1.4.a) et (3.1.4.b).

Si I’on suppose que I’application Ej . est surjective, alors pour tout vecteur n € R, il existe un

contrdle u € C([to, ts])™ tel que Ef u = 7. Pour tout xo € R" et tout y; € R?, comme le vecteur
— Celtr—1) A%, € RY, il existe un contrdle u tel que E} u=y — Clelts—t)Ax, 11 suit donc que le

systeme (3.1) est controlable de 1’état vers la sortie en temps .

Réciproquement, s’il existe un vecteur dans R?\ {07} tel que nTEffu = 0 pour tout u € C([to, t¢])™

alors, pour tout xo € R", la trajectoire de sortie de 1’équation (3.1) satisfait n'y(t; to, o, u) =

n" Celts—)4Ax, impliquant en particulier que 7 ne peut pas étre atteint a partir de 1’état xo = 0”.

° Equivalence entre (3.1.4.a) et (3.1.4.c).

Pour prouver que les criteres (3.1.4.a) et (3.1.4.c) sont équivalents, on applique au systeme (3.7) le
critere (3.1.6.b) du Lemme 3.1.6 et on utilise 1’équivalence entre la controlabilité de 1’état vers la
sortie du systeme (3.1) et celle du systeme (3.7).

D’apres le critere (3.1.6.b), le systeme (3.7) est contrélable de 1’état vers la sortie si et seulement si

k(C)=q et Im CT N @ Er={o"}, (3.8)
Aea(A)

oll pour tout A € o(A),

ny—1
By = ker(A])™ N ( (M ker BT(A])* )
k=0
et n, la multiplicité algébrique de A dans le polyndme minimal de A.
Remarquons déja que rk(C') = rk(C|D) et que o(A) = o(A) N {0}.
Réécrivons maintenant le critere ci-dessus en fonction des matrices A, B, C' et D.
On a aisément

~ T ~
ImCT = Im <gT) et ker BT = R x {0™). (3.9)

Soit 7y = (ny, wy )" € E\, avec 1, € R™ et wy, € R™,

Comme v, € FE) alors en prenant £ = 0 dans E,\, on a vy, € ker(BT) et donc que wy = 0™
d’apres (3.9).

Pour tout £ € N*, on a

(A] )¢ 0
AN = |
() SN BTADE (SR
=0

. it n . .
On déduit que vy € ker (AI) " si et seulement si

TL)\I

m € ker (A7) et Z A BT (A1, = 0™, (3.10)
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~ k ~
On a aussi, en utilisant (3.9) et le fait que (AI) vy €Eker BT, Vk € N*<m,
k—1

Y (=N BTAD) gy = 0™, Vk € N

<ny°
=0

De I’équation précédente et de la relation (3.10), il suit de fagon équivalente que
n k
nx € ker (AD Y et (AI) m € ker BT Vk € N_,,,. (3.11)

Les relations (3.9) et (3.11) montrent que E\ = E x {0™}. Remarquons que si 0 ¢ o(A) alors
Ey = {0""}. Pour finir, il suffit de remplacer dans I’équation (3.8) la matrice C par (C|D), o(A)
par o(A) et E, par E) x {0™}.

) Equivalence entre (3.1.4.c) et (3.1.4.d).

Pour cette équivalence, il suffit de remarquer que (3.1.4.c) a la méme forme que (3.1.6.b) avec E),
remplacé par E x {0™}. En observant que £ x {0™} = ker(K, ) ot K, est définie dans (3.1.4.d),
il suffit donc de remplacer dans (3.1.6.b) les matrices C, M, respectivement par (C'|D) et K, et n
par n + m pour obtenir (3.1.4.d).

) Equivalence entre (3.1.4.a) et (3.1.4.e).
Il suffit d’appliquer (3.1.1.c) au systeéme (3.7) et de remarquer > que

t
olts—DA _ (e(tft)A / Tetti—nAp dt)
— ] ,

om I,

]

Dans la suite de cette section, nous montrons comment construire, dans le cas ou le systeme (3.1)
est contrdlable de 1’état vers la sortie, une commande permettant d’avoir une valeur de sortie désirée
a partir d’un état initial.

On a le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.7. Supposons que le systeme (3.1) soit controlable de ’état vers la sortie au temps
ty > to. Alors, pour tout xg € R", y; € R? et pour tout uy € R™, le controle

t
ult) = ug +/t Hits,m)" dr(G;) ™ (1 — ylts; to, X0, 1) (3.12)

envoie la sortie du systeme a la valeur y, au temps ty en partant de xo au temps t,. Rappelons que
H(ty,-) et G ont été définis dans (3.1.4.e) et y(t s to, xo, o) 1= Celr ™10 x + H(t, to)uo.
De plus, ce contréle est I'unique solution du probleme de minimisation

n = [T, a
i Q/to i) (3.13)
‘ uw € H*([to, tf])™, u(to) = uo, y1 = y(tys;to, X0, u).

2. Si besoin, voir la référence [90] sur le calcul de I’exponentiel de matrices.
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Démonstration.

Soient x5 € R™ et y; € R9. Comme le systeme (3.1) est supposé contrdlable de 1’état vers la sortie
au temps ¢ alors il existe un contrdle u € C([to, t¢])™ envoyant la trajectoire de sortie a la valeur
y1 au temps t¢. En fait, il y a une infinit€ de contr6les qui le font puisque le noyau de I’application
E} est de dimension infinie. Ici, nous proposons d’en construire un auquel on s’impose la valeur
initiale ug.

Pour ce faire, supposons qu’il existe un contrdle u dans H'([to, t;])™ tel que u(tg) = ug et que
ce contrdle satisfait y(; to, X0, u) = y1, la supposition étant justifiée par le fait que H'([to,ts])™
s’injecte strictement dans C([to, t¢])™. Quoi qu’il en soit, on peut voir que la régularité des controles
importe peu pour la notion de contrdlabilité que nous regardons. Mais puisque nous n’avons pas
rigoureusement démontré que si le systeme (3.1) est controlable avec des contréles C([to, t])™, il
Iest avec des controles H' ([to, ¢¢])™, faisons une preuve par analyse et synthese.

Puisque u € H'([to, t;])™ et u(ty) = uo, il existe une fonction v € L?([to, t¢])™ telle que u(t) =
ug + ftf) v(7) d7. Injectant cette expression dans celle de y(; £y, X0, u) donnée au (3.3) , on obtient

t t t
y(ts;to, x0,u) = y(ts; to,Xo, Ug) + " CeltrtAp v(s)dsdt + D/ ! v(t) dt.
to

to to
Une intégration par partie sur la premiere intégrale a droite de 1’égalité précédente donne

[( tCe(tf_T)ABdT) /tU(T) dT]tf

to to to

b Celti—HApR

to

/t v(T) dT} dt

to

t t
_ [ { Celts—mAR dT} o(t)dt,

to to

t t t
= /f [C’e(tf_t)AB ' v(t)dr— [ Cels=7AB dﬂ}(t)} dt,
to

to to

En utilisant la relation de Chasles, on a donc

t t t t t
I [ CeltrAR dﬂ o(t)dt — / ! { " CettrmAB A7 — / " CeltimAR dT} v(t) dt,
to to to t

to

t t t t
= [Tceti-nAp dT/ "u(t) di— / ! / "Cetti=DAB dru(t) dt.
to Jt

to to

Il suit donc que

‘tr t ty ty
Celtr=94p [/ v(T) dT} dt = / {/ Celti-m4B dT] v(t)dt
to

to to t
et que

t
y(tsito, o, u) = y(tsito, X0, 10) + B, ob D ::/fH(tf,t)v(t) dt. (3.14)

to
En reportant 1’expression précédente de y(; o, Xo, u) et celle de u dans le probleme (3.13), il
devient

1 t
min f/f|v(t)|fndt
2 .Jt

0
‘ v € L*([to, t/])™ et y1 — y(ty; to, X0, up) = Pv.
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Le probleme d’optimisation précédent étant un probleme strictement convexe sous contrainte affine
non vide, on en déduit qu’il admet une unique solution dans L?([to, t;])™. En désignant par ¢ € R?
le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’égalité, le Lagrangien du probleme précédent
s’écrit 1
!
£(U7 ’l/}) = 5 /t ’U<t)’i7, dt + <w7 V1 — y<tf7 tO? X0, ll()> - (I)’U>
0

De ce qui précede, on déduit I’existence de uqp € L3([to, t #])™etd’un hope € RY tels que

Vuﬁ(uopt7¢opt) =0 et vwﬁ(uopt7¢opt) =0,

conduisant a

uopt<t) - H(tfat)T¢0pt7 vVt € [t07 tf} et gffwopt =Yy1— y(tf; t07X07 uO)-

En utilisant I’hypothese de contrdlabilité du systeme, on déduit que la matrice Q’ff est inversible et
donc que le contrdle optimal est donné par

uo(t) = H(ty,1)"(G,) 7" (1 — y(tsito, x0,10)) , VE € [to, t]-

Le contrdle u(t) = up + [;, uop(7) d7, t € [to, tf] est continu et satisfait u(ty) = uo. De plus, par
construction, ce contrdle envoie la sortie du systeme vers la valeur y; au temps ¢; en partant d’une
donnée initiale x( en état au temps % et il est solution de (3.13).

Remarquons, pour finir, que ce controle est celui donné par 1’équation (3.12). [

3.1.3 Illustration des résultats précédents

Dans le reste de cette section, nous illustrons les résultats précédents a travers deux exemples.
Le premier exemple est académique et le second reprend 1’exemple des voitures.
Considérons le systeme (3.1) avec n = 3, m = 1, ¢ = 2 et les matrices A, B, C, D définies par

1 a O 0
Aa={o 1 1).B=0 ,C:(O . 0),17:(2),

001 1 TEV
ol «, v, v et ) sont des nombres réels.
Sur cet exemple, il est possible de voir que le systeme est controlable en état si et seulement si
a # 0. En effet, si @ = 0, on remarque le contrdle n’agit pas sur la premiere composante de 1’état.
On peut aussi utiliser le Théoreme 2.2.1.
La condition nécessaire (3.6) de contrdlabilité de I’état vers la sortie, quant-a-elle, stipule qu’au
moins un des parametres 7, v ou ¢ doit &tre non nul. La condition de rang de Kalman (3.1.1.b) étant
bien connue, nous dérivons a travers elle les conditions nécessaires et suffisantes de contrdlabilité de

I’état vers la sortie et montrons que nous retrouvons les mémes conditions avec les criteres proposés
dans le Théoréme 3.1.4.

e Critere (3.1.1.b).
Dans cet exemple, on a

[CByCAB\CAQB\D}:[O b2 0}.

v v v+ay 6
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Du critere (3.1.1.b), on déduit que le systeme n’est pas contrdlable de 1’état vers la sortie si et
seulement si

d0=v=ay=0. (3.15)

e Critere (3.1.4.c).

Commencons par rappeler que la condition nécessaire (3.6) implique que pour avoir la contrdlabilité
de I’état vers la sortie, il faut que v # 0 ou v # 0 ou § # 0. Il est clair que si cette condition n’est
pas satisfaite, alors (3.15) est automatiquement satisfaite.

Aussi, on peut voir que o(A) = {1}.

— Si a = 0, la multiplicité algébrique de la valeur propre 1 dans le polyndme minimal de A
est n; = 2 car le polyndme minimal de A est pyin(A) = (A — I3)% On a aussi £, =
Vect{(1 0 0)"}. En effet, £; = ker(A])?> Nker(B") Nker(BTA]) avec ker(A])? = R?,
ker(B") = Vect{(100)",(010)"} etker(BTA]) = Vect{(100)",(001)"}. Aussi, on a
Im(C|D)" = Vect {(0 100)",(y0v 5)T}. On déduit donc que si a = 0 alors

ﬂ Vect

A€o (A

o O O

0
m(C|D) ﬂ(@ EAX{Om}>—Vect (1) :
0

R O

Notons que 1’espace vectoriel précédent n’est pas réduit au singleton {0} si et seulement si
vy#Oetvy=6=0.

— Sia #0,onan; = 3avec By = {03}. Il suit donc que Im(C'|D) " N (@,\ea E\ x {()m})
= {0} et que dans ce cas, la condition nécessaire est suffisante.

Ce dernier item illustre bien la Remarque 3.1.2 et I'importance de la condition nécessaire (3.6) dans
le critere (3.1.4.c).

e Critere (3.1.4.d).
Pour vérifier ce critere, il nous faut choisir la matrice J = (C|D)* et calculer K.
Pour la matrice J, on fait le choix suivant :

Pour 7 # 0, Pour v # 0, Pour § # 0,

—v =0 v 0 o 0

0 0 0 0 0 0

T = v 0 |’ J= -y =6 |’ T = 0 ¢
0 v 0 v e B 2

Rappelons que la matrice J est une matrice de rang maximal contenant une base du noyau de la
matrice (C|D). Donc pour calculer J, on a besoin de distinguer les cas v # 0, v # 0 et d # 0.

De fagon similaire, pour calculer K, on a besoin de distinguer le cas « = 0 et o # 0.

En se rappelant que o(A) = {1} et p = #0(A) = 1, on déduit, en appliquant la formule donnée
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dans (3.1.4.d), que

pour o # 0, K; € Ry et pour o = 0, K; € R} et
000« 000 000000
0000100 000100
K1_0000010’K1_000010
0000O0O01 000001

— Sia = 0ety # 0 alors la condition nécessaire (3.6) est satisfaite et rk(K;|.J) = (n+m)p = 4
si et seulement si v # 0 ou § # 0.

— Sia=0etv # 0 (resp. 6 # 0), la condition (3.6) est également satisfaite et rk(K|J) = 4
sans aucune restriction sur y et 9 (resp. v).

— Sia # 0,onark(K;|J) =4danslescasy # 0, # 0 et # 0. Ce qui montre qu’il y’a
controlabilité de 1’état vers la sortie si et seulement si la condition (3.6) est satisfaite.

I1 suit que le systeme n’est pas contrdlable de I’état vers la sortie si et seulement si la relation (3.15)

est satisfaite.

o Critere (3.1.4.¢e).
Pour vérifier ce critere, on fixe ¢y = 0 et on choisit dans un premier temps ¢y = 1.
En appliquant la formule donnant G; ; dans (3.1.4.e), on montre que le déterminant de G; se met

sous la forme
1 a; a4 Qg ary
det Gy = —; (a’y v (5) a4 Q2 a5 v |,
256 g a5 dAds 0

avec
a; = 3¢t — 16e® — 38¢? + 272¢ — 301, ag = 16(e* — 8¢ + 14€? + 8e — 19),
az = 64(—3e* + 16e — 21), as = 4(e* — 8e® 4 20e* — 40e + 67),
as = 64(e* — 6e +9), ag = 16(e* — 9e* + 27e — 27).

On peut ainsi facilement voir que la matrice impliquée dans ce déterminant est définie positive et
donc que ce déterminant s’annule si et seulement si (3.15) est satisfaite.

Réciproquement, si (3.15) est satisfaite, on a pour tout ty > 0, Gi, = (f %f ) 8) ou 4f(ty) =
(27 — 6ty + 5)e®s + 8(t; — 2)e' + 4ty + 11. Ainsi, det G, = 0 pour tout t; > 0.

On peut donc voir que les criteres du Théoreme 3.1.4 convergent vers la méme conclusion que
celui de Kalman étendu (3.1.1.c) c’est-a-dire que le systeme considéré est controlable de 1’état vers
la sortie si et seulement si la condition (3.15) n’est pas satisfaite.

Remarque 3.1.8.

Il convient de préciser, puisqu’il s’agit de la sortie, que la contrélabilité de [’état vers la sortie et
I’observabilité sont deux notions distinctes. En effet, la sortie du systeme (3.1) peut étre controlable
sans que ce systeme soit observable. Il suffit de considérer I’exemple précédent avec « = v =9 = 0
et v # 0. Pour la notion d’observabilité, nous nous référons a [87, Section 3.3].
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Considérons maintenant I’exemple des deux voitures mentionné dans 1’introduction générale et
dont les équations d’état et de sortie sont données respectivement par (1.1) et (1.2). L’objectif que
nous nous fixons pour ce systeme est d’envoyer la sortie a la valeur y; = (2, 0, 0) " autemps ¢ = 1
en partant d’une position initiale en état xo = (1, 0, 1, 0)". De fagon explicite, on aimerait que les
deux voitures, étant a la méme position initiale a ’instant initial ¢, = 0, puissent avoir, au temps
ty = 1, une distance de 2 qui les sépare, la méme vitesse et la méme accélération.

En remarquant que ce systeme est controlable en état et que la condition nécessaire (3.6) est satis-
faite, il suit de la Remarque 3.1.7 que ce systeme est controlable de I’état vers la sortie au temps
ty = 1 et qu’il est donc possible de remplir le cahier des charges défini précédemment.

Pour les paramétres du systéme, nous prenons m; = my = 1 et ay = as = 1/2. Nous imposons
que la valeur initiale de notre contrdle soit uy = (1, 0)".

En appliquant le Théoréme 3.1.7, on obtient comme contrdle u = (uy, uy) ' avec

w=1—uy et wus(t)=at+bt>+clez—1), tel0,1]
ol nous avons posé

254 + 98¢ — 316¢2 105 + 45¢ — 138¢2 54 — 323

= s = 5 CcC = .
222¢ — 736¢2 + 610 222¢ — 736¢2 + 610 222¢ — 736¢2 + 610
Aussi, le contrdle construit a partir de la matrice Ky, et donné dans la Proposition 3.1.2 est

27 —e7 — 1
6ez — 10
Les deux contrdles et les trajectoires d’état et de sortie associés sont représentés sur la Figure 3.1.
La premiere ligne de cette figure montre le contrdle construit grace a la matrice g;f. Ce contrdle
est continu et vaut uy au temps ¢ = 0. Il permet aussi d’avoir une distance de 2 entre les positions
des deux voitures avec une méme vitesse et une méme accélération au temps £y = 1 avec des
trajectoires de sortie continues. Dans la seconde ligne, nous tracons en premier lieu le contrdle
construit grice a la matrice Ky,. On voit que la discontinuité de ce contrdle au temps ¢y = 1
engendre une discontinuité sur la trajectoire de sortie au temps final, phénomene non souhaitable

dans la pratique.

i = (g, —ty) ", w(1) = (0,0)" avec (t) = ,te0,1).

3.2 Systémes LTI a temps discret

Dans cette section, nous considérons la version temps discret de 1’équation (3.1) donnée par

Tht1 = A.Ik -+ Buk, (316&)
yr = Cxy + Duy, (3.16b)

ouAdeR!,BeR! CeRI DeRY. Lesvariables z;, € R", vy € R™, y, € R? désignent
respectivement 1’état, I’entrée et la sortie du systeme a I’instant k£ € N. Ici, ’ensemble de contrdles
admissibles est I’ensemble de suites (ug)ren avec uy,, € R™. Nous empruntons la définition suivante

issue de [13, p.430].

Définition 3.2.1. — Le systeme (3.16) est dit contrdlable de [’état vers la sortie en N itération(s),
si pour tout xg € RY et tout y, € RY, il existe (Upy, Upyr1,** »Urorn) € (R™)NT! tel que
la trajectoire de sortie partant de I’état initial xy au temps ko vaille y, au temps ko + N,
c’est-a-dire Yp+N = V1.
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Contrdle avec Gy, Etat avec g, Sortie avec Gy,

Contrdle avec Ky, Etat avec Ky, Sortie avec Ky,
6 (75} 51 .............. 52
7/
T ,

(0] 0.5 1 (o] 0.5 1 (0] 0.5 1
t t t
FIGURE 3.1 — Sur la premiere ligne, nous avons les trajectoires associ€es au contrdle construit avec
la matrice fo et sur la seconde ligne, les trajectoires associées au controle construit avec la matrice
Ki,. Rappelons qu’il s’agit du systeme (3.1) avec A, B, C, D données par les équations (1.1)
et (1.2). Aussi, on a choisi xg = (1,0, 1, 0) ", y1 = (2,0,0)", to = 0, t; = 1, my = my = 1 et
a1 = Qg = ]_/2

— Le systeme (3.16) est dit controlable de 1’état vers la sortie, si pour tout x, € RY et tout

vi € RY il existe N € N et (ugy, Upgr1,"+ » Ukgrn) € (R™NTL tels que la trajectoire
de sortie partant de ’état initial xo au temps kg vaille y, au temps ky + N, c’est-a-dire
Yko+N = V1.

SiC = I, et D = 07, alors la sortie est I’état. Dans ce cas, le sujet est bien compris dans la
littérature, voir par exemple [44, Lecture 11].
Dans ce paragraphe, nous montrer que les criteres (3.1.1.b), (3.1.4.c) et (3.1.4.d) sont également
nécessaires et suffisants pour la contrélabilité de 1’état vers la sortie du systéme (3.16). Aussi, nous
donnons dans le cas ou le systeme est contrdlable, I’expression d’un contrle nous permettant d’at-
teindre la valeur de sortie désirée.

En remarquant que pour toute donnée initiale en état xy € R™ et (uy)r>x,, la trajectoire de sortie
apres N itération(s) en partant de xy au temps kg est donnée par

N—-1
Yko+N = CANX() + Z CAN_Z_lBukO_M + Dugy4n, (3.17)
=0

on a le théoreme suivant :
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Théoreme 3.2.1. Les propositions suivantes sont équivalentes
(3.2.1.a) Le systeme (3.16) est controlable de 1’état vers la sortie en N itération(s)

(3.2.1.b) L’application linéaire

E : (Rm)N+1 . RY
N—-1
N—(-1
(ukov Uko+1, " 7uko+N) — Z CA Buf-‘rko + DuN—i—k()
£=0

est surjective.
(3.2.1.c) k(Ky)=gqouKy :=[CANIB|CAN=2B|...|CAB|CB|D].

N-1
(3.2.1.d) Lamatrice G == > CA'BB"(A)'C" + DD" est définie positive.
=0

Démonstration.

Si (3.16) est controlable de I’état vers la sortie en N itération(s) alors par définition, pour tout état
initial du systéme x, € R™ a 'instant ky et toute valeur de sortie y; € RY, il existe u := (ug)g>k, €
(R™)N*L tel que, d’apres (3.17), Efyu = y; — CANxq. En particulier pour tout y; € RY, il existe
u = (up)psr, € (R™)MH tel que ESyu = yy. Il suit donc que ’application E3 est surjective.
Réciproquement, si I’application E3; est surjective alors puisque pour tout x, € R", y; € R,
y1 — CANxy € RY, il suit que (3.2.1.a) est satisfait et ceci achéve la preuve de I’équivalence
entre (3.2.1.a) et (3.2.1.b). Pour montrer que (3.2.1.b) et (3.2.1.c) sont équivalents, il suffit de re-
marquer que Im(E%) = Im(Ky) et puisque G = KyKj € RY, on a I'équivalence entre (3.2.1.c)
et (3.2.1.d). [

I est important de souligner que dans le cas D = 07 , les criteres (3.2.1.c) et (3.2.1.d) ont été
déja établis dans [13].

Remarque 3.2.1.

Du critere (3.2.1.c), on peut clairement voir que si le systeme (3.16) est contrdlable de |’état vers la
sortie en N itération(s), alors il I’est pour tout N > N.

En revanche, il n’est pas nécessairement controlable pour N < N, ce qui est une obstruction d
la controlabilité de ’état vers la sortie des systemes LTI a temps continu, discutée dans la section
précédente. En d’autres termes, dans le cas des systemes du type (3.16), si on prend Ny, le plus
petit entier tel que (3.2.1.c) soit satisfait, N,.;, peut étre strictement supérieur a 1.

Remarque 3.2.2.

Que peut-on dire des criteres (3.1.4.c) et (3.1.4.d) dans le cadre présent ?

Remarquons que dans la preuve du Théoréme 3.1.4, nous avons utilisé I’invariance de I’espace N
pour établir les tests de type Hautus. Puisqu’en général, I’espace vectoriel F‘léV:_Ol ker(B TATk) n’est
pas stable par AT, on ne peut rien dire. Mais dans le cas o cet espace est stable par A" auquel
cas tk(Ky) = rk(K,), les criteres (3.1.4.c) et (3.1.4.d) deviennent nécessaires et suffisants pour
la controlabilité de 1’état vers la sortie en N itération(s) du systeme (3.16). En particulier, Hautus
étendu est valable pour N > n.

La proposition suivante lie les deux points de la Définition 3.2.1.

Proposition 3.2.2. Le systeme (3.16) est controlable de I’état vers la sortie si et seulement s’il existe
un entier N € N* tel que ce systeme soit contrdlable de I’état vers la sortie en N itération(s).
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Démonstration.

Par définition, s’il existe N € N* tel que le systeme (3.16) soit contrdlable de 1’état vers la sortie en
N itération(s) alors il est contrdlable de 1’état vers la sortie.

Réciproquement, s’il est controlable de 1’état vers la sortie alors pour tout y; € R, il existe un
N e N*etu = (up)psp, € (R™)N* tels que y; = Eu € Im(K,). Il suit donc que Im(K,,) = R?
et donc que le systeme (3.16) est contrdlable de 1’état vers la sortie en N = n itération(s). ]

De la proposition précédente, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 3.2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes
(3.2.3.a) Le systeme (3.16) est controlable de [’état vers la sortie
(3.2.3.b) Il existe N € N tel que I’application linéaire

E?\f . (Rm)N+1 — Rq
N-1
N—{—1
(ukoa Ukg+1y " " auk0+N) — Z CA BUg+kO + DuN—i—ko
/=0

soit surjective.
(3.2.3.c) tk(K,) = qouK, est définie dans (3.2.1.c).

n—1
(3.2.3.d) Lamatrice G5 =Y CA'BBT(A")'C" + DD est définie positive.
=0

Puisque les criteres (3.2.3.c) et (3.1.1.b) sont les mémes et que (3.1.1.b) est équivalent aux
criteres (3.1.4.c) et (3.1.4.d), il suit que dans le cas ou le systeme (3.16) est controlable de I’état vers
la sortie, (3.1.4.c) et (3.1.4.d) constituent des conditions nécessaires et suffisantes de contrdlabilité
pour ce systeme.

Pour finir cette section, donnons ce dernier théoréme permettant de montrer, dans le cas de
la controlabilité de 1’état vers la sortie du systeme (3.16), comment construire un controle pour
atteindre les valeurs de sortie désirées.

Théoreme 3.2.4. Supposons que le systeme (3.16) soit contrdlable de 1’état vers la sortie en N
itérations. Un controle (Upy, Ukys1, -+ Ukgan) € (R™)NHY permettant d’envoyer xo € R™ sur
yv1 € Rf7en N > N itérations est donné par

(Ui Uigi1s > Upgeny) | = Ky (GR) (v1 — CAVxq), (3.18)

ou Ky est définie dans (3.2.1.c).
De plus, ce controle est I'unique minimiseur de

N S
min 5|“|(N+1)m
wi=(ud,ul, -, uy)’T € RWV+Dm, (3.19)

CANXO + KNU =Y¥i.

Démonstration. -

Le systtme (3.16) étant supposé contrdlable de I’€tat vers la sortie en N itérations, il suit de la
Remarque 3.2.1 qu’il est contrdlable pour tout N > N itérations. Ainsi, pour tout état initial du sys-
teme x, € R pris au temps ky et toute sortie y; € RY, il existe un contrdle u := (ug,uf, -+ ,uy)’ €

RO+D™ te] que y; = CANxo 4+ Kyu. 1l suit que le probleme (3.19) est un probléme strictement
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convexe sous contrainte affine non vide et donc admet une unique solution.
En définissant

1 X
L(u, ) = S lultrsym + (0, y1 = CANxo = Kyu, ) ot € RY,

et en appliquant les conditions d’optimalité du premier ordre, on obtient I’existence de uqy €
RN aho € R tels que Vo L(topt, Yopt) = 0 €t VyL(top, Yopr) = 0, conduisant donc a
Uopt = KN topt €t Grtbopr = y1 — CANxq. Ce qui acheve la preuve puisque G3; est inversible
par hypothese. 0

3.3 Systemes LTV a temps continu
Dans cette section, nous considérons, pour tout ¢t € IR, le systeme
(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), (3.20a)

y(t) = C(t)z(t) + D(t)ult), (3.20b)

o z(t) € R", u(t) € R™ et y(t) € R sont respectivement 1’état, 1’entrée et la sortie du systeme au
temps ¢, et n, m, ¢ sont des entiers naturels. On suppose sauf mention du contraire que A € L2 (R)7,
Be L (R . CeC(R)etD e C(R).

Soient ¢y < ty. Pour les mémes raisons que celles évoquées dans la Section 3.1, nous choisissons
comme ensemble de controles admissibles I’ensemble C([to, tf])™ et considérons comme définition
de controlabilité pour le systeme (3.20) celle de la controlabilité de 1’état vers la sortie en temps
ty donnée par le premier item de la Définition 3.1.1. Remarquons que pour toute donnée initiale
en état x, € R™ au temps %, et tout contrdle u € C([t,tf])"™, I’équation (3.20) admet, d’apres la

Section 2.1, une unique trajectoire de sortie continue sur [ty, ;] donnée par

y(t;to,xo,u) = C(t)R(t,to)xo + Eju, ou

Eu = t C(t)R(t, 7) B(r)u(r) dr + D(t)u(?). (3.21)

3.3.1 Etatdel’art

La contrdlabilité de 1’état vers la sortie, en temps fini, du systeme (3.20) a été étudiée par
E. Kreindler et P. Sarachik dans [52], article duquel est tiré le Théoreme 3.1.1. Dans I’article sus-
mentionné, la notion de contrdlabilité discutée est celle dite controlabilité complete de sortie sur
[to, ts] (cf. [52, Definition 3]). Cette notion est équivalente a la notion de contrdlabilité de I’état vers
la sortie en temps ¢ ¢ discutée ici a la différence que I’espace de controles admissibles considéré dans
leur cas est celui des contrdles continus par morceau. Les matrices du systeme sont aussi supposées
continues par morceau.

Dans [52] les auteurs montrent que la contrélabilité compléte de sortie sur [to,t¢] du sys-
teme (3.20) est équivalente a la positivité de la matrice

Koy = [ My, ()M, (1) a4 D(t)DT (1), (3:22)

f to
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ou My, (t) := C(ty)R(ty,t)B(t) pour tout t € [to,ts].

Tout comme dans le cas des systemes LTI temps continu, cette matrice, lorsqu’elle est définie po-
sitive, conduit a l’expression d’un controle qui n’est en général pas continu alors que dans la
pratique, il fait beaucoup plus sens d’avoir des controles continus pour éviter des trajectoires de
sortie discontinues.

Nous donnons I’expression du contréle en question dans la proposition suivante dont une preuve
peut étre déduite en suivant les étapes de la preuve proposée pour la Proposition 3.1.2.

Proposition 3.3.1.
Supposons que le systeme (3.20) soit controlable de I’état vers la sortie en temps ty. Alors, pour
tout (Xo,y1) € R™ x RY, le contréle

(t) _ {Mtf<t)T(Ith)1(y1 - R(tf,to)X0>, Vit € [to,tf)’
D(tp) " (Ki,) M (y1 — R(ty, to)xo), sit=ty,

envoie xq sury; au temps t¢. Ce contréle n’est continu que si C(ty)B(ty) = D(ty).
De plus, ce controle est 'unique minimiseur de

1 rt 1
min 7/ ()2, dt + < |22,
2 Jio 2
u € L*([to, ts])™, z € R™,
23
Vi — Rlt s, to)xo = /t M, (t)u(t) dt + D(ty)z,
0

ou z représente la valeur finale du controle.

Dans le cas ou la matrice D est identiquement nulle, une condition suffisante de type Kalman a
été donnée dans [29, Theorem 4.9] montrant que si les matrices A et B sont respectivement n — 2
et n — 1 fois p.p. dérivables sur [¢(, 1], alors on a la contrdlabilité complete de sortie sur [to, ] sila
matrice
Seo(t) = C(tr)R(ts, )[B(),0.B(t), -~ , 0} B(t)]

est de rang ¢ presque partout sur un sous intervalle [t1,t2] C [to, ], oli, nous rappelons,

d

= —Alt —.
0y ()+dt

(3.23)

Comme on peut le voir, cette condition n’est que suffisante et demande non seulement une cer-
taine régularité sur les matrices du systeme mais aussi la connaissance de la résolvante R qui peut
étre compliquée, voire impossible, a calculer méme pour des matrices carrées d’ordre deux.

Pour éviter le calcul de I’opérateur résolvant, il est affirmé dans [29, Theorem 4.11] que si la
matrice
Se(t) = C(tp)[B(t),0,B(t),--- ,0; ' B(t)]

est de rang ¢ p.p. sur un sous intervalle [t;, 2] de [to, t] alors le systéme est completement contrd-
lable en sortie sur [tg, t¢] car rk(S.,(t)) = rk(S.(t)) pour tout ¢ € [to,t].

Méme si nous ne sommes pas capable d’attester la suffisance de cette condition, nous pouvons ce-
pendant affirmer que 1’égalité de rang ci-dessus, et donc la preuve de cette condition suffisante est
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fausse. Pour voir cela, considérons pour f et g deux fonctions infiniment dérivables sur R, posi-
tives, telles que f soit supportée dans [1/4,1/2], g supportée dans [3/4, 1] et vérifiant [ f(¢)dt =
Ji g(t) dt = 7/2. Considérons maintenant le systeme (3.20) avec [to, ;] = [0, 1], D(t) = 03

2 —
s =330 w n=(l )

Alf) = ( 03 g(t)r;> - Blt) =

o O = O
_— o O O

On voit que

Ry(1,t 03 . _ [cosF(t) —sinF(t
R(1,6) = ( fég ) Rg(l,t)> ou Ry(L,1):= (sinF(t)) cosF((t))>

R,(1,1) = (2?228 _2:)2(@;%?)) F(t) = [} fls)ds et G(t) = [ gls)ds.
On a donc
(00 =f@t) 0 fO@E) 0 fOr) - f)? 0
Selt) = (o 000 —g®) 0 V@ 0 g¥- g<t>3>
et
—sin F(t) 0 f(t)cos F(t) 0 *
Seolt) = ( 0 —sin G(t) 0 g(t) cos G(t) *)

Sur cet exemple, on a rk(S,(¢)) < 1 tandis que rk(S.,(t)) = 2 pour presque tout t € [to,/].

3.3.2 Contributions

Dans ce paragraphe, nous proposons d’établir d’autres tests de controlabilité de 1’état vers la
sortie en temps fini et de montrer comment, dans le cas de la contrdlabilité, construire des controles
continus pour atteindre les valeurs de sortie désirées.

Nous attirons I’attention du lecteur que sauf mention explicite du contraire, les matrices du sys-
teme (3.20) possedent leur régularité initiale c’est-a-dire A € Lo (R)?, B € L2 (R)!, C € C(R)%
et D € C(R)Z, et que la définition de controlabilité considérée est celle de la controlabilité de I’ état

vers la sortie en temps ¢ énoncée au premier item de la Définition 3.1.1.

Le premier théoréeme que nous donnons relie la contrdlabilité de 1’état vers la sortie du sys-
teme (3.20) a la surjectivité de I’application entrée-sortie Ej f définie au (3.21) et a la positivité
d’une matrice grammienne.

Théoreme 3.3.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(3.3.2.a) Le systéme (3.20) est controlable de I’état vers la sortie en temps t ;.

(3.3.2.b) L’application linéaire
B, :Cllto th)" — R
t
u [ CUR(E, B u(t) dt + Dty )ulty)
t
est surjective. ’

41



Chapitre 3. Controlabilité de [’état vers la sortie pour les systemes linéaires

tr
(3.3.2.c) Lamatrice G; := / H(ty, t)H(ts,t)" dt est définie positive. Dans cette matrice, on a
to

¢
posé H(ty, t) = / ! C(ty)R(ts, 7)B(T)dT + D(ts) pour tout t € [to, ts].
t

Démonstration.
La preuve de I’équivalence entre (3.3.2.a) et (3.3.2.b) peut étre obtenue en utilisant les mémes argu-
ments que celle de I’équivalence entre (3.1.4.a) et (3.1.4.b).

) Equivalence entre (3.3.2.b) et (3.3.2.¢c).
Supposons I’existence d’un vecteur 7 € R? non nul tel que nTfon = 0.
Il suit immédiatement que

n H(ts,t) = O (3.24)
pour presque tout ¢t € [to, ] et donc pour tout ¢t € [to, ;] par continuité de H(ts,-). Ainsi, en
prenant ¢t = ¢, dans (3.24) puis en dérivant cette méme équation par rapport a ¢, on obtient respec-
tivement " D(t;) = 0,, et " C(t;)R(t;,t)B(t) = 0, pour presque tout ¢ € [to,ts]. Ceci montre
que le vecteur non nul 7 satisfait ' Ef ;u = 0 ceci indépendamment du choix de u € C([to, tg))™. 11
suit donc que 1’application Eff n’est pas surjective.
Réciproquement, supposons qu’il existe un vecteur non nul € R? tel que nTEffu = 0,, ceci pour
tout u € C([to, t4])™. Il suit donc qu’en particulier, pour les controles de la forme u(t) = [, v(r)dr

ol v GC([to,tf]t)m, ona t
/tOfWTC(tf)R(tf,t)B(t) /tOU(T) dr dt+7]TD(tf)/Ofv(t) dt = 0,,.

En faisant une intégration par partie comme dans la preuve du Théoreme 3.1.7, on déduit finalement
quen’ fttof H(ts,t)v(t)dt = 0,, pour toute fonction v € C([to,ts])™.

En particulier, pour v(t) = H(ts,t)Tn,onan’ fof H(ts,t)H(ts,t) din = 0.

On déduit de ce qui précede que nTgffn = 0 pour un vecteur 77 non nul. Ce qui implique que la
matrice g;f n’est pas définie positive. [

t

Remarque 3.3.1.
On peut remarquer a travers ce théoreme qu’une condition nécessaire pour que le systeme (3.20)
soit controlable de I’état vers la sortie en temps t 5 est

rk(C(ty), D(ty)) = q-

Ceci montre aussi que le systéeme (3.20) peut étre controlable de I’état vers la sortie en temps t;
sans [’étre en un temps t'y.

Remarque 3.3.2.

De la preuve précédente, on peut remarquer que le Lemme 3.1.5 reste vrai dans le cas ou les
matrices A, B, C' et D dépendent du temps. Ceci montre d’ailleurs que la contrdlabilité de I’état
vers la sortie du systeme (3.20) en temps fini est indépendante de la régularité des controles. Si
on peut le controler avec des contrdles continus, on peut le faire avec des contrdles infiniment
dérivables quitte a ajouter plusieurs actions intégrales sur [’entrée du systeme comme nous l’avons
fait dans le Lemme 3.1.5.

Le théoréme suivant dont nous ne donnerons pas de preuve, car on peut en faire une en suivant
les mémes arguments que ceux du Théoreme 3.1.7, nous procure, dans le cas ou la matrice G; . est
inversible, I’expression d’un contrdle permettant de réaliser nos transferts avec des trajectoires de
sortie continues.
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Théoreme 3.3.3. Supposons que le systeme (3.1) soit controlable de 1’état vers la sortie un temps
ty > to. Alors, pour tout xo € R", y; € RY et pour tout uy € R™, le controle

t
ult) =g + /t Hity,m)Tdr(G5) ™" (v1 — ylts: to, %0, W) (3.25)

envoie la sortie du systeme a la valeur y, au temps t; en partant de xo au temps t. Rappelons que
H{(ty,-) et G;, ont é1é définis dans (3.3.2.c) et y(ty; to, Xo, wo) = C(tf)R(t s, to)xo + H(ty, o) uo.
De plus, ce contréle est ['unique solution du probleme

= [T a
— 2/t0 ()l (3.26)
‘ (RS Hl([t())tf])m) U’(tO) =Up, Y1 = y(tf;thOau)‘

Revenons-en aux criteres. Comme on peut le voir, parmi les deux criteres proposés dans le
Théoreme 3.3.2, seul le critere (3.3.2.c) est d’une importance pratique. Mais la vérification de ce
dernier nécessite non seulement la connaissance de la résolvante, qui comme nous I’avons dit un
peu plus haut, peut étre difficile voir impossible a calculer mais aussi la vérification de I’inversibilité
de la matrice G; - Le théoréme suivant donne une condition suffisante de contrdlabilité sans passer
par le calcul de I’opérateur résolvant. C’est une extension du Théoréeme 2.3.3 au cadre de la sortie.

Théoréme 3.3.4. Soit k € N U {oo} et supposons que A € CFL(R)" (ou A € LZ(R)" pour
k=0), BeCrHR)". Si

tk (D(t;)|C(tp)o{B(ts), € € Neg) = g, (3.27)

alors le systeme (3.20) est contréolable de I’état vers la sortie en temps t ;. De plus, si les matrices A
et B sont analytiques alors I’équation (3.27) avec k = oo devient nécessaire.

Rappelons que I’opérateur 0, a ét€ défini dans (3.23).
Avant de donner une preuve a ce théoreme, faisons quelques remarques.

Remarque 3.3.3.
Observons qu’en réalité, dans le théoreme précédent les matrices A et B n’ont besoin de la régu-
larité demandée qu’au voisinage de t ;.

Remarque 3.3.4.

Etant donné que le rang d’une matrice est invariant en dessous d’un certain seuil de perturbation
(voir [84, Chapitre 5]), il suit que si le critere (3.27) est satisfait au temps ty alors il reste satisfait
dans un voisinage de ty. Pour preuve, avec les hypotheses du théoréme, les matrices ‘B, € Ngy,
sont continues.

Remarque 3.3.5.

1l est a noter que dans le Théoréeme 3.3.4, ’entier k n’a rien a voir avec la dimension de [’espace
d’état n, cet entier est donné par la régularité du systeme. En revanche, en gardant a l’esprit Cayley-
Hamilton, il suit immédiatement que si les matrices A et B sont constantes, le critére (3.27) avec
k > n n’est rien d’autre que la condition de rang de Kalman (3.1.1.b).

Remarque 3.3.6.
Terminons ces remarques en insistant sur le fait que la condition de rang (3.27) n’est que suffisante.
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En effet, considérons le systeme (3.20) avec A(t) = 03, C(t) = ([5]0%), D(t) = 0? et B(t) =
(f(t), g(t), h(t))T oit f, g et h sont trois fonctions k fois dérivables, non identiquement nulles sur
[0, 1] et telles que f et g soient supportées respectivement sur [0, 1/2] et [3/4, 1]. En prenant ty = 0 et
tr =1, il suit que Vect {D(l)u, C(1)o¢B(1)u, £ € N, Vu € Rm} C {0} x R. Ce qui montre que

la condition de rang (3.27) n’est pas satisfaite. Cependant, on a K; = diag ( J3 f(t)2de, fy g(t)th>
et cette matrice est bien définie positive.

Pour prouver le Théoreme 3.3.4, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.5. Soit k € NU{c0}. Si A € CF1(R)" (ou A € L2.(R)" pour k = 0) et B € C*(R)",
alors H(ty,-) € CF*Y(R)%, et O/ H(ty,t) = —C(t;)R(ts, t)0; " B(t) pour tout { € N%, ., et tout
te R

Démonstration.
Rappelons que

Hity,t) = /ttf Clt))R(t;,7)B(r)dr + D(t;), t € [to,t,].

D’apres la Proposition 2.1.1, si A € L. (IR)" alors R est continue et si A € C¥~*(R)" pour tout
k € N*, on a R est C*. De ce fait, puisque B est C*, on déduit que C(t;)R(ts,-)B est k fois
différentiable et donc que H (ty, ) est de classe .

Montrons maintenant par induction sur ¢ que 9 H (t;,t) = —C(t;)R(t, )0, *B(t) pour tout £ €

*
<k+1°
La relation est immédiate au rang ¢/ = 1.

Supposons qu’elle soit vraie au rang ¢ = k, c’est-a-dire que
Oy H(ty,t) = —C(ts)R(ty, t)0; ' B(2).
En utilisant I’hypothése de récurrence et le fait que O;R(tf,t) = —R(ts,t)A(t) (cf. (2.1.1.c)), on a

OF U H (ty,t) = 0, [OF H(ty,1)]
= —0, [C(t)R(ts, )0 ' B(1)]
= —C(ts) [OR(ts, )0f ' B(t) + R(ts, )00} ' B(1))]
—C(t)R(ty,t) [ A(t) + 0]y B(t),
—C(ty)R(ts, t)0; B(2).

Donnons maintenant une preuve au Théoréme 3.3.4.

Démonstration.

La preuve de ce théoréme se fait par contraposition. Supposons donc que le systeme (3.20) ne soit
pas contrOlable de I’état vers la sortie en temps ¢;. On a donc la relation (3.24) satisfaite pour un
vecteur non nul 7 € RY. Puisque H (¢, -) est continue, en prenant ¢ = ¢, dans cette équation, on
obtient " D(t;) = 0,,. Aussi, par hypothese on a H(ty,-) € C*™(R)?,, donc pour tout £ € N%,,
en utilisant le fait que 0'H (ts,t) = —C(t;)R(t;,t)o; ' B(t) (Lemme 3.3.5) et R(t;,t;) = I,
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(Proposition 2.1.1), il suit, en dérivant (3.24) ¢ fois et en évaluant 1’équation obtenue au temps ¢,
que nTC(tf)Df’lB(tf) = 0y, pour tout £ € NZ, ;. On déduit donc que la condition de rang (3.27)
n’est pas satisfaite.

Supposons maintenant que les matrices A et B soient analytiques, auquel cas, la matrice H (¢, -) est
analytique. Ainsi la fonction (v,t) € R x R+ f,(t) := v H(ts,) est analytique et comme pour
tout £ € N, 9/ f,(t) = —v  C(t;)R(ts,1)0; " B(t), si la condition de rang (3.27) avec k = oo n’est
pas satisfaite, il existerait un vecteur non nul » € R? tel que 9} f, (t;) = 0, ceci pour tout £ € N. Le
Théoreéme du prolongement analytique nous permettrait donc de déduire que f,, = n' H(ts,) est
identiquement nulle sur R et donc que pour tout temps ¢, nTgffn = 0. U

Une version générale du Théoreme 3.3.4, dont la preuve peut se faire en utilisant les mémes
arguments que dans la preuve précédente, est donnée dans la proposition suivante. L’application
nécessite cependant la connaissance de la résolvante.

Proposition 3.3.6. Soit k € N U {cc} et supposons que A € C*"Y(R)" (ou A € L2.(R)" pour
k=0) B € C’“(R)fn. Le systéeme (3.20) est controlable de I’état vers la sortie en temps ty 5’1l existe
T € [to, ty| tel que

tk (O{H (t7,1)|,_., { € Negy1) = q. (3.28)

De plus, si les matrices A et B sont analytiques alors (3.28) avec k = oo devient nécessaire.

En prenant 7 = t; dans (3.28), on obtient la condition suffisante (3.27). Aussi, dans cette pro-
position et dans la suite, Iécriture 9; H (¢, t)|,_, désigne la dérivée (™ de H (t;,t) par rapport a ¢
évaluée au temps s.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante de controlabilité de I’état vers
la sortie. Dans le cas ou les matrices A, B, sont constantes, C' = I, et D = 0], ce théoreme a
permis, dans [63, Lemma 5.2.7], aux auteurs de prouver 1’unicité d’un contréle en temps minimal.
Ce théoreme reste valable dans le cas des systemes LTI a temps continu discuté dans la Section 3.1.

Théoreme 3.3.7. Le systeme (3.20) est controlable de I’état vers la sortie en temps t ¢ si et seulement

s’il existe ty,-- - ,t, € [to, t], non nécessairement distincts, tels que
tk (H(ts,t1), -, H(tr, ty) = q. (3.29)
De plus, si les matrices A et B sont analytiques, (t1,--- ,t,) peut étre trouvé dans n’importe quel

sous-ensemble ouvert de mesure non nulle de [to, ]9

Démonstration.

La suffisance de ce critere vient directement du fait que si le systeme n’est pas contrdlable de 1’état
vers la sortie en temps ¢ alors il existe un vecteur non nul n € R? tel que I’équation (3.24) soit
satisfaite ceci pour tout ¢ € [to,?s]. Supposons maintenant que pour tout (¢y,--- ,t,) € [to,tf]%,
rk(H(ts,t1), -+, H(ts, t,)) < qetchoisissons 7y, - - , 7, € [to, tf] tels que

tk(H(ty,m), - ,H(ty, 7)) = max  rk(H(ty,ty),- -, H(ts, t,)).

t1, ,th[to,tf]

On déduit donc que pour tout ¢ € [y, t¢] et pour tout u € R™, on a
H(ts,t)u € Vect {H(tf, T)v, L ENZ,, v € Rm} C R%
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Ceci montre qu’il existe un vecteur non nul 7 € R? tel que ' H (¢, t)u = 0 ceci pour tout u € R™
ettout t € [to,ts] et donc nTgffr] = 0.

Si les matrices A et B sont analytiques et que le systéme est contrdlable en temps ¢y, alors de
ce qui précede, on déduit qu’il existe ¢1,--- , ¢, € [to, ] tels que la condition (3.29) soit satis-
faite. Ceci implique donc I’existence de 7,--- ,7, € {t1,--- ,t,} et uy,--- ,u, € R™ tels que
det (H(tp, 7 )uy,- -, H(ts, 7y)uy) # 0. 11 suffit de remarquer que comme A et B sont analytiques
alors I’application (s, -+ ,s,) € [to,tf]? — det (H(ts,s1)wy, -+, H(ts, sq)u,) € R est analy-
tique et non identiquement nulle. Puisque les zéros d’une fonction analytique non identiquement
nulle sont isolés, il suit que pour tout ouvert O de mesure non nulle contenu dans [to, t¢]?, il existe
(t1,t2,--- ,t,) € Otel que det (H(tp, t1)uy,--- , H(ts,t,)u,) # 0. O

Un autre résultat qui peut étre utile, lorsqu’on a de la régularité sur les matrices A et B, est
donné dans le théoréme suivant.

Théoreme 3.3.8. Soit k € N U {oo} et supposons que A € C*1(R)" (ou A € LZ(R)" si k = 0),
B € CFR)™. Le systeme (3.20) est controlable de I’état vers la sortie en temps t; s’il existe
t1,- -+, ti € [to, ts], non nécessairement distincts, tels que

tk (0f ' H(ty, 1)), L €NZ) = . (3.30)
De plus si k = q dans le critere précédent alors il devient nécessaire.

Démonstration.

Rappelons d’entrée que puisque A € CF71(R)" (ou A € L2 (R)" pour k = 0), B € C*(R)", alors
H(tg,-) € CF(R)4,. La suffisance de la condition (3.30) vient du fait que si le systéme est non
controlable au temps ¢, alors il existe un vecteur non nul € R? tel que

n"OH(ty, t) = —n"C(t;)R(ts, )0, " B(t) = 0y,

pour tout £ € N%, et tout t € [to,y].

Prouvons maintenant sa nécessité.

Supposons que le systeme soit controlable de I’état vers la sortie en temps ¢ ;. De cette hypothese, s’il
existe un vecteur 7 € R? tel que ' H(t,t) = 0, pour tout ¢ € [to,ts], alors n = 07. De ce fait, il
existe un vecteur 7; € RY et un temps ¢1 € [to, 7] tels que ) H(ts,t1) # Op. Sitk(H(ts,t1)) = g,
la preuve est terminée. Sinon, il existe un vecteur 7o € R? non nul et orthogonal a 7; tel que
ny H(ts,t1) = 0,,. Mais aussi par hypothése de contrdlabilité, il existe un temps to € [to, ;] tel
que 1y O H(tg,t)),_,, 7# Om carsing OH(ts,t) = O, pour tout ¢ € [to, ts], en intégrant I’équation
précédente par rapport a ¢ sur I’intervalle [¢1, ¢], on auraitn, H(t;,t)—n, H(ts,t1) = 0,, impliquant
donc 1y H(ts,t) = 0, ceci pour tout ¢ € [ty,ts]. Ce qui contredirait I’hypothese de contrdlabilité.
Sirk(H(ty,t1),0.H(ts,t2)) = q on arréte la preuve, sinon il existe de nouveau un vecteur 73 non
nul, orthogonal a la fois a 7y et 1, tel que g H(ts, t1) = 03 O, H(tg,t),_,, = Opn. Mais aussi, par
I’hypothése de contrdlabilité, il existerait un temps t3 € [to, t] tel que 7, 82 H(ty,t)),, # Om. Soit
la procédure s’arréte avant ¢ itérations, soit on atteint ¢ itérations et on aurait construit ¢ vecteurs

non nuls 7y, - - - , 7, deux a deux orthogonaux tels que
nd [H(tg, 1), 0 H(ty, te1)] =0, pour £ € {2,3,-+ g} (3.31a)
et /0y "H(ts,ty) # 0, pour £ € NZ . (3.31b)
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Etant donné que Vect{n,, ¢ € NZ,} = RY, il suit donc que tout vecteur 77 € R? non nul peut
se mettre sous la forme 77 = >>7_; aymy ot les ap € R avec au moins un a, non nul. Ainsi, on a

' [Hty ), 08 Hity,ty)| = [oand Htg t1), -+ X0y am] 0F ' H(ty,t,)]. Puisque Iun
des coefficients oy est non nul, on déduit donc que rk [H(tf, t1),--- 0 H{ty, tq)} =gq O

La proposition suivante étend [27, Proposition 1.19] au cadre de la sortie.

Proposition 3.3.9. Supposons que le critere (3.27) soit satisfait au temps t; avec k = 0o. Alors il
existe ¢ > 0 tel que pour tout t € (ty —e,tr+¢) N (R\{tr}),

tk (0{H(t;,1), £ € Ney) = ¢. (3.32)
De plus, si les matrices A et B sont analytiques, alors les criteres (3.27) et (3.32) sont équivalents.

11 nous semble nécessaire d’insister ici sur le fait que sans 1’analyticité des matrices A et B, les
criteres (3.27) et (3.32) ne sont pas équivalents. Il suffit, pour le voir, de considérer le systeme (3.20)
avecm=n=q=1,A=D=0,C=1letB(t)=(2/(t— 1)*)e /1" pourt # 1 et B(1) = 0.
Enprenantt; = 1,ona H(t;,t) = e~ Y/(t1% On voit que le critere (3.32) est satisfait alors que le
critere (3.27) ne ’est pas.

Démonstration.

La preuve de cette proposition se fait en deux étapes. On commence par faire la preuve dans le cas
m = 1 et on finit en montrant comment le cas m > 1 peut &tre ramené au cas m = 1. Remarquons
que dans le cas ou les matrices A et B sont analytiques, 1’implication inverse dans la proposition
précédente est une conséquence du Théoreme 3.3.2.

e Cas m = 1. Observons que comme A € C*(R)! et B € C>(R)" alors H(ts,-) € C(R)? (cf.
Lemme 3.3.5). Puisque par hypothese le critere (3.27) est satisfait au temps ¢ ¢, on a donc

k (8fH(tf,tf), le N) =q

Appliquant donc le [27, Lemme 1.22] et la discussion qui suit ce lemme, on déduit I’existence de ¢
entiers d; < --- < d,, q fonctions a;, € C*(R) et ¢ vecteurs v, € RY tels que

rk(vy, -+ ,v,) = ¢, ag(ty) #0, VL € NZ, (3.33a)
Hi(tg,t) ZW (t —tp)% vy, Vit =t (3.33b)
det (0 H (tf, t), L€ Ng) =alt—t)" + 0 ((t—t)'), (3.33¢)

ot 8 = —qlq — 1)/2+ S0 de et @ = (Tycpapeglds — do)) (I aty)) det(vn, - ,vg),

En utilisant (3.33a) et le fait que pour tout k # ¢, d;, # dy, on déduit que v # 0 et donc qu’il existe,
grice a(3.33c), e > Otel que pourtoutt € (ty—e, ty+e)N(R\{ts}), det (Hgf)(t), le N<q) # 0.0
Cas m > 1. Posons H(ts,t) = (hi(t), - , hy(t)) ol les hy représentent les colonnes de la matrice
H(ty,t). Remarquons qu’en écrivant H(t;,t) ainsi, on a, en utilisant le fait que 1’équation (3.27)
est satisfaite au temps ¢,

J

R? = Vect {h\(t;), j € NL,,, € N}.
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On déduit donc de ce qui précede I’existence d’un entier p tel que R? = Vect {hy) (tr), j €

N:,., L€ N<p}.
Posons maintenant pour tout ¢ > ¢,

(t— t5)9~Ph, (1),
j=1

Par construction rk (H'(Z (ty), L € N) — ¢ et puisque pour tout j, h; € C(R)Y, on a aussi H €
C>*(R)% Il suit donc ducas m = 1 qu’il existe ¢ > O tel que pour toutt € (t;— e, ts+ )N(R\{ts}),
rk (I—if@)( ), L€ N<q) =q.

En remarquant que Vect {H (t), L € N<q} C Vect {h( (1), j e N%,., € N<q}, on déduit donc
que pour tout t € (t; —e,ty+¢) N (R\{tr}),

tk (H)(t), € € Nog) =1k (0/H(ty, 1), L € Noy) =g
L]

Remarque 3.3.7.
Observons que tous les criteres établis dans cette section sont aussi valables pour la controlabilité
de l’état vers la sortie du systeme (3.1) étudié dans la section 3.1.

3.3.3 Illustration des résultats précédents sur un exemple

Considérons le systeme (3.20) avec n = 3, m = 1, ¢ = 2, les matrices A, B, C' et D données
pour tout ¢ > 0 par

0 -1 0 cos(t) 2
At) = (1) 8 0, B(t) = Si%(ﬂ , Ot) = (g (1) cots(t)> D)= <511?<t>> ‘
t
(3.34)

e Vérification de criteres de controlabilité

Sur cet exemple, les matrices du systeme sont analytiques.

Aussi, comme la matrice A commute pour différentes valeurs du parametre ¢, il devient facile ([12
p.173]) de calculer sa résolvante. Elle est donnée pour tout (¢,7) € R? par

cos(t —T) —sin(t —7) 0
R(t,7) = |sin(t—7)  cos(t—7) 0
0 0 e(tQ_TQ)/Q

On obtient donc pour tout ¢ € [0, %], My, (t) = (sin(ty), ty cos(ty)) ' e

H(ts,t) = ((ty —t) cos(ty), t(ty —t) cos(ty) +sin(ts)) "

I est donc immédiat que det(KC;,) = t;sin(ty)* et det(gff) = tf sin(t;)*/12. On déduit que les
criteres (3.22) et (3.3.2.c) conduisent a la méme conclusion ¢’est-a-dire que le systeme (3.20) avec
les matrices données dans (3.34) est contrdlable de I’état vers la sortie en temps ¢ si et seulement
sit f % 7N.

Observons maintenant que pour tout ¢ € [0,t¢], 0;H(ts,t) = (—sin(ts), —tscos(ts)) et pour tout
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(>2,0onad{H(ty,t) = 0% Ceci montre que le résultat aurait été plus rapide si I’on avait appliqué
le Théoreme 3.3.4. En effet, avec ce théoreme, il suffit de vérifier sous quelles conditions on a

tk (H(tg,tg), 0uH (tg,tf)) =k ((0, sin(ty)) ", (= sin(ty), —t;cos(t;))") = 2.

Ceci étant possible si et seulement si ¢; ¢ 7N. La Proposition 3.3.6 conduit aussi au méme résultat
car elle stipule qu’il y a controlabilité de 1’état vers la sortie en temps ¢ si et seulement s’il existe
7 € [0,tf] tel que

det (H(tf, T), 8tH(tf, T)) = sin2(tf) 7& 0.

On vérifie que pour tout ¢4, t, dans I'intervalle [0, ¢ ],

det (H(ts,t1), H(ts,12)) = (t — t1) sin(ty)

et donc que le Théoreme 3.29 conduit au méme résultat.
On peut voir que tous les résultats de la sous-section précédente donnent la méme condition.

e Calcul du controle.

On suppose que le systeme (3.20) avec les matrices données au (3.34) est a I’état xo = (1, 0, 1)T
au temps ¢y = 0 et que nous voulons avoir une sortie y; = (1, 2)" au temps ¢ = 7/2.

Nous savons, d’apres le premier point, qu’il est possible d’obtenir cette valeur de sortie au temps
t; = m/2. En choisissant u(0) = 1, le Théoreme 3.3.3 conduit au contrdle

u(t) =4 (3 + 7re”2/8) t?—2 (8 + 37T67T2/8> t+1, te]o, g]

Le contrdle obtenu grice a la matrice de Ky, (Remarque 3.3.1) est donné par

_mom?/8 i
_ 5e si t )
ult) { 2 si t

=)

B

Y

I m

us
-

Les trajectoires du systeme sont sur la Figure 3.2. Sur cette figure, la premiere ligne illustre que
le contrdle construit, grace a la matrice fo, est continu valant up = 1 au temps ¢t = 0 et permet

d’avoir une sortie avec des trajectoires continues avec une valeur finale (1, 2)" au temps ¢ = 7/2.
La seconde ligne de cette figure montre des trajectoires de sortie discontinues au temps final, ceci
parce que le contrdle construit grace a la matrice K;, présente une discontinuité au temps final.

Pour clore ce paragraphe, revenons-en a notre exemple pratique des deux voitures. Ici, supposons
que les forces de frottement sont données par fi(t) = —twvg(t), ¢ € R ol nous rappelons que vy
désigne la vitesse de la voiture k. Aussi, on prend m; = my = 1. Le systeme devient donc

o 1 0 O (1) 8
0O -t 0 0
A(t) = 0O 0 0 1> B(t) = 00
0O 0 0 —t 01
1 0 -1 0 0 O
cCt)={(0 1 0 —=1|, et D({)=(0 0].
0O -t 0 t 1 -1

Ici le critere adéquat pour vérifier la contrdlabilité de 1’état vers la sortie en un temps ¢ est le
Théoreme 3.3.4 car le calcul de la résolvante R nécessite quelques efforts. Avec le Théoreme 3.3.4
il est aisé de voir que ce systeme est controlable de I’état vers la sortie en tout temps ¢4 > 0.
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Controle avec g;’j Etat avec g,;j Sortie avec Qt‘i

—

-10 |

t t t
Controle avec Ky,

— o

-10

t t t
FIGURE 3.2 — Sur la premiere ligne, nous avons des trajectoires provenant du controle construit
grace a la matrice fo et sur la seconde ligne, les trajectoires associées au controle construit avec

la matrice K, . Rappelons qu’ici, I’objet est d’atteindre la valeur de sortie (1, 2)7 a partir de I’état
initial xo = (1, 0, 1) au temps ¢; = 7/2.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudi€ la controlabilité de I’état vers la sortie des systemes linéaires
a temps invariant dans le cadre discret et continu. Dans ce cadre, nous avons étendu principalement
les criteres de Hautus bien connus dans le cadre de la contrdlabilité de 1’état au cadre de la sor-
tie. Ces résultats nous seront tres utiles dans la suite du manuscrit et principalement au Chapitre 5.
Nous avons également proposé d’autres criteres de controlabilité dans le but de compléter et d’af-
finer ceux existants dans la littérature. Cette étude a été faite également sur les systemes linéaires
a temps variant mais uniquement dans le cas du temps continu. Nous avons donné des criteres de
controOlabilité et dans la mesure du possible des expressions explicites de controles permettant d’at-
teindre des valeurs de sortie désirées a partir d’'une donnée initiale en état, ceci en temps fini.

Pour cette notion de controlabilité de sortie, I’ objet était de savoir si I’on peut atteindre n’importe
quelle valeur de sortie a partir de n’importe quelle donnée initiale en état. Ce qui implique que nous
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supposons la connaissance de I’état du systeme au temps initial £,. Mais on peut aussi se dire qu’on a
en notre possession une valeur de sortie a I’instant ¢, et se poser la question de savoir s’il est possible
d’atteindre une valeur de sortie désirée en temps fini a partir de cette valeur de sortie initiale. Comme
dit dans I’introduction, cette question qui semble étre anodine comporte des propriétés, loin d’étre
intuitives, qui feront I’objet du chapitre suivant.
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Dans le Chapitre 3, nous avons porté notre attention sur la question suivante : est-il possible
d’atteindre n’importe quelle valeur souhaitée de la sortie d’un systeéme en partant de n’importe
quelle valeur initiale en état en temps fini ? Mais on peut aussi se dire qu’a I’instant initial, on n’a
pas acces a une valeur de 1’état mais plutdt a une donnée initiale de sortie (résultat d’une mesure
par exemple) et se poser la question s’il est possible d’agir sur le systeme pour obtenir une valeur
de sortie désirée en un temps ultérieur.

De ce fait, nous considérons, en premier lieu, dans ce chapitre le systeme

x(t) = Az(t) + Bu(t), (4.1a)
y(t) = Cz(t) + Du(t), (4.1b)

ot u(t) € R™, z(t) € R" et y(t) € RY désignent respectivement le contrdle (ou I’entrée ou encore
la commande), 1’état et la sortie du systeme a I’instant ¢.

Afin de pallier au probleme relevé dans £, nous introduisons, pour toute donnée initiale de
sortie yg € RY, ’ensemble I'y des xo € R" et uy € R™ pouvant engendrer y, donné par

Ly = {(x].u])T € R™™ | Cxg+ Dy = o . (42)

Cet ensemble peut étre vide si la condition nécessaire (3.6) n’est pas satisfaite, en d’autres termes,
si 1k(C|D) < g. Dans le cas ou cette condition nécessaire est satisfaite, I'y, est un espace affine
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Chapitre 4. Controlabilité simple et globale de la sortie

dont la dimension est celle du noyau (C|D).

Puisque les €léments de I'y, engendrent des trajectoires de sortie qui ne sont pas nécessairement
identiques, la question est donc de savoir a quelle trajectoire de sortie on fait allusion dans la défi-
nition précédente.

L’ objectif de ce chapitre est donc le suivant :

Objectifs. Donner une description mathématique rigoureuse de cette notion de contrdlabilité en
introduisant deux nouvelles notions de controlabilité de sortie a savoir la contr6labilité simple de
sortie qui nous permettra de transférer pour tout 'y, € RY un élément de I'y, sur la sortie désirée y,
avec toujours l’idée de le faire avec des trajectoires de sortie continues, et celle dite contrdlabilité
globale de sortie ou I’objet sera d’envoyer tous les éléments de 'y, sur y, par le biais d’un unique
controle continu. Des criteres et lois de controle seront proposés dans le cadre du temps discret et
du temps continu.

Selon la notion de controlabilité considérée, nous montrerons que la condition mentionnée ci-
dessus comme nécessaire et suffisante n’est que parfois suffisante. Nous verrons que certaines pro-
priétés auxquelles nous sommes habitués dans le cadre des systemes LTI ne sont plus valables, c’est
par exemple le cas de la dépendance en temps de ces deux notions.

Le chapitre sera subdivisé en trois sections. La premiere sera dédiée a la notion de controlabilité
simple, section dans laquelle nous allons traiter les systemes LTI (a temps continu et discret) et LTV
(a temps continu). Ensuite la seconde section sera dédiée a la notion de contrdlabilité globale avec
les mémes considérations et enfin suivra une derniere section dédiée a la conclusion et aux questions
ouvertes.

Les résultats sur les systemes LTI de ce chapitre et du chapitre précédent ont donné lieu a
I’article [30] qui est en révision.

4.1 Controlabilité simple de la sortie

4.1.1 Cas des systemes LTI a temps continu

Commencons déja par donner une définition précise de ce que nous entendons par contrdlabilité
simple de la sortie du systeme (4.1). Soit £, € R fixé.

Définition 4.1.1. — Le systeme (4.1) est dit simplement controlable en sortie au temps t; > tg
si pour toute sortie initiale yo, € RY prise au temps ty et toute valeur de sortie y, € RY, il
existe (xq,ug)’ € Ty, et un contréle continu u € C([to,t;])™ valant uy au temps t tels

que la trajectoire de sortie donnée par I’équation (4.1b) avec Xy, comme état initial satisfasse
y(tr;to, Xo, u) = y1.

— 1l est dit simplement controlable en sortie si pour toute sortie initiale yy € R prise au temps
to et toute valeur de sortie y; € RY, il existe (xg,ug)’ € Ty, un temps t; > to et un
controle continu u € C([tg,tf])™ valant u(ty) = g tels que la trajectoire de sortie donnée

par I’équation (4.1b) avec xo comme état initial satisfasse y(ts; to, Xo, u) = yi.
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4.1. Controlabilité simple de la sortie

Dans un premier temps, nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes de contrd-
labilité simple du systéme (4.1) en temps ¢;. Une fois la controlabilité acquise, nous montrerons
comment choisir les commandes adéquates pour atteindre les valeurs de sortie désirées.

En particulier, on verra que cette notion de contrdlabilité de sortie dépend du temps et que la contro-
labilité simple du systeme n’implique pas sa controlabilité simple en un temps fini, ce qui constitue
des obstructions a la notion de contrdlabilité de 1’état vers la sortie discutée dans le Chapitre 3.

% Controlabilité simple en temps ;.
Le théoréme suivant regroupe les criteres pour la controlabilité simple au temps ¢ .

Théoreme 4.1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(4.1.1.a) Le systeme (4.1) est simplement controlable en sortie au temps 5.

(4.1.1.b) L’application entrée-sortie
Eff : R D x C([tg, tf])™ — RY

t
(¢, ) — G(ty)¢ + / " Celtr ARy dt + Dulty)
to
est surjective ont kop = dimker(C|D) et G(ty) := {C’e(tf_to)A | H(ty, to)} (C|D)*.
(4.1.1.c) tk(CB|CAB|---|CA" ' B|D(t;)) = g ou D(t;) := (D| [Cetr=A |03, | (C|D)*).

t
(4.1.1.d) La matrice G;, := / ! H(ty, t)H(ts,t)" dt + G(t;)G(t;) " est définie positive avec

to

ty
H(ts t) = / Cels=ABdr + D pour tout t € [to, ;).
t
Faisons quelques remarques importantes sur ce théoreme.

Remarque 4.1.1.

Notons que le critere (4.1.1.c) a exactement la méme forme que le critere (3.1.1.b) avec la matrice
D dans (3.1.1.b) remplacée par la matrice ®(ty). Par conséquent, les tests de Hautus (3.1.4.c)
et (3.1.4.d) constituent, en remplacant la matrice D par D (), des conditions nécessaires et suffi-
santes de controlabilité simple en sortie au temps t; du systéeme (4.1).

Remarque 4.1.2.

La contrélabilité de 1’état vers la sortie du systeme (4.1) implique la controlabilité simple de la
sortie au temps ty ceci pour tout temps ty > to. En revanche, si le systéme (4.1) est simplement
controlable au temps ty, il n’est pas nécessairement controlable de I’état vers la sortie.

Comme exemple, considérons le systeme (4.1) avec

0 —1 0 0

A=(1 0 o). B=[0 ,02(8 . ?),D:(?).
0 0 0 1

0000

Sur cet exemple, on a (CB|CAB|CA%’B|D) = (1 00 1

) et (CB|CAB|CAB[D(t;)) =
T

1 001 0 1 0 0 1 -1 . On peut donc

voir que ce systeme n’est pas controlable de |’état vers la sortie mais qu’il est simplement contro-
lable en sortie au temps t ¢ pour tout temps t s satisfaisant ty ¢ to + wN.

(O 000 sinft; —t) 0 , oit I'on a choisi (C|D)* = <1 00 0

Donnons maintenant une preuve au Théoreme 4.1.1.
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Chapitre 4. Controlabilité simple et globale de la sortie

Démonstration.
e Montrons que (4.1.1.a) implique (4.1.1.D).
Supposons que le systeme (4.1) est simplement contr6lable au temps 7 4.
1l suit donc que pour tout (yo,y1) € R? x RY, il existe (x4 ,uj )" € Iy, et un controle continu u
valant uy au temps ¢, tels que
y1 = Celtr—to)Ax, + Y Cetr=94Bu(t) dt + Dul(t).

to
Réécrite autrement, cette expression devient :

ty

y1 = [Ce(tf_tO)A ] H(tf,to):| ( Ez ) + t CerDAB(u(t) —ug) dt + D(u(t;) —ug). (4.3)
0

Puisque (x4 ,ug )" € I'y,, il existe ¢ € R*cP tel que (x4 ,ug)" = (C'|D)lyo + (C| D)*¢.

De ce fait, pour tout (yo,y1) € RIxRY, il existe { € R"CP et un contrdle continu w := u—ug tels que

t
v = F(ty)yo + G(tr)¢ + /t " CetDABw(t) dt + Duwl(ty)

o F(ty) := |Celti 4| H(ty, t)| (C'| D).
On déduit que pour tous les couples (07,y1), il existe ( € R"“P et un contrdle continu v tels que
y1 = E; (¢, u). Ce qui implique la surjectivité de I’application Ef, .

e Montrons que (4.1.1.b) implique (4.1.1.c).
Pour cette implication, il suffit de remarquer que Im(E} ) C Im (CB|CAB] - - - |C A" B|D|G(t¢)).
Ainsi, la surjectivité de I’application entrée-sortie E;ff implique

tk (CB|CAB|---|CA"'B|D|G(t;)) = q.

Enfin, en utilisant le fait que pour tout u € R™, H(t;,to)u € Im(CB|CAB|---|CA" 'B|D), on
remarque qu’on a de facon équivalente le critere (4.1.1.c) satisfait.

e Montrons que (4.1.1.c) implique (4.1.1.d).

Un raisonnement par contraposition montre que s’il existe un vecteur non nul n € R? tel que
n'G(t;)n = 0 alors n" H(ty,t) = 0,, pour tout t € [to,ts] et que n' G(t;) = 0,,. On a donc
n"H(ts,t;) =n" D = 0,,. En dérivant ’expression ' H(t;,t) = 0, autant de fois que nécessaire
par rapport au temps et en évaluant I’équation obtenue au temps ¢ on déduit que le vecteur non nul
n satisfait n' CA*B = 0,, pour tout k¥ € N_,,. Ceci montre donc que le critére (4.1.1.c) n’est pas
satisfait.

e Montrons que (4.1.1.d) implique (4.1.1.a).
Supposons donc (4.1.1.d) et prenons (yq , y1) € R? x R
Le contrdle

ut) = ot [ Hpn)Tdr(G) " (- Few)

—1 44
()T = (CIDYyo+ (CIDYGU)T (6) i —Fleye)

nous permet d’avoir y; comme valeur de sortie au temps ¢ en partant de I’état initial x, au temps .
Comme par hypothese le critere (4.1.1.d) est satisfait, il suit que le vecteur (x4 ,uj )" donné dans (4.4)

56



4.1. Controlabilité simple de la sortie

est bien défini et appartient a I'y,. De plus le contrdle v donné dans la méme équation est continu et
satisfait u(fo) = uo. Ecrivons maintenant u(t) = uo + [, v(7) dr ot, pour tout ¢ € [to, ],

o(t) = Htr, ) (G5 (v1—Fltp)yo).

En se souvenant de I’intégration par partie faite dans la preuve du Théoreme 3.1.7, il suit de I’équa-
tion (4.3) que

t,
y(ts;to, xo,u) = [Oe(tf_tO)A | H(tf,to)} ( ig ) + /t ! H(tg, t)v(t)dt.
0

En remplagant (x;,ug )" et v respectivement par leur expression dans la relation précédente, on
obtient y(ty; to, X0, u) = y1. O

Une fois que I’on est convaincu de la nécessité et de la suffisance des criteres proposés dans le
Théoreme 4.1.1, on comprend mieux pourquoi le critere (3.1.1.b) du Théoreme 3.1.1 souvent pré-
tendu comme nécessaire et suffisant, n’est que, dans le cadre de la contrdlabilité simple, suffisant.

La preuve de « (4.1.1.d) implique (4.1.1.a) » nous montre que lorsque le systeme est simple-
ment controlable en sortie au temps ¢, tout yo € R? peut €tre envoy€ sur y; au temps t; avec le
contrdle et 1’état initial donnés par (4.4). On peut aussi vérifier, en procédant comme dans la preuve
du Théoreme 3.1.7, que le couple (u,x, ) donné par (4.4) est I'unique solution du probleéme de
minimisation

) 1 rtr . 9 1,
min 5 [ i) e+ 51k,

| we HY([to, t])™, ulto) = wo, y(ts;to,x0,u) = y1, ¢ € RFeP

avec (x4 , 1y ) donnés par (x4 ,uy )" = (C'| D)yo + (C| D)*C.

Exemple 4.1.1.

Comme illustration, considérons le systeme (4.1) avec les matrices données dans la Remarque 4.1.2.
On se donne comme tiche d’envoyer la sortie de ce systéme a la valeur y, = (1, 2)7 au temps
t; = /2 avec comme donnée initiale de sortie yo = (0, 1) au temps to = 0.

D’apres la Remarque 4.1.2, le systéme est simplement controlable en sortie pour tout temps t; tel
que ty ¢ wN. Ainsi puisque t; = /2 ¢ 7N, notre tdche est réalisable.

En calculant I’ expression du controle u et de ’état initial xo donnés dans I’équation (4.4), on obtient

1 0 m(m+12) !
X =
0 2m?+9r+12))

72 4 6 + 24 (Br —12)(2+ 7 — t)t
£ = - vt € [0, 7].
) = SErort1y Aliortiy € 10,3]

Les trajectoires du systeme sont représentées sur la Figure 4.1.

Remarque 4.1.3.
Dans la Remarque 4.1.2, nous avons mentionné le fait que la controlabilité simple en temps t;
n’implique pas la contrélabilité de I’ état vers la sortie. Toutefois, on peut déduire du critere (4.1.1.c)
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Entrée du systeme Etat du systeme Sorties du systeme
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FIGURE 4.1 — Dans la premiere fenétre a gauche, nous avons la trajectoire du contrdle permettant de
transférer la sortie du systeme (4.1) avec les matrices données dans la Remarque 4.1.2 de la valeur
vo = (0, 1)T au temps to = 0 a la valeur y; = (1, 2)" au temps ¢; = 7/2. Au milieu nous avons
les trajectoires associées aux variables d’état et a droite celles associées aux variables de sorties.

que la controlabilité simple en temps ty du systeme (4.1) est équivalente, en définissant B :=
(Blor. )e Ry a la controlabilité de 1’état vers la sortie du systeme

i(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + D(tr)u(t).

En effet, la controlabilité de I’état vers la sortie du systeme précédent est équivalente a
tk (CB|CAB]- - [CA"'BD(t;)) = ¢.

Ce qui en remplagant B par (B |0 ) donne (4.1.1.c).

% Controlabilité simple.

De 1’équation (4.3), la controlabilité simple de la sortie est équivalente, pour tout couple (yq, y1) €
R? x R?, a I’existence d’un temps ¢y > t, dépendant éventuellement de yq et y; tel que y; €
{F(tf)yo} + Im (CB|CAB|---|CA™ ' B|®D(t;)) . 1l suit donc que ’ensemble de toutes les sorties
accessibles depuis yg est donné par

Ace(yo) = | ({F(t)yo} + Im (CB|CAB|---|CA™ ' BID(t))) .

ty>to

Ainsi, la contrdlabilité simple de la sortie est équivalente a

Vo €RY, | ({F(ty)yo} + Im (CB|CAB]|---[CA"'BID(t;))) =R%.  (4.6)

ty=>to
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4.1. Controlabilité simple de la sortie

Nous avons vu au Chapitre 3 que pour les systeémes LTI, la controlabilité de 1’état vers la sor-
tie impliquait la contrdlabilité de 1’état vers la sortie en tout temps fini. Il est donc naturel de se
demander si la méme propriété reste vraie dans la cadre de la contrdlabilité simple, c’est-a-dire, si
la contrdlabilité simple de la sortie du systeme (4.1) implique sa contrdlabilité simple en un temps
fini.

Dans la suite de ce paragraphe, nous répondons par la négative a cette question, excepté pour le
cas ¢ = 1. Pour ce faire, nous donnerons un exemple de systéme simplement contrdlable mais non
simplement contr6lable pour tout temps ¢y > to = 0.

Premiérement, observons que quitte a projeter (4.6) dans I’orthogonal de Im(C'B| - - - |C A" B)
+ Im(D), on peut supposer que B = 0, et D = 09 . Avec cette hypothese, il suit de (4.6) que la
controlabilité simple de la sortie est équivalente a

U (Im(CetACt) + {CetACTy }) = RY, Yy, € RY. 4.7)

ty>0

Deuxieémement, nous supposerons que ¢ # 1 carsi ¢ = 1 et si le systéme est simplement contro-
lable en sortie, il existe un temps ¢y > 0 tel que le systeme soit simplement contr6lable en temps ¢ ;.
En effet, si le systtme est simplement contrdlable alors on a Uy~ Im(CetsAC+) = R. On a pris
yo = 0 dans la relation (4.7). Or, il est impossible d’avoir Uy~ Im(Ce"*4C+) = R si le systéme est
non simplement controlable en tout temps s car, dans ce cas, Im(Ce'4C*) = {0} pour tout ¢; > 0.

Troisiémement, puisque la matrice C'e!/AC" contient n — ¢ colonnes, pour augmenter notre
chance de tomber sur un systeéme simplement controlable mais non simplement contr6lable en temps
fini, on se met dans le cas oi n — ¢ < ¢, c’est-a-dire n < 2¢ ou, nous rappelons que, n est la di-
mension de ’espace d’état et g celle de la sortie. En effet, si n — ¢ < g, le systeme ne peut pas étre
simplement controlable en temps fini car il est impossible d’engendrer R? avec n — ¢ vecteurs fixes.

Et enfin, remarquons que pour avoir la contrdlabilité simple, il faut que pour tout (yo, y1) €
R? x IRY il existe un temps ¢ et n — g coefficients réels oy, - - - , vy, tels que y; — Cel74CTy, =
v (ty) + -+ + Qp_gUn_q(ts), ol v est la colonne k de la matrice C'e’C*+. On obtient donc ¢
équations a n — ¢ + 1 inconnues. Pour augmenter de nouveau notre chance de trouver un contre-
exemple, on se place dans le cas ou1 2¢ — 1 < n.

Ainsi donc, nous nous placons dans le cadre suivant.

B=0",D=0", qg#1let2¢—1=n. (4.8)

H Supposons dans un premier temps que ¢ = 2 et n = 3.

Nous montrons que dans ce cadre, I’exemple recherché ne peut €tre trouvé.

Dans le présent cas, quitte a faire un changement de base sur la variable d’état, on peut se limiter
aux cas ou la matrice A prend les formes de Jordan

a —b 0 )\1 (6] 0
Ai=|b a O0floudy=[0 X (],
0 0 ¢ 0 0 Xs

avec a, b, ¢, A\, k € {1, 2,3}, a et  des nombres réels.

59



Chapitre 4. Controlabilité simple et globale de la sortie

On peut déja remarquer que si la matrice A est nulle alors la relation (4.7) ne peut pas étre satis-
faite.
Puisque n — ¢ = 1 alors C* est un vecteur colonne. Choisissons sans perte de généralité C+ =
(c1, 2, c3) " € R3\ {03} tel que ¢ + 3 + 2 = 1.
Remarquons que le vecteur e3 = (0, 0, 1)" est un vecteur propre simultanément pour les matrices
A; et A,. 1l ne serait donc pas avisé de choisir C+ = e, . En effet, ceci impliquerait qu’aucun
vecteur autre que le vecteur nul ne peut étre atteint a partir de I’origine. Nous choisissons donc la
transposée de C- A e3 comme premiére ligne de C et la transposée C+ A (C+ A e3) comme seconde
ligne de C'.

En posant r? = C% + c% et en prenant, en premier lieu, A = Ay, ona

_ [ © -G 0 tpA L 2 el sin(tsb)
¢= <01c3 C2C3 —1"2> et CerCh=-—r <03etfc — czet? cos(tgb) ) (49)

Observons de (4.9) que sit = 0 ou c¢3 = 0 alors le systeme ne peut pas étre simplement controlable
en sortie car, par exemple, le vecteur y; = (0, 1) ne peut pas étre atteint a partir de 1’origine.
Supposons maintenant que r # 0 et c3 # 0.

Premiérement, si a = c, le vecteur y; = (1, 0) ne peut pas étre atteint a partir de I’origine car
sinon, il existerait un temps ¢ tel que sin(t¢b) # 0 et cos(tsb) = 1.

Deuxiémement, si a < c, le vecteur y; = (1, 0)" ne peut pas étre atteint a partir de 1’origine car
sinon, il existerait un temps ¢, tel que cos(t;b) = et(¢=9) > 1.

Enfin, observons que si a > c, I’origine ne peut pas étre atteinte a partir de yo = (0, 1)". En effet, en
posantv; = CetrM1Ct etvy = Cetr1OTyg, onadet(vy, vy) = —cgrels@+e) (etf(a‘c) — cos(tfb)) .
Puisque a > c il suit donc qu’il n’existe pas de temps t; > 0 tel que det(vq,v2) = 0.

En tout, nous venons de montrer qu’il n’est pas possible de trouver le systeme désiré avec une ma-
trice A ayant la forme de A;.

Considérons maintenant le cas A = A,.
SiI’on suppose que a« = 3 = 1, auquel cas A\ = Ay = A3, ona

CethQCd‘ _ tfe/\ltf ( QCS — 201(33 + thQC?, > '
2 2C1C2 -+ 2C2C3 -+ thng
En posant v; = Ce'742Ct et vy = (cq, 1) ', on a det(vy, vg) = —t e czr?. Ceci montre que le
vecteur v, ne peut étre atteint que si c3 = 0 ou si ¢; = co = 0. Mais si cg3 = 0, alors on ne peut pas
atteindre par exemple le point y; = (0, 1)" a partir de 0. Aussi si ¢; = c; = 0 on a directement
v1 = 0% et donc aucun autre point en dehors de I’origine ne peut étre atteint 2 partir de 1’origine.
Si a = B = 0, auquel cas les valeurs propres )\, sont deux a deux distinctes ou toutes nulles, on

obtient
At Aot
Cethgcd_ — ClcQ(e U —en? f)
czel(eMlr — eMalr) + cgel(etets — eMstr) )

De ce calcul, si au moins I’un des paramétres ¢, k € {1, 2,3}, est nul alors on perd la controlabilité
simple de la sortie. Si nous supposons que les parametres c; sont non nuls, alors il est immédiat que
le vecteur y; = (0, 1) ne peut pas étre atteint a partir de I’origine car, par hypothese, A\; # s ou
AM=X=A3=0.
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Si I’on suppose que («, 3) = (1,0), auquel cas \; = Ay # A3, on obtient

CBth2CL _ < C%tfekltf ) ‘

car?(eMtr — M) + cpegcgets

De I’expression précédente, on voit que si co # 0, il est impossible d’atteindre les sorties d’abscisse

nulle a partir de 1’origine et si ¢, = 0 1l est impossible d’atteindre celles d’abscisse non nulle.
Enfin, le cas (o, 5) = (0, 1) se déduit du cas précédent par permutation.

Nous venons donc de montrer qu’il n’est pas possible de trouver I’exemple recherché en considérant

comme matrice A les matrices ayant la forme A,.

De ce qui précede, nous déduisons que le systeme recherché ne peut pas €tre trouvé dans le cas
q=2etn =3.

H Supposons maintenant que ¢ = 3 et n = 5.
En augmentant la dimension de I’espace de sortie a ¢ = 3, auquel cas on a n = 5 (en suivant (4.8)),
nous proposons apres quelques investigations le systéme suivant :

1 0 -1 0 1
0O o0 1 1 —-1].
0o 1 0 -1 1

Nous allons montrer que le systeme (4.1), avec B = 0, D = 0%, et les matrices A et C' données
ci-dessus, est simplement contrdlable en sortie mais qu’il ne I’est pas en temps fini.

OO
O = O
OO
(v NesNevNanNan)
“Q
Il

Remarquons que ce systeme ne peut €tre simplement controlable en temps fini car pour tout
t; > 0, le nombre de colonnes de la matrice Cet/AC* est n — ¢ = 2 strictement plus petit que la
dimension de 1’espace de sortie ¢ = 3, on a tk(CeAC+) < 3.

Montrons maintenant que ce systeéme est simplement contrdlable en sortie.
Pour commencer, nous calculons C'' et choisissons la matrice C de la maniére suivante :

5 4 1 ~1 0

1l 1 4 5 1 -1
ct==-|-1 4 3 |, ¢ct=|-1 1
81 3 4 -1 1 0

2 0 2 0 1

En posant v(T") = (v1(T), v2(T)) = CeTAC*, s = sin(T) et ¢ = cos(T), on a

4cs 2c(c—s8)—1—e T

- . ( 25(1—2c)  2(—c*+sc—s)+ 1+ e‘T>
v(T) =e
20+c—2c%) 2c(-1+s+c)—1+e 7

Nous allons maintenant montrer que pour tout (yo,y1) € R? x RY, il existe un temps 7" € R tel
que d(T) := det(v(T),vo(T),y1 — CeT2CTyq) = 0. Mais avant d’utiliser cette méthode, nous
devons d’abord déterminer les temps 7" pour lesquels les vecteurs v1(T") et vo(T") sont colinéaires.
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Le produit vectoriel de v (7") et v5(T") est donné par

-2 —2sct +c+1 252 +2cs+c—1
v1(T) Avya(T) = €T l—s—c el +|c—s+2s+2sc—1
s(—2s* +2cs + 1) —$
On doit donc résoudre v1(T") A vo(T) = 0, ¢’est-a-dire
(—2¢® — 2sc¢® + ¢+ 1)e’ = 25* + 25 + ¢ — 1, (4.10a)
(1—s5—c)el =c—s5+2s*+2sc—1, (4.10b)
s(—2s? + 2¢cs + 1)e! = —s. (4.10c)

Dans un premier temps, on remarque que si 7' € 27N alors vy (7") et vo(T) sont colinéaires.
Réciproquement, on peut aussi remarquer que la relation (4.10c) n’est satisfaite que si s = sin(7") =
0, c’est-a-dire T' € 7N. En effet, si s # 0 alors de (4.10c) on a e’ = 1/(—2s* + 2¢s + 1). En repor-
tant cette expression de e’ dans (4.10a), on obtient s> — 1 = 0 impliquant que 7' € 7N + 7/2. Mais
T ¢ 7N+ /2 car sinon, on aurait e/ = —1. Pour que la troisitme composante du produit vectoriel
soit donc nulle, il faut que 7' € 7N.

On remarque maintenant que si 7' = (2k + 1), k € N, on obtient de (4.10b) que el = —1. Ceci
montre que le produit vectoriel de ces deux vecteurs s’annule si et seulement si 7' € 27N. Cette
preuve est confirmée par la Figure 4.2.

10

0 | | | | | |
0 T 2T 37 47 5 6r Ve 8 Or 107 117

T

FIGURE 4.2 — Norme de (v A vy)e 2T,

De ce qui précede, la contrdlabilité simple du systeéme considéré est garantie si nous mon-
trons que pour tout (yo,y1) € R? x RY, il existe un temps 7' € R, \ 27N tel que d(7) :=
det(v1(T),v2(T),y1 — CeTACTyy) = 0.

En posant yo = (o1, Yoz, Yo3) ' €t y1 = (V11,¥12,y13) ', on obtient

d(T) = =26 [a1 fi(T) + o fo(T)] = 26" [Bogo(T) + Brgi(T) + Baga(T) + §(T)] — 2¢" W(T).

ol nous avons posé

a1 = Yyo1 + Yoz, fi(T) = 252 — 2sc + ¢ — 1, foT) = s,
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4.1. Controlabilité simple de la sortie

Q2 = Yo2 + Yo3, g9o(T) = s(1 —282), g1 (T) = 1428 +¢,
Bo =2y11 +y12 —yi3, (1) = —2cs?,
B1=yu + ¥z, 9(T) = (1 +25—28% —c+ 2052) + s (—1 +25% + 205) ,

By =2y02 +v11 + vz,  MT) = Bi(1+2s — ¢ — 25> — 2s¢) — Poys.
Pour simplifier le reste de la preuve, nous introduisons le lemme suivant.

Lemme 4.1.2. Soient p1, o deux fonctions réelles, continues et 2m-périodique; r une fonction
réelle et continue, définie sur R telle que limp_, ., r(T) = 0.

Supposons qu’il existe Ty, Ty dans (0, 27) tels que p1(T11) < 0, o1(Ts) > 0 et po(11) = wo(T) = 0.
Prenons (71,72) € R* x R et posons H = v101 + Yap2 + 1.

Alors, il existe T € R, \ 2nN tel que H(T) = 0.

Démonstration.

Supposons sans perte de généralité que v = 1 et 77 < 7T5.

Comme @s(7T1) = p2(T12) = 0alors pour tout & € N, tout ¢ € {1,2}, ona H(Ty+2kn) = v1(Ty) +
r(Ty + 2km). Comme par hypothése ¢1(T1) < 0, ¢1(1) > 0 et que r tend vers 0 quand 7" tend
vers Iinfini, il existe & suffisamment grand tel que H (7T} + 2kw) < 0 < H (T3 + 2km). 1l suit donc
du Théoréme des Valeurs Intermédiaires que H s’annule sur Uintervalle (7} + 2k7, Ty + 2k7). [

En utilisant le lemme précédent, nous allons montrer que le déterminant calculé un peu plus haut
s’annule en dehors des temps de I’ensemble 27N.
Observons que si a1 # 0 (resp. as # 0 et a; = 0), en prenant p; = fo, po = f1 (resp. 1 = fo,
w2 = 0)etr(T) = e T(Bogo(T) + Brgi(T) + P2g2(T) + §(T) + e Th(T)) dans le Lemme 4.1.2,
on déduit que d(-) s’annule sur R, \ 27N. Sur la Figure 4.3 on peut vérifier que les fonctions f; et
f2 satisfont bien les conditions du Lemme 4.1.2.
Supposons maintenant que «; = ay = 0 et définissons 1 (7") = Bogo(T) + L191(T) + B292(T),
0o(T) =0etr(T) = e Th(T).
On a donc d(T) = —2e*T [p1(T) + @o(T) + r(T)] . On remarque que p;(0) = ¢(27) = 0,
¢ (0) = By et py est 2w-périodique. Donc si Fy # 0, il existe 77 et T3 sur (0, 27) tels que ¢4 (77) < 0
et v1(72) > 0. En appliquant de nouveau le Lemme 4.1.2, on déduit que d(-) s’annule de nouveau
sur R, \ 27N.
On suppose que a; = ay = By = 0, auquel cas d(T') = —2e¢*T (8191 (T) + Bogo(T) + 7(T)].
Si 81 # 0 (resp. B # O et By = 0), en prenant 1 = g1, P2 = g2 (resp. Y1 = ga, 2 = 0) et
r(T) = e Th(T) dans le Lemme 4.1.2, on déduit que d(-) s’annule sur R, \ 27N. La Figure 4.3
confirme bien que les fonctions ¢ et o, satisfont aux criteres du Lemme 4.1.2.
Enfin, si on suppose que a1 = ay = fy = 1 = 2 = 0, on obtient d(7") = 0 pour tout 7" > 0 et il
n’y arien a prouver.
En résumé, nous avons montré que pour tout (yo,y;) € R? x R, il existe un temps 7" € R, \ 27N
tel que d(7T') := det(v1(T), vo(T), y1 —CeT2CTy,) = 0. Ce qui prouve que le systéme considéré est
bien simplement contrdlable mais pas simplement contrdlable en temps fini. En revanche, si le sys-
teme (4.1) est simplement contrdlable au temps ¢ ; alors il est par définition simplement contrdlable.

4.1.2 Cas des systemes LTI a temps discret

Dans cette partie, nous introduisons la notion de contrdlabilité simple en temps fini du systeme
a temps discret donné par 1’équation (3.16).
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K

T

FIGURE 4.3 — A gauche, nous avons les courbes de f, f» et & droite celles de g, et go.

Définition 4.1.2. — Le systéme (3.16) est dit simplement contrdlable en sortie en N itération(s),
si pour tout yo € RY pris au temps ky et tout y, € RY, il existe (x),u))" € Iy,, des entrées
Uk Ukog+1," * *»Ukg+ N dans R™ tels que uy, = 0 et que la trajectoire de sortie partant de I’ état

initial xo au temps ko prend la valeur y, au temps ko + N, c’est-a-dire Yo+ n = V1.

— 1l est dit simplement contrdlable en sortie, si pour tout yo € RY pris au temps kq et tout
vy € RY, il existe (XJ, UloT)T € I'y,, un entier N € N*, des entrées uy,,Ury41," - -, Uko4N dans
R™ tels que uy, = g et la trajectoire de sortie partant de [’état initial x, au temps ky prend
la valeur y, au temps ko + N.

Le théoreme suivant permet de caractériser la controlabilité simple de la sortie en N itération(s)
du systeme discret (3.16).

Théoreme 4.1.3. Soit N > 0. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(4.1.3.a) Le systeme (3.16) est simplement contrdlable en sortie en N itération(s)

(4.1.3.b) L’application
E5 . Reep x (RM)N — RY
N-1

(C;uh”' 7UN) — GNC“’ Z CAN_K_lBU,g—{—DuN

—1
est surjective on Gy = (CAN |CAN=1B)(C'| D)*.
(4.1.3.c) k(Ky)=qonK; =9, Ky = (C’AN_2B] . \CB|©N) pour tout N > 2 et
@N = (D ‘ GN)

N-2
(4.1.3.d) La matrice G = Y CA'BBT(A")'CT + DND) est définie positive avec G; =
=0
0,9].

Quelques remarques :

Remarque 4.1.4.
Notons que contrairement a la notion de controlabilité de 1’ état vers la sortie, si Ny, est le plus pe-
tit entier naturel tel que le systeme (3.16) est simplement controlable en sortie en N, itération(s),
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4.1. Controlabilité simple de la sortie

il n’est pas nécessairement simplement controlable en tout N > Ny, itérations. Cette remarque
s’illustre bien en considérant de nouveau le systeme (3.16) avec les matrices données dans la Re-
marque 4.1.2.

En effet, sur cet exemple, en choisissant de nouveau

.
L {1 0 0 0
(C1D) _<o 0 1 —1) ’

ona

0 1 0 - I 00 (=1 0
K1:<1 0 —1>’ Karir = (O [Kara) o K%H:(l 1 (0) o)vW}l.

00 00O
K2:<1 Lo 0)’ K%:(Ogé—2|K2),V€>2,

Ce qui montre que ce systeme n’est simplement controlable en N itération(s) que si N est impair.

Remarque 4.1.5.

Observons que si ’espace vectoriel My ker(BTATk) est stable par A" auquel cas tk(Ky) =
rk(K,), les critéres (3.1.4.c) et (3.1.4.d) deviennent, en remplacant la matrice D dans les réfé-
rences précitées par ® y, nécessaires et suffisants pour la controlabilité simple de la sortie en N
itération(s) du systeme (3.16).

Remarque 4.1.6.

Comparativement a la Remarque 4.1.3, il n’est pas vrai que la contrdlabilité simple en N itéra-
tion(s) avec N < n + 1, du systeme a temps discret (4.1) soit équivalente a la controlabilité de
I’état vers la sortie du systeme

Tpy1 = Axy + Buy,

yr = Cop + D yuy,

ou, nous rappelons B := (B |0 ) e R!

KCD m+Kcp*®
Pour se convaincre de cela, considérons le systeme (4.1) avec les matrices suivantes.

10 1
A:((l) D,B:<(1)),O: 01|, D=[1]).
11 1
Avec ce systéme, on a directement ker(C'| D) = {03} donc
10
10
10

Sur cet exemple, on voit que ce systeme (4.11) est contrdlable de I’état vers la sortie car la matrice
(CAB | CB | D3) est de rang 3 mais qu’il n’est pas simplement controlable en 2 itérations car le
rang de K, est 2.

010
@2 = s KQ =111 0 et (CA% ’ B | @2) =
1 10

Donnons maintenant une preuve au Théoreme 4.1.3.
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Démonstration.
Rappelons que, de 1’équation (3.17), la trajectoire de sortie apres N itération(s) est donnée par

N-1
Yko+ N = CANXO + Z CANiéilB'U,ko+g -+ DukO+N.

=0
Notons que par définition, si le systeme (3.16) est simplement contrdlable en sortie en /V itération(s),
alors pour tout (yo, y1) € R? x RY, il existe ¢ € R*P, uy 11, , up,+n dans R™ tels que
N-1
vi =Fnyo + Gn(+ Y. CAY "' Buy 1+ Dugyyn, ot Fy := (CAN | CAV'B)(C | D)'.
=1
En particulier, pour tout couple (0%,y;), il existe { € R"P, uy,---  uyn dans R™ tels que y; =
E%((;ug, - -+, uy) impliquant donc la surjectivité de I”application E%;. De ce qui précede, on déduit

que (4.1.3.a) implique (4.1.3.b).

Pour montrer que (4.1.3.b) implique (4.1.3.c), il suffit de remarquer que Im(E},) = Im(Ky).
Comme G3, = KyK}, il suit immédiatement que (4.1.3.c) implique (4.1.3.d).

Enfin, supposons G¥; définie positive et prenons (yo,y;) € R? x R?. Considérons le contrdle wuy, =
Ug, Ukg 41, " * 5 Ukot+ N dONNE par

s —1
(u;cl—oJrl? u;0+27 U 7u;0+N7 <T>T - K—J\rf (gN> (yl - ]FNYO) )

. (4.12)
(xg.u9)" = (C|D)lyo + (C| D)*C.
On a par hypothese G5, définie positive et donc (4.12) est bien définie et (xg,uj )" € Ty,.
En posant u = (u] o1, , 4y, ¢ ) eten rééerivant yy, n sous la forme yg v = Fyyo + Kyu,
on a, en prenant u = U, Y, 4N = Y1- L]

Remarque 4.1.7.
Le couple (x ,u")" donné dans (4.12) est I'unique solution du probléme de minimisation suivant.

: 1 ol 2 1 2
min §Z|UZ|W+E|C|H0D
/=1
(uf ,ug -+ ,uy)" € RN ( € Rrep
y1 = IE‘NyO —{—KN(UI,UJ’ e 7u—|]\—77<T)T‘

De ce qui précede, on peut aussi déduire que la contrdlabilité simple de la sortie du systeme (3.16)
est équivalente a

U {Fnyo} + Im(Ky)) = RY, ceci pour tout y, € R%.
NeN=

De nouveau on peut se poser la question de savoir si la contrdlabilité simple de la sortie du sys-
teme (4.1) implique sa contrdlabilité simple en sortie en temps fini dans le cas ¢ > 1. A cette
question, nous n’avons pas de réponse.

Remarquons que dans le cas des systemes LTI a temps continu, nous avons pu répondre par la néga-
tive grace au théoreme des valeurs intermédiaires. Puisque nous ne disposons pas de cet outil dans
le domaine a temps discret, la réponse ne nous est pas claire.

4.1.3 Cas des systemes LTV a temps continu

Dans ce paragraphe, nous considérons le systtme linéaire a temps variant (3.20) et discutons
uniquement de la contr6labilité simple en temps fini introduite au premier item de la Définition 4.1.1
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4.1. Controlabilité simple de la sortie

que nous rappelons ici. Soit yy € R? pris au temps ¢, fixé et définissons
Il = {(xg.ug)" €R™™ | Clto)xo + Dlto)uo = yo - (4.13)

Définition 4.1.3. Le systeme (4.1) est dit simplement contrélable en sortie au temps t; > t, si pour
toute sortie initiale y, € R? prise au temps ty et toute valeur de sortie y; € RY, il existe un
(xg,ug)" € Fty% et un controle continu u € C([to,t])™ valant vy au temps t, tels que la trajectoire
de sortie donnée par I’équation (4.1b) avec xo comme état initial satisfasse y(ty;to, Xo, 1) = y1.

De la définition précédente, il suit qu’une condition nécessaire de contrdlabilité simple de sortie
au temps t; > tg est
rk(C(to) | D(to)) = g (4.14)

On suppose donc dans la suite que (4.14) est satisfaite, auquel cas, I‘ty% est non vide pour tout
yo € RY.

Le théoreme suivant dont une preuve peut étre faite en utilisant les mémes arguments que ceux
utilisés dans la preuve du Théoreme 4.1.1 donne des conditions nécessaires et suffisantes de la
contrdlabilité simple de sortie au temps ¢ .

Théoreme 4.1.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(4.1.4.a) Le systeme (3.20) est simplement controlable en sortie au temps i ¢.

(4.1.4.b) L’application entrée-sortie
Ej :RmeP x C([to, ts))™ — RY

[ ~ ©lt)c+ [ CltR( DBt d

+D(tr)ulty)
est surjective oit kop = dimker(C(tg) | D(to)),

Glts) = [C(tp)R(ty o) | H(ts, o) (C(to) | D(to))™
t
avec H(ts,t) = / ! C(ts)R(ty, 7)B(T)dr + D(ts) pour tout t € [to,ty].
¢
¢
(4.1.4.c) Lamatrice G;, := / ! H(ty, t)H(ts,t)" dt + G(t;)G(ts) " est définie positive.
Jto

On peut donc déduire du théoreme précédent que la contr6labilité simple au temps ¢, du sys-
teme (3.20) est équivalente a la controlabilité de 1’état vers la sortie au temps ¢ du systeme

#(t) = A@)x(t) + (B(t) [ 0%, Ju(t),

y(t) = C(a(t) + (D(1) | G(1)ult)

ot u(t) € R™*7cp Ainsi, tous les criteres de controlabilité de I”état vers la sortie au temps ¢ 7 établis
dans le paragraphe 3.3.2 appliqués au systeme précédent constituent des criteres de controlabilité
simple de sortie au temps ¢ du systeme (3.20).

Lorsque le systeme (3.20) est simplement contrdlable au temps ¢, le résultat suivant permet de
de réaliser le transfert désiré.
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Théoreme 4.1.5. Supposons que le systeme (3.20) soit simplement contrdlable en sortie au temps
ts. Alors, pour tout (yo , y1) € R? x RY, le controle

u(t) _ uo+/t:H(tf,T)TdT(gff)_l (y1 = Fli))yo), € [tort)]

(x3,u3)T = (Clto) | D(to))lyo + (Clto) | D(t0))*G(t)T (G5,) (v —Flts)vo),  (4.16)
oi F(ty) = [C(tp)R(ts, to) | H(ts, t0)] (C(to) | D(to))",

permet d’obtenir la valeur de sortie y, au temps t¢ a partir de la valeur yo au temps t, en partant
de la donnée initiale x en état. De plus, le couple (x| ,u") est I'unique minimiseur du probleme de
minimisation

R L 1
min o [la(t) e+ 5ICE,,
0
(RS Hl([t07tf])m7 U’(tO) = Up, y(tf;t07X07u) =Y, C € Rrep
avec (xg ,ug ) donnés par (x4 ,u )" = (C(tg) | D(to))yo + (C(to) | D(to))*C.

4.2 Controlabilité globale de la sortie

La question principale dans le cadre de la controlabilité simple de la sortie discutée dans la
section précédente consistait a savoir si pour tout (yo,y1) € R? x RY il est possible, dans le cas
ou I'y, (4.2) (resp. Fty% dans le cas de systemes LTV) est non vide, d’envoyer un élément de cet
ensemble vers la sortie y; en un temps fini avec un contr6le continu. On peut se poser aussi la
question s’il est possible d’envoyer tous les éléments de cet ensemble vers la valeur y; en temps fini
avec des contrdles continus indépendants de (x , 1, ).

Dans le cas D # 07, cela n’est pas possible car I’ensemble I'y, (resp. F;%) n’est pas nécessairement
réduit a un singleton et le contrdle u pour étre continu doit prendre la valeur uy pour tous les uy tels
qu’il existe xq satisfaisant C'xg + Dug = yo (resp. C'(t9)xo + D(to)ug = yo). De ce fait, il serait
raisonnable d’utiliser comme ensemble de controles admissibles, celui des contrdles continus sur
(to, t;] mais qui peuvent admettre une discontinuité dépendante de (x,1u, ) au temps to. Dans le
cas ou la matrice D est nulle, ce probleme ne se pose pas car I'y, ne dépend pas de la valeur initiale

du contrdle.

4.2.1 Cas des systemes LTI a temps continu

Dans ce paragraphe, nous considérons les systemes LTI a temps continu représentés par le sys-
teme (4.1). En définissant A,, := {xo € R" : Juy, € R™ satisfaisant (xj,uj )" € I'y,}, nous
introduisons la définition suivante.

Définition 4.2.1. — Le systeme (4.1) sera dit globalement controlable en sortie au temps ty si
pour toute sortie initiale yo € RY prise au temps t, et tout y; € RY, il existe un controle
u € C([to, ts])™ tel que pour tout xg € Ay, on a y(ts;to, X0, u) = y1.

— [l sera dit globalement contréolable en sortie (GCS) si pour toute sortie initiale y, € R? prise
au temps 1, et tout y, € RY, il existe un temps t; > t, et un controle u € C([to,ts])™ tels que
pour tout xg € Ny, y(ts;to, X0, u) =y .
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Désignons par d := dimIm(D) et soit P € R¢"¢ une matrice de rang maximal telle que
ker(P) = Im(D) et prenons y, € RY.
Notons que pour tout xj et x3 appartenant a Ay, on a aussi PC (xj, — x3) = 0, ce qui implique que
(xg —x3) € ker(PC). Aussi, si le systeme (4.1) est globalement contrdlable en sortie au temps
alors pour tout (yo,y1) € R? x RY, tout x§ et x5 dans Ay, il existerait un contrdle continu u tel que
v1 = y(tg;to, xg, u) etyr = y(ty;to, x5, u). Il suivrait donc que y( s; to, x4, w) —y(tr; to, X3, u) = 09,
¢’est-a-dire Celtr 7104 (x} — x2) = 0.
On déduit donc qu’une condition nécessaire de contrdlabilité globale de sortie au temps ¢ est

eltr=)A ker(PC) C ker(C). (4.17)

Notons aussi que si le systeme est globalement contr6lable au temps ¢ ¢ alors par définition pour tout
(Yo,v1) € R? x RY, il existe un contrdle continu u tel que pour tout xy € A, Cets~t0)4x, + E? U=
y1 ou Ef u = Jif Celts=DABu(t) dt + Dul(ty).

Etant donné que xo € Ay, alors PCx, = Py, et donc sous I’hypothése (4.17), on a Cee(ts 1) Ax, =
Celts=0)A(PC) Ty, car Celts—10)4(PC) L = 0. 11 suit donc que I’application E; , définie sur I’espace
C([to, t])™, est surjective.

Réciproquement, si 1’application E;ff est surjective alors pour tout (yo,y1) € R? x RY, il existe un

contrdle continu u tel que y; — Celtr—t0)4

Xo = Ej u ceci pour tout xg € Ay,.
Observons maintenant que pour un autre x; € Ay, on a avec le contrdle précédent y(¢; to, xp, u) —
y1 = Celtr=t0)A(xg — x}) = 0si (4.17) est satisfaite.

On a donc le résultat suivant dont seuls les second et troisieme points nécessitent d’étre prouvés.

Théoreme 4.2.1. (4.2.1.a) Le systeme (4.1) est globalement contréolable en sortie au temps ty si
et seulement si (4.17) est satisfait et qu’il est contrélable de |’état vers la sortie (voir

Chapitre 3).

(4.2.1.b) Le systeme (4.1) est globalement contrélable en temps 1y si et seulement s’il I’est pour
tout temps t € {kty — (k — 1)to, k € N*}.

(4.2.1.c) 1l est globalement controlable en sortie si et seulement s’il existe un temps ty > tg tel
qu’il est globalement controlable en temps t ;.

Démonstration.
Pour la condition (4.2.1.b) il suffit de remarquer que pour ¢t = kt; — (k — 1)y, k € N*,

e A ker(PC) = ektr710)4 ker(PC) = =Dt Ac(tsr—0) A 1op (PC).

Si (4.17) est satisfait, on a donc el ker(PC) C elk=Dts=t0) A ker(C') C k=Dt —t0) A ker(PC)
car ker(C') C ker(PC). Ceci prouve que =04 ker(PC') C ker(C).

En ce qui concerne (4.2.1.c), il est clair que la contr6labilité globale en sortie au temps ¢ ; implique
la contrdlabilité globale en sortie. Réciproquement, si le systeme est globalement controlable alors
pour tout (yo,y1) € R? x R, il existe un temps t; > t, et un contrdle u € C([to,ts])™ tels que
pour tout xg € Ay, y; — Cellst4x, = E} w. Il suit d’une part que pour tout x§ et x2 dans
Ay (x5 —x7) € ker(PC) et que Cel™ 04 (x5 —x3) = 0 et d’autre part que y; € Im(E},) +
{Celts=0)A(PC) Py, }. Ainsi, il existe un temps ¢, tel que la condition (4.17) soit satisfaite et en
particulier tout y; € RY appartient a Im(Eff) impliquant donc la contrdlabilité globale de la sortie
en temps . [
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Remarque 4.2.1.
Notons que la condition nécessaire (4.17) n’est pas équivalente a

Aker(PC) C ker(C). (4.18)

Pour se convaincre, prenons A = ((1) _é>, C = (1 0) etD=0(doncP=1).0Ona

(tr—to)A _ cos(ty —tg) —sin(ty —to) _ 0

e <sin(tf “ty)  cos(ts — to) et ker(C) = Vect g

Sur cet exemple, on voit bien que (4.17) est satisfaite pour tout ty € to + mN mais que (4.18) n’est
pas satisfaite.

Remarque 4.2.2.
Pour la matrice P on peut choisir les q—d lignes linéairement indépendantes de la matrice I,— D D1,

Dans le cas ou le systeme est globalement contr6lable au temps ¢y, le théoréme suivant, dont
la preuve est similaire a celle du Théoreme 3.1.7, permet d’envoyer le systeme (4.1) de yo a y; au
temps .

Théoreme 4.2.2. Supposons que le systeme (4.1) soit globalement contrdlable en sortie au temps
ty > to. Soit (yo,y1) € R? x R? et ug € R™ tel qu’il existe xy € R™ satisfaisant Cxy + Duy = yp.
Le controle .

u(t) =wo+ [ Hty,m)" dr(G;) ™" (v1 = Fo) (4.19)

0

envoie la sortie du systeme a la valeur y, au temps t; en partant de n’importe quel état ini-
tial xg € Ay, au temps to. Rappelons que H(ty,-) et fo ont été définis dans (3.1.4.e) et yo =
Celts=10)A (PC) Pyy + H(Ly, to)uo.
De plus, ce controle est I'unique solution du probléme de minimisation

t
min ;/t a2, dt
ue H'([to, )", u(ty) = o, (420)
V1 = Ce(tf_to)AX() + ttf C’e(tf_t)ABu(t) dt + Du(tf), VXQ c AyO'
0

Démonstration.
Supposons que le systeme (4.1) soit globalement contr6lable en sortie au temps t; > ty. Soit
(vo,y1) € R? x R% On suppose, de plus, par analyse, qu’il existe un contrdle v € H([to,t¢])™
tel que u(ty) = ug satisfaisant y; = Cetr—10)Ax, 4 [/ Celts=0ABy(t) dt + Du(t;), ceci pour tout
xp € Ay,. Le probleme (4.20) devient un probleme strictement convexe sous contraintes affines non
vides et admet donc un unique minimiseur.
Comme pour tout xo € A, il existe ¢ € R" tel que xg = (PC)Tyq + (PC)*¢ ou k = dim ker(PC),
on utilise le fait que par hypothese de contrdlabilité on a la relation (4.17) satisfaite pour déduire
que y; = Celts0A(PC)tyy + i Celts=DABu(t) dt + Dulty).
Pour le reste, il suffit d’abord d’utiliser le fait que par hypothese u € H'([to, t4])™ et u(ty) = uo
et donc qu’il existe un contrdle v € L*([to, t;])™ tel que u(t) = ug + f; v(r)dr, puis de raisonner
comme dans la preuve du Théoreme 3.1.7, de déterminer le contr6le v conduisant a 1’expression
de u donnée au (4.19) et enfin vérifier par synthése que ce controle satisfait bien les propriétés
requises. [
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Exemple 4.2.1.
Comme application, considérons de nouveau l’exemple des deux voitures donné dans l’introduction
(Figure 1.1). Nous rappelons les équations de ce systéeme avec my = my = 1 et ; = g = 1/2.

T v 10 -1 0 0 0
A= 2 . B= ., c=]lo 1 0 -1] D=0 o
0 0 0 1 0 0 0 1 o 1 S
0 0 0 —3 0 1 2 2
En choisissant
1 0 2
1 00 0 1 —1
P= <0 1 0) , on a ker(PC') = Vect lolg: @ Aker(PC') = Vect 5
0 1 —1

Sur cet exemple, on a ker(PC') = ker(C') et Aker(PC') C ker(C).

Puisque ’on a déja montré que cet exemple est contrdlable de [’état vers la sortie (conf. Para-
graphe 3.1.3), il suit que le systeme (4.1) avec les matrices précédentes est globalement controlable
en sortie au temps ty ceci pour tout ty > t.

Supposons qu’au temps ty = 0 nous obtenons d’un radar une valeur de sortie yo = (1, 0, 1)" et
que nous ayons comme cahier des charges de mettre au temps t; = 1 une distance de 2 entre les
deux voitures, une méme vitesse et méme accélération, c’est-a-dire y; = (2, 0, O)T.

Au vu de ce qui précede, nous savons qu’il est possible de le faire.

Dans le cas présent, Uy, = Ay, X T4 o Ay, = ker(C) + (1, 0,0, 0)" er I’y = Vect{(1, 1)T} +
(1, 0)". Pour appliquer le Théoreme 4.2.2, on prend ug = (1, 0)" et on obtient comme controle
u=(1—av, av) on a = 1/(222e — 7361/e + 610), v(t) = (90 — 114+/e + 36¢)t* + (209 + 7le —
244./e)t + (4y/e — 6)(e2 — 1) pour tout t € [0, 1].

Sur la Figure 4.4, nous tracons les trajectoires de sortie pour trois valeurs de ’état initial. Le pre-
mier état initial x}, est choisi de telle sorte que Cx} + Dug = yq ce qui fait que le contréle construit
envoie exactement yq sury; au temps t; = 1. Le second état initial x3 appartient a Ay, \ {x3}. On
remarque sur cette figure qu’on obtient yi au temps ty = 1 en partant toujours de la sortie initiale
vo- Ceci est dit au fait qu’il y a séparation entre les ensembles Ay, et I'y dans U'y,. Sur cet exemple,
quelle que soit la donnée initiale x, € Ay, on a Cxy + Dugy = y et donc en choisissant n’importe
quelle valeur initiale en état dans Ay, on va exactement envoyer yq sur y, au temps ty = 1. §’il
existait un xg € Ay, tel que Cxo + Dugy # yo, on aurait envoyé la trajectoire de sortie a la valeur
y1 au temps ty cette fois-ci en partant du point Cxo + Dug # yo. Enfin, la troisiéme donnée initiale
en état xg & N, est une perturbation de x} avec le vecteur (0.2, 0, 0, 0.2)" et on voit que cela
engendre un petit décalage sur la valeur finale de la sortie.

Avant de terminer cette section, faisons la Remarque 4.2.3 qui indique entre autre que la contrd-
labilité globale en sortie en tout temps implique qu’il est possible d’imposer la dynamique de la
sortie par un retour statique de sortie et en particulier qu’il est possible de stabiliser la dynamique
de la sortie grace a un retour statique de sortie.

Avant de terminer ce paragraphe, faisons la remarque suivante reliant la notion de controlabilité
globale a celle de la stabilisation de la sortie par retour de sortie. Nous insistons ici qu’il s’agit de la
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Contréle avec ug Etat avec x(l) Etat avec Xg

1 = ==-q2

Ui

Q1 ===-q2

2 \ ’
S
-3+
4 -1 : 1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t t t
Sortie avec x} Sortie avec x3 Sortie avec x3
6 o 6 61 s
4 4t at § *
- kY S
ob--"" The
2 2t 2
1 1 1
4 y al Yy . Y
---ey ===y --y
g | ys g | Y3 g | Y3
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t t t

FIGURE 4.4 — Sur cette figure, nous avons tracé sur la premiere fenétre le contrdle transférant y, =
(1,0, 1) T sury; = (2, 0, 0) au sens de la contrdlabilité globale en temps ¢; = 1 avec up = (1, 0)".
Nous avons choisi x} = (1, 0, 0,0)",x2 = (2, 1, 1,1)T etxg = x} + (.2, 0, 0,.2)".

stabilisation de la sortie par un retour de sortie et non la stabilisation de 1’état par un retour de sortie.
Il peut étre cependant intéressant de regarder les liens qui existent entre la controlabilité globale de
la sortie et la stabilisation de 1’état par un retour de sortie, ce qui n’a pas été fait dans cette these.
Quant-a ce qui concerne la stabilisation de 1’état du systeme par un retour de sortie, il s’agit d’un
probléme qui est, en toute généralité, ouvert. Le lecteur intéressé par ce sujet peut consulter, par
exemple, [4,14,17,46,57,74], références qui offrent un point de vue un peu global sur les avancées
en la matiere.

Remarque 4.2.3.

On se place dans le cas ou D = 0, et on fixe sans perte de généralité t, = 0.

Supposons que le systeme (4.1) soit globalement controlable en sortie en tout temps t; > 0. La
dérivée temporelle de la sortie vaut j(t) = CAz(t) + CBu(t). En décomposant x = CTCz +
Lx ou L est le projecteur orthogonal dans le noyau de C, on a y(t) = CACTy(t) + CBu(t)
puisque CAL = 0 grdce a la relation (4.18). Le systeme (CACT, CB) est contrélable en état. Il
est donc possible de choisir un gain I' € R pour imposer arbitrairement le spectre de (CACT +

CBF) € R,
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Remarque 4.2.4.

En revanche, notons que la controlabilité globale en sortie est indépendante de la stabilisation
d’état par un retour de sortie, notion étudiée par exemple dans [4, 14, 17,46, 57, 74]. Effectivement
reprenons I’exemple des deux voitures, c’est-a-dire I’Exemple 4.2.1 avec D = 03. Soit le vecteur
v =(1,0,1,0)". Comme Av = 0* et Cv = 0% nous avons (A + BFC)v = 0* quelque soit
F € R2. Ainsi 0 est toujours valeur propre de (A + BFC') pour tout gain de retour de sortie F.
On conclut que I’Exemple 4.2.1 est globalement controlable en sortie mais n’est pas stabilisable

en état par retour de sortie. Inversement, le systeme défini par A = ( [1) _01 ), B = ( (1) 8 ),

C= ( é 8 ) et D = 03. Ce systéme est stabilisable en état par retour de sortie : A+ B * (—2) *

C = _01 _01 mais n’est pas controlable de 1’état vers la sortie [C B, C AB]| de rang 1 et donc

pas controlable globalement en sortie.

4.2.2 Cas des systemes LTI a temps discret

Dans cette section, nous analysons la contrdlabilité globale des systemes LTI a temps discret
représentés par le systeme (3.16). Nous adoptons la définition suivante.

Définition 4.2.2. — Le systeme (3.16) sera dit globalement contrdlable en sortie en N itération(s),
si pour tout yo € RY pris au temps kg et tout y; € RY, il existe des entrées Uy, Ugy+1," -+, Uky+N
dans R™ telles que la trajectoire de sortie satisfasse yy,+n = y1 ceci pour toute donnée ini-
tiale en état xo € Ay, prise au temps k.

— 1l sera dit globalement contrdlable en sortie (GCS), si pour tout yo € R pris au temps k
et tout'y, € RY, il existe un entier N € N* et des entrées wuy,, Uk,+1," - -, Uk, +N dans R™ tels
que et la trajectoire de sortie satisfasse yx,+n = y1 ceci pour toute donnée initiale en état
Xo € Ay, prise au temps k.

La version discrete du Théoreme 4.2.1 est la suivante.

Théoreme 4.2.3. (4.2.3.a) Le systeme (3.16) est GCS en N itération(s) si et seulement s’il est
controlable de I’état vers la sortie en N itération(s) (cf. Théoréeme 3.2.1) et

AN ker(PC) C ker(C). 4.21)

(4.2.3.b) Si le systeme (3.16) est GCS en N itération(s) alors il I’est en kN itération(s) ceci pour
tout k € N*,

(4.2.3.c) 1l est globalement controlable en sortie si et seulement s’il existe un entier N € N* tel
que (4.21) soit satisfait et que ce systeme soit controlable de [’état vers la sortie (CES).

Démonstration.

e Preuve de (4.2.3.a).

Si le systeme (3.16) est GCS en N itération(s), il suit de la définition que pour tout (yg,y1) € R? x
RY, il existe u = (Uky, Ugg+1," - , Ukgs ) dans (R™)N+1 tel que pour tout xg € Ay, y1 — CANxg =

Eju avec Eyu = Syt CAN=Y"*Buy, ¢ + Duy, . . Ainsi, pour tout x} et x2 pris dans A, on
a (xp — x2) € ker(PC), CAN (x} —x2) = 0 etque y; € Im(CAN'B|CAN=2B|---|CB|D). On
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déduit que (4.21) est satisfait et que 1’application E3; est surjective et donc que le systeme est CES
en NN itérations.

Réciproquement si I’application E; est surjective alors pour tout couple (yo,y1) € R? x R? et tout
Xy € Ay,, il existe un contrdole u € (R™)NV*! tel que CAVx}) + Eju = y;. Pour x2 € Ay, la
solution du systeme discret avec le contrdle u en N itérations satisfait CANx2 + Exu = ypoin-
On a donc CAN(x} — x}) = Yo+~ — y1. Mais comme x} et x2 sont des éléments de Ay, on a
x2 — xp € ker(PC). Ainsi, si la relation (4.21) est satisfaite, on a CAY (x3 — x}) = 07 et donc

Yko+N — Y1-

e Preuve de (4.2.3.b).

On remarque d’une part que A*" ker(PC') = A®~DN AN ker(PC) et que si la relation (4.21) est
satisfaite, en utilisant le fait que ker(C) C ker(IPC'), on obtient A*N ker(PC') C ker(C').

D’autre part, on a Im(CAN'B|---|CB|D) C Im(CA*~'B|..-|CB|D), Vk € N*.

e Preuve de (4.2.3.c).
Remarquons que si le systtme est GCS alors pour tout (yo,y;) € R? x R, il existe un entier
N € N* et un contrdle u = (Ugy, Ugg+1, " - , Ukgn) dans (R™)VH! tels que pour tout xg € Ay,

y1 — CANxg = Eju. Il suit immédiatement que pour tout x; et x3 pris dans Ay, (x} — x3) €

ker(PC), CAYN (x} —x2) = O et que y; € Im(CAVN'B|CAN2B|---|CB|D) + {CANx}. On
déduit en particulier que pour tout (07,y1) € R? x R? il existe N € N* tel que (4.21) soit satisfaite
etque y; € Im(CA" 'B|CA™2B|---|CBI|D).

Réciproquement, si le systeéme n’est pas GCS alors il existe (yo,y1) € R? x R? tel que pour tout
N € Nettoutu € (R™)V+ il existe xg € Ay, tel que y,n # y1. Ce qui implique qu’il existe
(vo,v1) E RTxRletxg € Ay, tel que y; & Im(CA" ' B|---|CB|D)+{CANx}. On déduit donc
que Im(CA"'B|CA"2B|---|CB|D) # R". O

Le théoreme suivant permet, dans le cas de la contrdlabilité globale en sortie du systeme (3.16)
en N itération(s), de construire, pour tout (yo,y1) € R? x R?, un contrdle permettant d’avoir, au
sens de la Définition 4.2.2, une valeur de sortie y; en N itération(s).

Théoreme 4.2.4. Supposons que le systeme (3.16) soit globalement contrdlable en sortie en N
itérations. Soit (yo,y1) € R? x R4
Le controle (Upy, Urg 1, +  Ukgrn) € (R™)NT donné par

(s iy 15 s Uy )T = KL (KK ™ (31 = CAN(PC) Py, ) (4.22)

avec Ky = (CAN-1IB|---|CAB|CB|D) permet d’avoir la valeur de sortie y; € R? en N itéra-
tion(s) ceci en partant de n’importe quelle donnée initiale x, € Ay,.
De plus, ce controle est I'unique minimiseur du probleme de minimisation

1
min §|U|(N+1)m
U — (ug’ UI’ o ’u;)T c R(Nﬂ)m7 4.23)

CANxo 4+ Kyu = y1,Vxg € Ay,.

Démonstration.
Commencons par montrer que le contrle construit conduit a y; en N itération(s) ceci a partir
de n’importe quelle x, € Ay, pris au temps initial k;. On rappelle que la trajectoire de sortie
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aprés N itération(s) 2 partir de xo € Ay, au temps kg est donnée par yx,+n = CAVxo + Kyu o

u = (ukmuko-ﬁ-l? T 7uk0+N)'

Comme Xy € A,,, il existe ¢ € R* ot k = dimker(PC) tel que x, = (PC) Py, + (PC)*C.

En utilisant le fait que C AN (PC)+ = 0, on déduit donc que yi,. v = CAN(PC) Py, + Kyu =

C AN (PC)Pyq + Kyu.

En remplacant dans la précédente expression de yy,+n le controle u par I’expression donnée dans

I’équation (4.22), on obtient y;,+ny = y1. Fort de tout ce qui précede, on peut montrer que ce

controle est I’unique solution du probleme (4.23) en utilisant par exemple la méthode Lagrangienne.
O

4.2.3 Cas des systemes LTV a temps continu

Dans cette section, nous considérons le systeme LTV a temps continu défini par (3.20).
Posons Al := {xog € R" : Juy € R"™ satisfaisant (xj,uj )" € ' } ot I'!% est défini par (4.13) et
considérons ici la définition suivante.

Définition 4.2.3. Le systeme (3.20) sera dit globalement contrdlable en sortie au temps ty > 1 si
pour toute sortie initiale yo € R? prise au temps ty et tout y; € RY, il existe un controle u €
C([to, ty])™ tel que y(ts;to, %o, u) = y1 ceci pour tout xg € AP,

De la définition précédente, il est clair qu’une condition nécessaire de contrdlabilité en sortie
est que F;% soit non vide pour tout yo € R? et donc que le critere (4.14) reste nécessaire. Nous le
supposons satisfait par la suite.

Rappelons que pour toute donnée initiale en état x, € R" et toute entrée continue u, la solution du
systeme (3.20) au temps ¢y > ¢, est donnée par

N S tf
y(ty;to,xo,u) = C(t)R(ts, to)xo + E u ol Ej u = /t C(ts)R(ts, t)B(t)u(t) dt + D(ts)u(ty).
0

Ainsi, si le systeme est GCS au temps ¢, alors pour tout couple (yo,y1) € R? x R? il existe un
contrdle u € C([to, t4])™ tel que y1 = C(ts)R(t s, to)xo + Ej u ceci pour tout xo € Al
Désignons par dy = dimIm(D(t)) et soit Py € RZ~% une matrice de rang maximal telle que
ker(Py) = Im(D(ty)). En raisonnant comme dans le cas des systemes LTI & temps continu, on
déduit que dans le cadre présent, la condition nécessaire (4.17) devient

R(ts,to) ker(PyC(tg)) C ker(C(ty)). (4.24)

En observant que tout xo € A0, il existe, peut se mettre sous la forme xo = (PoC'(to)) Poy1 +

(PoC(t0))*¢ ou ¢ € R* avec k = dimker(PoC(ty)), on déduit de (4.24) que si le systeme est

GCS au temps ty, alors pour tout (yo,y1) € R? x RY il existe un contrdle C([to,t])™ tel que

v1 = C(t5)R(ts,t0)(PoC(to)) Poy1 + E ,u. Ce qui implique la surjectivité de I’application Ej, et

donc la contrdlabilité de 1’état vers la sortie du systeme (3.20) d’apres le Théoreme 3.3.2.
Réciproquement, si la condition (4.24) est satisfaite et que 1’application Eff est surjective, alors

le systeme (3.20) est GCS au temps ¢ .

En effet, prenons (yo,y1) € R? x RY.

Puisque nous avons supposé la condition (4.14) satisfaite, I’ensemble A"/yo0 est non vide.

Comme I’application Ej est supposée surjective, alors pour tout xj € A;%, il existe un contrdle
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u € C([to, tg])™ tel que y1 = C(t7)R(t s, to)x5 + E} u. On remarque ensuite qu’en utilisant le méme

contrdle et en partant d’une condition initiale x3 € Aty%, on a

Y1 — y(tf7 th X0, U) = C(tf)R(tfv tO)(X(l) - X(Q))
Comme x; et xj sont des éléments de A, il suit que (x5 — x5) € ker(PoC(to)) et de la rela-
tion (4.24), on déduit que y; = y(ts; to, X0, u).
Ceci montre que le contrdle u envoie bien tous les éléments de A;% sur y;. Ce qui implique la contrd-
labilité globale de la sortie au temps ¢ du systeme.

On a donc le théoréme suivant.

Théoreme 4.2.5. Le systeme (3.20) est globalement contrélable en sortie au temps ty > 1 si et
seulement s’il est controlable de I’état vers la sortie au temps t; > 1 et que les conditions (4.14)
et (4.24) sont satisfaites.

Pour les criteres de contrdlabilité de 1’état vers la sortie en temps fini du systeme (3.20), nous
nous référons au paragraphe 3.3.2 du Chapitre 3.

Dans le cas ou le systeme (3.20) est globalement controlable au temps ¢4, le théoréme suivant,
dont une preuve peut étre déduite du Théoreme 4.19, permet d’envoyer le systeme (3.20) de y, a y;
au temps ty.

Théoreme 4.2.6. Supposons que le systeme (3.20) soit globalement contrélable en sortie au temps
tr > to. Soit (yo,y1) € RIXRetug € R™ tel qu’il existe x, € R™ satisfaisant C(to)xo+D(to)ug =
vo. Le controle

t
u(t) =uo+ [ H(ty,m)"d7(G;,) " (y1 — Jo) (4.25)

to

envoie la sortie du systéme a la valeur y, au temps ty en partant de n’importe quel état initial
Xg € A;% au temps to. Rappelons que H(tys, ) et gff ont été définis dans le Théoreme 3.3.2 et

Vo := C(tp)R(ty, to) (PoC(to)) Poyo + H(ty, to)uo.
De plus, ce contrile est 'unique solution du probleme de minimisation

t
min ;/tof\a(t)\fn dt
u € H'([to, t5])™, u(to) = o,
f
= Cltp Rl topso + [ DR OBO) A+ DltgJutty), Yo € AL,

Pour cloturer ce chapitre, nous résumons dans le tableau ci-dessous les liens entre les différentes
notions de contrdlabilité de sortie discutées jusqu’a présent a savoir la controlabilité de 1’état vers la
sortie (CES), la contrdlabilité simple de sortie (CSS) et la contrdlabilité globale de la sortie (GCS).
Dans ce tableau, Iter :=Itération(s).
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Systeme Temps continu Temps discret

GCS au temps ty = CES au temps ¢ GCS en N Iter = CES en N Iter,

LTI
CES au temps ¢ = CSS au temps ¢ ¢ CES en N Iter £ CSS en N lter,
(voir Remarque 4.1.6).
GCS = CES = CSS CGS = CES = CSS
GCS au temps ty = CES au temps ¢
LTV

Theéme non abordé.
CES au temps ¢
+ = CSS autemps tf
(4.14)

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit deux notions de contrdlabilité de sortie qui sont les
controlabilités simple et globale de la sortie. Le but est de savoir s’il est possible d’obtenir, a partir
d’une donnée initiale de sortie recueillie au temps ¢y, une valeur de sortie désirée en un temps ulté-
rieur a ty. Nous avons établi des criteres de contrdlabilité et donné, dans la mesure du possible, des
expressions de contrdles permettant d’obtenir la valeur de sortie désirée.

En général, la dynamique d’un systeme physique dépend d’un ou de plusieurs parametres inhé-
rents a ce dernier et qui ne sont pas connus avec précision. Dans le cadre des deux voitures, on peut
par exemple penser a leur masse.

De ce fait, pour envoyer le systeme d’un point a un autre, au lieu de calculer, pour chaque valeur fixe
de ces parametres, une commande (dépendant donc des parametres fixés) pour envoyer le systeme
de la sortie originale a la sortie finale, il est raisonnable de se poser la question s’il est possible de
construire un contrdle qui puisse transférer le systeme indépendamment des valeurs de ces para-
metres.

Dans le chapitre suivant, nous étudierons la contrdlabilité de sortie des systemes linéaires dont la
dynamique dépend d’un parametre.

7



Chapitre 4. Controlabilité simple et globale de la sortie

78



Chapitre

Uniforme ensemble controlabilité de la sortie

Sommaire
5.1 Préliminaires et quelques propriétés de systtmes UECS ... ......... 83
5.1.1  Préliminaires . . . . . . . . . ... 83
5.1.2  Quelques propriétés des systtmes UECS . . . . ... ... ... .... 87
5.2 Contribution a I’uniforme ensemble controlabilité de ’état . . ... ... .. 920
5.3 Uniforme ensemble controlabilité delasortie . . . ... ............ 103
5.3.1 Résultat de non contrdlabilité pour les systemes holomorphes . . . . . . 104
5.3.2 Résultats sur des structures particulieres . . . . . ... ... ... ... 104
5.4 Uniforme ensemble controlabilité de la sortie pour les systémes en parallele
etencascade . . . . ... .. L e e e e e e e e e e e 115
5.4.1 Uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie de systemes en parallele . . 115
5.4.2 Uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie de systemes en cascade . . 126
5.5 Application a la controlabilité en moyenne. . . ... .............. 127
5.6 Illustrations NUMEriques . . . . . . o v v v v v v v v o o o o o o o oo aeaan 130
57 Conclusion . .. . ... i i e e e e e e e e 133

Dans les Chapitres 3 et 4, nous avons étudi€ la controlabilité de la sortie des systemes linéaires
dont la dynamique est completement connue, dans le sens ou les matrices qui régissent cette dyna-
mique sont déterminées. Mais en pratique, la modélisation de systemes physiques peut faire interve-
nir dans la dynamique de ces derniers la présence d’un ou de plusieurs paramétres inconnus. A titre
d’illustration, on peut revenir au cas des deux voitures données dans I’introduction et se dire que
leur masse n’est pas connue avec précision et que ces masses appartiennent a un ensemble donné.

Sur I’exemple des voitures, les connaissances acquises jusque la nous permettent, dans la mesure
du possible, de construire, pour un couple de masse (m;, ms) fixé, une loi de commande permettant
d’avoir une valeur de sortie désirée en un temps fini. Etant donné que le contrdle construit dépend
du couple de masse choisi, si I’on congoit une loi de commande pour un couple de masse et que 1’on
implémente cette commande sur le systéme avec un autre couple de masse, il est fortement probable
que I’on ne puisse obtenir la valeur de sortie escomptée. Ainsi, pour étre slir d’avoir la valeur de
sortie désirée, il faut construire, pour chaque couple de masse, le controle correspondant.

Avec cette stratégie qui devient tres coliteuse, car a chaque couple de masse il faut construire
une commande adéquate, il est 1égitime de se questionner sur la possibilité de construire un contrdle
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qui reste robuste au changement de masses, c’est-a-dire un contrdle qui nous permet d’avoir, dans
un sens a éclaircir, la valeur de sortie désirée indépendamment des masses que 1’on se donne.

En dehors de cet exemple de voitures, on peut facilement imaginer des exemples de la vie pra-
tique dans lesquels une telle question fait sens. Le concept d’ “Ensemble Controlabilité” a été intro-
duit pour répondre a ce type de question.

Pour ce concept, il s’agira de se questionner sur la possibilité, pour un systeme dont la dyna-
mique dépend d’un parametre, de contrdler I’état de ce systeme avec des controles indépendants du
parametre.

C’est une thématique en pleine exploration ces dernieres années grace de la diversité de ses champs
d’applications. Elle est, par exemple, utilisée en contrdle quantique ol 1’objectif est, pour un sys-
teme dont la fréquence de résonance n’est pas connue avec précision, de développer des excitations
externes permettant d’envoyer un ensemble d’états initiaux du systeme vers un ensemble d’états
finaux [61,72]. Une autre application concerne la médecine ou I’ensemble contrdlabilité est utilisé
pour élaborer des stimuli externes adéquats pour désynchroniser une population de neurones dans le
traitement de troubles neurologiques [92,97]. Pour plus de motivations, le lecteur pourra consulter
aussi [3,25,43,61,66].

Dans ce manuscrit, nous considérons, pour tout t € R et tout § € P, le systeme

i(t,0) = A(0)x(t,0) + B(O)u(t), (5.1a)
y(t,0) = C(0)x(t,0) + D(O)u(t). (5.1b)

Dans (5.1), I’ensemble P désigne 1’espace des parametres. Nous supposerons que P est un compact
deC,Ae X(P)r,BeX(P)r,C eX(P)letD e X(P)? ouX(P) :=C(P,C) désigne I’espace
de fonctions continues définies sur P a valeur dans C. Etant donné xq : 6 +— x0(f) une donnée
initiale en état et u un contrdle, la solution associée a la variable de sortie lorsqu’elle existe sera
notée y(t, -; Xo, u).

La notion d’Ensemble controlabilité regardée dans ce manuscrit est celle de 1’ Ensemble contrdlabi-
lité de la sortie dont nous formulons de la facon suivante.

Définition 5.1.1. — Le systéeme (5.1) sera dit simultanément ensemble contrdlable en sortie
(SECS) si pour toute donnée initiale en état x, € X(P)" et toute sortie finale y, € X(P)4, il
existe un temps T' > 0 et un contréle u € C([0,T]; C™) indépendant du parametre 0, tels que
la solution du systeme (5.1) avec Xy comme donnée initiale et uw comme controle satisfasse
y(T,0;x0,u) = y1(0), ¥V € P.

— [l sera dit uniformément ensemble controlable en sortie (UECS) si pour toute donnée initiale
en état xg € X(P)", toute sortie finale y, € X(P)4 et tout € > 0, il existe un temps T > 0
et un controle u € C([0,T];C™) indépendant du paramétre 0, tels que la solution du sys-
teme (5.1) avec xq comme donnée initiale et u comme controle satisfasse

Suply(Ta O;X()?u) -1 (9)| g €.
ocpP

Notons que, pour toute donnée initiale x, € X(P)" et tout contrdle v € C([0,7];C™), la
trajectoire de sortie est continue par rapport au temps et au parametre 6, ce qui donne un sens a la
définition précédente.

Un peu de bibliographie.
Un cas particulier du systeme (5.1) est celui pour lequel la sortie est identique a 1’état. Le concept
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d’Ensemble controlabilité de la sortie, qui est un concept nouveau que nous avons proposé est
une généralisation du concept d’Ensemble contrdlabilité (de 1’état) défini pour la premiere fois
dans [60].

Du concept générique d’ensemble controlabilité, plusieurs autres notions comme 1’ Uniforme en-
semble contrédlabilité (43,59, 61], I’ Uniforme ensemble atteignabilité et I’ Uniforme ensemble LP-
controlabilité [34] ont émergé. Dans cette liste de références non exhaustive mais récente, des avan-
cées ont été faites pour répondre a la question d’ensemble contrdlabilité. Dans les références préci-
tées, des conditions nécessaires et/ou suffisantes dans certains cas ont été établies.

Dans le cas ou I’espace de paramétrisation P est de cardinal infini, il est connu, voir par
exemple [34, 64], que le systeme (5.1) ne peut pas €tre simultanément ensemble controlable en
état. Ceci est une conséquence directe du Théoreme 3.3.1 de I’article de R. Triggiani [88].

En 2021, G. Dirr et M. Schonlein donnent dans [34] des criteres d’uniforme ensemble contrdlabilité
de I’état parmi lesquels figure la nécessité que P soit d’intérieur vide dans C dans le cas m = 1, m
étant le nombre d’entrées du systeme.

Cet article induit donc une question ouverte sur 1’ensemble contrdlabilité de la paire (A, B) dans le
cas o m > 1, celle de savoir s’il est possible d’avoir I’uniforme ensemble contrdlabilité de 1’état si
I’espace de paramétrisation P est un compact d’intérieur non vide dans C.

Une réponse partielle fut apportée par X. Chen dans [25] ou il prouve que si les matrices A
et B sont réelles analytiques, il est impossible d’avoir LP-ensemble controlabilité pour tout p > 2
si P contient un ouvert de R? pour tout d > 2 ceci quelque soit le nombre d’entrées dans le systéme.

Cette question reste a notre connaissance, dans le cas ou la paire (A, B) n’est pas réelle analy-
tique et le nombre d’entrées strictement supérieur a 1, ouverte et nous apportons quelques contri-
butions sur ce sujet.

Dans les références mentionnées ci-dessus, les auteurs étudient principalement la question d’exis-
tence de controle. Il y a également dans la littérature des résultats montrant comment construire ces
controles numériquement. L’ on peut consulter par exemple [53, 78] o, sous hypothese d’uniforme
ensemble contrdlabilité de (A, B), les auteurs présentent des méthodes numériques pour calculer
ces contrdles. Aussi, dans [77] I’auteur étudie 1’effet de contrdles par retour d’état sur la classe des
systemes uniformément ensemble contrdlables.

Dans le cadre de systemes linéaires a temps variant, c’est-a-dire dans le cas ou les matrices du
systeme dépendent du temps et du parametre, nous nous référons, en plus des références précédentes
de ce chapitre, a [58,95]. Dans le cas non linéaire, on peut citer [3, 6, 10,26, 60,72, 76].

Plan du chapitre.
Dans la Section 5.1, nous discutons le cas ou P est de cardinal fini et montrons que dans le cas
ou P est un continuum, il est impossible d’avoir I’'uniforme ensemble contrdlabilité simultanée de
la sortie en temps fini. Ensuite, nous donnons quelques propriétés sur les systemes uniformément
ensemble contrdlable en sortie. Nous présentons les liens qui existent entre 1’uniforme ensemble
controlabilité de la sortie et celle de 1’état. Enfin, nous donnons le Lemme 5.1.5 dans lequel nous
montrons comment les systemes uniformément ensemble contrdlables en sortie réagissent lorsqu’on
restreint I’espace de paramétrisation P. Ce lemme sera tres utile dans la suite.

Dans la Section 5.2 nous donnons des obstructions a I’uniforme ensemble contrdlabilité de 1’ état.
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Plus précisément, nous montrons que si le spectre de A(f) intersecte R ceci pour tout 6 dans P, il
est impossible d’avoir I’uniforme ensemble contrdlabilité de I’état si I’espace de paramétrisation P
contient un ouvert de R pour tout d > 2 ceci quelque soit le nombre d’entrées du systeme. Nous
montrons que si la paire (A, B) est suffisamment réguliere, ce résultat de non contrdlabilité reste
vrai.

A la Section 5.3, nous donnons des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’uniforme ensemble
controlabilité de la sortie du systeme (5.1).

La Section 5.5 est dédiée a 1’application de 1’uniforme ensemble controlabilité de la sortie a la
notion de contr6labilité en moyenne introduite par E. Zuazua dans [99].

La Section 5.6 fait I’objet de quelques simulations numériques.

Nous terminons le chapitre avec une conclusion a la Section 5.7.

Les résultats de ce chapitre sont en cours de rédaction pour publication.

Notations et terminologies.

Un ensemble X est dit contractile si 1’application identité de cet ensemble est homotope a une
application constante, c¢’est-a-dire, s’il existe une application continue H : [0, 1] x X — X tel que
H(0,x) = x et H(1,x) = c pour une constante ¢ € X. Pour plus d’informations sur la notion de
contractilité, le lecteur pourra consulter, par exemple, [83, Chapter 1] ou [20].

Soit {2 un sous-ensemble d’un ensemble X. On dira que 2 vérifie la condition de non séparation si
X\ est connexe. La notation ) sera utilisée pour désigner 1’adhérence de €2 dans X.

Pour un polyndme p d’une variable, la notation d°(p) (resp. p’) sera utilisée pour désigner le degré
(resp. la dérivée) de ce polyndme.

Quelques résultats classiques.

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats classiques utilisés dans ce chapitre.

Notons %" = R ou C et désignons par U(k, % ), pour k € N*, I’ensemble des matrices k£ X k
inversibles a coefficients dans %'

Théoreme 5.1.1 ([40, Theorem 3.8], [80]). Soit 2" un espace topologique para-compact, contrac-

tile et séparé. Soit M : 2" — %,* une application continue telle que vk(M (z)) = ry, ceci pour tout

z€ X ourg € {0, ,min{k, (}}.

(5.1.1.a) 1l existe une application continue My : X — U(k,%) et une application continue
Ny : & — Xk telles que pour tout » € X,

T0

M(2)My(2) = [No(2) | 05, ] - (5.2)

(5.1.1.b) Si X posséde une structure de variété réelle différentiable de classe C*, de dimension
finie, et M € C%, ¢ € N, alors il existe des applications My : 2 — U(k, %), Ny : " —
@T’g de classe C* telles que (5.2) soit satisfaite.

Soulignons que I’hypotheése de contractilité est tres importante dans le théoréme précédent.
En effet, si on considere par exemple 2~ = §? = {(ZEl,.TQ,Ig) e R | T3 22 = 1} et
M(z) = (331 To 333) la normale unitaire & 2", on a rk(M(x)) = 1 pour tout x € 2 . En re-

vanche, il n’existe pas d’application continue M, telle que My(x) soit inversible pour tout x € 2
et satisfaisant M (x)My(x) = (b(x),03) ot b(x) # 0 pour tout x € 2. Si une telle application
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continue existe, la deuxieme et troisiéme colonne de M, sont des champs de vecteurs ne s’annu-
lant nul part sur 2. 1l est bien connu que sur 2~ = S2, qui est d’ailleurs compact et simplement
connexe, tout champ de vecteur continu s’annule quelque part (cf. [45, Corollary 2.4, p.134]).

Théoreme 5.1.2 ([75, Theorem 20.5]). Soit K un compact de C dont le complémentaire est connexe
et f une fonction continue sur K a valeur complexe et holomorphe a l'intérieur de K.

Alors, pour tout € > 0, il existe un polynome complexe p tel que |f(z) — p(z)| < & pour tout
z e K.

Le Théoreme 5.1.2 est connu sous le nom du théoreme de Mergelyan. La conclusion de ce
théoreme reste vraie si K est d’intérieur vide dans C, c’est-a-dire, que si K est d’intérieur vide
dans C, toute fonction continue sur K peut étre approchée par un polyndme. Voir par exemple la
discussion suivant ce théoréeme dans [75].

Enfin, donnons le résultat suivant di a Rouché.

Théoreme 5.1.3 ([37, Rouché’s Theorem, p.229]). Soit D un domaine borné a bord 0D régulier.
Soient f et g deux fonctions holomorphes sur D U 0D. Si |f(z) — g(2)| < |f(2)| pour tout z € 0D
alors f et g possedent le méme nombre de zéros, comptés avec leur multiplicité, contenus dans D.

5.1 Préliminaires et quelques propriétés de systemes UECS

5.1.1 Préliminaires

Dans cette partie, nous discutons premierement le cas out P est de cardinal fini, ensuite sui-
vra le cas ou P est un continuum, cas dans lequel nous montrerons qu’il est impossible d’avoir
I’uniforme ensemble contrdlabilité simultanée de la sortie et qu’en revanche, 1’uniforme ensemble
controlabilité de la sortie est possible.

% Cas #P <
Supposons donc que P = {#1,6,,--- ,05} C C pour un entier N € N. Dans ce cas, en posant
x=(xg, - ,x4,) ety =(yg, -,y ) ,onapourtoutt € Ry, z(t) € C", y(t) € CNetle

systeme (5.1) devient

(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.3a)
y(t) = Fa(t) + Gu(t), (5.3b)

o1 les matrices A € CN”, B € CN", F € CN? et G € CN4 sont données par

A(6y) B(6y) C(6y) D(6,)
A(Oy) B(0n) C(0n) D(6y)

On a donc un systeme de contrdle en dimension finie et dans ce cas, I’ensemble controlabilité simul-
tané de la sortie et I’uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie sont équivalentes a la contrdlabilité
de I’état vers la sortie étudiée au Chapitre 3 de ce manuscrit.

De ce fait, on a la proposition suivante.
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Proposition 5.1.1. Supposons que
(5.1.1.a) pourtout k # 1, o(A(0)) Na(A(6))) =1,

(5.1.1.b) pour tout k € N%, le systeme (A(0), B(0x),C(0k)) est contrélable de I'état vers la
sortie.

Alors le systeme (5.3) est Simultanément et Uniformément ensemble contrdlable en sortie.

Démonstration.

Parmi la multitude de criteres qui s’ offrent a nous, nous allons utiliser la version du test de Hautus
étendue donnée au (3.1.4.c) du Théoreme 3.1.4 puisque cette derniere nous permet d’exploiter la
condition (5.1.1.a). Aussi, la condition a été établie pour des matrices réelles mais elle reste vraie
dans le cas ou les matrices sont a valeurs complexes.

Ainsi, en appliquant le critere (3.1.4.c) , on déduit que I’'uniforme ensemble contrdlabilité de la
sortie du systeme (5.3) est équivalente a

tk (F|G) = Ngq et Im< (gi > ( P E\x {Om}> = {oNmtm (5.4)

Ao (A)

ou Fy = {z € ker (AX)™ | (A})' z € ker B*, VI € N<m} avec n), la multiplicité algébrique de A

dans le polyndme minimal de A et A = A* — X y,,.
Premierement, remarquons que
C(6h) D(6)
k (F|G)=Ng < rk : = Ngq, etque
C(QN) D(QN) (5.5)

(g ) = (T < @@y .| Dox))

Deuxieémement, comme A est une matrice diagonale par blocs, il suit que o(A) = Up_; o(A(6))
et que pour tout A € o(A), ny = max{ng, », k € NZy} oli ng, » est la multiplicité algébrique de A
dans le polyndme minimal de A(6y,).
En exploitant cette méme structure diagonale, on déduit que (A%)" = diag (A(6;)%, ..., A(Ox)%)"
pour tout [ € N et tout A € C. De surcroit, on a

ker (A%)" H ker (A(0x)y)" % . (5.6)

Ainsi, tout 2z € ker (A%)™ se réécrit sous la forme z = (2, ,---,z51)", ol chaque z, appartient a
A 1> y “N

ker (A(6)5)" %>,
Aussi, (A})" z € ker B* pour tout [ € N_,,, équivaut 2

N
3" B(0r)* (A(Br)5) 2 =0, VI€N_,. (5.7)

Des relations (5.6) et (5.7), il suit que pour tout A € o(A),

84



5.1. Préliminaires et quelques propriétés de systemes UECS

N N
E\ = {(21,22, oo zn) € [ ker (A(0k)X)" % | > B(6y)* (A0R)3) 2 = 0, Vi € N<m}-
k=1 =1
(5.8)

Observons maintenant que si la condition (5.1.1.a) est satisfaite, alors pour tout A € o(A), il existe
un unique k € NIy tel que A € o(A(6)). Ainsi, de la relation (5.6), on déduit que tout z €
ker (A%)™ prend la forme z = (0,--- ,0,2;,0,--- ,0) ot z, € ker (A(6x)})"%.

Il suit donc que

Ey=---x{0} x Eg, x x {0} x -+, (5.9)
ou a la k-ieme position, on a
Ep, » = {z € ker (A(6x)3)"* | B(0k)* (A(61)3)' 2 =0, VI € Ney, |, } -

De ce qui précede, on déduit que

N
D E=]] ® Ey. (5.10)

Aeo(A) k=1 A€o (A(0k))

Des relations (5.5) et (5.10), il suit que, sous I’hypothese (5.1.1.a), le systeme (5.3) est controlable
de I’état vers la sortie si et seulement si

C(6,) D(6,)
rk : =Ng et ImCO)'Nn @ Epr={0}, Vk e NL,.
C(0n) D(0n) A€o (A(0k))
(5.11)
Enfin, I’hypothese (5.1.1.b) permet de conclure que la relation (5.11) est satisfaite. [
Remarque 5.1.1.

e La condition (5.1.1.a) n’est pas une condition nécessaire. On peut le voir en considérant le sys-
teme (5.3) avec

O O O =
O O~ =
O = OO
O = =

Sur cet exemple, la matrice A est constituée de deux blocs ayant la méme valeur propre 1. En vertu
de la Proposition 2.2.4, ce systeme n’est pas controlable en état car la multiplicité géométrique de
cette valeur propre est 2 strictement supérieure au rang de la matrice B = 1. Cependant, ce systeme
est controlable de 1’état vers la sortie (cf. Chapitre 3).

e Observons qu’on n’a pas nécessairement besoin de la condition (5.1.1.b) pour que (5.11) soit
satisfaite, il suffit de prendre N = 1, F = 0 et G inversible pour le voir.

o A travers la preuve précédente, on peut aussi remarquer que la Proposition 5.1.1 reste vraie si
pour tout k, y(t, ;) € C% ou les g, ne sont nécessairement pas les mémes.
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& Cas #P = o0

Dans ce cas, introduisons M4 : X(P)" — X(P)", Mp : C™ — X(P)™, M = X(P)" — X(P)9 et
Mp : C™ — X(P)? les opérateurs de multiplication induits par les matrices A, B, C' et D définis
pour tout § € P, f € X(P)",v € C™ par

(Maf)(0) = A(0)f(0), (Mpv)(0) = B(0)v,
(M f)(0) =CO)f(O) et (Mpv)(0) = D(O)v.
Puisque nous avons supposé que A, B, C' et D sont continues par rapport au parametre ¢, on déduit
que M 4, N, NMe et Mp sont des opérateurs linéaires et bornés (cf. [41, Proposition 2.1]).
Avec ces opérateurs, le systeme (5.1) devient
&(t, ) = Max(t, ) + Mpu(t), (5.13a)
y(t, ) = Mex(t, ) + Mpu(t). (5.13b)

(5.12)

En utilisant le fait que M4, Mg, M et Mp sont bornés et que X(P) est de dimension infinie,
on déduit, d’une part, en raisonnant comme dans [88, Theorem 3.3.1], que le systeme (5.1) ne peut
pas étre simultanément ensemble contr6lable en sortie en temps fini et d’autre part, que 1’'uniforme
ensemble contrdlabilité de la sortie de ce systeme ne dépend ni de sa condition initiale, ni du temps
de contrdle et qu’elle est équivalente (cf. [88, Theorem 7.1.1]) a

Im(Mp) + 3 Im {MIMEM5 | = X(P)". (5.14)
keN
Il est aussi clair que I'uniforme ensemble controlabilité de la sortie ne dépend pas de la régula-
rité des controles.

Au vu des remarques précédentes, les considérations suivantes seront faites pour la suite.

& Nous abandonnons la notion d’ensemble contréolabilité simultanée de la sortie et nous nous
concentrons sur l’uniforme ensemble controlabilité de la sortie.

& Aussi nous prendrons dans la définition de ['uniforme ensemble controlabilité de la sortie xy = 0.
@& Nous prenons sans perte de généralité D = 01 . Si D est non nulle, il suffit d’augmenter le sys-
teme comme dans le Lemme 3.1.5 pour se ramener a ce cas.

& Enfin, lorsque I’analyse sera plus simple avec des contréles dans L*([0,T]; C™), nous utilise-
rons cet ensemble comme ensemble de controles admissibles. Ceci fait bien sens dans le cas D nulle.

Dans le cas D identiquement nulle, la densité (5.15) prend la forme
> Tm {MAEM s} = X(P)7. (5.15)
keN

En définissant par C A*b; : C — X(P)4, (C A*b;v)(0) = C(0)A(0)*b;(0)v pour tout v € C et tout
0 € P, oub;(0) estla j°™ colonne de B(0), il suit de (5.15) que I'UECS est équivalente 2 la densité
dans I’espace X(P)? de

R(A, B,C) := span {C A", k € N,j € N, } . (5.16)

Ce qui est équivalent en terme d’approximation polynomiale au fait que pour tout f € X(P)? et
tout ¢ > 0, il existe m polyndmes complexes p1, - - - , p, tels que

<e. (5.17)

f: Cp;(A)b; — f
j=1

[e.e]
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5.1.2 Quelques propriétés des systemes UECS

Dans ce paragraphe, nous introduisons quelques propriétés de 1’uniforme ensemble contrdlabi-
lité de la sortie.
Dans la Proposition 5.1.2 nous prouvons que I’'UECS reste préservée par complexification. Il s’agit
d’une extension de [34, Lemma 1] au cadre de la sortie. Dans la Proposition 5.1.3, nous montrons
que I'uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie est préservée par changement de base et chan-
gement de variable sur le parametre. La Proposition 5.1.4 fait un lien entre ’'UEC de 1’état et celle
de la sortie. Enfin, le Lemme 5.1.5 montre I’effet de la restriction sur ’'UECS.

Proposition 5.1.2. Soit k € N*. Notons par Xg(P)* = C(P,R)* I'espace des fonctions réelles
continues a valeurs vectorielles et par Xc(P)* son complexifié, c’est-a-dire,

Xe(P)" = {f +ig | f.9€ XR(P)k}
muni de la plus petite norme de complexification raisonnable 3

I + gl = sup | cos(t) = gsin()
te|0,

2w

Supposons (A, B,C) € Xr(P)? x Xr(P)? x Xr(P)L.
(A, B,C) est UECS sur Xc(P)4 si et seulement s’il est UECS sur Xg(P)? c’est-a-dire que si
pour tout | € Xr(P)? et tout € > 0, il existe m polyndémes a coefficients réels tels que

< e

i Cp;(A)b; — f
j=1

Démonstration.

Supposons que (A, B, C) soit UECS sur X(P)?. Soit f € Ar(P)?ete > 0.

Pour des raisons de simplicité, nous prenons m = 1 et posons B = b dans la suite de cette preuve.
Puisque f € AR(P)4, alors f € Xc(P)? et donc par hypothese, il existe un polyndme complexe
p(z) =po+p1z+ - +pyz" tel que

|Cp(A)b — fHXC(P)q <e.

En posant r(z) = Re(pg) + Re(p1)z + - - + Re(pn)2Y et s(z) = Im(py) + Im(pr)z + -+ +
Jm(py)z", on déduit de [68, Proposition 1] que

1CT(A)b = fllagpye < [[Cr(A)b = f +iCs(A)blxepys = [[CP(A) = [llaepye < &

Réciproquement supposons que (A, B, C') est UECS sur A (P)".
Soit f =g+ ih € Xc(P)lete > 0.
Puisque g et h appartiennent a Xg(P)? il existe donc deux polyndmes a coefficients réels p; et py

tels que
€
et [|Cp2(A)b — bl apye < —.

Cpi1(A)b — ¢ <
1CP1(A)b = gl xe ) NG

Sl

En posant p = p; +ipy, 0ona

1Cp(A)b = fllacpye = Sl;pte[o,%r]”(opl(A)b — g) cos(t) — (Cpa(A)b — h) sin(t)| o
/5 SPreio2n (Icos(t)| + | sin(t)]) = e.

N

3. Cf. [68] pour plus de détails.
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La proposition suivante montre que la propriété d’uniforme ensemble controlabilité de la sortie
reste préservée par changement de base et de variable.

Proposition 5.1.3. (5.1.3.a) Le systeme (A, B,C) est UECS si et seulement si pour toute ma-
trice T continue telle que T'(0) € C! soit inversible pour tout 0 € P, le systéme
(T*AT, T7'B,CT) est UECSou T~ : 0 — T'() ™"

(5.1.3.b) Le systeme (A, B, C) est UECS si et seulement si pour toute matrice T' continue telle que
T'(0) € C soit inversible pour tout § € P, le systeme (A, B, TC) est UECS.

(5.1.3.c) Soit v une application continue et injective sur P. Le systeme (A, B,C') est UECS sur
X(P)? si et seulement si (Ao ™' Bop™ Cop™t)est UECS sur X(p(P))A

Démonstration.
Pour le critere (5.1.3.a) il suffit de remarquer que

R(T AT, T7'B,CT) = R(A, B,C).

Rappelons que R est définie par (5.16).

Pour le critere (5.1.3.b), observons que I’application linéaire et bornée My : X(P)? — X(P)?
définie pour tout f € X(P)? et tout § € P par (Mrf)(0) = T(0)f(0) est un isomorphisme de
X(P)? avec Myp-1, définie par (My-1 f)(0) = T(0)~1 f(#), comme bijection réciproque.
Supposons maintenant que (A, B, C') soit UECS sur X(P)? et prenons f € X(P)%ete > 0.

Il faut montrer I’existence de m polyndmes complexes tels que

j=1 o
Pour ce faire, on écrit d’abord
Y TCpj(Ab; — f| =|T (Z Cp;j(A)b; — Tlf) < 7T« Z Cpj(A)b; =T f||
J=1 0 J=1 e’} e’}

puis on observe que T~ f € X(P)? et que par hypothese d’UECS de (A, B, C), il existe m poly-
némes complexes py, - -+ , p, tels que HZ}":l Cp;(A)b; — T‘lfHC>O <e.

Pour la preuve de (5.1.3.c), supposons que (A, B, C) est UECS sur X(P)?.
Puisque I’application ¢ : P — ¢(P) est un homéomorphisme, (Ao @™ Bop™! Cop™!)estbien
défini sur X(¢(P)).
De ce fait, pour tout f € X(p(P))?ettoute > 0, f o € X(P)? et comme (A, B,C) est par

hypothese UECS sur X(P)?, il existe m polyndmes complexes p1, - - - , p,, tels que pour tout £ €
N

sup (Z C(0 0))br(0) — f o @(9)) <e.

oeP

¢
Ce qui équivaut a

sup L e

z€¢(P)

(Z Cle™ (2)pe(Ale™ (2)))br(v ™ (2)) — f(2)>

14

On déduit donc que le systeme (Ao o=, Bo ™! C o) est UECS sur X(¢(P))? Dans ce qui
précede, si f € X(P)? alors (f), désigne la £*™ composante de f. O
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Dans la proposition suivante, nous donnons un lien entre I’uniforme ensemble contrdlabilité de
la sortie et celle de I’état.

Proposition 5.1.4. Supposons que pour tout 6 € P, rk(C(0)) = q. Si le systeme (A, B) est uni-
formément ensemble contrélable en état alors (A, B, C') est UECS. De plus, si C(0) est inversible
pour tout 0 € P, alors il y a équivalence.

Démonstration.

Supposons en premier lieu que pour tout § € P, rk(C(0)) = q et que le systeme (A, B) est UEC en
état. Nous allons montrer que pour tout f € X(P)?ete > 0, il existe m polyndmes complexes tels
que [, Cp;(A)b; — f|_ <.

En utilisant le fait que tk(C(6)) = ¢ pour tout § € P, on déduit que I’application CT : 6
C(0)* (C(8)C(H)*)~" est bien définie sur P. Elle est continue et satisfait CCT = I,.

Ainsi, on a

Ao — f <0l A)b; = CTf

[e.e]

= o (f:w)bj —c*f)

o) o

En utilisant le fait que C'Tf € X(P)" et I'hypothése d’UEC de la paire (A, B), on déduit qu’il existe

m polyndmes complexes pq, - - - , p, tels que HZ;”:lpj(A)bj — CTfH <e.
Si C(6) est inversible pour tout § € P, ona CT = C~! et on observe |7, pp(A)bp — flloo <
IC™ ool [k CPi(A)br — C f [|oc- O

Terminons cette section avec le Lemme 5.1.5 qui montre que I’'UECS du systeme (5.1) est pré-
servée par restriction. Ce lemme est une extension du [34, Lemma 2] au cadre de la sortie et sera
d’une grande importance dans la suite.

Soit P un sous-ensemble compact de C contenu dans P et R : X(P)? — X(P)4, I’opérateur, 2 toute
fonction f € X(P)?, associe sa restriction Rf = f|5 € X(P)4. Cet opérateur est linéaire, surjectif
et unitaire.

Lemme 5.1.5. Si (A, B, C) est UECS sur X(P)? alors (RA, RB, RC') est UECS sur X(P)".

Démonstration.

Supposons que (A, B, C) soit UECS sur X(P).

Soient f € X(P)? et e > 0. Puisque f € X(P)? alors il existe une fonction f € X(P)? telle que
Rf = f. En utilisant le fait que (A, B, C') est UECS sur X(P)9, on déduit qu’il existe m polyndmes
complexes py, -+, pp tels que HZ;-”Zl Cp;(A)b; — fH <e

On finit la preuve en écrivant -

k=1

S™ ROy (RA)Rb — fH HR (f:c*pkm)bk—f)H < icpkm)bk—fH
k=1 ) k=1 0o
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5.2 Contribution a I’uniforme ensemble controlabilité de 1’état

Comme nous 1’avons vu, I’uniforme ensemble controlabilité de la sortie est une extension de
I’uniforme ensemble contrdlabilité de 1’état.
Dans cette section, nous apportons des contributions a I’'UEC de 1I’état du systeme (5.1). Plus préci-
sément, nous prouvons, dans le Théoreme 5.2.1, que si la paire (A, B) est suffisamment réguliére,
alors une condition nécessaire d’UEC de 1’état est que P soit d’intérieur vide dans C. De méme,
dans le Théoreme 5.2.5, nous montrons que si le spectre de A(f) intersecte 1’axe réel pour tout
6 € P alors il est impossible d’avoir I’'UEC de 1’état si P est d’intérieur non vide dans C ceci
indépendamment du nombre d’entrées dans le systeme, c’est-a-dire quelque soit m € N*.

Théoréme 5.2.1. Supposons que P soit d’intérieur non vide dans C, A de classe C*™'(P)" et B
de classe C*™~(P)" . La paire (A, B) ne peut pas étre UEC sur X(P)".

La preuve que nous proposons pour ce théoreme est une preuve par contraposition. La stratégie
de cette preuve est la suivante.

(a) Nous supposons que (A, B) est UEC avec P d’intérieur non vide.

(b) Nous montrons I’existence d’une boule contenue dans P sur laquelle la matrice A admet une
valeur propre A avec un vecteur propre a gauche qui lui est associé tous possédant la méme
régularité que A. Ceci est fait dans le Lemme 5.2.2.

(c) Nous montrons que quitte a réduire la taille de la boule mentionnée dans le point précédent,
A est injective. Nous le montrons dans le Lemme 5.2.3.

(d) Nous nous ramenons grace a la Proposition 5.1.4 au cas n = 1 et relions le probleme de
contrOlabilité a un probleme de densité dont nous montrons qu’il ne peut pas €tre satisfait.

Nous commengons cette preuve en introduisant le lemme suivant.

Lemme 5.2.2. Soit P un compact d’intérieur non vide dans C et A une matrice de classe C* a
Uintérieur de P, k € N. Alors il existe 6y un point intérieur a P et 69 > 0 tels que A admette une
valeur propre \ de classe C* sur By, (8y) et un vecteur propre & gauche de classe C* sur By, (o)
associé a \.

Démonstration.
(1) Sélection locale d’une valeur propre continue.
Définissons pour tout ¢ € P et tout v € C,

F(0,v) = det (A(0) — v1,,). (5.18)

Ainsi définie, la fonction f est continue par rapport a 6 et holomorphe par rapport a v.
Puisque P est d’intérieur non vide, soit &’ un ouvert non vide contenu dans P et posons

ko =min{n, | z € 0(A(#)), 0 € O}, (5.19)

ol n,, pour tout z € o(A(f)), désigne la multiplicité algébrique de z dans le polyndme
caractéristique de A(0).

Observons que I’entier ky € N* existe car {n, | z € 0(A(f)), 6 € O’} est un sous ensemble
non vide de N* de cardinal fini.

Soit 6y un élément de & en lequel ky est atteint et Ay un élément de o(A(6y)) tel que ny, = ko.
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Soit d la distance * entre {\o} et a(A(6)) \ { Mo}

Enfin prenons ¢y < d et v une courbe réguliere fermée encerclant )\ et strictement contenue

dans B, (€o)-

Par construction, la fonction f (6, ) ne s’annule pas sur Im ~. Il existe donc 1 > 0 tel que
min | f (6o, 2)| > 2n. (5.20)
z€Im~y

En utilisant le fait que f soit continue par rapport a 6 et holomorphe par rapport a v, on déduit
que

J0p > 0tel que V (0, 2) € By, (do) x Im~, |f(0o,2) — f(0,2)] <n. (5.21)
Des relations (5.20) et (5.21), il suit que pour tout 6 € By, (o)

[£(0,2)[ = [(0,2) = f(00, 2) + f(0o, 2)| = |f (0o, 2)| =0 >m, Vzelmy. — (522)

De (5.21) et (5.22), on conclut que pour tout § € By, (dy) et tout z € Im ~,

£ (6o, 2) = £(6,2)] < [£(6,2)]

En utilisant le théoreme de Rouché, Théoreme 5.1.3, on déduit donc que pour tout 6 €
By, (09), la fonction f (0, -) admet kg zéros dans Im y comptés avec multiplicité.

Grace au choix de A\, on a aussi #0(A(f)) N By, (g9) = 1 pour tout § € By, (dy) car sinon,
il existerait un # € & en lequel la matrice A(f) admet au moins deux valeurs propres dont
la somme de multiplicité est ky. Ce qui entrainerait 1’existence d’une valeur propre sur & de
multiplicité algébrique strictement inférieure a k( et donc contredirait le choix de \g.
Définissons maintenant A : By, (dy) — C qui a tout § € By, (dy) on associe ’'unique élément
de o(A(f)) se trouvant dans By, (ep).

La valeur propre A est continue sur By, (dp).

En effet, soit 0 € By, (dg) et € > 0. Par construction, on a A() € By, (&)-

En appliquant de nouveau le théoréeme de Rouché autour de A(#), on a I’existence de § > 0
tel que pour tout § € By(6) N By, (dp), on a A(A) € a(A(f)) N By (e) impliquant donc que
pour tout § € By(8)N By, (5o), |A() —A(F)| < e. Ce qui prouve la continuité de A sur By, (dp).

Jusque 13, nous avons montré que la matrice A admet une valeur propre A continue sur By, (do)
et de multiplicité algébrique constante égale a ko, ¢’est-a-dire que pour tout § € By, (dp),

OV f(O,M0) =0, VL& Ny, et ok £(6,\(0)) # 0. (5.23)

Si k£ = 0 alors la preuve d’existence d’une valeur propre continue serait terminée.

Supposons que k > 1. Dans ce cas, A € C*(P)" alors la fonction f (6, v) définie au (5.18) est
k fois différentiable par rapport a ¢ et holomorphe par rapport a v.

En prenant § = 6, dans la relation (5.23), on déduit, en appliquant le théoréme des fonctions
implicites (cf. [51]) a la fonction 9%~! f, qu’il existe £ > 0, un voisinage I" A6o) de A(0p) et
une fonction différentiable ¢ tels que p(6y) = A(6y) et

V(0,\) € Bg,(g) X Daggy, O F(0,0) = 0 <= X = ¢(0). (5.24)

4. Nous utilisons la convention que la distance a un ensemble vide est infinie
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Les relations (5.23) et (5.24) montrent que quitte a réduire dy, A peut étre pris C* sur By, (dp).

Posons maintenant
g(0,M0)) = L~ f(0,M(0)), 0 € Byy(do)-

La fonction g est de classe C! par rapport 2 6 et comme (6, A\(6)) = 0 pour tout 6 € By, (dp),
on déduit que pour tout § € By, (o),

g (0,A(0)) + X' (0)0,9(0,\(0)) = 0,
ce qui est équivalent, en vertu de (5.23), a

0p0,° " £ (0, A(0))
950 £ (6, A(0))

De la relation précédente, il est aisé de voir que \ est de classe C*(Bg, (dp)).

N(O) = —

(5.25)

Pour résumer ce point, nous avons prouvé que si P est d’intérieur non vide et que A est £ fois
différentiable, alors il existe 0 intérieur a P et 6y > 0 tels que sur la boule By, (dy), A admette
une valeur propre A qui est & fois différentiable et de multiplicité algébrique constante k.

(2) Construction d’un vecteur propre a gauche associé a .
Soit K une boule fermée contenue dans By, ().
Par construction de ), la matrice (A(0)* — \(0)I,,)* est de classe C* dans un voisinage de K
et de rang constant n — kg sur K.
De plus, puisque K est une boule fermée donc compacte et contractile. On déduit de (5.1.1.b)
du Théoreme 5.1.1 qu’il existe un vecteur ¢ de classe C* tel que ¢(#) # 0 pour tout § € K
satisfaisant (A(0)* — A\(0)1,,)"¢(6) = 0 pour tout § € K.
Si kg = 1 alors v = (* est le vecteur propre recherché dans le Lemme 5.2.2.
Si ko > 1 alors on prend k le plus petit entier tel que (A(0)* — \(0)1,,)*¢(0) = 0 pour tout
6 € K puis on pose C(0) = (A(0)* — X(0)1,,)*~'¢(#) pour tout § € K.
Il existe par construction de ¢ un complexe 6; € K tel que ¢ (61) # 0. Aussi, par continuité
de ( il existe §; > 0 tel que ((6) # 0 pour tout # € B, () C K.
Le vecteur v donné par la restriction de * & Bs, (6) constitue donc un vecteur propre a gauche
de classe C* associé a \.

]

Remarque 5.2.1.
Grdce au lemme de restriction, observons qu’en réalité dans le Lemme 5.2.2, on a juste besoin que
A soit de classe C* sur un petit ouvert de P et non dans tout lintérieur de P.

Faisons a présent une remarque importante qui sera utilisée dans la preuve du Théoreme 5.2.1.

Remarque 5.2.2.

Dans I’item (1) de la preuve précédente, nous avons prouvé que si P est d’intérieur non vide et que
A est k fois différentiable, alors il existe 0y intérieur a P et 6y > 0 tels que sur la boule By, (d), A
admette une valeur propre \ qui est k fois différentiable et de multiplicité algébrique constante k.
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Observons que si \ est injective sur By, (), alors A : By, (0g) — A(By,(d0)) est un homéomor-
phisme. De ce fait, il existe un ouvert O contenu dans \(By, (o)) tel que la bijection réciproque
AL soit CF sur O.

En effet, pour tout z € N(By,(dp)), on a A(A\"1(z)) = z. Ainsi, en dérivant I’expression précédente
par rapport & z, on a (A1) (2)N (A" (2)) = 1 pour tout = € \(By,()). Puisque X\ est un ho-
méomorphisme de By, (o) sur A\(By, (o)), il existe bien un ouvert O contenu dans By, (o) sur le
quel X' (0) # 0. Ainsi, N (A1) est continue et ne s’annule pas sur \(O). On déduit donc du fait
que (A1) = 1/N (A7) sur M(O) que \=" est de classe C* sur \(O). On peut voir qu’en prenant
O = \NO), que \7! est de classe C* sur O.

En utilisant les notations du Lemme 5.2.2, le lemme suivant explicite I’item (c).

Lemme 5.2.3. Supposons que P est d’intérieur non vide et que (A, B) est UEC sur X(P)™. Si A est
C! a Uintérieur de P, alors, il existe une boule contenue dans By, (0o) sur laquelle X est injective.

Avant de donner une preuve a ce lemme, rappelons que grace au Lemme 5.1.5 (lemme de res-
triction) et a la Proposition 2.2.4 (voir aussi [34, Proposition 4]) une condition nécessaire d’uni-
forme ensemble contrdlabilité de 1’état est que pour tous nombres complexes deux a deux distincts
01,--- ,0pde P,

o(AB))N---No(Ab) =0, Vk>m. (5.26)

Pour rappel, la Proposition 2.2.4 stipule que pour 6 fixé dans P, une condition nécessaire pour que
(A(6), B(0)) soit contrdlable en état est que la multiplicité géométrique de chaque valeur propre de
A(#) soit au plus le rang de B(6), donc, dans le cas présent, au plus m.

Si on applique le lemme de restriction & un ensemble de m + 1 paramétres distincts {6y, - -+ , 0, },
on obtiendrait le systeme parallele

A= . B=|
A(On) B(0m)

Ainsi, si la paire (A, B) est UEC sur X(P)™ alors le systeéme paralléle précédent serait contrdlable
en état et puisque B est de rang au plus m alors o(A(6y)) N --- N o(A(0,,)) = 0. En effet, si
a(A(6p)) N ---No(A(fn)) # 0, il existerait une valeur propre de multiplicité géométrique m + 1.
Ce qui est impossible en vertu de la Proposition 2.2.4.

Cela constitue les principales étapes de la preuve de (5.26).

Une conséquence immédiate de la condition (5.26) est que la paire (A, B) ne peut pas étre UEC si
la matrice A posséde une valeur propre constante.

Proposons maintenant une preuve au Lemme 5.2.3.

Démonstration.
D’apres le Lemme 5.2.2, puisque A est C! a I'intérieur de P, il existe un point 6, intérieur a P et
8o > 0 tels que A admette une valeur propre \ de classe C* sur 6y € By, (do).
En utilisant (5.26), nous allons montrer que quitte & bouger #y € By, (d) et a réduire dy, A est
injective sur By, (dp).

Pour ce faire, définissons ng = {(Re(h),Im(0)) € R? | 6 € By, ()} et X : ng — R? avec
A= (A1, A2) ot Ay = Re(N) et Ay = Tm(N).
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Comme A est C" alors A I’est aussi et la Jacobienne de \ en tout point (6, 6,) € ng est donnée par

a1>\1 (917 92) a2)\1<91a 92))

J5(01,0:) = (
al)\2(917 02) 82>\2<017 02)

Dans I’expression de J5, les expressions 01 \; (resp. 01 A\2) et 02\ (resp. dx\2) désignent respecti-

vement les dérivées partielles de \; (resp. A\2) par rapport a la premiere et a la seconde variable.
Supposons maintenant que A n’est injective sur aucun ouvert de By, (dp).

11 suit donc que pour tout (0, 6,) € ng, det J5(01,02) = 0. i

Si rk J; = 0 sur un sous-ensemble de mesure non nulle contenu dans ng alors A, et donc A,

est constante sur un sous-ensemble de mesure non nulle, ce qui contredit I’hypothese d’uniforme

ensemble contrdlabilité de la paire (A, B) a cause de la propriété (5.26).

Supposons maintenant qu’il existe~0~ = (61,60,) € ng tel que rk J; (61, 65) =1L

Par continuité de la Jacobienne de ), il existe une boule fermée K centrée en 6 et contenue dans ng

sur laquelle rk J; = 1. L’ensemble K étant par construction compact et contractile, J5 continue

et de rang constant égal a 1 sur K, on déduit du Théoreme 5.1.1 qu’il existe une fonction continue

a: K — R? telle que J5 (61, 02) (61, 02) = 0 pour tout (6;,6,) € K.

Construisons, grace au Théoreme de Cauchy-Peano [91], a I'intérieur de K un chemin continu -y

satisfaisant
{y(t) = a(y(t)), t €[0,1]
7(0) = 0.

De ce qui précede, on a

= (30() = HAWAE) = KE)ak) =0

impliquant que ), et donc ), est constant le long du flot de . Ce qui contredit de nouveau I"hypo-
these d’UEC de la paire (A, B).

En définitive, quitte a bouger 6, dans By, (dy) et a réduire dy, on a I’injectivité de A sur By, (dp).

O

Le résultat du lemme précédent induit la remarque suivante.

Remarque 5.2.3.

La preuve du Lemme 5.2.3 montre que si P est homéomorphe a un compact d’intérieur non vide
de R? avec d > 2, alors il est impossible d’avoir I'uniforme ensemble controlabilité de I’état de la
paire (A, B) si A est différentiable. En effet, dans ce cas, I’'UEC de (A, B) impliquerait, d’apres le
le Lemme 5.2.3, ’existence d’une application continue et injective d’une boule de R? dans R?, ce
qui contredit [15, Theorem 20.2, p.242]. Le théoreme 20.2, dit de Borsuk-Ulam, cité précédemment
stipule qu’il n’existe pas d’application continue et injective de la k-sphére (vue comme une sous-
variété de R*Y) a valeur dans R".

Soit D une boule fermée contenue dans C et définissons par H (D) I’espace des fonctions holo-
morphes a I’intérieur de D et continues sur D. Le résultat suivant nous sera utile pour la preuve du
Théoreme 5.2.1.

Lemme 5.2.4. Soit k € N* et by, ..., by, des fonctions continues sur D et de classe C***! & Uinté-
rieur de D. Supposons que pour tout { € NZ,, il n’existe pas de compact K contenu dans D tel que
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belic € H(K) + Xooy o bs |k H(K).

Alors, pour toute fonction

o€ H(D) + hHD) + ... +bH(D) ",

il existe un compact Dy contenu dans D sur lequel o est de classe C**'. De plus, on a p|p, €
H(Do) + bl‘DofH<D0) + ...+ bk’DOrH(DO).

Démonstration.
Nous donnons une preuve dans le cas k& = 1. Le cas général peut étre fait en suivant les mémes
arguments et est discuté dans la Remarque 5.2.4.
Notons R(D,b;) := H(D) + byH(D). Comme ¢ € R(D,b;) avec b; non holomorphe sur aucun
ouvert contenu dans D et trois fois différentiable a 1’intérieur de D, il existe donc une suite de
fonctions (), dans R(D,b;) convergeant uniformément sur D vers ¢. En utilisant le fait que
pour tout n, ¢, € R(D, by), on déduit que chaque ¢,, est trois fois différentiable et prend la forme
pn = ¢ + bip,, avec (oy, ¢y,) € H(D) x H(D).
Posons 5 5

0=7- O=o e L=()7 —(00)0.

A Uintérieur de D, on a
_ 0 1 a5 _ .17 50 _ 3.1 _
On =, +bip, = 0p, =, 00 car 0Oy, =0y, =0.

Comme by n’est holomorp}le sur aucun ouvert contenu dans D, il existe une boule ouverte 4 C D
telle que pour tout 6 € A, 0b;(0) # 0.
On a donc sur A,

—=—0pn = ¢, (5.27)

— [0y,
0| = =0.
( by )

En développant 1’expression précédente, on a

impliquant que

(9b1) 00 — (°01) Bipn = 0,

c’est-a-dire
Lp, =0 sur A. (5.28)

Observons, de ce qui précede, que si Ly, = 0 a I'intérieur de %, alors on déduit du fait que b; soit
non holomorphe sur aucun ouvert contenu dans D qu’il existe un compact K contenu dans D tel
que ¢, | = h® + by|xhl pour deux fonctions 1Y et k! dans H(K).
De la relation (5.28), pour toute fonction infiniment différentiable ) dont le support est inclus dans
A, ona

(Lipn, ) = (pu, L9) =0, obt L* = (9b;) 0+ 3 (0%D1) 0+ 20°D,. (5.29)

En utilisant le fait que ¢,, converge uniformément vers ¢, on déduit de (5.29) que (¢, L*1)) = 0.
En observant d’abord que les coefficients de 1’opérateur uniformément elliptique L sont différen-
tiables, ensuite que les coefficients de 1’opérateur adjoint L* sont continus et enfin que la fonction
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 appartient a L°°(%), on déduit du Théoréme 2.2 de [16] que pour tout compact situé a une dis-
tance positive du complémentaire de %, la fonction ¢ est trois fois différentiable. De ce fait, on a
I’existence d’un ouvert contenu dans % sur lequel Ly = 0 au sens classique. En se rappelant de
I’observation faite en dessous de (5.28) on a bien I’existence d’une boule fermée K contenue dans
@surlequel @’K:h0|K+b1’Kh1|K. O

Remarque 5.2.4.

De facon générale (k quelconque), en procédant comme dans la preuve précédente, I’opérateur L
est un opérateur d’ordre k + 1 dont le coefficient associé a la plus grande dérivée contient des
termes de dérivée d’ordre k des fonctions by. Ainsi, pour assurer que les coefficients de I’opérateur
adjoint L* soient continus, il faut donc que ce coefficient soit k + 1 fois différentiable. Ce qui justifie
I’hypothése by, ..., by de classe C***1. Aussi, I’hypothése selon laquelle pour tout { € NZ,, il
n’existe pas de compact K contenu dans D tel que by|x € H(K) +Z’§:LS# bs|k H(K) est faite pour
assurer le fait que le module du coefficient de la dérivée d’ordre k soit minoré par une constante
strictement positive afin d’assurer que I’opérateur L soit uniformément elliptique (cf. [16]).

Par exemple dans le cas k = 2, en prenant o = g + b1 + bapa, on a dp = Obyp1 + Abagpo.
Comme by n’est holomorphe sur aucun ouvert contenu dans D il existe un ouvert O sur lequel Ob,
ne s’annule jamais. Sur O, on a donc

5%0 gbg = 5()0 —= 5[)2
= = = 8 = | = ) = a = 1.
b, 1+ b, P2 = (am) Cipz, ou ( <8b1>

De méme, il existe un ouvert Oy C O sur lequel (1(0) # 0 pour tout 0 € O,, car sinon, (1(0) =0
pour tout 0 € O, ce qui impliquerait que Oby = h,0b; oit hy est une fonction holomorphe sur
0. Ainsi, on a g(bg — hby) = 0 sur Oy et donc que by = hiby + hy ot hy est une fonction
holomorphe sur 0. Ce qui contredit le fait qu’il n’existe pas de compact K contenu dans D tel que
belk € H(K) + 25:175# bs|k H(K). De ce qui précéde, on a donc sur O,

(ea(z)

En posant (, = 52191 /(Oby)? et en développant I’équation précédente, on a Ly = 0 sur Oy avec
L =003 — (960 + (10 by + GG06) 3 + G0} (916 — (1062) D.

Par construction, (,0b, ne s annule jamais sur Oy et ne contient que des dérivées d’ordre au plus
deux de by et de by. Comme b; et by sont de classe C° sur Oy alors (,0b, est de classe C> sur O». On
peut aussi voir que 0(,0b; + Clggbl + (16,002 est aussi de classe C? et que (,0b? (5{’1(2 — Qg@)
est de classe C*. Ceci montre bien que les coefficients de I’ opérateur adjoint sont continus sur Os.

Remarque 5.2.5.

Pour appliquer le [16, Théoreme 2.2] dans la preuve du Lemme 5.2.4, on a juste besoin que les
coefficients de ’opérateur adjoint L* soient essentiellement bornés, ce qui montre que pour la
méthode adoptée dans cette preuve, on peut obtenir un meilleur résultat en demandant a ce que les
fonctions by, £ € NZ, soient de classe C%k:1 espace des fonctions dont la dérivée jusqu’a I’ordre 2k
sont continues et dont la dérivée d’ordre 2k + 1 est essentiellement bornée.

Nous pouvons maintenant donner une preuve au Théoreme 5.2.1.
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Démonstration.

Supposons que P soit d’intérieur non vide, (A, B) de classe C*™~! a I'intérieur de P et UEC sur
X(P)". Rappelons que m est le nombre de colonne de B(6).

D’apres les Lemmes 5.2.2 et 5.2.3, il existe 0y, un point intérieur a P, et §y > 0 tels que A admette
une valeur propre \ continue, injective, de classe C*™~! sur By, (Jy) et un vecteur propre a gauche
v de classe C?™~! sur By, (dg) associé a \.

e Réduction au cas n = 1.
Soit K une boule fermée contenue dans By, (d).
En multipliant a gauche I’équation d’état par le vecteur v, on a

v(0)i(t,0) = v(0) A(0)x(t, 0) + v(0)B(O)u(t). (5.30)

En utilisant le fait que v(0)A(0) = A(0)v(0) sur K puis en posant y(t,0) = v(0)z(t,0) € C et
b(0) = v(0) B(0) = (b1(0), - ,bm(0)) € Cy, I'équation (5.30) devient

y(t,0) = XO)y(t,0) + ij b; (0)u;(t), (5.31)

ou la variable y peut €tre vue comme une variable de sortie.
En utilisant le fait que la paire (A, B) est UEC et que rk(v(f)) = 1 pour tout # € K, on déduit de
la Proposition 5.1.4 que 1’équation (5.31) est UEC sur X(K).

Dans la suite, nous posons b = (by, by, . . ., by).

e Lien avec le Lemme 5.2.4.

En vertu de I’item (5.1.3.c) de la Proposition 5.1.3, on peut supposer que A est 1’application identité
de K. En effet, d’apres cet item, (A, b) est UEC sur X(K) si et seulement si (74, bo A™!) est UEC sur
X(A(K)). Comme A : K — A(K) est un homéomorphisme et que K est un compact d’intérieur non
vide, alors A(K) est aussi un compact d’intérieur non vide de C. De plus, grice a la Remarque 5.2.2,
bo A~ ! est continue et de classe C*™~! sur un ouvert contenu dans A\(K). Ainsi, on peut, et ¢’est ce
qui sera fait dans la suite de cette preuve, supposer sans perte de généralité que (iq4, b) est UEC sur
X(K) ot K est un compact d’intérieur non vide de C.

Par hypothése de I’'UEC de (i4, b) sur X(K), on déduit du résultat de densité (5.16) que

span{f € K — 6%b;(0) | ke N, j e N, } = X(K).

De plus, le lemme de restriction stipule qu’il existe 6, intérieur a K et ky € N%, tels que by, (6y) # 0.
En effet, ce lemme stipule que si le systeme (iq4, b) est UEC sur X(K) alors pour tout § € K, la
paire (0, b(6)) est contrblable en état et donc que le vecteur b(f) est non nul pour tout € K.
En utilisant la continuité de b et le fait que 6, soit un point intérieur a K, on déduit I’existence d’un
voisinage ¥ de 6, contenu dans K tel que pour tout § € ¥, by, (6) # 0.
Considérons maintenant tout les by, k € NZ, , dont le support intercepté avec ¥ est d’intérieur non
vide dans C et D une boule fermée contenue dans cette intersection.

Par construction de D, soit pour tout 6 € D, b.(0) # 0 ot by, s’annule identiquement sur D.
Supposons sans perte de généralité que pour tout k € NZ, , b.(0) # 0 pour tout § € D.
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En utilisant le fait que, par hypothese, (i4, b) est UEC sur X(P) et le lemme de restriction, on déduit
que (i4,0) est UEC sur X(D) et on a

A:=span{f € D 0%b;(0) | ke N, j e N, } =X(D). (5.32)

En utilisant le fait que pour tout 6 € D, by(¢) # 0 ceci pour tout £ € N et 'UEC de (ig, b) sur
X(D), on peut supposer, grice a la Proposition 5.1.4 que b;(6) = 1 pour tout 6 € D.

Dans la suite on prend b = (1, b, ..., b,,). Observons que le vecteur b de classe C*™ ! a I’inté-
rieur de D.

Puisque les applications 6 — 6* sont holomorphes sur C ceci pour tout k& € N et que D est un
compact a complémentaire connexe dans C, on a

span {0 € D 6"b;(0) | k€N, j € NL, } CH(D)+byH(D) + ...+ buH(D).

De la relation (5.32), on déduit donc que

H(D) +bH(D)+ ...+ b, H(D) = X(D). (5.33)

*

Dans I’équation (5.33), on peut supposer, sans perte de généralité, que pour tout £ € N% il n’existe
pas de compact K contenu dans D tel que b|x € H(K) + X5y 42, b H(K). S’il existe un entier
¢ € NZ,, et compact K contenu dans D tels que by[x € H(K) + 3L, ;. bH(K), alors il faut
appliquer le lemme de restriction a ce compact et on aura, a la place de 1I’équation (5.33), I’équation

HK) + H(E) + .+ b H(EK) = X(K).

Comme sur K, la fonction b, appartient déja H(K) + 32}, 4, by H(K), on peut supprimer le terme
byH(K') de la relation de densité précédente.

e Conclusion de la preuve.

La relation de densité (5.33) et le Lemme 5.2.4 implique donc que pour toute fonction continue sur
D, il existe une boule ouverte Dy contenue dans D sur laquelle cette fonction est de classe C™, ce
qui est impossible (cf. Karl Weierstrass). 0

Faisons quelques remarques.
Le Théoreme 5.2.1 a pour conséquence la remarque suivante.

Remarque 5.2.6.
Soit P un compact de C. Si P est d’intérieur non vide dans C et si A et B sont respectivement de
classe C*™=1(P) et C*™~Y(P)", alors il existe une mesure complexe non nulle dont le support est
contenu dans P tel que

/ BO A0 du(9) =0, Wk e N.

P

Soit T > 0. Sous les hypothéses précédentes, on sait que la paire (A, B) ne peut pas étre UEC sur
X(P) avec L*([0,T]; C™) comme ensemble de controles admissibles.
Désignons par ®r Uapplication linéaire et bornée définie L*([0,T); C™) — X(P) telle que pour
toutu € L*([0,T);C™), et 0 € P,

(D7) (6) = /0 " e =040) B(g)u(t) dt.
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Le dual de I’application @1 noté 7, est donc une application linéaire de I’espace des mesures de
Radon que nous notons M(P) dans L*([0, T]; C™) défini pour tout n € M(P), par

@)(t) = [ BE) e du(e) (¢ € [0.7))

De [89, Theorem 11.2.1], I'uniforme ensemble contrédlabilité de la paire (A, B) est équivalente au
principe de continuation unique

Vi e [0,T], (P5ru)(t)=0 = p=0.

Dans la relation précédente, 1w = 0 signifie que pour tout f € X(P)",

{1 [y xcpyn = /7> fdu=0.

Mais puisque nous avons montré que (A, B) ne peut étre UEC sur X(P)" si P est d’intérieur non
vide, on déduit du principe de continuation unique qu’il existe une mesure complexe non nulle |
telle que pour tout t € [0, T, (P5u)(t) = 0. Le résultat escompté s’obtient en évaluant les dérivées
successives de (P%.p)(t) = 0 au temps T.

Remarque 5.2.7.

Observons, a travers la preuve du Théoreme 5.2.1, que dans le cas m = 1, on n’a pas besoin que la
matrice A soit différentiable pour montrer qu’une condition nécessaire d’UEC de la paire (A, B)
est que P soit d’intérieur vide. En effet, la différentiabilité de A nous a permis d’avoir l'injectivité de
la valeur propre construite dans le Lemme 5.2.3. Or dans le cas m = 1, 'injectivité de cette valeur
propre est garantie par le lemme de restriction et la relation (5.26). Il suffira donc d’utiliser le
Lemme 5.2.2 pour se ramener au cas n = m = 1 et constater que I’UEC implique, d’apres (5.33),
que H(D) = X(D) ou D est une boule fermée contenue dans P, ce qui est impossible (cf. [36,
Theorem 8.7]).

Rappelons que dans le cas m = 1, ce résultat de non controlabilité lorsque 1’ensemble P est
d’intérieur non vide dans C avait été établi dans [34, Theorem 3].

Remarque 5.2.8.

De tout ce qui précéde, on peut voir que si P est d’intérieur non vide dans C, A € C*(P)" et
(A, B) est UEC sur X(P)", alors il existe une boule fermée D contenue dans P et m — 1 fonctions
continues by, by, .. ., by, _1, satisfaisant b,(0) # 0 pour tout 6 € D et

H(D) +bH(D)+ ...+ bp1H(D) = X(D). (5.34)

*

De plus, pour tout { € N, il n’existe pas de compact K contenu dans D tel que by|x € H(K) +
S e Okl K H(K).
Observons que (5.34) ne peut pas étre satisfait si [’espace

H(D) + b H(D) + ...+ by 1 H(D)

est un sous-espace fermé de X(D).
En effet, si cet espace est un fermé de X(D), alors on a

H(D) + b H(D) + ...+ by H(D) = X(D).
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De ce fait, pour toute fonction g € X(D), il existe m fonctions hy, . .., hy,—1 holomorphes a I’inté-
rieur de D et continues sur D telles que

g=ho+bihi+ -+ bp_1hm (5.35)

En prenant donc g une fonction continue sur D valant O dans une boule ouverte 9 contenue dans
D et 1 sur le bord de D, on a pour toute boule fermée K contenue dans 4

ho + blhl + -+ bmflhmfl = 0

Puisque g est non nulle, quitte a réduire la taille de K, il existe j; € {1,...,m — 1} tel que
h;,(0) # O pour tout 0 € K. On déduit donc que sur K, b, = —]o — "} bjh*, ce qui
J1 L, .
J#i 1

*
<m’

contredit le fait que pour tout { € N
bel € HEK) + 33 s i H(K).

il n’existe pas de compact K contenu dans D tel que

Remarque 5.2.9.

De la remarque précédente, la question qui peut étre posée est de savoir si I’espace H(D) +
biH(D) + ...+ by—1H(D) peut étre fermé dans X(D). Dans Iaffirmative, il suivrait, de cette re-
marque, qu’il est impossible d’avoir I’'UEC de la paire (A, B) si P est d’intérieur non vide dans C.
La réponse a cette question est en générale négative. Pour voir cela, considérons le cas m = 2,
D = {0 € C||0 <1} etb(0) = 0 pourtout § € D. Posons N = H(D) et M = byH(D) .
Puisque by n’est holomorphe sur aucun ouvert contenu dans D, on a M N N = {0}. De ce fait, on
déduit de [96, Theorem 1.1] que M + N est fermé si et seulement s’il existe une constante x > (0
telle que pour tout f € M et tout g € N,

[fllse < &[LF + gllo- (5.36)

Nous allons nier I’inégalité (5.36) en montrant qu’il existe une suite f,, € H(D) telle que || fu||co = 1
et une suite g, € H(D) telle que

1
an + blgnHoo <.
n

Prenons a cet effet fo(0) = 0°", g,(0) = —(n/(n + 1))0*"*'. On a bien que f, € H(D) et
| fulloo = 1. De plus, on a

”fn + blgnHoo = sup |fn(9) — bl(Q)gn(9)| = sup |7‘n — (n/(n + 1))7~n+1|‘
0eh rel0,1]

En posant (,(r) =™ — (n/(n + 1))r"*, ona {/(r) = nr"~t (1 — r). Ce qui montre que (,, pour
n non nul, s’annule pour r = 0 et r = 1. Puisque (), est positive sur [0, 1] et s’annule en 0, on
déduit donc que la fonction (, atteint son maximum enr = 1 avec (,(1) =1 — (n/(n+ 1)), ce qui
implique que

1

n bnoo:
o+ bl =

et donc que ’inégalité (5.36) n’est pas satisfaite.
Ce qui précede montre que M + N n’est pas fermé et illustre aussi le fait qu’une somme de sous-
espaces fermés n’est pas toujours fermée en dimension infinie.
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Dans le cas général, la question de densité (5.34) est formulée comme ouverte dans [86, Sec-
tion 3]. Plusieurs travaux existent dans la littérature sur ce type de sujets mais nous n’avons pas €té
en mesure de localiser ou de donner une réponse définitive a cette question. Parmi ces travaux, on
peut citer [18,19,32,36,70].

Dans le cas ot le spectre de A(f) rencontre 1’axe réel pour tout § dans P, on a le résultat suivant.

Théoreme 5.2.5. Supposons que P soit d’intérieur non vide dans C et que pour tout 6 € P,
a(A(0)) NR # 0. Alors la paire (A, B) ne peut pas étre UEC sur X(P)".

Démonstration.
La preuve que nous proposons pour ce résultat suit exactement le méme schéma que celle du Théo-
reme 5.2.1 a la seule différence qu’on montre que sous les hypotheses de ce théoreme, si la paire
(A, B) est UEC sur X(P)", on peut construire une valeur propre réelle continue et injective d’une
boule fermée de C a valeur réelle, ce qui contredit le fait qu’il n’existe pas d’application continue et
injective de R? dans R (cf. [15, Theorem 20.2, p.242]).

Supposons donc que les hypotheses du Théoreme 5.2.5 sont satisfaites et que la paire (A, B) est
UEC sur X(P)".

e Sélection continue d’une valeur propre réelle.

Pour commencer, prenons &’ un ouvert non vide contenu dans P. Puisque P est supposé posséder
un point intérieur, un tel ouvert existe.

Définissons

ko =min{n, | z € 0(A(#)) NR, € 0}, (5.37)

ou pour @ pris dans & et tout z € o(A(f)), n, est la multiplicité algébrique de z dans le polyndme
caractéristique de A(0).
Comme, par hypothése, o(A(0)) intersecte I’axe réel pour tout § € P, alors I’ensemble

(n. | z€a(AB)NR, € 6}

est un sous ensemble fini et non vide de N* et de ce fait, I’entier k existe (et kg > 1).
Soit 0y un élément de & en lequel k est atteint et Ao un élément de o (A(6y)) N R tel que ny, = k.

En posant mo = 3_.c,(4(60))nr 72> ON @
mo<n et my = ko# (0(A6)) NR).

Soit d la distance entre { Ao} et 0(A(6p)) \ { Mo}
Enfin prenons €y < d et -y une courbe réguliere fermée encerclant )\, et strictement contenue dans
B Ao (50 ) .

En procédant comme dans I’item (1) du Lemme 5.2.2, on déduit qu’il existe 6 > 0 tel que
pour tout § € By, (), la matrice A(¢) admet kq valeurs propres intérieures a B}, (), ¢ est-a-dire

2 €0(A(0)NByy (20) Tz = Ko-
Dans le cas présent, deux situations, qui ne s’excluent pas mutuellement, peuvent se produire :

(s1) il existe dy < 0 tel que pour tout @ € By, (do) ona o(A(0)) N By, (g0) NR # 0,
(s9) il existe 6} € By, (0) tel que o(A(0})) N By, (g0) NR = 0.
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Si (s1) se produit, on a nécessairement, grice au choix de ko dans (5.37), # (0(A(0)) N By, (g0)) = 1
et on définit A\ : By, (dp) — R la fonction qui a tout § € By,(dp) associe I'unique élément de
a(A(0)) N By, () N R. On peut montrer en suivant les mémes arguments que dans I’item (1) du
Lemme 5.2.2 que A est continue et de multiplicité algébrique constante kg sur By, (Jo).

Si (s1) ne se produit pas, alors (s3) a lieu. On déduit donc du théoreme de Rouché (Théoreme 5.1.3)
qu’il existe d; > 0 tel que pour tout § € By (01), la matrice A(6) admette k, valeur(s) propre(s)
complexe(s).

Dans ce cas, posons P; = By (1) et définissons

ki :=min{n, | z€d(A0))NR, 6 € P}.

Soit ¢, un élément de P, en lequel k; est atteint et A un élément de o(A(A;)) NR tel que ny, = k.
En posant m1 = 3 co(4(6,))nr s ON @

]CO < k?l et ]{31 # (O'(A(Ql)) HR) < ma < n — ]{70.

On recommence le processus précédent en faisant jouer a 6, le role de 6, k£ celui de kg, A\; celui de
Ao et P celuide Py := 0.

En itérant le processus ¢ fois, on a I’existence de £ nombres complexes ¢;, £ ensembles P; avec
Pj ;Ct P;, 0; € P; \ Pji1, { entiers k; satisfaisant k; < k; 1 et enfin ¢ entiers m; satisfaisant
# (0(A(8;)) NR) < m; < n — jko ceci pour tout j € Nj.

Puisque par hypothese o(A(6)) N R # () pour tout § € P, on déduit donc de ce qui précéde qu’on
fini nécessairement dans (s;) en au plus n itérations (exactement n si kg = 1).

Nous avons donc prouvé que sous les hypothéses du Théoreme 5.2.5 il existe une boule By, (do)
contenue dans P sur laquelle la matrice A admet une sélection continue d’une valeur propre réelle
A de multiplicité algébrique constante k.

o Injectivité de M.
Ici, nous allons montrer que si la paire (A, B) est UEC sur X(P)", quitte a réduire la taille de
Ba, (09), A est injective sur cette boule.

Supposons par contraposition que pour tout § < dp, A ne soit pas injective sur By, ().
Ainsi, il existe 01 # 0, tels que \(0;) = A\(62).
Si A(01) # A(6p), alors on utilise la connexité par arcs de By, (dg) pour construire m + 1 chemins
distincts 7, : [0, 1] — By, (o) reliant 6, a 6, puis on applique le Théoréme des Valeurs Intermé-
diaires aux fonctions A o v, pour déduire 1’existence de m + 1 complexes distincts 0~0, ce ém dans
By, (30) tels que A(fy) = - - = A(f,,). Ce qui contredit la propriété (5.26).
Si A(6) = A(61) = A(6p) alors soit 0; = 6 soit 05 = 6, soit 6y, 05 sont tous distincts de 6.
Supposons sans perte de généralité que 6, # 0, et choisissons §; < d tel que 01 ¢ By, (d1).
Puisque par hypothése A\ n’est pas injective sur By, (01), il existe 05 # 6, dans By, (1) tels que
A(Bs) = A(6s).
De nouveau, si A\(f3) # A\(f), on utilise I’argument des m + 1 courbes et le Théoreme des Valeurs
Intermédiaires nous conduit a une contradiction. Dans le cas out A(65) = A(6), on a de nouveau soit
05 = 0y, soit 8, = 0y, soit O3 et 0, sont tous différents de 6.
Supposons sans perte de généralité que 65 # 6.
Remarquons qu’a cette étape, on a trois nombres complexes distincts 6y, 0 et 05 tels que A(6y) =
A(01) = A(63).
On continue le processus en séparant 3 de 6. Le processus prend nécessairement fin apres m
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itérations car au bout de m itérations, on aurait construit m + 1 complexes deux a deux distincts

fo, - . ., 0, contenus dans By, (d;) tels que A(6y) = --- = A(f,,) contredisant de nouveau la pro-
priété (5.26).

On vient donc de montrer que sous hypothese d’UEC de la paire (A, B), quitte a réduire la taille
de By, (do), A est injective sur cette boule.

e Conclusion de la preuve.

Nous avons prouvé que sous les hypotheses du Théoreme 5.2.5, si la paire (A, B) est UEC sur
X(P)™ alors la matrice A admet une valeur propre réelle continue et injective sur un sous ensemble
compact d’intérieur non vide contenu dans P. Ceci implique I’existence d’une application continue
et injective de R? dans R, ce qui est impossible d’apres [15, Theorem 20.2, p.242]. [

La conclusion du Théoreme 5.2.5 reste vraie méme si P est un compact d’intérieur non vide de
R ceci pour tout d > 2.
En effet, si P est un compact d’intérieur non vide de R pour tout d > 2, il existe (fs,...,0,) €
R%2 et P C R? d’intérieur non vide tels que {(0s, ..., 0,)} x P C P. Sile systéme (A, B) est UEC
sur X(P)", sa restriction a I'ensemble {(6s, . .., 04)} x P serait UEC, ce qui serait en contradiction
avec le résultat du Théoreme 5.2.5.
Une autre fagcon de le voir est de remarquer, tout comme dans la Remarque 5.2.3, que dans la preuve
fournie pour ce théoreme, nous avons construit, sous hypothese d’uniforme ensemble controlabilité
de la paire (A, B) (avec P d’intérieur non vide), une valeur propre réelle, continue et injective sur
une boule ouverte contenue dans P. Mais puisque toute boule ouverte de R¢ est homéomorphe 2
R?, on a donc construit une application continue et injective de R 4 valeur dans R. Ce qui est en
contradiction avec [15, Theorem 20.2, p.242] pour d = 3 et donc pour tout d > 2.

Remarque 5.2.10.
La conclusion du Théoréme 5.2.5 reste vraie si au lieu de o(A(0)) N R non vide pour tout 6 € P,
on suppose : o(A(0)) NV non vide pour tout 0 € P avec V une sous variété continue de C de
dimension réelle 1.

Pour clore cette section dédiée a I’uniforme ensemble contrdlabilité, notons que méme si nous
pensons que la paire (A, B) ne peut étre UEC si ’espace de paramétrisation P est homéomorphe
2 un compact d’intérieur non vide de R? pour tout d > 2, le prouver avec A et B uniquement
continues (sans restriction sur le spectre de A) reste une question ouverte. Aussi, il est important de
spécifier que les résultats de non controdlabilité obtenus ne s’appliquent qu’aux systemes linéaires.
On peut consulter par exemple [24] ou I’auteur donne des exemples de systeémes non-linéaires af-
fines contrdlables avec des espaces de paramétrisation d’intérieur non vide par rapport a la topologie
qu’il considere.

5.3 Uniforme ensemble controlabilité de la sortie

Dans cette section, nous présentons les résultats que nous avons obtenu pour I’uniforme en-
semble controlabilité de la sortie. Dans un premier temps, nous donnons un résultat de non contro-
labilité, conséquence directe du lemme de restriction. Ensuite nous donnons des conditions néces-
saires et/ou suffisantes d”UEC de la sortie pour des structures particulieres dans le but de les utiliser
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pour déduire les résultats de contrdlabilité pour des systemes plus généraux. Résultats que nous
donnerons a la fin de cette section.

5.3.1 Résultat de non controlabilité pour les systemes holomorphes

Dans le cas ot le systetme (A, B, C') est holomorphe, c’est-a-dire que les matrices A, B et C
sont holomorphes, on a le résultat suivant :

Théoreme 5.3.1. Supposons que P soit d’intérieur non vide dans C.
S’il existe un ouvert non vide O contenu dans P sur lequel le systeme (A, B, C) est holomorphe,
alors ce systéme ne peut pas étre UECS sur X(P)4.

Démonstration.

Supposons que P soit un compact d’intérieur non vide dans C et qu’il existe un ouvert & sur lequel
les matrices A, B et C' sont holomorphes. Soit K une boule fermée contenue dans &'.

Si le systeme (A, B, C') était UECS sur X(P)?, il serait, d’apres le lemme de restriction, UECS sur
X(K)4. Ainsi, pour tout f € X(K)?ettoute > 0, il existerait une suite (p¥, - - - , p* ), de polyndmes
complexes telle que HZT:l C’p?(A)bj —f HOO tende vers 0 lorsque k tend vers I’infini.

Puisque les matrices A, B et C' sont holomorphes, alors il existerait une suite de fonctions ho-
lomorphes (fi)ren telles ||fx — f||,, tende vers O lorsque £ tend vers ’infini et donc on aurait
la convergence uniforme de f; vers f sur K. Il suivrait donc que f est holomorphe a I’intérieur
de K. ]

Remarque 5.3.1.

Observons que ’argument principal utilisé dans la preuve précédente est le fait que si une suite de
fonctions holomorphes converge uniformément sur tout compact d’un ouvert, alors la fonction limite
est non seulement continue mais elle est aussi holomorphe sur I’ouvert, voir [67, Theorem 1.4]. Ce
qui n’est plus vrai en analyse réelle car dans ce cadre, la convergence uniforme ne préserve, en
général, pas la dérivabilité [33, p.93].

De ce fait, pour un systeme réel analytique défini sur un compact de R, on peut avoir ’UECS sans
que P soit d’intérieur non vide dans R.

Considérons par exemple le systeme suivant.

Pl 11] A(g):<g é) B(@):(é) et CO)=(1 1).

On voit que P n’est pas d’intérieur vide dans R. En revanche, une application immédiate du
Théoréeme 5.3.4 montre que ce systéme est uniformément ensemble controlable en sortie sur X(P).

5.3.2 Résultats sur des structures particuliéres

Nous débutons ce paragraphe avec le plus simple des systemes : le cas scalaire, c’est-a-dire le
casn = ¢ =m = 1. On pose donc (A, B,C) = (A, b, c) ou pour tout § € P, \(0), b(#) et ¢(#) sont
de nombres complexes. On a le théoréme suivant.

Théoreme 5.3.2. Soit P un compact de C a complémentaire connexe.
Le systéme scalaire (\, b, c) est UECS sur X(P) si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites.
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(5.3.2.a) Pour tout 0 € P, le systeme (A\(0),b(0), c(0)) est contrdlable de I’état vers la sortie (cf.
Chapitre 3).

(5.3.2.b) \ est injective.
(5.3.2.c) P est d’intérieur vide.

Démonstration.
e Supposons que (A, b, ¢) soit UECS sur X(P).

La nécessité de la condition (5.3.2.a) provient du lemme de restriction. Ceci implique aussi que
pour tout 6 € P, ¢(0) # 0. De ce fait, on déduit de la Proposition 5.1.4 que (A, b) est uniformément
ensemble controlable sur X(P).

La nécessité de (5.3.2.b) vient donc de (5.26). Rappelons que (5.26) stipule qu’une condition
nécessaire d’uniforme ensemble controlabilité de la paire (A, b) est que pour tout k > m = 1,

o(A(61)) -+ No(A(0k) = A0} N - N {A0R)} =0

ceci pour £ nombres complexes distincts 61, - - - , 0y pris dans P. En prenant £ = 2 on a donc que
pour tout #; # 6 pris dans P, A\(0;) # A(02).
La nécessité de (5.3.2.c) vient de la Remarque 5.2.7.

e Supposons maintenant les conditions (5.3.2.a) a (5.3.2.c) vérifiées.

D’apres I’hypothese (5.3.2.a), ¢(#) # 0 pour tout 6 € P. 1l suffit donc, grace a la Proposition 5.1.4,
de montrer que la paire (A, b) est UEC sur X(P). Pour ce faire, soit f € X(P) ete > 0. Nous allons
donc montrer qu’il existe un polyndme complexe p tel que

sup|p(A(0))b(0) — F(O)] < &

Ce qui est équivalent, grace a I’injectivité de A\, a montrer 1’existence d’un polyndme complexe p tel
que
sup [p(2)bo A7 (2) — fo ATl (2)] <&
z€X(P)
En utilisant (5.3.2.a), on a aussi b(6) # 0 pour tout # € P. Ainsi, il suffit donc de montrer que pour
toute fonction f € X(A(P)) et tout € > 0, il existe un polyndme complexe p tel que

sup [p(z) — f(2)] <e.
z€X(P)

Nous allons montrer que A(P) est un compact d’intérieur vide et dont le complémentaire est connexe.
Ainsi, grace au théoreme de Mergelyan, Théoreme 5.1.2, on déduira que toute fonction continue sur
A(P) peut étre approximée par un polyndme. Ce qui achévera la preuve.

Observons déja que comme A : P — A(P) est un homéomorphisme et que P est un compact
d’intérieur vide, A(P) est aussi un compact d’intérieur vide.

Il reste donc a montrer que le complémentaire de A(P) est connexe.
On suppose, sans perte de généralité, que P est simplement connexe. Si ce n’est pas le cas, il faut
écrire P comme une réunion disjointe de ses composantes connexes. Puisque P est un compact de
C et que C \ P est connexe alors les composantes connexes de P sont simplement connexes car
C \ P est connexe par arc.
En effet, si une composante connexe de P n’est pas simplement connexe et donc contient un trou,
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la connexité par arc de C \ P implique qu’on peut relier un point de ce trou n’appartenant pas a
P & un autre point n’appartenant pas a P et qui est en dehors de la partie bornée de cette com-
posante connexe. Ce qui est impossible dans le plan. Donc les composantes connexes de P sont
nécessairement simplement connexes.

Montrons maintenant que si P est simplement connexe, alors A\(P) est simplement connexe.
Soit y un lacet dans A(P). Puisque ) est un homéomorphisme de P dans \(P) alors A\~!(7) est
une courbe fermée dans P. Puisque P est simplement connexe, il existe une application continue
H :[0,1] x[0,1] — P telle que H(0,¢) = At o(t) et H(1,t) = 6 pour un §, € P. L application
Ao H est une application continue de [0, 1| x [0, 1] dans A(P) avec Ao H(0,t) = y(t) et \o H(1,t) =
A(0o) € A(P). Ceci montre que tout lacet de A\(P) est homotope a un lacet constant et donc que
A(P) est simplement connexe. En plus de la compacité de A\(P), on déduit que C\ A\(P) est connexe.
On a donc prouvé que A(P) est un compact a complémentaire connexe d’intérieur vide dans C. [

Pour un systeme scalaire avec plusieurs entrées, c’est-a-dire n = ¢ = 1 et m > 1, le théoréme
suivant donne des conditions suffisantes de contrdlabilité.

Théoréme 5.3.3. Soit P un compact contractile de C, \ : P — C, b= (by, -+ ,b,) : P = C,, et
c: P — Cdes applications continues.

Le systéeme (A, b, ¢) est uniformément ensemble contrdlable en sortie sur X(P) si les conditions
suivantes sont satisfaites.

(5.3.3.a) Pourtout 0 € P, le systeme (A(0),b(0), c(0)) est contrélable de I’état vers la sortie.
(5.3.3.b) X\ est injective sur P.
(5.3.3.c) P estd’intérieur vide dans C.

Observons que dans le cadre d’uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie, il fait sens de
considérer les systemes avec m > n car I’état du systeme vit dans un espace de dimension infinie.

Démonstration.
Supposons donc que les conditions (5.3.3.a) a (5.3.3.c) soient satisfaites.
Puisque A est supposée continue et injective et donc est un homéomorphisme de P dans A(P), on
peut de nouveau, grace a la Proposition 5.1.3, se limiter a prouver 1’uniforme ensemble contrlabi-
lité de sortie du triplet (i4, b, ¢) ol i 4 est I’application identité de P.
En utilisant la condition (5.3.3.a), on peut aussi prendre sans perte de généralité, grace a la Pro-
position 5.1.4, ¢(d) = 1 pour tout § € P. On est donc ramené a prouver 1’uniforme ensemble
contrdlabilité de la paire (iq4, b) sur X(P).

Soit donc f € X(P) et ¢ > 0. Nous allons montrer qu’il existe m polyndmes complexes
P1,- -, Pm tels que

> pilia)br — f|| = sup
k=1 00 oeP

im(@bk(@) - f(0)| <e. (5.38)

Gréce a I’hypotheése (5.3.3.a), on a rk(b(f)) = 1 pour tout § € P. De plus, P est compact et
contractile. De ce fait, on déduit du Théoreme 5.1.1, qu’il existe m fonctions continues ci, - - - , ¢,
telles que by (0)cy(0) + ba(0)ca(0) + - - - + by (0)cn(0) = 1 pour tout § € P. 1l suit donc que pour
toutf € P,ona

f(0) = f(0)cr(0)b1(0) + - -+ + f(0)cm (0) 0 (6). (5.39)
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*

Observons maintenant que pour tout & € NZ . les fonctions fc¢;, sont des fonctions continues sur P.
Puisque P est un compact contractile, on déduit de [73, Proposition 4.2.8] que le complémentaire
de P est connexe. De plus, par hypothese, P est d’intérieur vide. On déduit donc du théoreme de

Mergelyan qu’il existe m polyndmes complexes pi, - - - , py, tels que pour tout k € N, on aie
€
sup|px(0) — cx(0) f(0)] < — (5.40)
ocP o
avec a = Y ', Supgep|br(0)| > 0.
La relation (5.38) avec les polyndmes p1, - - - , p,, combinée avec (5.39) et (5.40) permet d’écrire
sup | Y pr(60)0x(6) — f(9)| = sup | Y pr(0)bx(8) — > f(0)ck(0)bi(0)
0P |1=1 0P |g=1 k=1
<Y sup | (pi(0) — /(9)cx(6)) br(0)]
k=1Y€
< Z sup [bx ()| sup [px(60) — f(0)ci(0)]
iy 0P ocP
€ m
< — ) supl|bp(0)| =¢
- Ssuplbe(0)
Ce qui prouve que la paire (i4, b) est uniformément ensemble contrdlable sur X(P). O

Remarque 5.3.2.

e Dans le cas ou n = m = q = 1, nous avons vu, a travers le Théoreme 5.3.2, que l’injectivité
de )\ était nécessaire. Dans le cas oun = q = 1 et m > 1, cette condition n’est plus nécessaire.
Pour voir cela, supposons que les conditions (5.3.3.a) et (5.3.3.c) soient satisfaites. On peut donc
prendre c¢(0) = 1 pour tout 6 € P. Dans ce cas, I'UECS du triplet (\, b, ¢) est équivalente a I’'UEC
de la paire (\, b).

Montrer que la paire (\,b) est UEC revient donc a montrer que pour toute fonction f € X(P) et
tout € > 0, il existe m polynomes complexes p, - - - , pp, tels que

sup |3 p(MO))(6) — 1(60)] < .
0eP |12

Mais étant donné que P est compact, contractile et d’intérieur vide, il suffit donc de prouver la
relation précédente uniquement pour les polynomes puisque 1’espace engendré par les polynomes

est dense dans X(P).

Une facon de voir que l'injectivité de )\ n’est pas une condition nécessaire dans le cas m > 1
est de remarquer que dans certains cas, I’équation Y} pp(\)by — p = 0 admet une solution
polynomiale ceci pour tout polynéme p.

Comme exemple, prenons P = [—1, 1], \(0) = 6% et b(0) = (1, 0, ---). Ici, on voit que X\ n’est

pas injective sur ‘P. Observons cependant que pour tout polynome p, on peut toujours trouver deux
polynémes p, et py tels que py(0%) + Opo(0*) = p(0). I suffit d’écrire p = py + p_ oil py et p_
désignent respectivement la partie paire et impaire du polynome p. Le polynome p, satisfait donc
p1(60%) = p, () et le polynoéme py satisfait Op,(6%) = p_(0).

Méme si l’injectivité n’est plus une condition nécessaire dans le cas m > 1, la condition (5.26)
reste nécessaire, c’est-a-dire que pour tous nombres complexes distincts 0y, . . ., 0,, pris dans P, il
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existe k, € NL, tels que \(01) # \(0).

e La nécessité de la condition (5.3.3.c) ne nous est pas claire, excepté dans le cas ou (\,b) est
régulier. Dans ce cas, la nécessité est une conséquence du Théoreme 5.2.1.

e Grdce au lemme de restriction, la condition (5.3.3.a) reste quant-a-elle nécessaire.

Dans le théoréme suivant, nous considérons le cas ou A a une structure de bloc de Jordan. Les
matrices B et C' seront supposées constantes. Aussi, on supposera dans le théoreme que B et C' sont
respectivement des vecteurs colonne et ligne.

Théoréme 5.3.4. Soit P un compact de C a complémentaire connexe. Le systeme (A, B, C') défini,
pour tout € P, par

A0 1 0 ... 0 by
0 LT e :
AO)y=| :+ . . . o |ecr B@O)=B=|:|eC"
: . 1 :
0 ... ... 0 XA b,
et C’(Q)ECz(cl cn)E(Cn, (5.41)

est uniformément ensemble contrélable en sortie sur X('P) si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites.

(5.3.4.a) Pourtout 0 € P, le systeme (A(0), B, C) est contrdlable de I’état vers la sortie.
(5.3.4.b) X\ est injective sur P.
(5.3.4.c) P estd’intérieur vide dans C.

Démonstration.
Nous faisons la preuve dans le cas n = 2, c’est-a-dire le cas ou

A(Q):<)\E)9) A(19)>’ B:(&) et C=(c1 ). (5.42)

Le cas général suit les mémes arguments. Nous rappelons que B et C sont des vecteurs constants.

e Nécessité des conditions (5.3.4.a)-(5.3.4.c).
Supposons que le systeme (5.42) soit uniformément ensemble contrdlable en sortie sur X(P).
Grace au résultat d’approximation polyndmiale (5.17), on a

span{ CA¥B, k € N} = X(P). (5.43)
En posant avg = ¢1by + cobs € Cet g = 10, € C,0na

span{CAkB | k€ N} = span {ao, o\ 4+ kN | ke N*}
C span {ao)\k | k€ N} + span {kzal)\k_l | k€ N*}
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= span {ao)\k | k€ N} + span {alkk | k€ N}

{O} si g = (] = O,
Span{)\k | ke N} si rk(ag, o) = 1.

De la relation (5.43), on a donc nécessairement

tk(ag, 1) =1 et span{\¢ | k € N} = X(P).

On a donc la nécessité de la condition (5.3.4.a) car rk(ap, ag) = 1etle fait que span {\* | k € N} =
X(P) montre que la paire (A, 1) est uniformément ensemble controlable sur X(P), ce qui implique,
en vertu du Théoreme 5.3.2, que les criteres (5.3.4.b) et (5.3.4.c) sont satisfaits.

e Suffisance des conditions (5.3.4.a)-(5.3.4.c).

Grace a I’hypothese (5.3.4.b), on peut de nouveau supposer que A = ¢4 de P. Il nous reste donc a
montrer que sous les hypotheéses (5.3.4.a) et (5.3.4.c), le systeme (A(6), B,C) avec A(0) = 6 est
UECS sur X(P), ce qui revient a prouver que pour toute fonction f € X(P) et tout £ > 0, il existe
un polyndme complexe p tel que

sup [Cp(A(0)) B — f(0)] = sup |arp/(6) + aop(6) — f(0)] < e. (5.44)
0P 0eP
Puisque P est un compact a complémentaire connexe et d’intérieur vide, le Théoreme 5.1.2
montre que ’espace vectoriel engendré par les polyndmes est dense dans I’espace X(P) et donc
qu’il suffit de prouver la relation (5.44) pour les polyndmes. Pour étre plus explicite, il suffit de
prouver que pour tout polyndéme p; et tout € > 0, il existe un polyndme complexe p tel que

211712 laop(0) + a1’ (0) — pr(0)] < €. (5.45)
S

Pour montrer que (5.45) est satisfaite, nous allons prouver que 1’équation
agp + aup’ = p1, (5.46)

admet une solution polynémiale p sur P.
Grace a la condition (5.3.4.a), I’'un, au moins, des nombres complexes « et a; est non nul. En
effet, puisque pour tout § € P le triplet (iq, B, C') est contrdlable de 1’état vers la sortie, on a,
d’apres (3.1.1.b),

rk(CB|CA(0)B) = rk(ap, apf + ) = 1.

Ce qui prouve que rk(ay, ;) = 1 et donc qu’au moins un des complexes o et a; est non nul.

Si ap = 0, alors ag # 0 et tout polyndme p tel que p’ = py /vy satisfait (5.46) et donc (5.45).

Supposons maintenant oy non nul et puisque p; est un polyndme, posons p; (6) = Sr_ p1 0.

Choisissons aussi p(f) = S0, prd”.

En substituant p et p; par leur expression dans (5.46), on déduit que les coefficients de p doivent

satisfaire

{ Qopr—1 = P1r—1 — arkp pour tout k € NZ y, (5.47)
QopN = P1,N-

De la relation (5.47), on déduit que le polyndme p(6) = Sn_, pp6* avec py = PN/ et py_q =
(P1k—1 — ckpy) /g pour tout k € NE  satisfait 1a relation (5.46) et donc I'inégalité (5.45). O
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Remarque 5.3.3.
Observons que dans le Théoreme 5.3.4, le fait que la matrice B soit réduite a un vecteur colonne
n’est pas important. Les conditions de ce théoreme restent nécessaires et suffisantes pourvu que
la matrice B reste constante, ceci quelque soit le nombre d’entrées, et le vecteur C' reste constant
également.

On peut aussi remarquer que ce théoréeme s’étend au cadre des systemes pour lesquels les vec-
teurs B et C' dépendent du parametre 0 mais les coefficients o et o restent constants.

Dans le cas ot les vecteurs B et C' dépendent du parametre 6 et que les coefficients ag(f) =
c1(0)b1(0) + c2(0)b2(6), a1(0) = ¢1(0)ba(0) dépendent de 6, I’analyse de 1’uniforme ensemble
controlabilité du systeme (A(f), B, C') ne nous est pas claire en toute généralité.

Nous discutons, dans les remarques suivantes, de quelques cas particuliers de systemes ou les condi-
tions du Théoreme 5.3.4 restent suffisantes. Dans ces remarques nous considérons toujours le sys-
teme (5.42) ou les vecteurs B et C' dépendent maintenant du parametre 6.

Rappelons que sous les hypotheses du Théoréme 5.3.4, pour montrer I’uniforme ensemble
contrOlabilité de la sortie du systeme (5.42) il suffit de prouver que pour tout polyndéme p; et tout
e > 0 il existe un polyndome complexe p tel que 1’inégalité (5.45), avec ay et a; dépendants de 6,
soit satisfaite.

Remarque 5.3.4.
Dans cette remarque, nous discutons le cas out les coefficients o et o sont des polynomes en 0 dans
I’équation (5.46).

Dans ce cas, en posant dy = d°(o), di = d°(on), d, = d°(p) et d,, = d°(p1), on voit que si
I’on se donne d,,, le nombre d’équations et d’inconnues dans I’équation (5.46) sont respectivement
max {dy + dp, di +d, — 1, d,,, } + 1 et d, + 1. Ainsi, une condition nécessaire pour que I’équa-
tion (5.46) admette une solution polyndémiale est max {dy + dp, dy +d, — 1, d,, } < d,, c’est-a-
dire max {dy, d; — 1, d,, — d,} < 0. De ce fait, pour que I’équation (5.46) admette une solution
polynémiale, il est nécessaire que dy = 0 et d; € {0, 1}.

Sidy = dy = 0, c’est-a-dire o et oy constants, on a la suffisance grdce au Théoréme 5.3.4.

Supposons maintenant que dy = 0 et dy = 1, ¢’est-a-dire oy(0) = a, a1(0) = bl + ¢ ceci pour
tout 6 € P out a, b et ¢ sont trois complexes avec b # 0.

Dans le cas présent, on peut montrer que l’équation (5.46) admet une solution polynomiale ceci
pour tout polynéme p; si et seulement si a ¢ —bN.
Grdce a la linéarité de I’équation (5.46), il suffit de prouver que cette équation admet une solution
polynomiale pour les polynoémes p,(0) = 0, { € N.
Prenons donc py(0) = 0° pour un certain ¢ € N*. Si I’équation (5.46) admettait une solution
polynémiale, elle serait nécessairement de la forme p(0) = fozo P,0% pour un certain N > (. En
reportant cette expression de p dans (5.46), on a

N—1

k=0

De I’équation précédente, on voit que s’il existe N € N tel que a = —bN, I’équation (5.46) n’admet
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pas de solution polynémiale pour p,(0) = 0~ . En revanche, si a ¢ —bN, on voit que cette équation
admet une unique solution polynémiale p donnée par p(0) = Zi:o P,0% avec

{Pg = 1/(a+bl),

P, = c(k+1)Pey1/(a+0bk), pourtoutk € NZ,. (5.49)

Dans la remarque précédente, le cas a € —bN peut aussi étre résolu dans certains cas parti-
culiers. C’est, par exemple, le cas ot P = [0y, ;] C R. Avant de montrer comment résoudre ce
cas critique, introduisons la remarque suivante. Notons que dans cette remarque, o et a; n’ont pas
nécessairement besoin d’étre des polyndmes.

Remarque 5.3.5.

On suppose que P = [0y, 01] C R avec 0y < 0y et que oy ne s’annule pas sur P. Dans ce cas, pour
tout polynome p; et tout € > 0, il existe un polynome p tel que I’inégalité (5.45) soit satisfaite.

En effet, puisque oy ne s’annule pas sur ‘P, on peut diviser I’équation (5.46) par oy pour obtenir

p0) _
ai(0)

Observons que, par hypothese, la fonction F' est globalement lipschitzienne par rapport a p et
continue par rapport 0. Il suit donc qu’il existe une fonction h de classe C' (P) solution de I’équation
précédente. Cependant, la fonction h n’est pas nécessairement un polynéme.

Prenons pour § > 0, un polynome p tel que ||h' — pllo < 6, et posons p(0) = h(6y) + f:o p(z)dz
pour tout 6 € P.

Ona

F(p,0).

[p = hlles < (61 — 60)0.
De plus,

loap” + aop — pilloo = lloap” + aop — anh’ — ah + a1p’ + op — pilleo
< aolloollp = Plloo + llanlloollp = Al + leah’ + aoh — pil] oo
< Jaolfoo (01 — 00)d + [Ja1 |00

De ce qui préceéde, en choisissant 0 suffisamment petit, on a ||onp’ + app — p1f| < €.

Dans le cas ou «; s’annule sur P, trouver un polyndme p satisfaisant I’'inégalité (5.45) ne nous
est pas clair excepté le cas ou oy et a; sont des polyndmes. Notons que grace a la Remarque 5.3.4,
dans le cas ol o et a; sont des polyndmes, il suffit de montrer qu’on peut toujours trouver un
polyndme p satisfaisant I’inégalité (5.45) dans le cas critique, c’est-a-dire dans le cas a € —0N.
Nous montrons comment choisir ce polyndme dans la remarque suivante.

Remarque 5.3.6.
Nous sommes toujours dans le cas P = [0y, 01] C R avec 0y < 0. Nous reprenons les notations de
la Remarque 5.3.4 et supposons qu’il existe un entier N tel que a = —bN et que o s’annule sur

‘P. Dans ce cas, on sait, d’apres la Remarque 5.3.4, que I’équation (5.45) n’admet pas de solution
polynomiale car, par exemple, on ne peut pas trouver de solution polynémiale a cette équation pour
les mondmes de la forme p,(0) = 30N, 3 € C*.

L’objectif ici sera de montrer que grdce a la marge que ’on a dans ’inégalité (5.46), il est
possible de construire un polynéme satisfaisant cette inégalité méme dans le cas a € —bN.
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L’idée est de perturber o avec une perturbation 1 tel que oy + 1 ne s’annule pas sur P, ensuite
utiliser le résultat de la Remarque 5.3.5 et enfin passer a la limite lorsque |n| — 0.

Nous illustrons la stratégie dans le cas N = 1. Les autres cas peuvent étre résolus en suivant la
méme stratégie.
Dans le cas N=1, quitte a translater P, on peut, sans perte de généralité, supposer que 0 € [0y, 0]
et prendre ay = 1 et a1(0) = —0. Dans ce cas, les mondmes qu’on ne peut pas atteindre sont
représentés par p(0) = 6.
Soit ) € R* et posons &1(0) = —0 + in. Pour tout 0 € P, on a &1(0) # 0.
En résolvant I’équation différentielle

Qo q h, — 6
h/ et —7h _— = ”77
U A T in’
nous obtenons une solution particuliere h,(0) = —(0 — in)log(d — in) + 0 et avons h; (0) =

—log(0 — in) ou pour tout nombre complexe z, log(z) désigne la partie principale du logarithme
complexe.
Observons maintenant que

|1 (0) 1y, (0) + o (0) hny(0) — p1(0)]
< (0 () + in)hyy(0) + ao(0)hy(0) — pr(0)] + [nhiy (0)] = [nhy, ()] = [nlog (6 — in)|.

Puisque pour 1 suffisamment petit

Inlog(6 —in)| < 7 (2[0] +n7/2 + |nln(n])]),

ona

sup |nlog(0 —in)| — 0 lorsque |n| — 0.
9€[90,91]

De ce fait, pour tout ¢ > 0, il existe n(e) # 0 tel que

sup |az (0)h,,(0) + ao(0)hy(0) — p1(0)] < £/2.

[60,61]

On finit donc la preuve comme dans la Remarque 5.3.5 en approximant la fonction h, par un
polyndme p tel que p' approche h;,.

Pour finir cette sous-section sur les structures particulieres, nous considérons les systemes pour
lesquels les matrices B et C' sont constantes et A(f) = A avec A une matrice constante. Ce
théoreme étend [61, Theorem 1] et [79, Theorem 5] au cadre de la sortie.

Théoreme 5.3.5. Soit P un compact de C a complémentaire connexe et d’intérieur vide.
Le systeme (A, B, C') ot les matrices A, B et C sont constantes est uniformément ensemble contré-
lable en sortie sur X(P)4 si

tk (CA*B) =q,  VkeN. (5.50)

Si de plus
0eP, AkerC CkerC et ImC*Nker A" = {0}, (5.51)

la condition (5.50) devient nécessaire.
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Notons que la condition (5.50) n’est pas nécessaire sans la condition (5.51). En effet, considérons
pour tout nombre complexe # non nul le systeme (5.1) avec

P={6), A(6)=0A, A:G é) B:(é) e 0=(0 1).

Sur cet exemple, on voit que P vérifie toutes les hypotheses du Théoreme 5.3.5 et que ’'UECS dans
ce cas n’est rien d’autre que la contrdlabilité de 1’état vers la sortie du systeme (A, B, C').
Comme rk(C'B|CAB) = 1 alors le systeéme est UECS mais la condition (5.50) n’est pas satisfaite
car rk(C'B) = 0.

En vertu du Théoreme 5.3.1, il est clair que si P n’est pas d’intérieur vide dans C alors le sys-
teme considéré dans le Théoréme 5.3.5 ne peut pas étre UECS sur X(P)?.

Donnons une preuve au Théoréme 5.3.5.

Démonstration.
Soit T > 0. Désignons par ®r I’application linéaire et bornée définie de L*([0, T]; C™) dans X(P)¢
telle que pour tout u € L%([0,T]; C™), et 6 € P,

(Pru)(0) = /OT CeT=D0A By (t) dt.

Le dual de I’application @7 noté @7 est donc une application linéaire de 1’espace des mesures de
Radon que nous notons M (P) dans L*([0, T]; C™) défini pour tout u € M (P), par

@5n)(t) = [ BT Cape) (e 0, 7))

De [89, Theorem 11.2.1], I’uniforme ensemble contrdlabilité de la paire (A A, B, C') est équivalente
au principe de continuation unique

Vt e [0,T], (Pru)(t)=0 — pu=0. (5.52)

De ce qui précede, on déduit que ’UECS du triplet (A, B, C') est équivalente a
Vi e [0,T), (@%u)(t) = / B T4 Crdp(9) =0 =  p =0, (5.53)
P

ou o € M(P).

Supposons que (5.50) soit satisfaite et soit  une mesure complexe supportée sur P telle que
(Pu)(t) =0, Vte|0,T]. (5.54)

En dérivant la relation (5.54) par rapport a ¢ et en évaluant 1’équation résultante au temps 7', on
obtient .
B (A" / 8°du(9) =0, VkeN. (5.55)
P

En utilisant I’hypothese que la relation (5.50) est satisfaite, on déduit de (5.55) que
/ o*dm(0) =0, Vk e N.
P
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Il suit donc que pour tout polynéme p,

/P p(6)di(6) = 0. (5.56)

Puisque P est un compact a complémentaire connexe et d’intérieur vide dans C, on déduit du Théo-
reme de Mergelyan que toute fonction continue sur P peut étre approchée par un polynome. Il suit
de (5.56) que pour toute f € X(P), [, fdii = 0 impliquant 7 = 0.

Montrons que si la condition (5.51) est satisfaite, alors la condition (5.50) devient nécessaire.
Supposons que le systeme (0 A, B, C') est UECS sur X(P)? et que (5.51) soit satisfaite.
De plus, supposons, par contradiction, qu’il existe N € N tel que rk(CAY B) < q.
Comme le systeme (0 A, B, C') est supposé UECS et que 0 € P, alors, d’apres le lemme de restric-
tion, N # 0 car la restriction de ce systeme a {0} est controlable de 1’état vers la sortie, c’est-a-dire

ker B* N Im C* = {0}.

En utilisant le fait que tk(C AN B) < ¢, on déduit qu’il existe un vecteur non nul n € C? tel que
n*CANB = 0. De ce fait, on a AN v € ker B* avec v = C*n € Im C*. Puisque le systéme est
supposé UECS, v est non nul car rk(C') = gq.

Si AN*y = 0 on aboutit 2 une contradiction car v € ker(A™) N Im C*.

De méme, si AV"v # 0, on déduit de ker B* N Im C* = {0} et de AN"v € ker B* que AN"v ¢
Im C*. Ce qui montre que Im C* ne peut pas étre stable par A* contredisant de nouveau (5.51). [

Remarque 5.3.7.

Sous ’hypothese (5.50) du Théoreme 5.3.5, on peut construire explicitement, pour toute fonction
[ € X(P)1 et tout £ > 0, un élément g € R(0A, B,C) tel que ||f — gl < e.

En effet, d’apres le résultat de densité, I’'UECS du systeme (A, B, C) est équivalente a

R(0A,B,C) =span{f € P — 0*CA*b; | k€N, j e Nt} =X(P)%.

ou pour tout j € NZ, , b; désigne la j®me colonne de la matrice B.

Soit f € X(P)? et € > 0. Puisque [ € X(P)? et que P est un compact de C a complémentaire
connexe et d’intérieur vide, il existe un polynéme p() = S8 _(PL,---, PO T pour un certain
N(e) € Ntel que || f — | <e.

Pour tout k € N on choisit, grace a (5.50), (gi, g2, -+ , g) € C,, tel que
GO A by + GGCAMy + - + gilC Ay = (P, - P

c’est-a-dire

i P
CAB i _ P
9 P

En prenant g(0) = S0_ (gt C A¥by + g2C A¥by + - - - + gl C A¥b,,)0%, ona g € R(OA, B, C) et par
construction ||f — g||, < e.
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5.4 Uniforme ensemble controlabilité de la sortie pour les sys-
temes en parallele et en cascade

Dans la section précédente, nous avons établi des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’uni-
forme ensemble controdlabilité de la sortie. Dans cette section, 1’objectif est d’établir des résultats de
controlabilité sur des systemes plus généraux.

Avant de donner nos résultats, nous avons besoin d’introduire le spectre, oxn (91,4), de I’opérateur
de multiplication M4 : X(P)" — X(P)™ associé a la matrice A. Rappelons que 9t a été défini
dans (5.12).

Pour cela, nous introduisons la fonction spectrale spec A : P ~» C définie pour tout § € P par

spec A(0) = a(A(9)).

I1 a été prouvé dans [69, Lemma 7.1] (voir aussi [41]) que la fermeture dans C de I’image de la
fonction spectrale définie précédemment est le spectre de 1’opérateur de multiplication 914. Plus
précisément, on a

axn(i))tA) = U O'(A(Q))

0P

Rappelons aussi que {2 C C vérifie la condition de non séparation (ou ne sépare pas le plan) si
C \ Q est connexe.

5.4.1 Uniforme ensemble controlabilité de la sortie de systemes en parallele

Dans cette sous-section, nous étudions 1’uniforme ensemble contrdlabilité de systemes en paral-
lele.

Nous avons le résultat suivant.

Théoreme 5.4.1. Soit P un compact de C, N € N, m € N, ny,...,ny € N', k € NLy et

qi,---, 4k € N~
Prenons pour tout { € N%y, Ay € X(P)nt et By € X(P)pé. Prenons aussi pour tout £ € N%_ et tout
jEe{l, - N}, Cpy € X(P)L et considérons le systeme parallele
A, B, Ciy oo oo oo Ciy
AN BN Cn,n T CI{,N

Le systeme paralléle (5.57) est UECS sur X(P)%, g = Y% _; qr, Si

(5.4.1.a) Pourtout{ € NZ,_,, le systeme (Ay, By, Cyy) est UECS sur X(P)% ;

(5.4.1.b) Ilexister € {k,---, N} tel que le systeme (A,, B,, C,. ) soit UECS sur X(P)% ;
(5.4.1.c) Pourtout k € NZy, oxn (M4, ) possede un nombre fini de composantes connexes ;
(5.4.1.d) Pour tout k € N%y, oxn. (M4, ) ne sépare pas le plan ;

(5.4.1.e) Pourtout k,{ € NZy tels que k # £, oxre (Ma,) N oxre(My,) = 0.
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Dans le théoreme précédent, les conditions (5.4.1.a)-(5.4.1.e) ne sont que suffisantes. On peut
par exemple voir a travers I’exemple

1 00 1
A=101 1|, B=|1 et F:<8 1 (1)>, (5.58)
0 01 1

que le critere de disjonction de spectre (5.4.1.e) n’est pas satisfait mais que le systéme est contro-
lable de 1’état vers la sortie.
En pratique, il peut arriver que des blocs aient des valeurs propres communes. Grace a la Proposi-
tion 5.1.3, on peut, dans certains cas, effectuer une permutation dans la variable d’état et de sortie
pour regrouper ces blocs.

Pour rendre la preuve du Théoreme 5.4.1 plus 1égere, nous introduisons deux lemmes intermé-
diaires. Le premier prouve ce théoréme dans le cas ou k = N et le second dans le cas ou k = 1.

Lemme 5.4.2. Supposons k = N dans le Théoreme 5.4.1. Avec les notations et les hypotheses (5.4.1.a)-
(5.4.1.e) de ce théoreme, le systeme

Al Bl Cl,l o Cl,N
S P o (5.59)
AN BN C’N,N

est UECS sur X(P)".

Démonstration.

La preuve que nous proposons pour ce lemme est inspirée par la preuve du [34, Theorem 1]. Nous
proposons cette preuve dans le cas N = 2, m = 1. Le cas général suit les mémes arguments.
Puisque nous avons pris m = 1, nous posons B; = b; et By = b,.

Dans ce cas, le systeme auquel nous portons attention est

Ay by Cii Cio
() () (). 50

Nous allons montrer que pour tout (f;", fo ) € X(P)? x X(P)% et tout € > 0, il existe un polyndme
complexe p tel que

C11p(A1)by + Crap(A2)bs — fi
H( Ca2p(A2)by — fo )HOO S € (5.61)

Premierement, observons que 1’hypothese (5.4.1.a) stipule que le systeme (As, by, Cao) est
UECS sur X(P)%. De ce fait, il existe un polyndme complexe p- tel que

|Ca0p2(A2)by — fz||<>O < e

Deuxiemement, des hypotheses (5.4.1.c)-(5.4.1.e), on déduit de [34, Lemmas 7 et 8] qu’il existe
deux compacts de C notés I et K, disjoints, ne séparant pas le plan tels que /; contienne stric-
tement oxn, (M 4,) et que K, contienne strictement oz (9 4, ). Considérons pour tout ¢ € {1,2},
les fonctions h, : K U Ky — C définies par

1 i K 0 i K
h1<Z) = S% Ze iy et hg(Z) = S% z € b
0 size K, 1 size K.
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De [68] (voir aussi [34, Lemma 9)), il existe, pour tout £ > 0, deux polyndmes complexes 7, et 7
tels que pour tout z € K7 U Ko,

|m1(2) — hi(2)| < € et |ma(2) — ha(2)| < &

Il suit donc que
Imi(z) — 1] <& et |m(2)] <€ (z € Ky), (5.62)
|m(z)| < € et |mo(z)—1|<é (z € Ky). ’

A ce stade, rappelons que seul le polyndme p, est connu. L’idée est donc de choisir & et donc les
polyndmes 7; et o, pour construire un polyndme p satisfaisant (5.61).

Pour ce faire, posons fi=fi— Ch2p2(A2)by € X(P)0

Par I’hypothese (5.4.1.a), le systeme (A;, by, Cy 1) est UECS sur X(P)%. Il existe donc un polyndme
complexe p;, dépendant de p,, tel que

HC1,1pl(A1)bl — JE1HOO < %7

c’est-a-dire
|CLap1(AL)by — f1 + Crapa(A2)be]|

Choisissons maintenant comme polyndme candidat pour (5.61)

p(2) = m(2)p1(2) + ma(2)pa(2). (5.64)

Pour plus de détails sur la construction et les propriétés de ce polyndme, nous suggérons [5].

(5.63)

[\D\m

Dans la suite de cette preuve, nous allons montrer qu’on peut choisir € > 0, et donc 7 et o,
dans (5.62) pour que le polyndme p donné par 1’équation (5.64) satisfasse (5.61).
Pour y arriver, commengons par remarquer que

[C11p(A1)br + Crap(A2)ba — fill o < [[Crami(A1)pi(A1)br — Crapi(An)bi [
+ ||Cy, 17?2(A1)p2(A1)bl||00
+ [|C1am1 (A2)p1 (Az2)ba| o
(A2)ma(Ag)by — C12pa(A2)bal|
+ ||Cl 101 (A)by — f1 + 01,2172(142)52”00

Dans I’inégalité précédente, on a ajouté et retranché a I’expression C1p(A;)by + Ciap(Az)be — fi
les quantités C 1p1(A1)by et Cy 2p2(As)by puis utilisé 1’inégalité triangulaire.
En considérant le premier terme a droite de cette inégalité, on peut écrire

[C1am (A1)p1(AL)br — Crapi(An)b |, < (ICLll o (L (Ar) = Ly )pa (A [l (101
Ensuite, on utilise la formule de Dunford-Taylor, donnée par

9A0) = 5 [ 9T~ AO) Mz (ke {1,2))

20T

ol g est un polyndme complexe et v (k € {1,2}) est une courbe polygonale fermée orientée dans
le sens positif et contenue dans K, \ oxm (M4, ) (cf. [48, Chapter 1]), pour écrire
1

3 ), 1) = Dl T, — M)~ o

1(m1(Ar) = Lo )p2(Ad) [l < 5
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Puisque sur K on a |m(z) — 1| < &, on adonc

l(mi(AD) = Lo (Al < 2 sup (Ips () (2 — M) ).

2T zetm(m)

Dans ce qui précede (et qui suit) Ly est la longueur du chemin .
En posant, pour tout k, ¢ € {1,2}

Bie = l1bxlloc » e = 1Chello » e = sup (I (2L, = M) M)
2E€%

on obtient, en raisonnant comme précédemment et en utilisant (5.62),

5V1,151041,1L1
2 ’
56!1,2517/1,1[/1
27 ’
Eaig 1 Bar1 2L
27 ’
Eaig 2211 2L
2 '

[C1am1(Ar)pr(Ar)br — Crap (A)ba|, <
[Crama(Ar)pa(A)bi]l o, <
[C1am1(A2)p1(A2)ba]| o, <

|C1 2p2(A2)m2(A2)by — Chapa(A2)ba|l, <

En combinant les estimations précédentes et la relation (5.63), on a donc

€
|C11p(A1)by + Cy2p(Az)by — f1||OO < (BivigLi(oas + aa2) + PariaLo(any + 062,2))‘1‘5-

€
2m
En choisissant € > 0 tel que

5
Gy (BiviaLa(oay + arg) + ParroLa(ar + ag2)) + = <&,

€
2
c’est-a-dire

e < me(BiviiLi(ary + ara) + PavroLo(aey + 042,2))_1 = €1,

dans I’approximation (5.62), on a

|Crap(A1)by 4 Chrap(A2)by — yi]| < e

Pour finir cette preuve, nous montrons qu’avec un bon choix de € > 0 dans (5.62), le polyndme
p donné dans (5.64) satisfait aussi

|Co0p(A2)by — yaf| . < &

De nouveau on ajoute et retranche C5 opo(A2)be pour écrire, avec 1’aide de I’inégalité triangulaire,

|Co2p(A2)b2 — fall o < [|Coomi(A2)pi(A2)ba2| o + [|Ca2pa(A2)ba — fall o
+ ||Cooma(A2)p2(A2)ba — Coopa(Ag)bal| . -

En utilisant les mémes arguments que ceux utilisés pour la premiere composante de (5.61), on a

ENCY2,1521/2,2L2

|Coomi (A2)p1(A2)bs|| . < o ;
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Eqig 2ol 2L

|Ca,2m2(A2)pa(A2)ba — Caopa(A2)by| < Gy

et donc

5 €
|Ca2p(A2)ba — foll < 552@,2[/2(062,1 + ag9) + 5
Pour tout € < 7e (Lo favaa(any + agjg))_l := &9, 0n a donc

|C2,2p(A2)b2 — fll,, <&

In fine, tout € € (0, min(éy, €,)) fournit une bonne approximation 7 et m, dans (5.62) pour que
le polyndme p donné par la relation (5.64) satisfasse (5.61). U

Lemme 5.4.3. Supposons, avec les notations du Théoreme 5.4.1, que

(5.4.3.a) il existe r € N% tel que (A,, B,, C,) soit UECS sur X(P),

(5.4.3.b) les ensembles oxn. (M4,) et Un_y o (M4, ) sont disjoints, ne séparent pas le plan et
possédent un nombre fini de co;%arosantes connexes.

Alors le systeme
Al Bl

est UECS sur X(P)4.

Dans ce lemme aussi, ni la condition (5.4.3.a), ni la condition (5.4.3.b) ne sont nécessaires.
Pour la condition (5.4.3.a), il suffit de nouveau de considérer le systeéme en dimension finie

10 0 1
A=(0 0 —-1], B=|(0 et F= (é 8 ?) . (5.65)
0 1 O 1

Sur cet exemple, on a

0 -1 0 0
AlzBlzl,Clz(l, O)T, A2:<1 O),BQZ(O, 1)T et CQZ<O 1)

Aucun des triplets (A, By, Cy), £ € {1,2}, n’est contrdlable de I’état vers la sortie car rk(Cy) =
1 # 2. Par contre, puisque le systeéme est controlable en état et que rk(IF) = 2, le systéme est
controlable de I’état vers la sortie et donc UECS étant donné que 1’on est en dimension finie.
Observons tout de méme que le Lemme 5.4.2 permet de vite conclure sur 1’'uniforme ensemble
controlabilité de la sortie du systeme (5.65).

En effet, il suffisait de remarquer que les systemes

(A, By, Cry) = (1,1, 1), et (Ag,B%cQ,Q):((? _3))(?)(0 1))

sont tous UECS et que o(A;) No(Ay) = 0.
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Pour voir que la condition (5.4.3.b) n’est pas nécessaire, considérons un exemple plus intéres-
sant : celui des deux voitures (cf. Figure (1.1)).
Pour des raisons de simplicité, on va supposer les masses de voitures constantes m; = my = 1 et
f1 = —0vy, fo = —260vy ou vy et v, représentent respectivement la vitesse de la premiere et seconde
voiture et # € P = [0, 1]. On suppose également qu’on sait mesurer la différence de vitesse entre
les deux voitures. On note cette différence y(t) = vy (t) — vo(t).
En posant z = (21, v1, T, v2) ', u = (uy,us) ', ’équation régissant 1’état et la sortie est donnée par
le systeme

01 0 0 00
P =101, A®6) = 8 _09 8 (1) , B= (1] 8 , C=(0 10 —1). (566)
0 0 0 —26 0 1

Sur cet exemple, la matrice A est constituée de deux blocs et la condition (5.4.3.b) n’est pas satis-
faite.

En faisant cependant une permutation dans la variable d’état, on peut voir que I’'UECS de ce systeme
est équivalente a celle du systeme (04, B, C) ot

i=(5 ) B=(y 1) @ =0 ).

Une application immédiate du Théoréme 5.3.5 montre que ce systeme est UECS sur X(P).

Observons que la paire (A, B) donnée dans (5.66) ne peut pas étre uniformément ensemble
contrdlable (en état) car la matrice A admet une valeur propre constante 0.

Exemple 5.4.1.

Comme exemple d’application du Lemme 5.4.3, considérons toujours celui des deux voitures.
Puisque nous avons motivé le chapitre en parlant de variation de masses, nous supposons que m,
et my varient contintiment en fonction du parametre 6 de la facon suivante :

mi(0) =0, ma(0) =2(0+1), 6cP=I1,2.

Les coefficients o et oy sont supposés constants et égaux a 1.
Nous supposons de plus que la sortie est la différence des vitesses.
Sous ces hypothéses, le systeme couplé (1.1)- (1.2) devient, pour tout § € P = [1, 2],

0 1 0 0 0 0
0o -+ 0 0 19

AO) =1, 5 o L loBO=8 | cOoH»=(0 10 —1).
0 0 0 _2(01+1) 0 2(6+1)

(5.67)
En faisant de nouveau une permutation dans les variables d’état, il suit que ’uniforme ensemble
controlabilité de la sortie de ce systeme est équivalente a celle du systeme

0

1
T 2(6+1)

P =L 2], A(9)=<_é0 ) B(G)=<é 2(;1;) et C(O)=(1 -1).
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Pour la permutation, il suffit de faire un changement de variable d’état x(t,0) = T(0)x(t,0) ou
pour tout 0 € P,

0 0

1 0

o =10 1

_— o O O

1
0
0
0 0

=

Une fois cette remarque faite, on observe, qu’en posant A;(0) = —1/0 et A3(0) = —1/2(6 + 1),
que ox(Ma,) = [—1, —1/2] et ox(Ma4,) = [—1/4, —1/6] et donc que ox(Ma,) Nox(Ma,) =0
Ce qui implique que la condition (5.4.3.b) est satisfaite.
De plus, puisque P est d’intérieur vide et de complémentaire connexe dans C, \ définie de P
dans C par \(0) = —1/0 est injective et pour tout 6 dans P le triplet (A1(0), B1(0),C1(0)) =
(—1/0,1/0,1) est contrélable de 1’état vers la sortie.
11 suit du Théoréme 5.3.2 que le triplet (Ay, By, Cy) est UECS sur X(P). Ce qui implique que la
condition (5.4.3.a) du Lemme 5.4.3 est satisfaite.
Toutes les conditions du Lemme 5.4.3 étant satisfaites, il vient que le systeme (5.67) est UECS sur
X(P).

Le résultat précédent peut étre confirmé par le résultats d’approximation polynémiale. En effet,
soit f € X(P) et € > 0. Nous allons montrer qu’il existe deux polyndmes complexes p; et ps tels
que

sup [C(0)p1(A(60))b1(0) + C(0)p2(A(0))b2(0) — f(0) < e

ocP

Dans 'inégalité précédente, by (0) et by(0) désignent respectivement la premiére et seconde colonne
de B(0). En observant que pour tout polynéme p

* * 0 0
0 p(=3) 0 0

p(A(0)) = 0 06 * * )
00 0 p(-55m)

on déduit qu’il faut montrer que
1 1 1 1
—pi(—=) — — — f(O)| <e.
g g) ~ s e ) T )' c

On choisit d’abord py = 0 et on pose \(0) = —1/0 € [—1, —1/2]. On doit donc montrer qu’il
existe un polynome p, tel que

sup |0p1(0) + foA(9)] <e.
0EA(P)

11 suffit donc de choisir p; comme étant I’approximation de la fonction continue définie pour tout
0 € X(P) par —f o X(6) /6. Ce choix est possible grace au théoréme de Weierstrass.

Proposons maintenant une preuve au Lemme 5.4.3.

Démonstration.
Nous nous plagons également dans le cas m = 1 et posons B = (by,--- ,by)". Le cas général
se fait en suivant les mémes arguments. Nous supposons aussi, sans perte de généralité, que c’est
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le triplet (A, by, Cy) qui est UECS sur X(P)?. L objectif est de montrer que pour toute fonction
f € X(P)? et tout ¢ > 0, sous les hypotheses (5.4.3.a) et (5.4.3.b), il existe un polyndme complexe
p tel que

|Cip(ADb + Cp(A)b - f|| <, (5.68)
avec
Ay by
A= b=l e=(@ o)
AN bN

En utilisant ’'UECS du triplet (A1, by, C1), on déduit qu’il existe un polyndme p; tel que
€
1€ (AL = fll o < 5

En utilisant I’hypothese (5.4.3.b) et en raisonnant comme dans le Lemme 5.4.2, on déduit qu’il
existe deux compacts K et K, disjoints, ne séparant pas le plan tels que K contienne strictement
oxm (Ma,) et que K, contienne strictement o5 (MM 5) = Upy oxcn (M4, ) Ol nous avons posé
n = Z]]{:VZQ ng.

On construit 7, comme dans (5.62) puis on prend comme polyndme candidat dans (5.68), p = mp;.
Pour finir, on écrit

Hclp(Al)bl + CP(A)B - fHOO < [[Cipr(Ar)mi(A1)by — Clpl(Al)blﬂoo
+||Cp1 (A)mi (A +1ICap1(An)br = flo
puis on raisonne comme dans la preuve du Lemme 5.4.2 pour construire une bonne approximation
71 de h; dans (5.62) pour que p satisfasse (5.4.1). []

Proposons maintenant une preuve pour le Théoreme 5.4.1.

Démonstration.
Nous faisons cette preuve dans le cas N = 3, k = 2.
Dans ce cas le systeme (5.57) devient

Al B1
Ay | B, ,(C“ gm g“”) (5.69)
As B, 2,2 2,3

Une preuve pour le cas général peut étre faite en suivant les mémes arguments.
Posons

/12 = <A2 A3>’ B2 = (g;), 6'1,2 = (Cl,Q 01,3) and 62,2 = <02,2 02,3) :

Avec ces notations, le systeme précédent devient

Ay B Cia (:71,2
() () (&) a1

En utilisant les hypotheses (5.4.1.b)-(5.4.1.e) et le Lemme 5.4.3, on déduit que le triplet (212, B, 6’272)
est UECS sur X(P)%.

Observons que oxny+ny (M 3,) = oxnz (Ma,) U oxns (M 4,) possede un nombre fini de composantes
connexes, ne sépare pas le plan en vertu du [34, Lemma 7, p.33] et n’intercepte pas, par hypothese,
oxr1 (M4, ). En utilisant donc le fait que les sous systemes (A1, By, C1 1), (Ag, Bs, CN’Q,Q) sont UECS,
on déduit du Lemme 5.4.2 que le systeme (5.69) est UECS sur X(P)“. O
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Diagonalisation de la matrice d’état.

Le but de ce paragraphe est de regarder ce que I’on peut dire de I’'UECS du systeme (5.1) dans le
cas ou les matrices du systeme n’ont pas la forme (5.57).

Pour ce faire, nous introduisons les terminologies suivantes, empruntées de [78].

Une “application” a valeur ensembliste I" : P ~~ C est dite application spectrale partielle si pour
tout 0 € P, I'(0) C o(A()). Elle est dite continue si elle est continue par rapport a la distance de
Hausdorff. L’application I sera dite univaluée si pour tout § € P, I'() est réduit a un singleton.
Deux applications spectrales partielles I'; et I'; sont dites disjointes si I'; (6)NT'y(#) = . Elles seront
dites strictement disjointes si I'y(P) N I'y(P) = . Bien entendu, la disjonction stricte implique la
disjonction, la réciproque étant fausse. Prendre par exemple

P=[1,2, Ty0)={0} et Ty0)={0+1}

Soit N € N*. On dira que la matrice A admet une décomposition spectrale continue, s’il existe
N € N* et N applications spectrales partielles continues I'y, - - - |, 'y telles que pour tout 6 € P,

U Tk(6) = o(A(9)).

Il existe toujours une décomposition spectrale continue de A, celle dite triviale donnée par I'(6) :=
o(A(0)) pour tout 0 € P.

Une décomposition spectrale continue I'y,--- , 'y de A est dite disjointe si les applications spec-
trales continues qui la constituent sont deux a deux disjointes. Elle est dite strictement disjointe si
ces applications sont deux a deux strictement disjointes.

Pour les criteres d’existence d’une décomposition spectrale de la matrice A, nous nous référons au
Lemme 3 de [78].

Nous aurons besoin, dans la suite, de la Proposition 2 de la référence précédente et dont nous rap-
pelons le contenu ici.

Proposition 5.4.4. Soit P un sous ensemble compact et contractile de C et A € X(P)".
Supposons que la matrice A admette une décomposition spectrale continue I'y, - - - , 'y deux a deux
disjointes.

Alors il existe une famille de transformations continues et inversibles T(0) telles que

A1(0)
TO)TADT(0) = , (5.71)
An(0)
avec o(Ay(0)) = T'e(0) pour tout 0 € P et tout { € N% .

Sauf mention du contraire, nous supposons dans la suite de ce paragraphe que la matrice A
admet une décomposition spectrale continue 'y, --- , 'y deux a deux disjointes et que 1’espace de
paramétrisation P est compact et contractile.

Dans ce cas, le systeme (A, B, C) peut étre mis sous la forme

Al B1
. N 7(01 CN) _ (5.72)
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En effet, posons Il := (0 .. 0 L, 0 ... 0) € CI'=, ou ny est la taille du bloc Ay (0)
dans (5.71).

En définissant T : 0 — T(0), Ay : 0 — Ap(0), By : 0 — ILT(0)'B@) et Cp, : 6 —
C(0)T(0)II;, I’application qui au triplet (A, B, C') associe (T'AT,T~'B,CT) définie par 6 —
(T(O)~LAO)T(0), T(0)'B(#),C(0)T(0)) transforme (A, B, C) en (5.72).

Une fois cette décomposition faite, on déduit le théoréme suivant.

Théoreme 5.4.5. Soit P un ensemble compact et contractile de C. Supposons que A admette une
décomposition spectrale continue 'y, - - - | I'y strictement disjointes. Supposons, de plus, que pour
tout { € NZy, T'y(P) ne sépare pas le plan.

Considérons le systeme (5.72) ou, pour tout { € N% y, Ay, By et Cy sont définies dans le paragraphe
précédent ce théoreme.

S’il existe { € NZ tel que le triplet (A, By, Cy) soit UECS sur X(P)9, alors le systeme (A, B, C)
est UECS sur X(P)1.

Démonstration.

Observons que sous les hypotheses de théoreme précédent, les criteres (5.4.3.a) et (5.4.3.b) du
Lemme 5.4.3 sont satisfaits. Il suit donc de ce lemme que le systeme (5.72) est UECS sur X(P)?.
Puisque le systeme (5.72) est obtenu par une transformation continue et inversible 7' dans la va-
riable d’état du systeme (A, B, C'), on déduit de la Proposition 5.1.3 que ce triplet est UECS sur
X(P)1. ]

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate de la Proposition 5.1.3 et des Théorémes 5.4.1
et 5.4.5.

Théoreéme 5.4.6. Soit P un ensemble compact et contractile de C. Supposons que A admette une
décomposition spectrale continue 'y, - - - | 'y strictement disjointes. Supposons, de plus, que pour
tout { € N%y, T'y(P) ne sépare pas le plan.

Soit T € X(P)" une application continue et inversible telle que (T"'AT, T~'B,CT) prenne la
forme (5.72). Enfin, supposons qu’il existe une transformation inversible et continue M & X(P)g

telle que
Cip -+ o+ - Oy

MCT = e (5.73)
Cor ++ Cun
Si
(5.4.6.a) pour tout { € N%, _,, le sous-systeme (A, By, Cyy) est UECS sur X(P)%,
(5.4.6.b) il existe { € {k,---, N} tel que (A, By, Cy ) est UECS sur X(P)9=,
Alors le systeme (A, B, C) est UECS sur X(P)".

Pour illustrer ce théoreme, considérons I’exemple suivant.

Exemple 5.4.2.
On considere le systeme
6 0 0
P—11,2, A@®)=|0 —20 1 |, B=]38], C:<209 1 2;). (5.74)
0 0 —24 0
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Sur cet exemple, on voit que la matrice C ne présente pas une structure dont on sait directement
appliquer un résultat établi précédemment. En revanche, on remarque que les deux premieres co-
lonnes de cette matrice sont linéairement indépendantes sur P.

En prenant M [’application définie par

1 /-1 1
M.Hr—>6<2e _9>,

, 10 20-1)/6
MCﬁH(O 1 2(29—1))‘

En définissant Cy 1 : 0 — 1, C19: 0+ (0, 2(0 — 1)/0) et Can : 0 — (1, 2(20 — 1)), I’application
MC prend donc la forme (5.73).

Puisque la transformation M est inversible pour tout 0, il suit de la Proposition 5.1.3 que I’'UECS
de (A, B, C) est équivalente a celle de (A, B, MC).

Définissons

Ona

20 1 30
A126|—>9,A229|—><0 _29>,318H9,B29H<9>

De ce qui précede, on a
ox(Ma,) =[1, 2], ox2(Ma,) = [—4, —2] et donc ox(Ma,) Nox2(Ma,) = 0.

De plus ox (M a,) et ox2(M4,) sont compacts, connexes et ne séparent pas le plan.

Une application directe du Théoréme 5.3.2 montre que le sous-systéme (Ay, By, C1 1) est UECS sur
X(P).

De méme, grace au Théoréme 5.3.4 et a la Remarque 5.3.5, on déduit que le sous-systéeme (As, Ba, Cs )
est UECS sur X(P).

De ce qui précede, on déduit du Théoreme 5.4.6 que le systeme donné par 1’équation (5.74) est
UECS sur X(P)2.

Remarque 5.4.1.

De ’exemple précédent, on peut donc remarquer que si les q premieres colonnes de la matrice
C'(0) sont linéairement indépendantes sur P, on peut toujours trouver une transformation linéaire,
continue et inversible pour ramener C' sous la forme (5.73).

En général, cette transformation continue et inversible n’existe pas.

En effet, prenons P = [—1, 1] et supposons que C' est de la forme
(f(@) cos(6) 1 o) o<
f(#)sin() 0 1 S
C(0) =
f(@)sin(d) 1 0 G 0>0
f(f)cos(d) 0 1 ’

ou f est une fonction continue ne s’annulant qu’en zéro.
Comme défini, on peut voir que C' est continue sur P avec une premiére colonne ne s’annulant
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qu’en zéro. De plus vk(C(0)) = 2 pour tout 0 € P et toutes les applications M transformant C
sous la forme (5.73) sont

<—h<9> sin(6) h(6) cog(@)) si 6 <0,

(‘9(9) cos(0) ¢g(0) Sin(@)) si6>0.

Ainsi, pour que M soit continue sur P, il faut qu’elle soit continue en zéro. Ce qui implique que
h(0) = g(0) = 0. Mais si h(0) = g(0) = 0, on peut voir que M (0) n’est pas inversible.

M(8) =

5.4.2 Uniforme ensemble controlabilité de la sortie de systémes en cascade

Dans cette sous-section, nous étudions 1I’uniforme ensemble contrdlabilité de sortie des systemes
dont la dynamique est sous la forme

Aip - A Biy -+ Bin Cip -+ Cin
An N Bn .~ Cn.N
o Apy € X(P)nk, Bry € X(P)i, Cry € X(P)fk avec my,...,m, € N, ny,...,ny € N,

q17~--7QNEN*-

On a le théoreme suivant.

Théoreme 5.4.7. Si pour tout k € Ny, le sous-systeme (A, By, Ci ) est UECS sur X(P)%,
alors le systeme (5.75) est UECS sur X(P)? avec ¢ = S0, .

Démonstration.

Nous proposons une preuve dans le cas N = 2. Le cas général peut etre déduit en suivant les mémes

étapes.

Dans le cas N = 2, le systeme devient
ZEl(t, 9) = Al 1(9)I1(t, 0) + Bl,l(ﬁ)ul (t) + ALQ(Q)IQ(t, 9) + BLQ(Q)UQ(t), (5768)
Jfg(t, 9) = AQ 2(0)$2<t, 9) -+ BQ,Q(Q)UQ(t), (576b)
Y1 (t, 9) = Cl 1(9)1’1(t, 0) + 0172<9)5L’2(t, (9), (576C)
Ya(t,0) = Can(0)xa(t, 0) (5.76d)

Notre but est de montrer que, sous 1’hypothese d’UECS des sous-systemes (Ay s, Bi i, Ck), K =
1,2, pour tout f; € X(P)%, fo € X(P)% et tout € > 0, il existe un temps 7" > 0 et un contrdle
u tels que les trajectoires de sortie du systeme (5.76), avec xg = 0 comme état initial et © comme
entrée, satisfassent, au temps 7',

max {||y1 (T, 0,u) = filloo s ly2(T,:0,u) = foll  } < e

Pour y arriver, considérons pour k£ = 1, 2 les systémes suivants.

i’k(t, 0) = Akvk(Q)xk(t, 9) + Bkvk(ﬁ)uk,
apk(t,é) = C’k7k(0)xk(t,9)
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5.5. Application a la controlabilité en moyenne.

En utilisant I’'uniforme ensemble controlabilité de la sortie du sous-systéme (As 2, Ba g, Ca2), il
suit que pour tout 7' > 0, il existe un contrdle uy € L*([0,T]; C™2) indépendant de 6 tel que

H902(T7 g 07u2) - f2Hoo = HyQ(Tv g 0>u2) - f2Hoo <e.
De (5.76¢), on a pour tout € P,
yl(Ta ‘9§ O,Ul) - Qpl(Tv 6; 07 ul) + f(6)>

avec

F(6) = Cua(®) [ 7000 (4, 0)2(1,6) + Bra(@)ua(t)) dt + Cra0)as(T, )

En utilisant I'uniforme ensemble controlabilité du sous-systeme (A11, B11,C41), on déduit qu’il
existe, pour la fonction f; — f, un controle u; € L?([0, T]; C™ ) indépendant de 6 tel que

|n(T,50,u) = fi + J;HOO = 92 (T, 5 0,u1) = fill <&

Un controle adéquat est donc u = (u{ ,uqg )" O

5.5 Application a la controlabilité en moyenne.

Dans cette section, nous relions la notion d’uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie a celle
de la contrdlabilité en moyenne.
A notre connaissance, le concept de controlabilité en moyenne a été introduit pour la premiére fois
par E. Zuazua dans [99]. Dans cet article, I’auteur considere le systeme (A, B) : 0 — (A(0), B(0))
ou @ € (0,1) et donne des conditions pour lesquelles, en un temps 7" > 0 fixé, et pour toute donnée
initiale x¢ (pouvant dépendre du parametre 6) et tout état x; indépendant du parametre, il existe un
controle v indépendant de 6 tel que fol x(T, 0;x9,u) df = x;.
L’auteur montre que la paire (A(#), B(#)) est contrdlable en moyenne si et seulement si

k </01 A6)*B(6) db, k € N) .

Dans le méme article, 1’auteur considere également la contrdlabilité en moyenne de 1I’équation de la
chaleur dans laquelle le coefficient de diffusion dépend d’un parametre v € (0, 1).
Depuis lors, d’autres problemes de contrdlabilité en moyenne dans le cadre des EDP ont été considé-
rés dans la littérature et sont consultables, par exemple, dans [7,8,28,65]. Des méthodes numériques
de calcul de controles pour la contrdlabilité en moyenne ont été€ également proposées dans [1,53].
Dans ce manuscrit, nous considérons une version un peu plus générale de la contrdlabilité en
moyenne dont nous empruntons la définition a la référence [34]. Dans cette partie, on munie P
d’une tribu borélienne.

Définition 5.5.1. Soit ;1 une mesure de probabilité sur P.
Le systeme (5.1) sera dit contrélable en moyenne si pour tout y; € C9, il existe un temps T > 0 et
un contréle u € L*([0,T]; C™) tels que

[ o600 du(6) = y..
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Chapitre 5. Uniforme ensemble controlabilité de la sortie

Les auteurs de [34] montrent que la contrdlabilité en moyenne du systeme (5.1) est équivalente,
en désignant par b,(f) la £**™¢ colonne de la matrice B(f), a

rk ( /P C(0)A(0) be(8)du(8), k €N, 1 € N;m> —q (5.77)

De plus, ils prouvent que si la paire (A, B) est uniformément ensemble contrdlable en état et qu’il

existe 0y, - - - , 05, dans le support de la mesure y tels que rk (C(Ql) . C(@k)) = ¢, alors le sys-
teme (5.1) est controlable en moyenne.

Comme contribution a la notion de contrdlabilité en moyenne, on a le résultat suivant :

Proposition 5.5.1. Le systeme (5.1) est controlable en moyenne s’il est uniformément ensemble
controlable en sortie sur X(P).

Démonstration.

Puisque I’espace dans lequel vit la variable de sortie moyennée est de dimension finie, prouver que
le systeme (5.1) est contrélable en moyenne revient a montrer que pour tout y; € C? et tout £ > 0,
il existe un temps 7' > 0 et un contrdle u € L' ([0, T]; C™) tels que

<e€

[ w(T0:0.0) du(®) =y

Pour finir la preuve, il suffit, en utilisant le fait que u(P) = 1, d’écrire

[ o(T.0:0.u) du(e) -

[ T0:0,0) =30 du®)] < y(T50,0) ~ L
O

Pour revenir aux exemples sur les voitures, a savoir celui du systeme (5.66) ou (5.67), puisque
les deux systemes ne sont pas uniformément ensemble contrdlable en état, on ne peut rien déduire
sur la controdlabilité en moyenne de ces systemes avec les criteres proposés dans [34] a I’exception
du critere de Kalman étendu (5.77). Mais avec la proposition précédente, on déduit directement que
les systemes (5.66) et (5.67) sont contrdlables en moyenne.

Pour finir avec cette section, considérons le cas particulier ou j est une somme finie de masses
de Dirac. Typiquement, ;1 = "1, py, Jp, Ol pour tout k € NZy, 0 € P, g, est une masse de Dirac
localisée en 6y, et py, , la probabilité pour que 0 = 6 avec 0 < pg, < 1 et fo:l Do, = 1.

Dans ce cas, on a

=

/73 (T,0;0,u) du(0) Zpgk (T, 0k;0,u)

et la controlabilité en moyenne du systeme (5.1) est équivalente a la controlabilité de 1’état vers la
sortie du systeme de dimension finie (5.3) avec

A(6r) B(61)
) , B= , F= (p910(91> | ce |p9NC(9N)) . (5.78)
A(Oy) B(6v)

A:
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5.5. Application a la controlabilité en moyenne.

Posons
0(81)* N
W =Im N H ( @ Eﬁk,/\) )
k=1 6x))

C(QN)* Aeo(A(

ou, nous rappelons que les ensembles Fy, » ont été définis juste en dessous de I’équation (5.9).
La proposition suivante peut étre déduite de la preuve de la Proposition 5.1.1.

Proposition 5.5.2. Supposons que
(5.5.2.a) pourtoutk # ( € NLy, o(A(0)) No(A0)) =0,
(5.5.2.b) tk(C(6h)| ... |C(On)) = qet W = {0}.

Alors le systeme (5.1) avec | = Zivzl Do, Og,, est contrdlable en moyenne.
De la proposition précédente, on a le corollaire suivant.

Corollaire 5.5.3. Supposons que
(5.5.3.a) pourtoutk # (€ NLy, o(A(0r)) No(A6)) =0,

(5.5.3.b) il existe ko € NLy tel que (A(Ok,), B(0k,), C(0k,)) soit controlable de I’état vers la
sortie.

Alors le systeme (5.1) avec u = Z]kvzl Do, 00, est contrdlable en moyenne.

Démonstration.

11 suffit de montrer que 1’hypothese (5.5.2.b) de la Proposition 5.5.2 est satisfaite.

Pour ce faire, observons déja que la contrélabilité de 1’état vers la sortie de (A(6y, ), B(0k,), C(0k,))
implique que rk(C'(y,)) = ¢ et donc que rk(F) = gq.

Soit maintenant z = (zy,- -+ , zy) € W. L’idée est de montrer que z = 0.

Puisque z = (21, -+, zy) € W, il existe n € C? tel que 2, = C(0r)"n € Dreoacer)) Lou » ceci
pour tout & € NZ .

En utilisant le fait que (A(0y, ), B(0k,), C(0k,)) soit controlable de 1’état vers la sortie, on a

Im(C(0y) )N P Ep,n = {0},

AET(A(Ok,))
impliquant 7 = 0, et donc que z = 0.

On déduit donc que sous I’hypothese (5.5.3.b) du Corollaire 5.5.3, la condition (5.5.2.b) est satis-
faite. =

De la preuve précédente, on peut voir que si I’on prend C'(6) = I,, pour tout k € N%,, ona
N
W={0} <= ) D L] ={0} (5.79)
k=1 \Aea(A(6)))

Ceci montre que si C'(6;) = I, pour tout k& € NZ et que la condition (5.5.3.a) est satisfaite, la
controlabilité en moyenne est garantie s’il existe un k € NIy tel que @rco(a,)) Fo,x = {0},
c¢’est-a-dire, si au moins 1’une des paires (A(6y), B(6y)) est contrdlable en état.
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Chapitre 5. Uniforme ensemble controlabilité de la sortie

5.6 Illustrations numériques

Dans cette section, nous faisons quelques simulations numériques fondées sur les méthodes
de calcul de controle pour les systemes uniformément ensemble contrOlables en état présentées
dans [53,55].

% Illustration d’UECS

Considérons le systeme donné dans I’Exemple 5.4.2.
Puisque nous avons prouvé 1’uniforme ensemble controlabilité de la sortie de ce dernier, il suit que
toute donnée initiale en état peut €tre envoyée dans un voisinage de n’importe quelle valeur de sortie
en tout temps.
Nous allons illustrer numériquement ce fait sur I’Exemple 5.4.2.
Pour ce faire, prenons, par exemple, xq(f) = (6 —0 \/é)T vi(0) =0%etT = 1.
Ici, nous essayerons d’approcher numériquement le contrdle de norme L?([0, 7], C™) minimale.
Nous adaptons le processus de calcul de contrdle décrit dans [53, Section 3] (voir aussi [55]) dans le
cadre de I'uniforme ensemble controlabilité de 1’état. L’idée principale est d’approcher ce contrdle
par une suite de contrdles ux ot K est le nombre de point de discrétisation de I’ensemble P = [1, 2].

Pour la résolution numérique du systeéme adjoint et de la dynamique en état, nous avons utilisé
le schéma de Crank—Nicolson avec un pas de temps de 1072 et il apparait que quatre valeurs du
paramétre ¢ sont suffisantes pour avoir une erreur de 10~ sur la valeur y; (f) = 0? au temps 7' = 1.

Pour avoir ces quatre valeurs, on utilise une approche dite glouton décrite dans la référence men-
tionnée précédemment. Plus précisément, on suppose qu’a I’itération K, I’ensemble des parametres
utilisés pour construire le contrdle ux est Py. A D’itération K + 1, on prend Px 1 = P U{0k 1}
avec

Ok41 € arggl)ax lly1(6) — y(T, 0; %0, uk)|| -

Avec cette stratégie, on obtient Py = {1, 1.363,1.803, 2}.

Sur la Figure 5.1, nous tragons la fonction 6 — y(7T',0).
Sur la Figure 5.2, nous tracons la courbe du contrdle obtenu en fonction du temps et sur les Fi-
gures 5.3 et 5.4, nous tragons respectivement les trajectoires de la sortie et de 1’état en fonction du
temps avec différentes valeurs du parametre 6 et avec le controle de la Figure 5.2 comme entrée.

" k() - wa(T ) —

" k() - () —

FIGURE 5.1 — Trajectoires de sortie au temps final 7' = 1 du systeme de I’Exemple 5.4.2. En vert,
nous avons la fonction cible et en noir, la fonction obtenue grace au contrdle de la Figure 5.2.

Sur la Figure 5.1, on voit qu’avec quatre valeurs du parametre ¢ dans P = [1,2], on atteint a
107! pres la fonction nulle.
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Contrdle

FIGURE 5.2 — Contrdle de norme L?—minimale obtenu pour approcher la sortie nulle au temps
T = 1 du systeme donné dans I’Exemple 5.4.2.

yl('70) y?('aé))
) ) ) 10 F ) )

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Couleurs utilisées pour les différentes valeurs de 6 :

[

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

FIGURE 5.3 — Trajectoires de sortie obtenues pour différentes valeurs du parametre 6 en fonction du
temps du systeme de I’Exemple 5.4.2 avec le contrdle de la Figure 5.2.

23(-,0)

.'I/'l(‘, 9)

FIGURE 5.4 — Trajectoires de 1’état obtenues pour différentes valeurs du parametre 6 en fonction du
temps du systeme de I’Exemple 5.4.2 avec le contrdle de la Figure 5.2.

% Illustration pour la contrélabilité en moyenne

Nous avons vu que I’uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie impliquait la controlabilité en
moyenne. Puisque le systeme de I’Exemple 5.4.2 est uniformément ensemble contrdlable en sortie,
alors il est controlable en moyenne pour la mesure de Lebesgue, ¢’est-a-dire dy(6) = d6.
Nous illustrons cela numériquement avec 7' = 1 et y; = 0.
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Pour ce faire, nous essayerons d’approcher numériquement le controle de norme L2([0, 7], C™)
minimale permettant d’approcher y; comme valeur moyenne de sortie en adaptant la stratégie pro-
posée dans [53, Section 2.1]. L’idée principale est d’approcher la mesure y par une somme de Dirac
avec des poids et des points de localisation dans P bien choisis.
En ce qui concerne la résolution numérique de la dynamique et du systeme adjoint, nous utilisons
toujours Crank-Nicholson et pour le calcul de la moyenne en sortie nous utilisons la méthode du
point milieu décrite dans [53, Section 2.1].

Sur la Figure 5.5, nous tragons la fonction 6 — y(T', 0).
Sur la Figure 5.6 nous tracons le contrdle obtenu en fonction du temps et sur les Figures 5.7 et 5.8,
nous tragons respectivement les trajectoires de la sortie et de 1’état en fonction du temps avec diffé-
rentes valeurs du parametre 6 et avec le contrdle de la Figure 5.6 comme entrée.

N —— ‘ [ ‘ BT —

FIGURE 5.5 — Trajectoire de sortie en fonction du parametre ¢ au temps 7" = 1 pour la contrdlabilité
en moyenne du systeme considéré dans Exemple 5.4.2 avec le contrdle obtenu sur la Figure 5.6.

Contrdle

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

FIGURE 5.6 — Contrdle obtenu pour avoir une valeur moyenne en sortie y; = 0% au temps 7' = 1
pour le systeme considéré dans I’Exemple 5.4.2.
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(-, 0) ya(-,0)

Mbyenne Mbyenne

Couleurs utilisées pour les différentes valeurs de 6 :

EET ¢ 2000 T

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

FIGURE 5.7 — Trajectoire de sortie pour différentes valeurs du parametre ¢ en fonction du temps
avec le controle de la Figure 5.6. En couleur noire, nous avons la moyenne de ces trajectoires.

Couleurs utilisées pour les différentes valeurs de 6 :

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

FIGURE 5.8 — Trajectoire de I’état pour différentes valeurs du parametre # en fonction du temps
avec le controle de la Figure 5.6.

Remarque 5.6.1.

Observons que lorsque le systéme est UECS, pour toute sortie y, € CY, tout état initial xy € X(P)"
et tout ¢ > 0 suffisamment petit, le contréle de norme L?-minimale envoyant xo dans un s-voisinage
de vy, au temps T > 0 est de norme L* plus grande que celui de norme L?-minimale envoyant
la moyenne de la sortie au temps T' dans un e-voisinage de y,. Aussi, en utilisant I’approche par
pénalisation proposée dans [64] il aurait été possible de construire un controle réalisant a la fois
le controle en moyenne et I’'UECS.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié I’uniforme ensemble controlabilité de la sortie des systemes
dont la dynamique linéaire dépend d’un parametre vivant dans un compact du plan complexe.
Plus précis€ément, nous avons considéré les systemes linéaires dont la dynamique est représentée par
le triplet (A(0), B(#),C(0)) ou ces matrices sont des fonctions continues par rapport au paramétre
6 € P. Nous avons montré que ces systemes ne peuvent pas étre UECS si les matrices A, B et C
sont holomorphes par rapport au parametre ¢ et I’espace de paramétrisation P d’intérieur non vide.
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Nous avons prouvé aussi que dans le cas ott C'(6) est inversible pour tout 6, il est impossible d’avoir
I’uniforme ensemble controlabilité de la sortie si P est d’intérieur non vide et que le spectre de la
A(0) rencontre la droite réelle pour tout # € P. De méme, si P est d’intérieur non vide et que A
est différentiable, nous montrons que I’'UECS de (A(6), B(#), C(#)) implique un résultat de densité
dont nous savons qu’il est faux dans certains cas particuliers.

Dans ce chapitre, des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’uniforme ensemble controlabilité de
la sortie ont été établies. Un lien entre la notion d’uniforme ensemble contrdlabilité de la sortie et
celle de la contrOlabilité en moyenne a été établi et des illustrations numériques ont été proposées
dans la derniere partie du chapitre.
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Chapitre

Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié la controlabilité de sortie de systemes linéaires tant dans le
cadre discret que continu.
Plus précisément,

v nous avons établi, au Chapitre 3, des conditions nécessaires et/ou suffisantes pour la controla-
bilité de I’état vers la sortie de systemes linéaires, notion introduite en 1960 par J. Bertram et
P. Sarachik, tant dans le cadre discret que continu. Nous avons, en particulier, étendu le test de
Hautus au cadre de la sortie et donné, dans la mesure du possible, des expressions explicites
de contrdles permettant d’avoir la valeur de sortie désirée en temps fini avec des trajectoires
de sortie continues.

v/ nous avons introduit, au Chapitre 4, deux nouvelles notions de contrdlabilité de la sortie, a
savoir la controlabilité simple de la sortie et la controlabilité globale de la sortie, dans le
but d’apporter des réponses rigoureuses sur la question de savoir s’il est possible d’atteindre
une valeur de sortie désirée en temps fini a partir d’une valeur initiale de sortie. Nous avons
donné des conditions nécessaires et/ou suffisantes de contrdlabilité pour chacune de ces deux
notions et avons donné aussi, dans la mesure du possible, des expressions de contrdles pour
atteindre les valeurs de sortie désirées.

v au Chapitre 5, nous avons étudié ['uniforme ensemble contrélabilité et ['uniforme ensemble
controlabilité de la sortie de systemes linéaires dont la dynamique dépend d’un parametre.
Nous avons vu, en particulier, que si la matrice d’état A posséde une valeur propre réelle alors
il est impossible que I’état du systeéme en question soit uniformément ensemble controlable
si I’espace de paramétrisation contient une boule ouverte de R¢ pour tout d > 2. Nous avons
aussi montré que si les matrices du systeme sont suffisamment régulieres, ce résultat de non
contrOlabilité reste vrai. Des conditions nécessaires et/ou suffisantes d’uniforme ensemble
controlabilité de la sortie ont été établies sur des structures particulieres. Une application a la
contrdlabilité en moyenne et une illustration numérique ont été données.

Plusieurs questions, dont nous énumérerons quelques unes dans la suite, restent cependant ouvertes
et feront 1’objet de futures investigations.

@ La premicere est celle que nous avons laissé a la fin du Chapitre 4, celle qui consiste a savoir
st dans la cadre des systemes a temps discret, la contr6labilité simple de la sortie implique
la contro6labilité simple en un nombre fini d’itérations. Rappelons que dans le cas ou la di-
mension de I’espace de sortie ¢ est strictement supérieure a 1, nous avons pu répondre par
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la négative pour les systémes a temps continu grace au Théoreme des valeurs intermédiaires.
Aussi, dans cette these, nous n’avons considéré que les systemes linéaires. Il serait intéressant
d’étudier par la suite la contrdlabilité de la sortie des systemes dont les dynamiques de 1’état
et de sortie sont non-linéaires.

Une question qui serait intéressante a regarder est la suivante : Soit D une boule fermée de C
et g1, 92, ---, 9k k € N, k fonctions continues sur D. Est-il possible que

H(D) + g H(D) + ...+ goH(D) = X(D)? ©6.1)

Dans le cas ou les fonctions g, k£ € N, sont assez régulieres, nous avons montré, a travers le
Lemme 5.2.4, que cette densité ne peut pas avoir lieu. Dans le cas ou ces fonctions sont justes
continues, la réponse ne nous est pas claire.

Dans le cadre de ’uniforme ensemble contrdlabilité de la paire (A(f), B(6)), nous avons vu
que si I’on a une seule entrée, c’est-a-dire m = 1, alors il est nécessaire que P soit d’intérieur
vide dans C pour que ce systéme soit uniformément ensemble contrdlable. Dans le cas m > 1,
nous avons montré que cette condition reste nécessaire sous réserve que les matrices A et B
soient assez régulieres. A cet effet, nous avons montré qu’une condition nécessaire d’uniforme
ensemble controdlabilité est que la relation de densité (6.1) soit satisfaite avec des g régulicres.
Cependant, la question d’uniforme ensemble controlabilité de la paire (A(6), B(#)) lorsque
P n’est pas d’intérieur vide et A et B juste continues et sans hypothese sur le spectre de A
reste ouverte. Rappelons que dans le cas m > 1, nous avons pu relier ce probleme a celui de
la densité (6.1) parce que nous avons supposé A différentiable.

Notons qu’une réponse négative a la question évoquée au point @ permettrait de conclure que
la paire (A(6), B(0)) ne peut pas étre uniformément ensemble contrdlable lorsque 1’espace
de paramétrisation P est d’intérieur non-vide dans C et A différentiable.

Le probleme d’uniforme ensemble contrélabilité de la paire (A(0), B(0)) lorsque P n’est
pas d’intérieur vide dans C évoqué au point précédent se pose également dans le cadre de
la sortie. Plus précisément, est-il possible d’avoir 1I’uniforme ensemble controlabilité de la
sortie du systeme (5.1) si ’espace de paramétrisation P n’est pas d’intérieur vide. Nous avons
donné une réponse négative a cette question dans le cas ou les matrices du systeme sont
holomorphes. Dans le cas général, cette question est ouverte et semble plus délicate que celle
de 'uniforme ensemble contrélabilité a cause de la présence de la matrice C'(0).
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