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1. Contexte du travail

Cette thése s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre plusieurs laboratoires de recherche dans
un projet financé par I’agence Nationale de Recherche (ANR), ce projet porte I’acronyme AMOC, et
son nom développé est ‘Tomographie aux rayons X et analyses multiéchelles pour I'optimisation des
renforts composites tissés en 3D’. Chaque laboratoire de recherche membre du consortium participe

aux taches appuyees par les compétences résumées dans la Figure I-1.

=

. () Rendu 1D d'woe g tomographie d inter
Echelle des -

. Echelle de T'armure Mise en forme par
flbl‘eS (LEI\/IS) [La)rICOS. LE1\13] déformation plastique
- [LaMCoS]
Microscopique Meésoscopique Macroscopique

T eee S % MG Meat lamcos

)

Lavaratore
Sels « Salides « Seructures » Risgues

Figure I-1 : Projet AMOC avec les équipes du consortium de partenaires

L’objectif du projet est de développer des modeles de comportement enrichis de milieux fibreux afin
de mieux prendre en compte les mécanismes locaux de déformation de la microstructure fibreuse et
de quantifier son impact sur le comportement mécanique a 1’échelle intermédiaire d’un volume

élémentaire représentatif.

Les verrous scientifiques du projet sont les suivants : les transitions d’échelles (échelle du fil ou de la
fibre, de la maille ¢élémentaire du tissage), de la macrostructure constituée d’un nombre important de
mailles élémentaires), 1’imagerie 3D de milieux fibreux réguliers par microtopographie X pour

identifier leurs mécanismes de déformation ainsi qu’une cinématique enrichie pour nourrir des



modeles de milieux continus généralisés. Les milieux du second gradient sont mis en avant dans cette

these.

Le projet est pluridisciplinaire car il concerne la science des matériaux fibreux, la mécanique des
matériaux a géomeétrie discrete car fibreuse, les méthodes d’homogénéisation multiéchelles d’ordre
supérieur, la rhéologie, les techniques d’analyse d’images par microtomographie, les méthodes

numeriques.
Les taches principales du projet sont :

e Tache 1 : Mécanique expérimentale et imagerie « enrichie »

e Téache 2 : Mécanique théorique et numérique pour la formulation de milieux continus
équivalents enrichis

e Tache 3: prise en compte de I’impact de la variabilité statistique des parametres
microstructuraux

e Téache 4: mise en ceuvre des outils théoriques et expérimentaux développés pour des
applications ciblées : matériaux architecturés, composites, meches, fils complexes, tresses,
tissés...

e Tache 5 : Coordination du projet, communication interne et externe.

Dans cette thése, nous aborderons les taches 2, 3 et 4, en vue d’identifier des milieux continus

généralisés du second gradient en petites et grandes transformations.

2. Milieux architecturés périodiques

Dans la période récente (fin du vingtieme siécle), des percées technologiques majeures comme
les techniques de fabrication additive et la manipulation de la matiére a I'échelle des atomes ont ouvert
la possibilité de concevoir et de fabriquer de nouvelles classes de matériaux dotés de proprietes
mécaniques tres supérieures a celles du matériau de base qui les constituent. Les matériaux

architecturés définissent une nouvelle classe de materiaux artificiels avec des caractéristiques

5



statiques et dynamiques exceptionnelles que I'on ne rencontre généralement pas pour les matériaux
homogénes qui sont constitués d’une seule phase (N. Karathanasopoulos, et al., 2018 ; P. Lohmuller
et al, 2019). La quéte des ingénieurs et des chercheurs en science des matériaux pour améliorer les
propriétés de ces derniers afin de répondre aux demandes exigeantes de l'industrie a franchi une
nouvelle étape. La recherche dans ce domaine a en effet évolué vers un nouveau paradigme, dans
lequel I'architecture interne du matériau apparait comme un nouveau degré de liberté - au-dela de la
composition chimique des matériaux de base - dans la conception des matériaux dits architectures
afin de controler et d'améliorer leurs propriétés effectives, au sens d’un milieu continu de substitution

homogeéne.

Au cours des dernieres années, un grand intérét a été porté au comportement statique des
matériaux architecturés (F. Mike et al, 2003 ; S. Sicong et al, 2015 ; R. Julia et al, 2019). Cette famille
de matériaux artificiels est employée dans plusieurs applications en ingénierie (notamment
I’aéronautique, le génie civil, la construction mécanique, le génie parasismique, I’absorption du bruit
et des vibrations) ainsi qu’en biomécanique (en vue de trouver des biosubstituts), pour controler le
degré d’anisotropie, absorber les vibrations, les chocs ou impacts, I'énergie (J. Mei et al, 2012), pour
la réduction du bruit (H. Reda et al., 2017; A. Bacigalupo et L. Gambarotta, 2014), ou encore en vue
de controler les caractéristiques de propagation d’ondes et I’amortissement des vibrations dans des
plages de fréquence données (H. Xu., 2016, L. Cheng et al., 2018). Le pilotage de I’architecture du
niveau atomique jusqu’a 1’échelle macroscopique de la structure permet de controler les propriétés

mécaniques.

Nombre de travaux ont porté sur la modélisation des matériaux architecturés afin d’en comprendre
les mécanismes locaux de déformations en relation avec leur comportement aux échelles supérieures,
voir les travaux récents et références incluses (N. Karathanasopoulos et al, 2018 ; S. E. Alavi et al,

2021 ; A. Al-Ketan et al, 2017). En particulier, I'accent a été mis depuis deux décades sur la


https://scholar.google.fr/citations?user=53aS3XwAAAAJ&hl=fr&oi=sra

conception de cellules unitaires 2D de matériaux périodiques avec des attributs de rigidité spécifique

donnée par un cahier des charges de I'utilisateur (lui-méme fonction de I’application visée).

Ces matériaux architecturés peuvent étre réalisés par des méthodes de fabrication additive qui sont
en plein essor et dont on repousse continument les limites de performance (en terme d’échelle
minimale, de possibilité de mélange de matériaux différents) ; cela représente des défis dans la
fabrication en raison de la complexité tridimensionnelle requise, des échelles de longueur multiples,
de la possibilité offerte d’associer plusieurs matériaux dans une seule architecture et du debit de
fabrication global (Figure 1-2). Les processus de fabrication additive (FA) peuvent fournir des

solutions a certains de ces défis (C. Spadaccini, 2019).

Figure I-2 : (a) Micro-réseau métallique a tube creux créé avec un prototypage de guide d'ondes
photopolymére auto-propagatif,16 (b) polymére matériau micro-architecturé fabriqué a I'aide de la
micro-stéréolithographie par projection (PuSL), (¢) architecture d'aluminium a tube creux générée

avec PuSL et revétement par dépot de couche atomique (ALD) et (d) matériau architecturé en
céramique solide dérivé de PpSL avec des nanoparticules d'aluminium dans la suspension de
monomere liquide suivie par une étape de frittage (C. Spadaccini, 2019).

Les propriétés mecaniques effectives des matériaux architecturés ont pour origine leur topologie
interne plutdt que la composition chimique du matériau de base qui les constitue, et ils sont
susceptibles de montrer des performances materielles exceptionnelles, bien supérieures a celles du
matériau de base. Les matériaux artificiels de ce type méritent I'épithéte de « matériaux architecturés
ou métamatériaux », le matériau de base pouvant étre un métal, un polymere ou une céramique (Figure

1-2).



L’analyse du comportement mécanique des matériaux architecturés périodiques peut étre
effectuée au niveau microscopique, a I'échelle d'une cellule unitaire (CU), qui est répétée par
translation afin de constituer un réseau régulier périodique dans le plan ou dans I’espace. Le vocable
de métamatériaux désigne une nouvelle classe de matériaux parmi les matériaux architectures
émergeant au cours des derniéres décennies, dotés d'attributs mécaniques statiques ou dynamiques
rarement rencontrés au sein des matériaux naturels (N. Karathanasopoulos et al, 2018), telles que des
coefficients de Poisson négatifs pour les matériaux dits auxétiques, une anisotropie tres prononcée,
des couplages entre modes de déformation (tels que traction / cisaillement pour les structures chirales,

traction / flexion pour les structures chirales dépourvue de centre de symeétrie).

Afin d’atteindre des propriétés supérieures a celles des matériaux conventionnels, différentes
stratégies peuvent étre envisagées : le pilotage du degré d'anisotropie en modifiant 1’architecture, de
la densité moyenne en adaptant des parametres d’épaisseur et de longueur des éléments structuraux,
ou encore via des caractéristiques de non centrosymétrie ou de chiralité afin d’activer des interactions
entre différents modes de déformation. On trouve dans la littérature des exemples de conceptions de

matériaux architecturés sujets a une forte anisotropie ou présentant des effets chiraux (s) (Figure I-3).
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Figure 1-3 : Exemples de matériaux architecturés 3D (L. Valdevit et J. Bauer, 2016)



Mentionnons aussi les travaux de (S. Shan et al.., 2015) (Figure 1-4) qui portent sur des matériaux
architecturés avec un design interne incluant des éléments de poutre bistables et qui permettent un
piégeage de I'énergie élastique : ce type de structure a pour vocation d’absorber I'énergie. De plus, le
mécanisme d'absorption d'énergie découle uniquement de la géométrie structurelle des éléments de

poutres ; il est donc indépendant aussi bien du matériau que du chargement.

Figure I-4 : Matériaux architecturés pour piéger les contraintes élastiques (S. Shan et al., 2015).

3. Milieux continus enrichis de matériaux composites ou architecturés
périodiques

Le développement de modéles micromécaniques de nature prédictive permet de fournir une loi

de comportement a I'échelle d’un milieu continu, reliant les propriétés effectives aux parameétres
géométriques et microstructuraux des constituants individuels du composite. La présence d'un fort
contraste de propriétés entre phases au sein d’un composite (ce contraste est infini pour un matériau
architecturé) entraine le développement de forts gradients de déformation a 1’échelle microscopique,
conduisant trés souvent a la nécessité des développer des modeéles de milieu continu enrichi, en tenant

compte notamment des gradients d’ordre supérieur du déplacement ou de la déformation.

Dans les dernieres décennies, la théorie de I'nomogenéisation des matériaux architecturés est
devenue un outil fondamental afin d’analyser le comportement global de miliecux trés hétérogenes,

car siége d’un fort contraste de propriétés entre les constituants. Cette théorie repose sur la
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détermination du comportement effectif d’un volume élémentaire représentatif (VER), ce qui suppose
implicitement que cet élément VER se retrouve presque partout au sein de la structure, ce qui revient
en fait a une pseudo-périodicité. Les approches par milieu continu effectif qui consistent a remplacer
le matériau hétérogene par un continuum équivalent sont tres répandues. Ces approches continues
s’averent trés efficaces et pratiques pour analyser les structures de grande taille car elles constituent
un bon compromis entre précision et colt de calcul numérique. L’homogénéisation des matériaux
composites et architecturés est un moyen tres efficace pour l'identification de parametres de lois de
comportement ; elle est également un moyen de contrdler et d'optimiser la conception globale d'un

systeme ou d’une structure.

La géométrie et les propriétés mécaniques des constituants de matériaux composites (matrice,
inclusions) ou architecturés (topologie interne de la cellule unitaire) ont un impact direct sur la
réponse du matériau a I'échelle macroscopique. La détermination expérimentale des propriétés
mécaniques de ces matériaux étant délicate et couteuse en raison du nombre de tests nécessaires en
3D, des formulations théoriques et numériques ont été développées afin de relier le comportement
aux différentes échelles et de construire une loi de comportement a 1'échelle d’un milieu continu
effectif. En outre, la conception optimale de matériaux composites nécessite de comprendre de fagon
quantitative la relation entre I'architecture interne et les propriétés mécaniques, et de formuler des
approches théoriques et numériques adéquates pour évaluer ces propriétés en prenant en compte des
effets de la microstructure dans des conditions tant statiques que dynamiques. Les matériaux
architecturés congus avec une topologie interne quasi-périodique ont connu une expansion rapide
depuis une trentaine d’années (N.S. Bakhvalov et al., 1989 ; B. Gambin et al., 1989) ; la topologie
interne complexe de ces matériaux rend l'utilisation de simulations numériques directes ou de calculs
en champ complet de macrostructure (dans lesquelles la microstructure est modélisée a son échelle la
plus fine) numériquement trop colteuse. Les méthodes d’homogénéisation permettent de déterminer

la réponse mécanique de ces matériaux périodiques a partir de I'échelle du volume élémentaire effectif

10



(VER) ou de la cellule unitaire (CU) (X.-Y.Zhou et al., 2016) (Figure 1I-5), cette derniére étant

associée a I’idée de périodicité, contrairement au VER qui est une notion plus générale.
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Figure I-5 : Volume élémentaire représentatif d’un matériau composite (X.-Y.Zhou et al., 2016)

L'organisation multiéchelles parfois complexe de milieux architecturés (qui peuvent présenter
plusieurs échelles d’architecture) est susceptible de conduire a non séparabilité des échelles (I’échelle
microscopique du VER et I’échelle macroscopique), I'existence de grandes rotations a 1’échelle de la
microstructure, responsables d’une réponse mecanique anisotrope non linéaire montrant des effets
d’imbrication des échelles. Des méthodes d’homogénéisation étendues a la non-séparation d’échelles
sont alors nécessaires afin d’appréhender d’une fagon approchée le comportement mécanique. Des
méthodes d’homogénéisation d’ordre supérieur ont été développées depuis plusieurs décennies.
Malgré I’ampleur des travaux de la littérature consacrée a I’homogénéisation d’ordre supérieur de
milieux architecturés (H. Askes et al, 2009; I.V. Andrianov, 2011 ; H. Reda et al, 2020 ; M. Ayad et
al, 2019), il n’existe encore aucun schéma numeérique satisfaisant permettant d’évaluer les modules
d’ordre supérieur de fagon indépendante de la taille de cellule unitaire ou du volume élémentaire

représentatif (VER), ce méme en petites déformations.
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4. Panorama des méthodes d’homogénéisation de milieux hétérogenes

Afin d'évaluer les performances mécaniques des topologies parfois complexes des matériaux
architecturés, les spécialistes en science des matériaux a la recherche de performances optimisées
doivent s'appuyer sur des outils de modélisation et des méthodes de calcul performantes pour évaluer
leurs propriétés effectives au niveau de la cellule unitaire (ou les propriétés apparentes au niveau
structurel) et les relier a l'architecture interne ainsi qu’aux caractéristiques géométriques et

mécaniques des différents matériaux de base distribués au sein de la cellule unitaire.

La prédiction de la réponse mécanique effective de matériaux architecturés ne peut pas étre
obtenue par des simulations numériques directes, dans lesquelles tous les détails microstructuraux
sont entierement résolus a l'aide d’un maillage suffisamment fin. L'absence d'une séparation
d'échelles (microscopique et mésoscopique) requiert l'utilisation de théories du continuum enrichies
qui incluent beaucoup plus de parametres constitutifs que la théorie de I'élasticité de Cauchy (prés de
1000 parametres du second gradient en 3D, a mettre en regard de 27 pour un milieu élastique de
Cauchy, compte tenu des symétries majeures et mineures du tenseur d’élasticité). Pour ces raisons,
une homogénéisation vers des modeles de type milieux continus généralisés est réalisée dans un
premier temps, afin ensuite d'effectuer des calculs au niveau de la macrostructure, ce avec un codt

numérique moindre.

Les méthodes d’homogénéisation s’averent tres efficaces pour prédire le comportement effectif
des matériaux hétérogenes. Théoriquement, il n’est pas possible de prendre en compte leurs
hétérogéneites une par une. Le probléme s’avere en effet difficile a résoudre, car la description de ces
matériaux n'est possible qu’en « moyenne » : I’idéal est de les remplacer par un milieu continu
macroscopiquement equivalent. Par la suite, I’échelle microscopique ou locale est 1’échelle des
hétérogénéités et 1’échelle macroscopique 1’échelle du matériau homogenéisé a étudier. La
description du comportement macroscopique peut étre obtenue soit par une étude phénomenologique
ou expérimentale, directement a 1’échelle macroscopique, soit par homogénéisation, ¢’est-a-dire par
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un passage de la description microscopique a la description macroscopique grace a une méthode de
transition d’échelle. Parmi les types de méthodes d’homogeénéisation, distinguons 1’homogénéisation
de structures périodiques (HSP) (Bensoussan et al., 1978; Sanchez-Palencia, 1980), et
I’homogénéisation statistique (MS) développée par Kroner (1986) pour les structures aléatoires. Les
méthodes d’homogénéisation se basent sur des expansions asymptotiques des champs de déformation
et de contrainte autour de leurs valeurs macroscopiques correspondantes et utilisent des principes
variationnels conduisant & un ensemble de problémes aux valeurs limites a I’échelle microscopique

et peut étre a 1’échelle macroscopique.

Si I’on revient a I’historique des méthodes d’homogénéisation, les premiers travaux remontent au
19°m siecle lorsque Voigt (W. Voigt, 1889) posa I’hypothése d’une déformation uniforme au sein du
matériau hétérogeéne. A I’opposé, Reuss (A. Reuss, 1929) a approximé le champ de contrainte dans
I'agrégat de matériaux polycristallin comme étant uniforme. Au début des années 1960, les travaux
de Hashin—Shtrikman (Z. Hashin, and S. Shtrikman, 1963) ont amélioré la prédiction des propriétés
effectives de matériaux hétérogenes en calculant des bornes trés larges de ces derniéres dans le cas
d’un contraste trés important des propriétés des phases (M. Ostoja-Starzewski, 2007). La
généralisation de l'approche variationnelle de Hashin-Shtrikman pour prédire des bornes plus
resserrées que les limites de Voigt et de Reuss a été faite par (S. Nemat-Nasser et al., 1993 ; M.
Bornert et al., 1996 ; J. Li et al., 2001), principalement en incorporant les informations géométriques
des phases. Les méthodes d’homogénéisation classiques en petites perturbations sont bien établies
depuis les travaux précités ; en revanche, la construction de milieux continus enrichis de type milieux
continus généralisés par des méthodes d’homogénéisation fait 1’objet de nombreux travaux depuis
une trentaine d’années (Cosserat et Cosserat, 1909 ; Lim, Zhang & Reddy, 2015 ; M. Ayad et al,
2020 ; J.F. Ganghoffer et H. Reda, 2021), la prochaine section présente plusieurs travaux de littérature

basés sur ’homogénéisation vers les milieux continus généralisés d’ordre supérieurs.

La figure suivante donne une classification générale des méthodes d’homogénéisation :
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l Méthodes d’homogénéisation
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* Meéthodes semi-
analytiques pour
I’'hnomogénéisation non
linéaire

* Méthodes
d’interpolation de
données

* Méthode NTFA

Figure 1-6 : Classification des méthodes d’homogénéisation (T. H. Hoang, 2016)

5. Homogénéisation vers les milieux continus généralisés

Les techniques d'homogénéisation classiques se limitent a une longueur d’onde du chargement
ou de la déformation grande en regard de la taille de la microstructure. Dans les situations ou
I'nypothése de séparation d’échelle échoue, la théorie classique de Cauchy s’aveére incapable de
prédire le comportement global, en particulier, des effets de taille et méme des comportements non
locaux peuvent survenir en raison de la nature discréte de la matiere a des échelles suffisamment
petites, dans des situations ou la longueur d’onde du chargement est comparable a la taille de la cellule

unitaire, pour lesquelles la notion de moyenne perd son sens.

Deux stratégies peuvent étre adoptées pour remédier a I’absence de séparation des échelles dans
la modélisation des milieux hétérogenes : la premiere stratégie est de nature phénoménologique et
utilise un milieu continu effectif généralisé qui est postulé et dont les coefficients doivent ensuite étre
identifiés par des essais mécaniques ou des simulations en champ complet. L'incorporation de

I'échelle microstructurale dans les formulations enrichies implique de relaxer I'nypothése de 1’action
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locale et d’introduire une interaction spatiale et d'échelles de longueur pour tenir compte de I'influence
des points voisins dans la formulation de la loi de comportement. L'objectif de I'nomogénéisation vers
des milieux continus généralisés est de remédier aux limitations des techniques classiques et d'étendre
la plage de validité de I'approche du continuum au-dela de I'hypothése stricte de la séparation d'échelle

(Mindlin, 1964 ; Eringen et Suhubi, 1964).

Des formulations d'ordre supérieur permettent de mieux prendre en compte non seulement la
déformation locale mais aussi la variation du champ de déformation a 1’échelle du VER (Lim, Zhang
& Reddy, 2015 ; M. Ayad et al, 2020 ; J.F. Ganghoffer et H. Reda, 2021). Les milieux continus
d'ordre supérieur impliquent des degrés de liberté supplémentaires comme le milieu Cosserat promu
par les fréres Cosserat (Cosserat et Cosserat, 1909) et le milieu micromorphe (Eringen et Suhubi,
1964 ; Mindlin, 1964 ; Germain, 1973). Dans ce modele d'élasticité (Cosserat et Cosserat, 1909), les
rotations locales sont ajoutées comme degrés de liberté supplémentaires. Dans les milieux continus a
gradient d’ordre supérieur, on garde les mémes degrés de liberté mais des gradients plus élevés du
champ de déplacement sont ajoutés comme arguments de la densité d'énergie de déformation. La
figure suivante représente une classification des continuums généralises pour des milieux d'ordre ou

de gradient supérieur.
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Matériau simpl Continuum de Cauchy
4 Matériau simple (1823)

Principe Milieu de Cosserat
| d'action locale ‘ /" (1909)

v N Milieux d’ordre |~

/ \ / supérieur \“‘\\ Milieu micromorphique
\|  Matériau |/ (Eringen, Mindlin, 1964)
complexe |\

Milieu de second
“| gradient (Mindlin, 1965)

Milieux de
gradient
supérieur

-

Gradient des variables
internes (Maugin, 1990)

"y

Principe
1 d'action non
locale

Théorie non locale : Formulation
intégrale (Eringen, 1972)

Figure 1-7 : Classification des continuums généralisés : milieux d'ordre supérieur et milieux de
gradient supérieur (B. Hassani, 1999)

Les approches micromécaniques fournissent une classe plus raffinée de méthodes pour identifier les
lois de comportement des matériaux puisqu'elles partent directement d'une description a I'échelle
microscopique et qu’elles incorporent les informations microstructurales dans la loi de comportement
par une méthode de changement d’échelle. De ce fait, elles ont une capacité prédictive et intégrative
de la topologie, des propriétés mécaniques (ou plus généralement physiques) des constituants
individuels et selon la nature de la charge appliquée. Les modéles micromécaniques visent a
comprendre l'impact quantitatif des paramétres microstructuraux de nature géométrique ou
mécanique des matériaux composites sur des caractéristiques a la macro-échelle ; ils connaissent des
développements importants en raison de la nécessité de méthodes de calcul prédictives effectives des
performances des composites dans les régimes statique et dynamique (M. Ayad et al, 2020 ; F.

dell’Isola et al, 2017 ; M. De. Angelo et al, 2019).

Parmi les choix a priori possibles du milieu de substitution effectif mentionnés précédemment
(Cosserat, micromorphe, gradient de déformation, ...), le continuum élastique a gradient de

déformation introduit par Mindlin (1964) et Mindlin et Eshel (1968) présente plusieurs avantages,
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comme souligné par (Yvonnet et al., 2020), car il est suffisamment riche pour représenter les
propriétés émergentes sans avoir recours au milieu micromorphe qui posseéde beaucoup plus de
parameétres inhérents (Auffray et al., 2015). Un tel modele peut étre construit en utilisant
I'nomogeénéisation asymptotique (Boutin, 1996 ; Bacigalupo et Gambarotta, 2010, 2104a ; Tran et al.,
2012). Un grand nombre de travaux ont été consacrés a I'nomogeénéisation a gradient de déformation
dans la littérature depuis plus de 40 ans (Ben-Amoz, 1976 ; Forest et Sab, 1998 ; Forest, 1998 ; Forest
et al., 2001 ; Trinh et al., 2012 ; Tran et al., 2012 ; Rahali et al, 2015 ; Bacigalupo et Gambarotta,
2010 ; Ayad et al., 2019, 2020a, 2020b), aussi bien pour les composites a microstructures périodiques
ou aléatoires (Goda et Ganghoffer, 2016), les matériaux auxétiques (Bacigalupo et Gambarotta, 2014)
ou les milieux fibreux aléatoires (Berkache et al., 2017). Différentes approches ont été employées
pour la dérivation des propriétés mécaniques effectives des modeles a gradient de déformation de
microstructures hétérogenes. L'homogénéisation du second ordre élimine en partie I'nypothése de
séparation d'échelle en tenant compte du tenseur de gradient de déformation macroscopique (V.
Kouznetsova, et al., 2002). De plus, I'nomogénéisation du second gradient introduit une longueur
physique a I'échelle microscopique qui est absente dans I'homogénéisation du premier gradient. Il est
également possible de formuler une homogénéisation du premier gradient en tenant compte des effets
de taille et des énergies de surface a I'échelle microscopique (A. Javili et al., 2013 ; A. Javili et al.,

2015).

Les méthodes d'homogénéisation périodiques reposent sur I'expansion asymptotique de la solution
recherchée en fonction d'un petit parametre représentatif de I'échelle relative de la cellule unitaire (par
rapport a la macro-échelle de la structure globale). L'expansion de la série jusqu'au second ordre
conduit a la formulation d'un continuum a gradient de déformation effectif, dans lequel la solution
locale dépend du gradient de déformation macroscopique (Boutin, 1996 ; V. P. Smyshlyaev et K.
Cherednichenko, 2000 ; Tran, 2012 ; Boutin, 1996 ; Gologanu et al., 1997 ; Forest, 1998 ; Forest et
al., 2001 ; Kanitetal., 2003 ; Geers et al., 2001 ; Kouznetsova et al., 2004 ; Bacigalupo et Gambarotta,

2010, 2014 ; Tran et al., 2012 ; Auffray et al., 2010 ; Barboura et Li, 2018 ; Hutter et al, 2017). Les
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modules élastiques de gradient de déformation sont calculés en résolvant de maniére séquentielle
deux problémes de cellule unitaire : un probleme classique conduisant aux modules de Cauchy et un
probleme d'ordre supérieur associé au gradient de déformation macroscopique comme terme source
cinématique. Cependant, ces schémas manquent la plupart du temps d'une preuve mathématique
claire de la convergence de la solution microscopique vers la solution limite pour des valeurs vannes
du parametre d'échelle, a I'exception de I'approche variationnelle-asymptotique développée par (V. P.

Smyshlyaev et K. Cherednichenko, 2000), ces auteurs fournissant une preuve de convergence.

Les méthodes d'expansion asymptotique (Boutin, 1996 ; V.P. Smyshlyaev et K. Cherednichenko,
2000) sont parfois combinées a une méthode de transformation de Fourier rapide pour calculer les
propriétés effectives (Tran etal., 2012 ; Li et Zhang, 2013). Une stratégie assez courante pour calculer
les modules de gradient de déformation consiste a adopter des conditions limites quadratiques
appropriées sur le RVE comme chargement cinématique minimal capturant un gradient de
déformation au niveau macroscopique, une approche suivie par de nombreux auteurs (Gologanu et
al., 1997 ; Forest, 1998 ; Forest et al., 2001 ; Kanit et al., 2003 ; Geers et al., 2001 ; Kouznetsova et
al., 2004 ; Auffray et al., 2010 ; Barboura et Li, 2018). Cette methode étend les conditions aux limites
uniformes cinématiques classiques employées dans I'homogeénéisation de type Cauchy (Huet, 1990).
La méthode souffre cependant de deux défauts majeurs, puisque les modules du gradient de
déformation effectifs sont non nuls pour des matériaux homogénes ou dans des conditions de
séparation d'échelle strictes (Forest et Trinh, 2011), ce qui contredit la réponse locale de type Cauchy
des constituants individuels. En outre, les modules effectifs du gradient de déformation ne convergent
pas avec la taille du VER (Li et Zhang, 2013 ; Barboura et Li, 2018). Des corrections a ces effets
fictifs ont été récemment proposées (Barboura et Li, 2018 ; Yvonnet et al., 2020), les derniers auteurs
ajoutant un champ de force de volume aux conditions limites quadratiques ainsi qu'une correction du

tenseur de localisation.
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Une méthodologie pour la construction de milieux effectifs a gradient de déformation pour les
matériaux hétérogenes est proposée par (Reda et Ganghoffer, 2021), combinant un principe
variationnel en élasticité linéaire avec le lemme de Hill étendu tenant compte de la cinématique
géneralisée dans le cadre de I'hnomogeénéisation périodique. Le champ de déplacement microscopique
du milieu continu hétérogéne est décomposé de maniere additive en une partie homogéne
polynomiale en les mesures cinématiques géneralisées du continuum effectif & gradient de
déformation et une fluctuation périodique. La partie homogene du déplacement est évaluée dans une
premiere étape en fonction des variables cinématiques macroscopiques en introduisant les
expressions des contraintes et hypercontraintes (statique macroscopique) en conjonction avec le
lemme de Hill. Les expressions des tenseurs des modules effectifs sont obtenues a partir de la
connaissance des localisateurs de déplacement, comme solutions des problémes de cellules unitaires
classiques et d'ordre supérieur. Des facteurs de correction pour le gradient de déformation et les
modules de couplage sont introduits, ce qui permet d'obtenir des modules d'ordre supérieur qui ne
dépendent pas du choix ni de la taille de la cellule unitaire, et sont donc intrinseques a la

microstructure.

5.1. Méthodes d’homogénéisations non-linéaires

Au cours des dernieres décennies, un grand intérét a été porté aux méthodes d'homogénéisation
en élasticité non linéaire dans le cadre des matériaux hyperélastiques : citons les travaux de Spencer
(A.J.M. Spencer, 1984) qui portent sur les matériaux composites renforcés de fibres; une loi
constitutive hyperélastique continue a été développée pour les matériaux anisotropes, par la suite une
description globale du comportement anisotrope a été obtenue a 1’échelle macroscopique. L'extension
de I'application de I'hnomogénéisation analytique a I'élasticité en transformations finies a été abordée
dans les travaux de Hill (R. Hill, 1972) et d’Ogden (R. W. Ogden, 1974). Une formulation de
I'nyperélasticité anisotrope polyconvexe en transformations finies a été faite par (J. Schrsder et P.
Neff, 2003), qui repose sur I’ajout de tenseurs additionnels dits de structure, incorporés comme

arguments de I’énergie de déformation. L'objectif principal de (J. Schrsder et P. Neff, 2003) a été la
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construction de fonctions anisotropes polyconvexes au sens de Ball afin de garantir I'existence de

minimiseurs des principes variationnels en élasticité nonlinéaire.

Des estimations variationnelles de la réponse globale d'un diélectrique non linéaire inhomogene
ont été obtenues par Willis (J. R. Willis, 1986), qui I’a ensuite étendu aux milieux aléatoirement
inhomogenes pour trouver des bornes pour I'énergie globale d'un composite non linéaire, qui se
réduisent aux bornes de Hashin-Shtrikman dans la limite d’une réponse linéaire. Un développement
significatif a eu lieu avec la formulation d'un principe variationnel non linéaire par (P. Castaneda,
1991) pour estimer les propriétés effectives de composites incompressibles et compressibles
nonlinéaires, et en particulier de composites constitués d'une phase ductile et fragile, sur la base des
propriétés linéaires correspondantes avec la méme distribution microstructurale des phases. Les
modeles a deux échelles ont le potentiel de dépasser certaines limites des modéles
phénoménologiques, et ils donnent un apercu des phénoménes qui se produisent a I'échelle
microscopique. De ce fait, ils améliorent la comprehension d'un matériau donné et fournissent ainsi
une condition préalable a une optimisation de la microstructure (L. Mauricio et al, 2016 ; S. Rezaei
et al, 2017 ; S. Wulfinghoff et al, 2018). De plus, des mécanismes micromécaniques complexes
conduisent & un comportement complexe, qu’il est généralement difficile de modéliser par des
approches purement phénoménologiques, notamment en présence de la combinaison I’anisotropie, et
des phénomeénes de plasticité et d'endommagement. Les méthodes multiéchelles s’appuient sur des

méthodes numériques de pointe en présence de nonlinéarités (M. Geers et al, 2017).

5.2. Calcul des propriétés effectives
Au cours des deux dernieres décennies, le calcul d'homogeénéisation de matériaux multiphasés
complexes a suscité un grand intérét, et un grand nombre de travaux y ont été consacrés. Des articles
de synthése détaillés sur I'homogénéisation sont cités dans (M. Geers et al. 2010) et (V. Nguyen, et
al., 2011). L'une des approches les plus utilisées dans la modélisation des matériaux hétérogenes est

la méthode des cellules élémentaires pour les matériaux hétérogenes périodiques, ou celle qui utilise
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la notion de volume élémentaire représentative (VER en abrégé) pour les matériaux non périodiques,
ce qui conduit a un modele constitutif macroscopique global pour un matériau hétérogéne basé sur
une modélisation détaillée de la microstructure (Christman et al., 1989). Ces méthodes évaluent la
relation contrainte-déformation a chaque point de la macro-échelle en résolvant le probleme aux
limites associé a I'échelle microscopique. Dans la littérature, le comportement effectif du matériau
hétérogéne est calculé a partir d’un volume élémentaire representatif (VER) de I'échelle
microscopique. Les conditions aux limites du probléme microscopique sont définies de facon a
satisfaire I'équivalence énergétique entre les deux échelles, connue sous le nom de condition de
macrohomogénéité de Hill-Mandel (Hill, R., 1972 ; Mandel, J., 1972). La transition entre les échelles
s’effectue en faisant la moyenne des champs internes au sein du RVE. La Figure 1-8 (P. Steinmann
et al., 2016) résume les étapes du calcul d’homogénéisation et de la transition d’échelles afin de

trouver le comportement effectif d’un milieu équivalent.

material configuration spatial configuration

MyME) . MpME)Y . MAME) : unknown

3
;_’ macroscale
3) problem
=
“F 'A

v '\w Mp Mp
B
§
g L
2 n
= W(F), P(Fy, A(F) :known

Figure 1-8 : Résumé de la transition d’échelles et du calcul d’homogénéisation (P. Steinmann et al.,
2016).
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Cette figure présente toutes les variables du probleme pour les deux échelles micro et macro,
I’homogénéisation au premier gradient de déformation permet de calculer la premiere contrainte de
Piola-Kirchhoff et les modules élastiques tangents macroscopiques en résolvant le premier probleme
de cellule ; I’extension vers le second gradient conduit aux modules élastiques d’ordre supérieurs
homogénéisés en resolvant le deuxiéme probleme de cellule. La condition de Hill-Mandel peut étre
satisfaite par différents types de conditions aux limites, parmi lesquelles parmi les plus courantes : (i)
les conditions aux limites de déplacement linéaire, (ii) les conditions aux limites de déplacement
périodique et de traction antipériodique, et (iii) les conditions aux limites de traction imposée
constante. Les premieres et dernieres conditions aux limites sont parfois appelées conditions aux
limites homogenes. De nombreux auteurs, par exemple (Suquet, P., 1987; Peric’, D etal.., 2011), ont
montré que dans les problémes mécaniques linéaires et non linéaires, le comportement effectif est
dérivé dans des conditions aux limites périodiques limité par des conditions aux limites de
déplacement linéaire sur I’arréte supérieure du VER (Figure 1-9) et des conditions aux limites de
traction constante sur 1’arréte inférieure pour une taille finie du VER. (Kaczmarczyk et al.. 2008) ont

tiré des conclusions similaires dans le contexte de I'nomogénéisation du second gradient.

D

Figure 1-9 : Répartition des tractions admissibles pour des conditions aux limites périodiques qui
autorisent la déformation de la VER selon la partie antisymétrique de la déformation du second
gradient (Kaczmarczyk et al.. 2008).

5.3. Taille et morphologie du VER
Dans les méthodes d'homogénéisation, la réponse macroscopique est définie comme la moyenne

de la réponse d'un échantillon microscopique de taille finie dans laquelle la microstructure est
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explicitement résolue. Cet échantillon microscopique est appelé cellule unitaire ou élémentaire pour
les matériaux avec une microstructure ordonnée, voir la partie gauche de la Figure 1-10 (V. P. Nguyen
et al.., 2011), et le VER ou RVE en anglais (ce concept a été introduit par Hill) pour les matériaux
ayant une microstructure aléatoire, voir la partie droite de la Figure 1-10. D'autres noms, y compris
I'élément de volume microstructural (MVE) et autres sont egalement utilisés pour cet échantillon

microscopique.

Le choix du volume élémentaire représentatif (VER) pour des matériaux hétérogenes a
microstructures complexes est une tache délicate. Afin d’étre efficace dans le choix, une précision
maximale avec moins d'effort de calcul est nécessaire. Le VER doit étre suffisamment grand pour
étre statistiquement représentatif du composite afin qu'il comprenne effectivement un échantillonnage
de toutes les hétérogénéités microstructurales qui se produisent dans le composite (Drugan, W et al.,
1996). En revanche, il doit rester suffisamment petit pour étre considéré comme un élément de volume
du milieu continu étudié (Kanit, T et al., 2003). Le schéma d’homogénéisation du premier ordre
repose de maniére critique sur le principe de la séparation des échelles et exige que I'échelle de
longueur microscopique de la microstructure soit beaucoup plus petite que la longueur caractéristique

sur laquelle la charge macroscopique varie dans I'espace (M. Geers et al., 2010).

De maniere générale, les méthodes de calcul par homogénéisation font appel aux étapes
suivantes (V. P. NGUYEN et al., 2011) : définition d'un volume élémentaire représentatif (VER),
principe de séparation des échelles, théoreme de moyenne, par exemple, théorémes de moyenne de
déformation et de contrainte, le principe de macrohomogénéité de Hill — Mandel, comportement des

constituants de VER.
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UNIT CELL

Figure 1-10 : EIément de volume représentatif pour un matériau composite ordonné/structuré (a
gauche) et pour un matériau désordonné/aléatoire (a droite) (V. P. NGUYEN et al.., 2011)

L'existence d'un VER et le choix de sa taille pour des matériaux hétérogénes aléatoires ont été
abordées par plusieurs auteurs (W. J. Drugan et al., 1996 ; I. M. Gitman et al, 2007b ; T. Kanit et al..,
2003 ; S. Swaminathan et al., 2006). Parmi ces références, on trouve les travaux de (I. M. Gitman et
al., 2007b) qui ont fait une étude intéressante sur I'existence d'un VER pour les matériaux hétérogenes
quasi-fragiles qui présentent une localisation de déformation. Ces auteurs ont constaté qu'il n'existe
pas de VER pour ces matériaux, car le matériau perd son homogénéité statistique lors de la
localisation de la déformation. (V. P. Nguyen et al., 2010) ont montré qu'il existe un VER pour les
matériaux hétérogénes quasi-fragiles présentant une localisation de déformation si une relation de
traction-séparation, et non une relation contrainte-déformation, est la propriété homogénéisée
recherchée. Dans un schéma de calcul par homogénéisation, un échantillon microscopique est dit étre

un VER lorsque les conditions suivantes sont remplies :

« Une augmentation de sa taille n'entraine pas de différences importantes dans les propriétés

homogénéisées.
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« Sa taille est beaucoup plus petite que la longueur caractéristique [, sur laguelle le chargement
macroscopique varie dans l'espace, [,, <<l[,,. Cette condition est connue comme le principe de

séparation des échelles.

5.4. Description de la cinématique imposée sur le VER
Un aspect important des méthodes d’homogénéisation basées sur le VER ou CU est le choix des
conditions aux limites (CL), qui sont imposées sur les bords du VER, ces conditions sont utilisées
pour capturer 1’effet du milieu environnant. Le choix des conditions limites affecte les modules
homogénéisés, c'est-a-dire la réponse constitutive a I'échelle macroscopique. Selon la littérature, les

conditions aux limites suivantes sont couramment utilisées dans les schémas d’homogénéisation :

e Taylor (champ de déformation microscopique homogene)
e Lineéaire

e Traction constante

e Périodique

e Cinématiques minimales

Le tableau indiqué Figure 1-11 (V. P. Nguyen et al., 2011) présente un résumé de ces conditions aux
limites. La Figure I-12 présente en détail les conditions aux limites de type périodique et non

périodique.
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Figure I-11 : Différents types de conditions aux limites (V. P. Nguyen et al., 2011).

r+

m,2 4

Figure 1-12 : Volume élémentaire représentatif périodique (a gauche) et VER non périodique (a
droite) (V. P. Nguyen et al, 2011)

Les conditions aux limites de Taylor produisent un champ de deformation microscopique
homogeéne, c'est-a-dire qu'il n'y a pas d'interaction entre les hétérogenéités. Cette condition aux limites
est donc irrealiste pour ces types de matériaux hétérogenes. De nombreux auteurs (T. Kanit et al.,
2003 ; K. Terada et al., 2000) ont montré que méme pour les matériaux hétérogenes non périodiques,
les conditions aux limites periodiques fournissent des estimations raisonnables des proprietes

effectives. En comparaison avec les conditions aux limites de traction linéaire et constante, les CL
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périodiques donnent une convergence plus rapide des propriétés effectives, c'est-a-dire que des VER
plus petits peuvent étre utilises avec des CL périodiques. Les CL périodiques sont donc probablement
les conditions aux limites les plus couramment utilisées a ce jour pour les VER. Pour les VER siéges
de localisation de déformation, les CL linéaires ne doivent pas étre utilisées, comme indiqué en Figure
I-13 (V. P. Nguyen et al., 2011), car elles empéchent les bandes de localisation ou les fissures de

s'approcher du bord du VER.

Figure 1-13 : cellule unitaire présentant une réponse avec adoucissement en cisaillement : les CL
linéaires empéchent les dommages de se produire sur les bords de VER (a gauche) tandis que les CL
périodiques le permettent (a droite). Le tracé de bords montre le profil des dommages (V. P. Nguyen et
al., 2011)

6. Objectifs et motivations de la these

L’objectif générale de cette these est I’identification de milieux continus enrichis du second gradient
pour des matériaux architecturés et composites périodiques, par des méthodes d’homogénéisation.
Ces méthodes seront d'abord développées en petites perturbations, puis seront étendues en grandes
transformations. Les modéles développés ont pour objectif de déterminer les propriétés effectives de
ces matériaux a I’échelle macroscopique pour le milieu classique de Cauchy et du second gradient.
Un mode¢le d’homogénéisation 3D pour le milieu du second en HPP sera développé pour faire des

applications sur des macrostructures qui ne sont pas réalisables et projetables en 2D.

Les mode¢les d’homogénéisation en grandes transformations seront trés efficaces pour prédire le

comportement effectif de matériaux architecturés mous (le matériau de base qui les constitue étant un
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polymere souple) présentant de forts gradients de déformation. Un schéma incrémental sera appliqué
pour déeterminer la réponse effective du second gradient a chaque incrément de charge. L’élaboration
de méthodes d’homogénéisation nonlinéaires de microstructures périodiques au second gradient et sa

mise en ceuvre pour des milieux architecturés mous constitue I’originalité de cette these.

Des schémas d’homogénéisation continus vers des milieux a gradient d'ordre supérieur seront
développés, ils conduiront & des formulations incrémentales pour prédire la réponse élastique non
linéaire. Les méthodes théoriques et expérimentales développées seront appliquées a une sélection
d'architectures bien choisies sujettes a des effets d'échelle interne. Les réponses non linéaires prévues
de milieux hétérogénes sélectionnés seront validées par des mesures faites sur des microstructures de

pantographe.

Une identification de potentiels macroscopiques anisotropes sera effectuée spécifiquement sur une
structure de type pantographe, choisie en raison de sa réponse au second gradient prononcée, due aux
effets de flexion de la microstructure (F. Dell’Isola et al., 2019). La formulation incrémentale du

probleme nonlinéaire du second gradient et sa discrétisation par éléments finis seront établies.

Les travaux de cette these se décomposent en trois parties principales. La premiére partie expose le
développement théorique de schémas d’homogénéisations continus pour le milieu de Cauchy et du
second gradient en petites et grandes déformations. Puis, I’implémentation de ces formulations
numériguement sera faite au sein du code d’éléments finis FreeFem++. Puis, des calculs par éléments
finis sur des macrostructures a la microstructure complétement résolue ainsi que des essais
mécaniques expérimentaux seront réalisés afin d’identifier les parametres matériau des modeles
hyperélastiques choisis a 1’échelle microscopique, soit pour valider la méthode d’homogenéisation

développée.
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7. Plan de la these

Ce manuscrit est subdivisé en 6 chapitres. Le chapitre 1 énonce le contexte général et les motivations
de la thése ; il comporte un état de 1’art synthétique sur 1’homogénéisation. Dans le chapitre 2, une
méthode d’homogénéisation du second gradient dans un contexte de I1’élasticité linéaire est
développée pour des geométries 2D et 3D. Des applications seront réalisées pour des matériaux
composites, des matériaux architecturés et a parois mince, avec une étude de sensibilité de la longueur
interne a la géométrie de la structure qui est faite pour un pantographe. Le chapitre 3 a pour objet
I’élaboration d’une démarche théorique d’homogénéisation en grandes déformations au second
gradient. Le chapitre 4 est consacré a I’identification des potentiels macroscopiques anisotropes pour
les milieux de substitution hyperélastiques de Cauchy et du second gradient. Nous analyserons plus
specifiquement la structure pantographique sujette a des effets de second gradient prononceés. Des
essais mecaniques seront réalises pour identifier les parameétres matériau de la loi hyperélastique
postulée a 1’échelle microscopique ; une validation de la méthode d’homogénéisation est faite en
comparant les prédictions numériques de I’homogénéisation avec la réponse macroscopique issue
d’essais expérimentaux. Le chapitre 5 a pour objectif I’application des méthodes d’homogénéisation
du second gradient linéaires et nonlinéaires développées pour des matériaux architecturés dans un
contexte 3D. Le chapitre 6 conclut le travail réalisé par une bréve discussion des méthodes
développées et des résultats obtenus, puis en énonce les perspectives. La Figure 1-14 résume le plan

général de la these.
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Figure 1-14 : Plan de la these
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II. Méthode d’homogénéisation a gradient d’ordre supérieur en
élasticité linéaire : Applications aux matériaux composites, au
pantographe et aux matériaux a parois minces

Nous développons dans ce chapitre des modeles des milieux continus a gradient de déformation basés
sur I'nomogénéisation pour calculer les modules effectifs de Cauchy et de gradient de déformation de
matériaux composites 3D hétérogenes, de structures poreuses a parois mince et de type pantographe.
La méthode d'homogeénéisation est basée sur un principe variationnel en élasticité linéaire articulé
avec le lemme de Hill, qui est étendu en considérant la cinématique généralisée du second gradient
dans le cadre de I'nomogénéisation périodique. Le champ de déplacement microscopique est
décomposé en la somme d’une fonction polynomiale des variables cinématiques macroscopiques
introduites et d’une fluctuation périodique. Les déplacements fluctuants sont exprimés en fonction
des variables cinématiques macroscopiques solution des probléemes séquentiels de cellules unitaires
classiques et d'ordre supérieur. Les modules élastiques effectifs calculés ne dépendent pas de la taille
des cellules unitaires et sont donc intrinseques a la microstructure des composites. Des applications
en 3D pour des structures composites et des microstructures a parois minces sont réalisées afin
d'illustrer la stratégie d'homogénéisation proposée, montrant des effets de gradient de déformation

prononces.
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1. Introduction

La modélisation des matériaux a microstructure hétérogene peut requérir des modeles plus
riches que la formulation classique du premier gradient (propre au milieu dit de Cauchy) pour prédire
leur comportement homogene effectif a I'échelle macroscopique d’un milieu continu de substitution
(Mindlin & Eshel, 1968). De forts gradients de déformation microscopique sont observés, avec une
longueur d’onde comparable ou plus petite que la taille du VER, en situation de forts gradients des
propriétés microscopiques des constituants, en particulier pour les milieux architecturés qui
présentent un contraste infini de modules élastiques entre le matériau de base et le vide qui

I’environne.

Les matériaux composites sont tres utilisés de nos jours dans les applications aéronautiques,
automobiles, navales et en construction mécanique, en raison des nombreux avantages qu’ils
procurent, notamment leur Iégereté, leurs propriétés et résistance mécaniques élevées, la capacité
d'absorption d'énergie, ou encore leur bonne isolation thermique et acoustique. Concevoir ces
matériaux homogénéisés de maniere optimale nécessite de comprendre la relation entre lI'architecture
interne et les propriétés mécaniques (plus généralement physiques, par exemple électriques,

thermiques, magnétiques), ce qui peut étre réalisé grace aux méthodes d’homogénéisation.

Le calcul des propriétés effectives homogénéisées des matériaux hétérogenes périodiques repose
sur la moyenne volumique des champs de déformation et de contrainte sous des conditions aux limites
périodiques appliquées sur la cellule unitaire (Hill, 1966, 1967 ; Mandel, 1966). L'homogénéisation
classique s’appuie sur 1’hypothése de séparation d'échelles (I’échelle mésoscopique de la cellule de
base et 1’échelle macroscopique de la structure), connue sous le nom de condition de macro-
homogénéité de Hill-Mandel (Hill, 1966, 1967 ; Mandel, 1966). Dans cette approche qui se limite a
un milieu effectif du premier gradient, tous les gradients de déplacement d'ordre supérieur sont
négligés et seul le premier gradient de déplacement est introduit dans la cinématique du milieu continu

de substitution (Truesdell et al, 1960 ; Mindlin & Eshel, 1968). Dans les situations ou I'hypothése de
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séparation d'échelle classique ne s’applique plus, la théorie classique ne peut prédire le comportement
global, et notamment les effets de taille de microstructure, compte tenu de I’absence d’une échelle de

longueur (Mindlin, 1964).

Un grand nombre de travaux de la littérature dévolus a I’lhomogénéisation vers des milieux du second
gradient ont vu le jour depuis une cinquantaine d’années (Ben-Amoz, 1976 ; Forest et Sab, 1998 ;
Forest, 1998 ; Forestetal., 2001 ; Trinhetal., 2012 ; Tran etal., 2012 ; Rahali et al., 2015 ; Bacigalupo
et Gambarotta, 2010), pour des composites a microstructure périodique ou aléatoire (Goda &
Ganghoffer, 2016), des matériaux auxétique (Bacigalupo & Gambarotta, 2014) ou plus récemment

des milieux aléatoires de nature fibreuse (Berkache et al., 2017).

Méme si beaucoup de travaux ont porté sur des modélisations bidimensionnelles, le développement
de modéles du second gradient dans un contexte 3D s’avére nécessaire pour les geométries qui ne
sont pas réalisables ni projetables en 2D, telles que les structures a parois minces (Khalil Refai et al,

2019).

L’objectif de ce chapitre est de développer une méthode d’homogénéisation continue de matériaux
hétérogenes périodiques au second gradient dans un contexte de petites transformations, et de calculer
les modules élastique effectifs pour différentes microstructures qui justifient le recours a ce type de

modeéles.

Le plan du chapitre est le suivant : aprés une introduction aux méthodes d'homogénéisation
(section 2), la théorie de I’homogénéisation continue vers un milieu a gradient de déformation est
exposée dans la section 3. Les sections 4, 5 et 6 présentent quelques exemples numériques illustrant
la méthodologie proposee pour les composites a base d'inclusion en 3D et pour des matériaux a parois
mince. Une étude de sensibilité des modules effectifs a différents paramétres microstructuraux
(fraction volumique de renfort, contraste de modules) est réalisée en section 6. La section 7 expose

une étude de sensibilité de la longueur interne aux parametres géométriques d’une structure
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pantographique. Une synthese des principaux résultats obtenus et quelques perspectives de travaux

futurs sont présentées dans la section 8.

Les notations utilisées sont précisées dans ce qui suit. L'espace physique est assimilé & l'espace
euclidien, les vecteurs et les tenseurs d'ordre supérieur sont décomposés dans une base orthonormée

de l'espace vectoriel sous-jacent. Le gradient d'un champ scalaire ou de tenseur par rapport a la

position est noté avec l'opérateur nabla et la position en indice, soit E(x)®VX, qui représente le
gradient du champ de tenseur E(x) par rapport a la position macroscopique, le vecteur X. La

transposée d'un tenseur s'écrit par exemple avec une notation en exposant B' . La transposition d'un
tenseur du troisieme ordre s'applique a ses deux derniers indices. Le gradient d'un champ tensoriel

A(y) estnoté A(y)®V, (avec ® le produit tensoriel) et sa divergence est obtenue comme la trace

du gradient, notée A(y).V, . Le produit dyadique symétrisé est noté¢ ®°. Le produit scalaire (a.b)

représente le produit interne dans I'espace des vecteurs (tenseurs) cartésiens. Les contractions simples,
doubles et triples des tenseurs s'écrivent respectivement ', '.".". Le produit vectoriel de deux vecteurs

ou tenseurs U, V est noté UxV. La transposée d’un tenseur du troisieme ordre G a composantes

Gy, dans une base cartésienne est le tenseur G' de composantes G,; dans la méme base.

Nous utilisons dans ce présent travail quelques abréviations des termes techniques qui sont standard

dans les méthodes d’homogénéisation :
CU : Cellule unitaire

CLP : Conditions aux Limites Périodiques.
VER : Volume Elémentaire Représentatif.
PC : Probleme de cellule

SG : Second Gradient
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HSP : Homogeénéisation des Structures Périodiques
MS : Modélisation Statistique

DH : Déplacement Homogene

DF : Déplacement de Fluctuation

On note les grandeurs microscopiques en minuscule (comme u) et en majuscule les grandeurs
macroscopiques associées (telle que U). Le champ de déformation linéarisé est défini comme la partie

symétrique du gradient de déplacement.
ex(U)=2 (U® Vx+uQ V5).

Le transposé d'un tenseur s'écrit avec une notation d'exposant, par exemple le vecteur ligne ou
covecteur u”= [uy, uy,u,]"; la transposition d'un tenseur du troisieme ordre s'applique a ses deux

derniers indices.

La moyenne volumique d'une quantité microscopique sur un domaine spatial V est notée selon :

1
<G>:meGdV

2. Méthodologie générale pour I'homogénéisation des matériaux
hétérogenes périodiques

Les méthodes d’homogénéisation de matériaux composites périodiques distinguent deux échelles :
I'échelle de la microstructure pour laquelle la position microscopique est notée vy, et I'échelle
macroscopique avec la position spatiale x. Une dépendance implicite de la position macroscopique
est valable pour la déformation macroscopique et son gradient, successivement E = E (x), K = K (x)=
E (X) @ Vx. Dans ce qui suit, les vecteurs y et x désignent respectivement les positions spatiales
microscopique et macroscopique des points matériels, avec toutes les positions définies par rapport a

une base cartésienne fixe ; la cellule unitaire (CU) de matériaux hétérogenes et le milieu effectif sont
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représentees sur la Figure 11-1. Pour les matériaux périodiques, on peut alors se limiter a la cellule de

base pour faire I’homogénéisation et déterminer les propriétés effectives du milieu équivalent.

Cellute Unitajre

Figure 11-1 : Cellule unitaire (CU) de matériaux hétérogénes et milieu effectif équivalent

Les méthodes d'homogénéisation prédisent le comportement effectif des matériaux hétérogénes. Ces
matériaux présentent des hétérogénéités dans différentes zones de la structure, ce qui rend cependant
difficile de modéliser les hétérogénéités une par une. L’idéal est de remplacer la structure hétérogéne

par un milieu continu macroscopiquement équivalent.

Par la suite, I'échelle microscopique ou locale est I'échelle des hétérogénéités et I'échelle
macroscopique est I'échelle du milieu équivalent homogénéisée. On montre que le calcul des
propriétés effectives par les méthodes d'homogénéisation des matériaux hétérogenes se fait sur une
cellule unitaire périodique du matériau (CU), qui représente I'hétérogénéité de la microstructure
initiale répétée de facon reguliére dans toutes les directions. La Figure 11-2 présente la CU pour des

matériaux composites et architecturés périodiques.
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Figure 11-2 : Exemples de cellules unitaires de matériaux périodiques.

Les méthodes classiques d'homogénéisation vers un milieu effectif de Cauchy sont limitées a une
grande longueur d'onde du champ de déformation en regard de la taille typique de la microstructure.
Malgré son emploi trés fréquent et son succes, la théorie de Cauchy classique s'avére incapable de
prédire le comportement global de la microstructure la ou I'nypothese stricte de séparation d'échelle
(entre I’échelle de la cellule et I’échelle de la macrostructure) n’est plus valable. L'absence d'un
paramétre d'échelle de longueur interne du matériau dans la théorie classique de I'élasticité de Cauchy
conduit a une description insuffisamment précise du comportement a I’échelle de la cellule unitaire
de la microstructure, car les effets de taille absolu qui se produisent lorsque la longueur d’onde du
chargement est proche de la taille de CU ne sont pas pris en compte (Goda et Ganghoffer, 2015). De
méme, des modes de déformations spécifiques ne sont pas décrits par 1’élasticité du premier gradient,
en particulier le développement de forts gradients internes de déformation, qui peuvent conduire a
I’émergence de gradient d’ordre supérieur a 1’échelle d’un milieu continu homogénéisé de

substitution.
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3. Formulations théoriques du modele a gradient de déformation

A I'échelle microscopique de la cellule unitaire, une loi de comportement élastique linéaire isotrope

du premier gradient est adoptée, ce qui permet d’écrire les équations de champ en statique selon :

o .V,+b=0dans Y (2.1)
on=t surdY (2.2)
o==Ce (2.3)

Avec o le tenseur des contraintes de Cauchy, symétrique o = o (la symétrie étant une conséquence
de I'équilibre du moment angulaire), b le vecteur des forces volumiques, n le vecteur normal extérieur
sur les frontieres du domaine, t le vecteur traction et C le tenseur de rigidité microscopique du

quatriéme ordre.

Le comportement effectif est évalué en appliquant la condition de macrohomogénéité de Hill-Mandel
sur la cellule unitaire ou le VER ; cette procédure conduit a un milieu continu effectif a I'échelle
macroscopique. Des conditions aux limites périodiques sont appliquées sur la cellule, avec une
déformation macroscopique E(x) pour le milieu du premier gradient et un gradient de déformation
K(X)= E(X)® Vx pour le milieu de second gradient, imposées comme variables cinématiques
contrdlées sur la frontiere de la cellule unitaire. Le déplacement microscopique est décomposé en une
forme quadratique de la cinématique macroscopique représentant la partie dite homogeéne décrivant
exactement le milieu homogéne du second gradient postulé ; il est corrigé par une fluctuation ;(y),

nulle sur les bords de la cellule unitaire et de moyenne nulle, soit :
~ 1 ~
w =™ + U = Egj - vy + 5 K (v @ wie) + () (2.4)

La deformation macroscopique et les variables cinématiques macroscopiques introduites sont liées

par des fonctions de localisation, qui résultent de la formulation des problemes de cellule, soit :

;(y) = H (0) : Eje + HS 1 )+ K (2.5)
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ou E(x) et K(x) sont le premier et le deuxieme gradient du macro-déplacement (Mindlin, 1964),

exprimés comme suit en fonction du déplacement microscopique :
UX)=< u >,; E: =< um™ @5V, >y ; K(X)=E(X) ® V, (2.6)

Le tenseur de déformation microscopique linéarisé est la partie symétrique du gradient de

déplacement.
e:=u®ST, (2.7)

La déformation et le gradient de déformation s’écrivent sous forme indicielle comme suit:

1 1
&ij= 5 (Wi, j70) § Kijie=€ij = 5 Uy, jiet i ise) (2.8)
1 .
&ij = Eij + S Kijiy + &, () (2.9)
avec &, (y)= %(}j +0; )(y) la partie fluctuante de la déformation. On observe que le champ de

deformation est symétrique, soit €;; = ¢j; , et le tenseur du second gradient présente une symétrie par

permutation des deux derniers indices, soit K; 3 =Kjy .

Le centre d'aire de la cellule unitaire (CU) est le point x, défini dans la base cartésienne par la relation

intégrale suivante :

ﬁ [(y-xav, =0 (2.10)

ol | Y| désigne la surface de la cellule unitaire dans un contexte 2D (son volume en 3D). L’intégration

a lieu ici sur tous les points microscopiques avec le vecteur position au sein de la CU, le sens de la

relation (2.10) étant que la position relative &:=(y —x) des points microscopiques est de moyenne

nulle sur la cellule unitaire.
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Dans les théories du continuum a gradient de déformation, I'énergie de deformation est écrite comme
une forme bilinéaire des variables cinématiques, en adoptant dans ce chapitre une formulation en
petites déformations, les énergies étant alors des fonctions quadratiques de leurs arguments

cinématiques :

1 1 1 .
Wy (EK) = <W,(e)> = <2 &;(¥): cijua(y) :ea(y)> = S E i Coar  Egg + EKijk--AZ(;chn Kimn +

Eyj (BRSO, + Bl ): Kictm (2.11)

avec cyj; et C[}%” respectivement les tenseurs des modules élastiques du premier gradient
microscopique et macroscopique (tenseurs d’ordre quatre), AZ‘;CTmn les composantes du tenseur du
sixiéme ordre des modules du gradient de déformation, et Buklm le tenseur du cinquieme ordre des
modules de couplage entre les comportements du premier et du second gradient. La densité d’énergie

¢lastique du milieu du second gradient a 1’échelle macroscopique est notée Wy, (E, K).

La premiére relation dans I’Eq. (2.11) est la condition de macrohomogénéité étendue de Hill-Mandel,
qui stipule que la moyenne en volume du travail interne microscopique au sein de I'CU est égale au

travail interne macroscopique du milieu a gradient de déformation postulé.

Les contraintes macroscopiques homogénéisées pour le milieu de Cauchy et second gradient sont
obtenus en dérivant I'énergie de déformation par rapport a la macro déformation E(x) et a son gradient

K(x) respectivement, soit :

Zij = CL EatBlim Kiam (2.12)
Siji=BlmEim + Alfitmn Kimn

La matrice des modules élastiques effectifs, C[oT, ALG™ . et la matrice de couplage Bjjm, ont les

propriétés de symétrie de permutation indicielles suivantes :
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Chom _ Chom Chom. Bhom — B

hom . hom hom hom
ijkl jikl klij > ijklm =B; A =4 =4

lklm ijlkm » ijklmn=4%jiklmn Imnijk

Dans le cas ou la microstructure du matériau présente une symétrie centrale, le tenseur élastique de
couplage d'ordre cing B{}‘,’J[jn s'annule, de sorte que la loi de comportement précédente s’écrit de fagon

découplée selon :
hom
Cl]kl Ekl

Sijk=Altmn Komn (2.13)

A l'aide des modules élastiques effectifs homogénéises, nous écrivons la loi de comportement de
Cauchy et du second gradient en 2D reliant respectivement les contraintes et hyper-contraintes aux
tenseurs de déformation et du gradient de deformation, en considérant leur symétrie selon une écriture
en format vectoriel, soit trois composantes indépendantes pour les contraintes et déformation du
milieu de Cauchy et six composantes indépendantes des tenseurs de gradient de déformation et

d’hypercontrainte (du milieu du second gradient) :

E = [E11,E22;E12 = E21]T, Z=[2111222;Z12 = 221]T (2-14)

K = (Ki11, K221, K122, K222, K112, K127, S = (S111,S221, S122, S222, S112, S121)7 (2.15)

Les tenseurs macroscopiques de contraintes et de déformations sont liés par la loi de comportement

homogénéisée utilisant les notations de (Tran et al., 2012) :

Chom

Chom

21 C1111 1122 C1112\ /Eq1
hom hom hom
222 2211 C2222 C2212 Ez, (2-16)
P hom hom hom E
12 Ciz11 Cizzz  Ciziz 12
hom hom hom hom hom hom
5 AlTt111 Ali1221 Alttizz Aftizzz Alttiz Alitiza K
111 111
5221 A221111 A221221 A221122 A221222 A221112 A221121 K221
hom hom hom hom hom
Si122 _ A122111 A122221  Ai22122  A122222  A122112  Al22121 I K2, (2 17)
hom hom hom hom hom hom )
gzzz A222111 A222221 Azz2122 A222222  A222112 A222121 gzzz
h
112 A1 A112221 A112122 A112122 A112112 A112121 an
5121 Ahom Ahom Ahom Ahom Ahom Ahom 121

121111

121221

121112

121122

121112
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On écrit également la loi de comportement en 3D pour le milieu de Cauchy selon :
E = [E11,E32, Es3, E1p = Epq, Ep3 = E3p, Eq3 = E31]T,
3=[211, 222,233, 212 = 21,203 = 235,213 = 231]T (2.18)

Dans la formulation classique de Cauchy on retrouve 6 composantes de déformation E;;, ainsi que

les contraintes de Cauchy X;;, en utilisant la notation de VVoigt modifiée, c'est-a-dire en réécrivant les

j
6 composantes respectives des tenseurs X et E sous forme de 2 vecteurs colonnes et les composantes

des tenseurs d'ordre C, prenant en compte les symétries indicielles, sous forme d’une matrice 6x6

pour simplifier 1’écriture :

5 /6{‘1""‘ mochemo 00 0 \ /B
(2| [t ctem e 0 0 o (k)
| 233 |=| Cy™ cE™ CE™ 0 00 I' Ess | (2.19)
1Z2 |7 0 0o o cm oo o || Ee| |
\223 / \ 0 0 0 0 chkm o /\523 /

X Ei3

13 0 0 0 0 0 chom

La théorie 3D de I’élasticité a gradient de déformation fournit un vecteur gradient de déformation

K;jx qui contient 18 composantes et a une symétrie dans les deux derniers indices, qui est conjugué
au sens de I’énergie aux 18 composantes du tenseur des hypercontraintes S;,.. La relation entre ces
deux tenseurs fournit une matrice de modules élastiques homogénéisés AZ-‘;{’{‘mn de second gradient de

taille 18x18.
Kijk:[Klllﬂ K221' K122' K331! K1331 K2221 K112! K1211 K332' K233! K333' K113! K131! K223' K232! K231' K132' K123]T
Sijk:[sllll 52211 5122' 5331' 5133' 5222' 51121 51211 5332' 5233' 5333' 5113! 5131! 5223! 5232! 5231! 5132' 5123]T (220)

Le tenseur des modules du second gradient en 3D s'écrit sous la forme matricielle suivante :
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Sym.

Figure 11-3 : représentation matricielle du tenseur des modules effectifs du second gradient

5111
5221
5122
5331
5133
5222
5112
5121
5332
5233
5333
5113
5131
5223
5232
5231
5132
5123

:(A

hom
ijklmn

(2.21)

On peut écrire les modules élastiques effectifs en fonction des localisateurs de déformation A (y),

AX (), respectivement des champs de tenseurs du quatriéme et cinquieéme ordre, exprimés en fonction

des localisateurs de déplacement introduits dans I'équation (2.5) :
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AEQ): =L, +HEQ) @V, AX():=(L®y+HX() ® W) ~ T - &) = A5(y):E (x) +

AK(y) = K(x) (2.22)
chom= [ (AE(y)) : C(y) : AE dV,
Bhom= [ (A%(y))': C(y) .. AK(y) dV, (2.23)

Atom= [ (AK () .Cly) . AK () dV,
avec C(y) le tenseur microscopique des modules d'élasticité.

Afin de quantifier I'importance des effets du second gradient, nous calculons les longueurs internes,
définies comme la racine carrée du rapport des parameétres constitutifs du comportement homogénéisé
du second gradient a ceux du modele du premier gradient : la longueur interne définie dans (Goda &

Ganghoffer, 2016) s’écrit avec la notation de Voigt simplifiée comme suit :

ZT;Z Aho_m
le;j = % (2.24)
)
3.1. Evaluation des champs de déplacements et déformations microscopiques

Dans la modélisation tridimensionnelle, les vecteurs déplacement et de déformation s’écrivent

comme suit en notation de Voigt :

u= [ux: uyr uZ]T:[uIJ u21u3]T (225)

— — — — T— — — — T
&= [gxxr eny €22, gxy - gyx'gyz - gzy: Exz = Szx] _[811' €22,833,812 = €21,823 = €32,€13 = 831]

(2.26)

A partir du développement de I'équations (2.4) et (2.9), on peut obtenir les composantes des vecteurs

de déplacement et de déformation microscopiques, écrites successivement comme suit :

x? y? z? xy xz yz -
u1=E11x+E12y+E13z+7K111+7 K122+7 K33+ 5 K112+ 5 Kiq13+ 5 K123+,
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y2 x2 z2 xy Xz vz .
Uy=E7y+E 1 x+E;32+ Py Kzzz"‘? K211+? K333 +? K312 +? K313 +7 K333 +1; (2.27)

z? x2 y xy Xz yz ~
Uz = E332+E31x+5323’+71<333+7 K311+§ K335+ > K312+ > K343+ > K3,3+1i3

Les composantes du tenseur de déformation sont obtenues par dérivation du champ de

déplacement:

ou
511—E11+K111x+ K112+ K113+ :
6u2
522—E22+K2223’+ K212+ K223+
ou
511—E33+K333Z+ K313+ K323+ : (2.28)

o, 0
€12=; [(E12+K122y+ K112+ K123)+(E21+K211x+ K212+ K213)]+ ( 2+ 1;1)

o,  ou
€23=; [(E23+K233Z+ K213+ K223)+(E32+K322y+ K312+ K3z3)]+ (auzz+ au3)

ou, ou
313—‘[(513+K133Z+ K113+ K123)+(E31+K311x+ K312+ Ks13)]+ (auzl+ au3)

La formulation de I'élasticité du second gradient de déformation donne un probleme de valeur aux
limites sur la CU soumis a une déformation et un gradient de déformation imposés ; elle se formule

comme suit :
diV{Cijm (y) :(Ekl + Ky Y +V, Uy )} =0 (2.29)

En insérant dans I'équation (2.29) le déplacement fluctuant de I’Eq. (2.5), nous obtenons les
problémes aux valeurs limites (PVL) du premier et du second gradient, posés sur la cellule unitaire
comme conditions de stationnarité de 1’énergie macroscopique : un principe de minimisation étendu
a toutes les fluctuations périodiques s'applique a I'énergie de déformation dans I'équation (2.11) en

utilisant I'expression de la microdéformation (2.8), soit :
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1
Wy(E,K) = Ming < w,(¢) >= Ml’nﬁ}f &) ciju ) e (y)
1 Y (2.30)
= Mmﬁzf (El] + Kijkyk + Vyjﬁi) : Cijmn(y): (Emn + Kmnpyp + Vynﬁm)
Y

Les problémes de cellule unitaire PVL1 et PVL2 au premier et second gradient qui en découlent

prennent la forme suivante :
PVLL: ~div {eya(y): (Eiw + By (Hfnn (3): Emn) )} = 0 (2:31)

PVL2: ~div {cipa): (Kiamdm + Uy (Hfimn Kinn) )} = 0 (2:32)

En utilisant I'équation (2.28) qui donne les composantes de la déformation microscopique, et apres le
développement de I'équations (2.29), nous obtenons le probleme aux limites pour le premier et le
deuxiéme gradient sous forme faible comme suit :

(Ai(gll + €22 + 533)(|7xvx + Vyvy + |72172) + Zﬂi(gllvxvx + SZZVyvy + 53372172)

/s +2u;(&12(Vevy + Vyvy) + €23(Bv, + V) + 13(Vev, + V1)) an =0 (2.33)
)

avec, vy, vy, et v, les composantes de la fonction test, soit le déplacement virtuel. La résolution de
ce probléme virtuel conduit a la loi de comportement a I'échelle macroscopique, obtenue en
appliquant successivement des chargements macroscopiques de type premier et second gradient,
respectivement les tenseurs E et K. Par la suite, les modules d'élasticité de Cauchy et du second
gradient sont évalués comme expliqué dans ce qui suit. L'évaluation des contraintes macroscopiques

homogénéisées est faite a partir de la densité d’énergie macroscopique :

_O0Wnm(EK)

_ WM (EK)
_<o'ij> = OF - 7

0K

2ij ; Sijk=<0i; Q yi>= (2.34)

L’algorithme de la méthode d’homogénéisation proposée synthétise (Figure 11-4) les différentes

étapes de la méthode d’homogénéisation du second gradient.
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Figure 11-4: Algorithme de la méthode d’homogénéisation du second gradient

3.2. Evaluation des modules effectifs et validation du modéle du second
gradient

Des applications numériques de la méthode d’homogénéisation au second gradient proposée en
petites perturbations sont faites dans ce qui suit pour trois types de microstructures périodigques
sélectionnées a priori en raison des effets prononcés du second gradient attendu : un composite
présentant un contraste infini de propriétés de ses deux constituants (un vide au sein d’une matrice
environnante), un pantographe continu développant des modes de déformation de flexion, et un
gyroide qui illustre une structure a parois mince et contient une grande variation géométrique en terme

de surfaces, ce qui permet d’activer I’effet du second gradient.

3.2.1. Composite avec une cellule unitaire poreuse

Le calcul des modules d'élasticité homogéneisés de Cauchy et du second gradient est effectué sur la

cellule unitaire périodique d’un composite contenant un vide, soit les deux tenseurs de composantes

respectives Co™ et AM™  Un exemple d’une microstructure simple de forme carrée comportant
ijkl ijklmn p

une matrice avec un vide en son centre est traité (Figure 11-5). Les dimensions de cette cellule
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élémentaire sont L =1=h=1mm et R = 0,2 mm, rayon du domaine occupé par le vide (Figure 11-5).
Les propriétés microscopiques élastiques isotropes sélectionnées sont : E = 2500 MPa et v = 0,3. Un
calcul par élements finis est fait avec le logiciel Abaqus pour la plaque hétérogéene (Figure 11-5),
constituée de la répétition de la cellule de base 16 fois (16 mm) selon y et 12 fois (12 mm) selon X
afin de calculer la distribution spatiale du déplacement en fonction de la position matérielle au sein
de la microstructure. La Figure 11-6 représente la distribution de la composante du déplacement u,, le
long de la ligne y =-8 a y = 8 mm, pour une position x =2 mm choisie assez loin du bord du domaine.
La méme réponse est obtenue sur la plague homogene aprés la résolution du probléme d’équilibre
macroscopique du second gradient (eq. 2.35) (on utilise le milieu homogeénéisé en chaque point) pour
des conditions aux limites de traction simple (Figure 11-5.b), ce avec le code FreeFem++. La
résolution de ce probleme a pour objectif de déterminer les déplacements macroscopiques U; de la

plague homogénéisée, vérifiant le probleme aux limites macroscopique
divEy;-divS;e=div (Co7": Ex) —div (A} % mn Kimn)=0 (2.35)

Les conditions aux limites utilisées sont les suivantes : un déplacement U, nul est imposé sur les

arétes verticales a droite et a gauche, et un déplacement U,, nul est prescrit sur la face inférieure de la

plaque, avec un déplacement U,, impose sur la face supérieure de valeur 0.6mm.
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Figure 11-5 : (a) Cellule unitaire du composite, (b) plaque hétérogéne avec épaisseur 1mm.

Cette méthode de validation qui compare la réponse du probleme homogénéisé macroscopique et la
solution en champ complet montre I'efficacité du modéle a gradient de déformation, car on retrouve
quasiment la méme évolution de déplacement avec une erreur relative qui ne dépasse pas 1% entre la
solution obtenue pour la microstructure hétérogéne et la solution pour la plaque homogéne équipée
des propriétés effectives de la cellule élémentaire périodique. Le déplacement imposé a la plaque
hétérogene sur la face supérieure varie entre zéro et 0.6 mm; I'évolution du déplacement
microscopique u,, sur cette plaque hétérogene montre une fluctuation périodique superposée a une
variation linéaire. La variation spatiale du déplacement macroscopique au sein de la plague homogene
est parfaitement linéaire, et suit la méme pente que la solution microscopique, les fluctuations locales

de cette derniére étant ‘gommées’ (Figure 11-6).
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Figure 11-6: Déplacement vertical w,, pour les plagues hétérogénes et homogenes le long d*une
verticale Y

Afin de valider les modules élastiques homogénéisés de Cauchy (FreeFem++), nous comparons ces
derniers avec les modules élastiques calculés sur le plugin ABAQUS pour I'homogénéisation
périodique a I’échelle de la CU développé par (S. L. Omairey et al, 2018). Ce plugin permet de
calculer automatiquement les propriétés élastiques homogénéisées qui constituent les composantes

de la matrice de souplesse S ol’j?c’l", ce qui conduit a la matrice de rigidité dont elle constitue ’inverse,

hom_ hom~y —1
Cl]kl - (S ijkl '

Tableau I1-1 : Comparaison des modules élastiques effectifs de Cauchy calculés par deux codes
éléments finis différents

Cifry (MPa) Ci93% (MPa) 3355 (MPa) Cis(MPa) gt (MPa)
(Freefem++) 2320 880 2320 2790 750
FE (Abaqus) 2297 847 2295 2730 748

Les résultats trouves pour le modele de Cauchy (Tableau I1-1) sont trés proches des résultats obtenus
par les plug-ins Abaqus avec une erreur qui ne dépasse pas 2%, cette erreur étant causee par la
différence des maillages utilisés (nous avons raffiné le maillage sur ABAQUS pour la convergence

des modules).
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3.2.2. Modéle a gradient de déformation d'un pantographe continu

Le pantographe est ensuite sélectionné comme une structure sujette a de forts effets de gradient de
déformation. Un réseau pantographique plan - plus de détails sont donnés dans (A. Madeo et al.,
2015; F. dell'lsola et al., 2015b, Y. Rahali et al., 2015) - est un ensemble de deux familles de poutres
d’Euler, une famille de poutres étant reliée par un pivot interne a la poutre de l'autre famille et
I’intersectant a angle droit. Le pantographe est un exemple typique bien connu d'une structure ne
présentant pas d'élasticité du premier gradient lorsque les poutres sont inextensibles (P. Seppecher,
J.J. Alibert, F. dell'lsola, 2011), et la réponse élastique est du second gradient pour le milieu continu
équivalent : il s'agit donc d'un continuum du second gradient sans élasticité de Cauchy. On considére
ici au lieu d'un pantographe discret une version continue de celui-ci, sous la forme de deux poutres
s’intersectant & angle droit dans la zone centrale (Figure 11-7), de sorte que la microstructure obtenue
présente une symétrie tétragonale. Bien que la microstructure stocke de I'énergie de déformation pour
I’élasticité de Cauchy, elle devrait a priori présenter des effets de gradient de déformation prononcés

en raison de la réponse en flexion des deux ligaments croisés dont elle est constituée.

Un domaine comprenant une répétition du CU de pantographe est considéré (Figure 11-8) afin
d'effectuer des calculs en champ complet des propriétés apparentes du pantographe et dans le but de

valider le comportement homogénéisé du milieu effectif du second gradient de déformation.

Des conditions aux limites sous la forme d'un champ de déplacement polynomial non homogéne sont
imposées aux bords du domaine de la structure du pantographe illustrée dans la Figure 11-8. Cette
structure est une répétition d'une cellule unitaire 7 fois selon la direction X ; la longueur d’un c6té de
la cellule unitaire carrée est L=I=10mm (Figure 11-7). Les dimensions de la structure macroscopique

sont L, ,=70mm, [,,=10mm comme le montre les Figure I1-7 et Figure 11-8 :
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Figure 11-7: Cellule unitaire du Pantographe

Un chargement cinématique en gradient d’extension est appliqué sur les bords de la structure
compléte (Figure 11-8), soit K,.,,=1 (les autres composantes de K étant nulles), afin de solliciter des
effets de gradient de déformation uniaxial le long de la direction X, avec les conditions aux limites

correspondantes en déplacement suivantes imposées sur le macro-domaine :

u, = x2/2; u, = u,=0on d.

lip

Figure 11-8: Conditions aux limites de second gradient de la structure de pantographe

Ce chargement cinématique refléte les efforts externes appliqués a la structure, qui sont nécessaires
pour activer des effets de gradient de déformation interne ; il est opportun de rappeler I'expression du
travail des forces extérieures pour un milieu continu du second gradient, constitué de tractions de
Cauchy, de doubles tractions surfaciques et de doubles forces de bord et de traction de bord. Ces deux

derniéres forces propres au milieu a gradient de déformation peuvent étre évaluées a partir du principe
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du travail virtuel (P. Germain, 1973 ; S.A. Papanicolopulos et A. Zervos, 2010), par intégration par

partie dans le travail virtuel des efforts internes, a savoir la relation :

—SWint + SWext = 0

SWint = I(Gijssij +Sijk6Kijk)dV (236)
\

SWeXt = I fk8u de + I PkSU de + I R kDSU de + q.) EkSU de
\Y S S C

Les grandeurs Py, Ry, E;, sont respectivement les tractions surfaciques, les doubles forces (tractions)
surfaciques et les tractions de coin. Les forces volumiques f;, sont ici choisies nulles puisque le poids

peut étre négligé. Les forces externes équilibrent les contraintes internes de Cauchy et I'hyper-

contrainte (le double crochet ~ représente le saut de la quantité enclose) et s’expriment selon :
Pk =nj(ajik = Sijk,i ) = Dj (MiSij ) + (Dany ) njniSijk
Ry =nin Sijk (2.37)

Ex :smemlj[[nlnjsijk]]

Les scalaires €py; représentent les composantes du tenseur de permutation, et Sy, les composantes du

vecteur de surface. Dans notre cas, nous appliquons des doubles forces via un contréle cinématique,

afin d’activer le terme de bord précédent I RyDdu,dS.
S

Ces efforts externes conduisent a des caractéristiques spécifiques comme des couches limites et des
forces concentrées (Y. Rahali et al., 2015). Le chargement cinématique appliqué précedemment
conduit a des forces de réaction doubles sur les bords du domaine, générant la déformée de la structure
du pantographe illustrée Figure 11-9. La distribution spatiale de de la déformation est représentéee
Figure 11-10, qui montre une déformation en flexion dominante a 1’échelle de la micro et de la

macrostructure.
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Figure 11-9: déformée du pantographe

La composante de déformation E;; est tracée le long de la ligne horizontale y=5 mm, sa moyenne
montrant une augmentation linéaire le long de cette ligne, avec des fluctuations superposées qui
apparaissent lors de la traversée de chaque CU pantographique. La déformée du pantographe (Figure
[1-9) montre un gradient de déformation des CU successives du bord gauche (fixe le long de x) au
bord droit de la structure macroscopique. Les cellules élémentaires subissent principalement une
flexion locale des poutres en leur sein. La déformation macroscopique reconstruite comme la
moyenne volumique de la déformation microscopique montre une variation quasi-linéaire le long de
la structure, comme le montre la Figure I1-10 (ligne bleue). Les mémes conditions aux limites de
second gradient (u, = x?/2, u,, = u,=0 sur d12) sont appliquées sur la plague homogeéne qui intégre
les propriétés effectives homogénéisées d'une cellule élémentaire du pantographe. La résolution de
I’équation d’équilibre macroscopique (Eq. 3.33) détermine les déplacements macroscopiques U;, puis
le champ de déformation de la plaque homogénéisée ; ce probleme est résolu sous forme faible avec
le code open source Freefem++. Une distribution spatiale similaire de la composante de déformation
E,; le long d'une ligne traversant les centres de chaque cellule élémentaire au sein de la plaque
hétérogéne est obtenue comme pour la plaque hetérogéne, comme le montre la Figure 11-10. Ceci
confirme la bonne précision du modele de gradient de déformation développé pour cette structure

pantographique.
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Figure 11-10: Evolution de la déformation E,, en fonction de la position macroscopique

La méme analyse est ensuite effectuée pour une structure pantographique dans le plan illustré en
Figure 11-11Figure 11-12, répétée 7x7 fois dans les directions x et y afin d'effectuer des calculs en
champs complets des propriétés apparentes du pantographe, avec des conditions aux limites d’ordre

supérieur qui générent des gradients de déformation.

Figure 11-11:Conditions aux limites de type second gradient appliquées sur le pantographe 2D
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Le chargement cinématique du gradient de deformation suivant, comportant exclusivement la

2

a . : -
—uzy = 1, est appliqué sur les bords de la structure afin de générer des

composante uniaxiale K., = %

effets de second gradient uniaxial dans la direction y (les autres composantes de K étant nulles), les

conditions aux limites imposees en déplacement sur le macro-domaine s’écrivent alors :

uy, = y?/2; u, = u,=0sur oM

La distribution spatiale du déplacement est tracée sur la configuration déformee Figure 11-12, dont la

forme montre une déformation en flexion dominante des micro et macrostructures.

JOU
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Figure 11-12: déformée et distribution du déplacement de la structure du pantographe 2D

La distribution spatiale de la déformation E,, le long de la ligne verticale a la position x = 3,5 mm
(traversant tous les bords des cellules élémentaires de Vi jusqu’au yma.), Présente une
augmentation linéaire (Figure 11-13.a), avec des fluctuations microscopiques importantes superposées
a la réponse moyenne. Un comportement similaire est obtenu pour la composante de la déformation

uniaxiale E;; qui est tracée sur la méme ligne (Figure 11-13.b).
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Figure 11-13: Distribution spatiale des composantes de la déformation (a)E, (b) E;4 le long de la ligne
X=3.5

Peu d'analyses dans la littérature montrent de tels effets de gradient de déformations macroscopiques
pour les matériaux composites, les contributions du gradient de déformation résultant de la
déformation interne développée au sein de la cellule unitaire répétitive, mais en revanche, un gradient
de déformation macroscopique n’est en général pas présent a 1’échelle de la macrostructure. Cela est
dd au fait que ces gradients macroscopiques doivent étre générés par des conditions aux limites
d'ordre supérieur appropriées, comme le montre I'analyse précédente : I'application de tractions
classiques ne déclenche en effet pas de tels effets de gradient de déformation a I’échelle de la
macrostructure. De plus, afin de compléter lI'argumentation, il convient de mentionner que les
gradients de déformation macroscopiques résultent des gradients de déformation microscopiques en
raison de la forme classique du théoréme de la moyenne volumique (Howeset al, 1985 ; Wood, 2013).
D'apres ce théoreme, pour un matériau diphasique présentant une continuité du déplacement et des

tractions aux interfaces entre constituants, la relation suivante est satisfaite pour toute quantité v, :

<V y,>=V, <y, > (2.38)

La quantité < i, >, portant le nom de moyenne de phase (les indices indiquent I'échelle a laquelle

la moyenne est faite), grandeur définie explicitement selon la moyenne volumique :
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1
<y, >y:ﬂle//advy (2.39)

La conséquence du théoreme de Whitaker est 1’existence d’un macrogradient de la déformation
macroscopique résultant de 1’existence d’un gradient microscopique de moyenne non nulle au sein

de la cellule unité d’une structure périodique.

Un calcul a été effectué sur la structure pantographique compléte et sur la cellule unitaire de
pantographe pour évaluer les modules de Cauchy et du second gradient, afin de valider le modéle
homogénéisé pour cette structure pantographique. Les propriétés mécaniques utilisées dans le calcul

sont E=2500MPa, et v=0.3.

Tableau 11-2: Modules élastique effectifs de Cauchy

Tenseur de Essais de traction Essais de traction Essais de cisaillement

rigidité uniaxial biaxial

hom hom hom hom hom hom hom hom hom hom
Cij (Mpa) Cll CZZ CB3 CIZ CZ3 Cl3 C4-4- C55 C66

Pantographe 588.4 588.4 1509.9 896 621 621 5.4 1514 54

Nous évaluons ensuite les composantes de I'élasticité du second gradient ; a cet effet, nous effectuons

dix-huit tests élémentaires pour calculer les composantes diagonales du tenseur du second gradient :

Tableau 11-3: Composantes du tenseur de rigidité du second gradient pour le pantographe, unité en N.

h, h. h. h. h h h, h, h h
ALY A3 A333 A122 A333 AziT Az33' Az1T A337 Ail7
11724,36 11724,36 8,560267 3788,896 4040,575 3788,938 2,488 4040,741 4040,575 13968,93

A’f%" Ail%n Ag%n Ahom Ahom Ahom Ahom Ahom

213 223 312 313 323

13969,1 8086,031 4049,421 4044,04 15547,44 4044,065 4049,596 15548,1
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On observe que les modules du second gradient sont tres importants, ce qui donne des longueurs
internes assez importantes, ce qui montre que la structure pantographique est sujette a de forts effets
de gradient de deéformation conduisant a un effet de second gradient prononcé a 1’échelle
macroscopique. Les effets de gradient de déformation prononcés s’expliquent par la présence de la
flexion globale de la structure lors de la déformation de deux ligaments croisés dont elle est constituee
(voir Figure 11-12). Le pantographe continu est ainsi une microstructure qui requiert un modele a

gradient de déformation, en raison d’effets de flexion prononcés.

A partir des modules effectifs de Cauchy et du second gradient calculés dans les Tableau 11-2 et
Tableau 11-3, nous évaluons les longueurs internes dans les modes d'extension (Tableau 11-4) afin de
quantifier I’effet de gradient de déformation au niveau macroscopique, en se basant sur la relation

(3.24) pour la définition des longueurs internes.

Tableau I1-4: Longueurs internes du pantographe

le;;(mm) lez;(mm)

8.7 8.7

Nous observons que les longueurs internes calculées sont du méme ordre de grandeur que la taille
linéaire de la cellule élémentaire, soit 10mm. Ces résultats permettent de conclure que la structure
pantographique montre un effet de second gradient trés important, conformément a la littérature sur

le sujet (dell'lsola et al., 2015b, Rahali et al., 2015).

3.3. Effet de la taille de la cellule unitaire sur les modules effectifs de Cauchy et
du second gradient

Afin d'étudier I'effet de la taille de la fenétre d’analyse sur les modules élastiques effectifs pour le
modele de gradient de déformation en 3D, nous avons défini des fenétres d’analyse de tailles
croissante, d’une seule cellule jusqu’a 4 cellules répétées dans les deux directions du plan, comme le

montre la Figure 11-14. Nous utilisons I’exemple d’une matrice avec des vides périodiques, la
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périodicité est appliquée selon les 3 directions X, y et z. Un calcul des modules d'élasticité effectifs
en traction pure selon x pour le milieu de Cauchy et du second gradient, respectivement Co/% et

Ahom  a été effectué pour les 4 structures de taille différente.

Les modules du second gradient dépendent du choix de la cellule élémentaire et de la taille de la
fenétre d'analyse ainsi que de la position absolue de 1’origine du centre de gravité de la cellule. Afin
de corriger ces effets parasites, des termes de correction pour les modules effectifs du second gradient
sont calculés par (Li, 2011), également par (Ganghoffer et Reda, 2021), prenant en compte I'effet de
la fluctuation du déplacement ainsi que des corrections des modules de couplage. Les expressions
proposées pour les modules de Cauchy et du second gradient homogénéisés par ces deux derniers

auteurs sont les suivantes :

homx*_ ~hom
Ciqu _Ciqu

A= ALfEar-CLa o

(Li, 2011) (2.40)
choms= (hom

Aroms zphom_chom @ | -HK Q@ V:HX @V

Bhomx 4 phom<T = chom @ X -2HF Q V: HX @V

(Ganghoffer et Reda, 2021) (2.41)

La formulation a gradient de déformation développée par (Ganghoffer et Reda, 2021) corrige mieux
les modules d'élasticité du second gradient grace aux facteurs supplémentaires présent dans les
localisateurs de déformation ; mais cela ne converge pas totalement les modules a gradient de

déformation qu’apres normalisation par NxN, avec N est le nombre des cellules unitaires.
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Figure 11-14: Différentes tailles de la cellule élémentaire

La méthode proposée montré une stabilité et une convergence des modules d'élasticité pour Cauchy
en 3D ; les modules du second gradient convergent aprés une normalisation par un facteur NxN (afin
de calculer les modules sur un domaine de surface constante), ou N est le nombre de cellules unitaires

homx  _

au sein de la fenétre d’analyse, le module normalisé en traction étant alors défini par A777171 =

Arom . /NxN (Figure 11-15). Les mémes résultats sont obtenus en 2D par (Ganghoffer et Reda, 2021).

103
27,5
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22,5
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17,5 h
15 e C1111 (MPa)
12,5
7];(5) d Alllgrlnlll (MPa,mmZ)
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22 ® A}{Ti11 (MPa.mm?)
1 2 3 4 5

Nombre des cellules

Figure 11-15: Variation du module effectif du second gradient en traction pure A%™ ,, (trait noir),
module normalisé A%T,, (trait bleu) et module effectif du premier gradient C?$T (trait jaune) en
fonction du nombre de cellules unitaires N au sein de la fenétre d’analyse.
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4. Variation des modules du second gradient par rapport aux
parametres microstructuraux géométriques et mécaniques de

structures composites

Afin d'étudier l'impact des propriétés microstructurales géométriques et mécaniques sur le
comportement homogénéisé de structures composites 3D, une matrice polymére renforcée par 10
inclusions circulaires de distributions différentes a été congue dans le but de quantifier I’effet de la
répartition des fibres dans la matrice, successivement périodique et quasi-périodique. Le premier cas
de figure présente une répartition équidistance entre les fibres et avec le méme rayon de fibre, soit
0,12 mm, les dimensions de la matrice étant identiques dans les trois configurations d’étude, a savoir
L=3mm,l=1mmeth=1mm (Figure II-16). La deuxiéme configuration présente une répartition
linéaire des distances entre les fibres, tout en gardant le méme rayon des fibres, soit 0,12 mm. Dans
la 3°™ configuration, la distance entre les fibres est inchangée mais le rayon des fibres varie
linéairement de 0,05 mm a 0,18 mm, en gardant toujours le méme nombre d'inclusions a l'intérieur
de la matrice. Les propriétés mécaniques utilisées pour la matrice et les fibres sont E,,, = 500 MPa,

Eg= 2500 MPa, et un coefficient de Poisson identique des deux phases, soit v,= v,,= 0.3. Des

conditions aux limites périodiques sont appliquées, fournissant ainsi des microstructures composites

périodiques avec une répartition différente des inclusions et avec la méme taille de cellule.

Figure 11-16: Matériaux composites avec le méme matériau en situation périodique (a), de taille
d'inclusion variable (b), d’espacement des inclusions variable (c) le long de I’axe x
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On observe que la structure (b) possede les modules effectifs les plus élevés, pour la fraction
volumique des inclusions la plus élevée (Tableau I1-5), par contre la configuration (c) qui présente
une variation de distance entre les inclusions a le module de second gradient le plus élevé selon la
direction x (4™ .). La variation géométrique de la distance entre les fibres (Figure 11-16.c) générée
le long de la direction X donne un effet de second gradient, les situations (a) et (c) donnant
pratiguement le méme module effectif pour les réponses de Cauchy et du second gradient. Ces
configurations ont la méme fraction volumique d'inclusions soit 0.15, mais présentent une répartition
différente des inclusions dans la matrice. La variation géométrique a l'intérieur du composite implique

un effet de second gradient plus prononcé que dans le cas périodique.

Tableau 11-5 : Modules élastiques effectifs de Cauchy et du second gradient et longueur interne

Cas (a) Cas (b) Cas ()
Fraction volumique 0.15 0.163 0.15
de fibres V¢
ch9™ (MPa) 1033 1064 1034
che™ (MPa) 442.95 456 443
Abgm . (MPa.mm?) 686 717 827
Akm , (MPamm?) 71 73 71
Abem o (MPamm?) 3445 354.9 344.9
le;;(mm) 0.81 0.82 0.89

La Figure 11-17 représente tous les modes de déformation possible du second gradient selon la nature

des composantes imposeées K;;, dans le cas (a) en Figure 11-16.
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Figure 11-17 : Modes de déformation du composite au second gradient
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Afin d’analyser I'effet des propriétés mécaniques sur le comportement effectif de ces composites, une
variation du rapport des modules d"Young inclusion/matrice (E¢/E.,) est faite pour le cas (a) de la
Figure 11-16. L'évolution des modules effectifs du premier et du deuxiéme gradient en fonction du
rapport de modules élastiques est représentée Figure I11-18. L augmentation du rapport de rigidité

entraine une augmentation correspondante des modules effectifs comme on peut s’y attendre.
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Figure 11-18 : Evolution des modules effectifs en fonction du rapport de rigidité
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augmentation linéaire avec la fraction volumique des fibres en Figure 11-19.
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Figure 11-19 : Evolution des modules effectifs en fonction de la fraction volumique des fibres

Afin de quantifier I'effet des propriétés mécaniques des constituants des composites sur la réponse

macroscopique, nous analysons l'influence du rapport des modules élastiques de la matrice a celui de

I'inclusion sur les parametres de longueur interne le;;. Nous utilisons la formulation developpée dans

la section 3 pour calculer les paramétres constitutifs du premier et du deuxiéme gradient pour la

structure composite dans le cas (a) de la Figure 11-16, pour différents rapports des modules élastiques

(de 1 & 200) avec un rayon de fibre R=0.12, Figure 11-20.
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Figure 11-20: Variation des parametres de longueur interne le;; en fonction du rapport des modules
élastiques Ef/Em pour un rayon de fibre R=0.1mm.
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On observe que les longueurs internes en extension le,, et le,, subissent une légére diminution en
fonction du rapport des modules microscopiques et atteignent des valeurs stables pour un rapport de
modules important, égal a 50. Les valeurs convergees des longueurs internes sont comparables mais
legerement inférieures a la taille de la cellule unitaire, indiquant des effets de gradient de déformation

significatifs au niveau du continuum effectif.

5. Application a un matériau composite sandwich

Des structures composites stratifiées sont ensuite considérées, comme illustré en Figure 11-21 ; les
dimensions de la plaque sont L=8mm, I=5mm, et h=3mm, I'épaisseur de chaque couche est de 0.5mm,
avec 6 couches dans I'épaisseur. Les couches supérieure et inférieure sont choisies plus rigides, avec

un module d'Young E; =5000 MPa et un coefficient de Poisson v = 0,34, alors que les couches
internes ont les propriétés suivantes : E;= 100 MPa et v = 0,3, conduisant ainsi a une structure

sandwich avec des propriétés mécaniques trés élevées des couches externes, et des couches internes
plus molles par exemple des nid-d'abeilles (Figure 11-21- (c)) ce que implique un gradient des

propriétés dans 1’épaisseur de sandwich.

Peau
Adhésif

Ame
Adhésif

Peau

Figure 11-21: Structure composite stratifiée (a) sans maillage et (b) avec maillage
Le
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Tableau I1-6 montre la répartition des matériaux au sein de la structure.

Tableau 11-6 : Répartition des propriétés élastiques au sein de la structure stratifiée

Layer 1 E{ v,
Layer 2 E,, v,
Layer 3 E;, v,
Layer 4 E;, v,
Layer 5 E,, v,
Layer 6 E, vy

On constate que le module effectif A®™ .. en gradient d’extension uniaxial est le plus important des
modules du second gradient ; le module élastique du gradient de déformation dans la direction Z,
AR - est le plus faible, la direction Z représente I'épaisseur du stratifié comme le montre la Figure
11-21, de sorte que la structure est moins rigide. Le module le plus faible en extension uniaxial pour
Cauchy est C¢™  les directions X et Y sont celles des couches de ce stratifié, ce qui explique que les
modules sont plus importants ; en extension biaxiale le module C¥™ est le plus important, il en est

de méme en cisaillement pour le module C¥™.

Afin de calculer le premier module d'¢lasticité lors d’un essai en gradient d’extension uniaxial, nous
activons le premier terme du second gradient de déformation K, dans le probleme de cellule, et de
méme pour les autres modules : chaque composante du gradient de déformation détermine une
colonne de la matrice des modules élastiques du second gradient homogénéisés. La Figure 11-22
représente les champs de déplacements appliqués pour déterminer les modules élastiques en extension

uniaxiale pour le milieu de Cauchy.

Tableau I1-7: Modules de Cauchy et du second gradient calculés pour la structure composite en
stratifiée

Uni-axiale (SG) Modules uni-axiale Modules bi-axiale Module de
(Cauchy) (Cauchy) cisaillement (Cauchy)

ATy A, M, ClP™Cl™ CIm o clgm clym ol clem chem ol
10498 3826 324 1999 1999 200.17 5408 2382 2382 275 70.28 57
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Un calcul des longueurs internes a été effectué dans les directions principales pour pouvoir analyser

I’effet de second gradient pour cette structure, les résultats sont donnés dans le Tableau 11-8.

Tableau 11-8: longueurs internes de la structure sandwich

ley;(mm) lez;(mm) lez3(mm)
2.95 1.95 1.82

U, Megnntude

U, Magnitude
+1.500e+00
+1.375e+00
+1.250e+00
+1.125e+00
+1.000e+00
+8.750e-01
+7.500e-01
+6.250e-01
+5.000e-01
+3.750e-01
+2.500e-01
+1.250e-01
+8.751e-17

Figure 11-22 : Champs de déplacement associés aux modules effectifs en extension uniaxiale
(Chom Chom Chom
11 »%~22 »%33
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On obtient ainsi des longueurs internes qui varient sur une plage de 20 % a 45% par rapport a la
longueur de la cellule unitaire. Cette application montre que la variation des propriétés mécaniques

au sein de la structure génere un effet de second gradient qui est significatif.

6. Applications aux matériaux a parois minces

Une classe particuliérement intéressante de matériaux architecturés cellulaires est constituée des
structures a surfaces minimales triplement périodiques (appelées TPMS en anglais). Les architectures
TPMS permettent de créer des structures cellulaires ayant un rapport surface/volume plus important
que les cellules unitaires a base d'entretoises qui consistent en un réseau d'entretoises souvent
prismatiques (c'est-a-dire a section constante) connectées aux nceuds, similaires aux structures en
treillis. (D.-J. Yoo, 2014 ; D.W. Abueidda et al, 2016). Ces derniers auteurs ont montré des propriétés
multifonctionnelles intéressantes en raison des géométries compliquées et de leurs effets d'échelles
(Al-Ketan O et al, 2019). Elles ont un grand potentiel dans de nombreuses applications d'ingénierie
telles que l'ingénierie tissulaire et les substrats catalytiques. De plus, I'avénement de la fabrication
additive (FA) s'est avéré étre une méthode fiable pour fabriquer des modeles complexes tels que le
TPMS (Jafari D., Wits W.W, 2018), ce qui a acceléré la recherche sur les applications TPMS a paroi
mince. La diminution de I'épaisseur conduit a une augmentation de la porosité, résultant en une
structure tissulaire biocompatible et biodégradable qui est compatible a la fois en surface et
structurellement (S. Qu et al, 2021). L'un des treillis TPMS les plus couramment utilisés pour
construire des structures aux performances mécaniques robustes est le gyroide. Notons les travaux de
(I. Maskery et al, 2017) qui ont étudié les mécanismes d'absorption d'énergie et de défaillance de la
structure gyroide en Al-Si10-Mg. De plus, (G.S. Jung et al, 2017) ont proposé d'utiliser le gyroide en
graphene poreux 3D pour obtenir des matériaux structurels légers avec des propriétés thermiques

faibles et insensibles a la densité et une résistance mécanique supérieure.

Dans cette section, nous évaluons la réponse mécanique a gradient de déformation de matériaux

poreux et a parois minces. Ces structures sont fabriquées par la technologie de fabrication de couches
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additives, un procédé de fabrication qui offre de nombreux avantages, notamment une liberté de
conception, une grande preécision et la possibilité de produire des piéces directement a partir d'un
modele numérique. Les structures a parois minces ont une épaisseur constante sur la surface (Khalil
Refai et al, 2019) ; elles présentent de fortes variations géométriques (notamment de courbures), et
elles ne sont réalisables qu’en 3D. Il en résulte qu'un modé¢le a gradient de déformation 3D est
nécessaire. Les structures a parois minces présentent une résistance a la fatigue élevée (Khalil Refali
et al., 2019). L'objectif des calculs ultérieurs est de quantifier les effets du second gradient de ce type

de géométries.

3.103mm

Figure 11-23 : Cellule unitaire du Gyroide

Un calcul des modules effectifs du second gradient pour une cellule élémentaire de gyroide (Figure
11-23) a été effectué, pour le choix suivant des propriétés mécaniques : E=80 GPa et v=0,34. La
fraction volumique matérielle du gyroide dans le volume total est de 0,101, la porosité est de
2.42.101° mm?3, donc le volume occupé par le matériau est de 2.73.10° mm3. Les modules de

Cauchy et du second gradient calculés du gyroide sont donnés dans les Tableau 11-9 et

Tableau I11-10.

Tableau 11-9 : Modules élastiques de Cauchy pour le gyroide

Tests de traction uniaxial Tests de traction biaxial Tests de cisaillement
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Coefficients Ci1 Cyy Css Ci Cys Ci3 (9 Css Cos

de rigidité
C;j(MPa)
Gyroide 7489.02 7489.02 7489.02 3209.58 3209.58 3209.58 2139.72 2139.72 2139.72
Tableau 11-10 : Modules du second gradient du Gyroide
A111 A2z A33s A1z Aq33 Az11 Azsz Az11 A3z,
2.24.10° 2.24.10° 9.77.10° 6.4.10° 2.79.10° 6.4.10° 1.39.10° 6.4.10° 6.4.10°
A112 A113 A123 A212 A213 A223 A312 A313 A323

1.12.10'° 4.88.10° 1.39.10° 3.2.10° 1.39.10° 4.88.10° 3.2.10° 1.39.10° 1.39.10°

Afin de quantifier les effets du gradient de déformation sur le gyroide, les longueurs internes dans les

directions principales sont évaluées dans le Tableau 11-11.

Tableau I1-11: Longueurs internes du Gyroide

Longueurs internes (mm) leq, le,, les;s
Gyroide UC 2053.82 2007.79 1736
Longueur de la cellule 3000 mm

Des longueurs internes proportionnellement importantes sont trouvées, la plus grande représente 64%
de la longueur de la cellule unitaire du gyroide (indiquée Figure 11-23), montrant ainsi que le gyroide
présente des effets de gradient de déformation importants, dus essentiellement aux modes de

déformation en flexion de ses parois cellulaires.

Les modules effectifs du gyroide sont calcules Figure 11-24 pour plusieurs répétions du nombre de
cellules unitaires (CU) afin de tester la convergence des modules en fonction de la taille de la fenétre

d’analyse.
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1x1

2%2

4x4

Figure 11-24: Fenétre d'analyse du gyroide de différentes tailles (nombre de répétitions de la cellule
élémentaire)

Tableau 11-12: Modules élastiques du second gradient pour différentes tailles de la fenétre d’analyse

AlfTin | A2SThze | ASSS3az | AlSMinn | AR | ANTin | A2S5in | Vm Porosité
(mm®) | (mm?)

N=1 | 368 | 368 160 89.4 389 1894 194 273 |24.27
N=2 | 368 | 368 160 894 389 [894 194 2119 |194.87
N=3 | 368 | 368 160 894 389 (894 194 739 |6551

Nous observons que tous les modules de second gradient de déformation restent stables lors de

I'augmentation de la taille de cellule (Figure 11-25), donc aucun effet de taille n'est observé.

MPa.mm?

400

350
300
250
200

hom hom
® A11111, A222222

hom
® A333333

150
100
50

° Ahom Ahom

122111 “*211111

1,5 2

2,5

Nombre de cellule unitaire

hom
® A133111

Figure 11-25: Convergence des modules du second gradient pour le gyroide

Certains modes de déformation associés au second gradient pour le gyroide sont montrés sur la Figure

[1-26 pour une répétition de trois unités de la cellule unitaire dans le but de visualiser la déformée.
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Figure 11-26: Modes de déformations du gyroide au second gradient

Pour résumer les résultats obtenus pour les trois microstructures considérées, a savoir le pantographe,
les composites renforces de fibres et le gyroide, la longueur interne normalisée (par la longueur de la

cellule élémentaire) est représentée pour ces microstructures en Figure 11-27.

25 % 64 % 87%

Figure 11-27 : Pourcentage de longueur interne par rapport a la longueur de la cellule élémentaire
pour les trois microstructures étudiées

Sur la base de cette mesure des effets du second gradient, le pantographe et le gyroide sont sujets a

des effets de gradient de déformation importants (leur longueur interne étant proche de la taille de la
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cellule unitaire), alors que les composites a base d'inclusion présentent un effet de second gradient
relativement moindre puisque leur longueur interne ne représente que 25% de la longueur de la cellule

unitaire.

7. Sensibilité de la longueur interne extensionnelle du second gradient a

la forme géométrique du pantographe

Pour faire suite aux résultats trouvés dans ce chapitre, une analyse de sensibilité de la longueur interne
(Eq. 2.23 et 2.24) par rapport a la forme géométrique de la structure pantographique (Figure 11-7)

étudiée auparavant est faite dans cette section, afin de maximiser 1’effet du second gradient.

Une structure pantographique paramétrée a été généree par le logiciel FreeFem++ écrit en langage
C++. La structure est de symétrie tétragonale, compte tenu de la symétrie par rapport aux axes
horizontaux, verticaux, ainsi que relativement aux bissectrices principales alignées avec les fibres.
Ces symétries permettent de restreindre 1’étude de sensibilité a la forme au sein d’un huitieme (partie

supérieure droite) de la cellule unitaire (Figure 11-28).

Lye/2=5mm

Figure 11-28 : Tracée de la forme d’un huitiéme de la structure pantographique
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Les paramétres géométriques de forme de la structure sont la courbure et la longueur de 1’arréte
horizontale, soit les variables b et ¢ respectivement. Une tangente horizontale doit étre présente dans
la courbure a la position X=0 (eq 4.45) compte tenu des symétries, afin d’avoir une zone de jonction
avec continuité des tangentes. Un polynéme du second degré est introduit pour modéliser la forme de
la zone de courbure, 1’équation de la forme et les conditions aux limites nécessaires pour identifier

les coefficients du polynéme sont :

Y=y X X2+ xX+a (2.42)
Y=d; X=b; d’ou d=y X b?+ B X b+a (2.43)
Y=c; X=0; c=« (2.44)
L= 2xyxX+p=0enX =0 (2.45)

La solution obtenue est caractérisée par les coefficients suivants :

B=0;a=c;y="r (2.46)
L’équation finale de la forme dépend des parameétres (b, ¢, d) selon :
Y=(((d-c)/b"2) x X"2+cC) (2.47)

La longueur de la cellule unitaire est toujours la méme quel que soit la longueur de 1’arréte horizontale
ou la forme de la courbure, soit 1,,./2=5mm : en appliquant les symétries du probléme, on obtient

une cellule unitaire de pantographe de taille lineaire [,,, =10mm.

En variant b, on modifie la longueur de 1’arréte horizontale (lorsque b augmente la longueur de cette
arréte diminue), et la variation de ¢ détermine la courbure via la hauteur du point d’intersection du
segment vertical interne selon I’axe Y. Afin de mieux comprendre 1’effet de ces deux parameétres sur
la forme de la cellule unitaire du pantographe, nous avons realise un schéma (Figure 11-29Figure

11-29) qui représente différentes cellules pour différents jeux de paramétres.
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b=1.5etc=1.4 b=3.8 etc=1.4 b=2.6 et c=0.8
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Figure 11-29 : Cellules unitaires du pantographe pour différent jeu de paramétres

La Figure 11-29 montre que I’augmentation de b conduit a une diminution de longueur des arrétes

horizontales et verticales par symétrie, et par voie de conséquence aussi de 1’épaisseur des fibres du

pantographe. La zone de jonction diminue également lorsque ¢ diminue.

Les contraintes géométriques pour réaliser cette forme de pantographe sont les suivantes :

biax < 4mm, quand ¢, = 1mm

bmax < 3.2mm, quand c,,;, = 0.6mm (2.48)

Au-dela de ces conditions, la forme géométrique de ce pantographe ne peut pas étre fabriquée par

impression 3D.

La figure suivante montre I’effet de la géométrie sur la longueur interne le,4, en modifiant de fagon

indépendante les parametres de forme b et c.
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Figure 11-30 : Evolution de la longueur interne leq4, en fonction de b et c.

La (Figure 11-30) représente les deux courbes de variation de la longueur interne en fonction de chacun
des parametres b et c, le second parametre étant fixé. Nous observons 1’existence de plusieurs
situations qui donnent une longueur interne qui dépasse la longueur de la cellule [,.=10mm : selon les

deux courbes obtenues en Figure 11-30, la longueur interne maximale trouvée est le;; = 18.8, soit

180.8 % de la longueur de la cellule lorsque ¢=0.6, b=3.2.
Afin de déterminer une forme plus optimale, une double boucle imbriquée a été implémentée pour

trouver la longueur interne maximale, en prenant en compte les limitations géométriques sur les deux
parameétres b et ¢ (eq. 4.48). La Figure 11-31 présente la forme géométrique optimale obtenue, de
longueur interne le;; = 40.31mm, soit 4 fois la longueur de la cellule unitaire [.=10mm, pour b=4

(soit une longueur des arrétes horizontales égale a 1mm) et c=1mm (la zone de courbure commence

a ’ordonnée y=Imm). La forme représentée Figure 11-31 définit un cas extréme en termes de

limitations géométriques : au-dela de ces valeurs, la géométrie n’est pas réalisable car les courbures

se croisent.
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Figure 11-31 : Forme du pantographe qui représente le maximum d’effet du second gradient

Ce type de structure montre une déformation en flexion au sein de la cellule élémentaire (Figure

11-12).

Il faut également prendre en compte les contraintes géométriques du procéde de fabrication des

éprouvettes (impression 3D, découpe par jet d’eau ou par laser, ...).

Dans les perspectives de cette thése, des études d’optimisation topologiques peuvent étre envisagées,
mais qui dépassent le cadre de 1’optimisation de forme et seraient susceptibles d’aboutir a d’autres

architectures de milieux a forts effets du second gradient.

8. Discussion et conclusion

Ce chapitre propose une méthode d’homogeénéisation au premier gradient de déformation pour des
matériaux hétérogénes dans un contexte 3D pour des microstructures non projetables en 2D, dont il
existe trés peu d’exemples dans la littérature. La formulation 3D & gradient de déformation
développée s'avére nécessaire pour les microstructures qui ont une véritable géométrie 3D, telle que
la distribution spatiale des constituants influence le comportement macroscopique dans les trois

directions de I’espace.
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La méthode d’homogenéisation formulée remédie a une limitation importante des travaux existants
de la littérature consacrée a I'nomogénéisation d'ordre supérieur de matériaux hétérogenes : la non
convergence des modules de gradient de déformation avec la taille de la cellule de base. Dans les
travaux de (C. Huet, 1990; T. Kanit, et al, 2003; S. Forest., Trinh, 2011), (V. Kouznetsova, et al,
2002), (I. Goda., et al, 2016), les auteurs utilisent des conditions aux limites quadratiques
cinématiques pour le déplacement microscopique imposé sur la cellule unitaire pour capturer les
modules d'ordre supérieur, mais ils n'integrent pas la partie fluctuante du déplacement qui corrige la
différence entre le continuum a gradient de déformation homogéne postulé et la réponse de la
microstructure hétérogene initiale. Par conséquent, les modules a gradient de déformation calculés
montrent une dépendance prononcée a la taille et méme parfois ne convergent pas vers des valeurs
stables avec le nombre de répétitions de la cellule unitaire. Notre formulation est basée sur un principe
variationnel et le déplacement microscopique rend compte a la fois de la contribution polynomiale
homogeéne incorporant les variables cinématiques macroscopiques et d'un terme fluctuant solution de
deux problémes aux limites de cellules unitaires séquentiels. La méthode a gradient de déformation
développée montre une indépendance des modules effectifs par rapport la taille de la cellule unitaire
et & la dimension absolue de la cellule unitaire en vertu d’une normalisation des modules effectifs du
second gradient par le carré du nombre de cellules unitaires et en tenant compte des termes de

correction reflétant les interactions entre les cellules unitaires voisines.

Les analyses effectuées ont montré que les paramétres de longueur interne sont fortement dépendants
des propriétés géométriques de la microstructure, de la fraction d'inclusion de seconde phase, alors
que le rapport d'élasticite entre la matrice et I'inclusion a un moindre impact sur les longueurs internes,
qui convergent pour un fort contraste de modules élastiques. Pour faibles fractions volumiques de
renfort et de contraste mécanique, la formulation classique du premier gradient est suffisante pour

décrire le comportement macroscopique du composite.
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En termes de perspectives, la méthode d’homogeénéisation proposée peut potentiellement traiter une
grande diversité de composites 2D et 3D réguliers et de matériaux architecturés pour lesquels des

modeles de gradient de déformation pourront étre identifiés lors de futurs développements.
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I11. Méthode d’homogénéisation vers des milieux continus
isotropes et anisotropes du second gradient en grandes

déformations

Dans ce chapitre une méthode d’homogénéisation en grandes déformations vers des milieux continus
du second gradient anisotropes est décrite. Cette méthode repose sur un principe variationnel
incrémental et un schéma incrémental est suivi afin de prédire la loi de comportement homogénéisée
a chaque incrément de charge appliquée. Une structure de type pantographe a été choisie comme
géométrie de référence pour décrire 1’anisotropie et prendre en compte les groupes de symétrie dans
I’énergie de déformation a 1’échelle macroscopique du milieu continu de substitution. La linéarisation
du probléme non linéaire et I’approximation par éléments finis de la matrice tangente consistante sont
intégrées dans la résolution des problemes de cellule et la construction de la réponse du milieu de

substitution qui obéit a une élasticité nonlinéaire du second gradient.
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1. Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons une théorie d’homogénéisation continue incrémentale en grandes
déformations dans le cadre de 1’¢élasticité nonlinéaire du second gradient. Un principe variationnel
incrémental associé a schéma incrémental permettra de déterminer le comportement effectif a chaque
incrément du chargement cinématique appliqué sur la cellulaire unitaire, et d’évaluer les modules
tangents consistants par linéarisation des problémes de cellules et de la formulation du comportement
homogénéisé. Par la suite, une étude de convergence des propriétés effectives avec différents pas
d’incréments sera effectuée. Des modéles hyperélastiques pour les matériaux incompressibles seront
utilisés pour le matériau de base, notamment le modéle d’Ogden (Ogden. R.W, 1972), et le modé¢le

de Ciarlet-Geymonat (P. G. Ciarlet and G. Geymonat, 1982).

Ce chapitre présente en détail la formulation théorique de la méthode d’homogénéisation utilisée,
cette derniére repose sur le lemme de Hill écrit sous forme incrémentale, qui pose une équivalence
entre la moyenne de la variation de l’énergie microscopique et de la variation de I’énergie
macroscopique, assortie d’un principe de minimisation de I’énergie potentielle parmi toutes les
fluctuations du déplacement admissible. Ce travail théorique sera traduit par un schéma numérique

implémenté dans le code Freefem++.

Nous traitons des problémes d’homogénéisation du second gradient de matériaux architectures
(Figure 111-1) en grandes transformations. Ces matériaux ont des rigidités spécifiques sur mesure qui
sont obtenues en modifiant la topologie de la cellule élémentaire, en fonction des propriétés effectives
recherchées (elles-mémes dépendant des applications) et des modes de déformation appliqués. On
peut citer parmi ces metamateriaux, les matériaux auxetiques (Y. Prawoto, 2012 ; N.
Karathanasopoulos et al., 2018) qui se caractérisent par un coefficient de Poisson négatif et qui ont
une forte rigidité en cisaillement, ainsi que les matériaux chiraux, avec notamment les structures
hexachirales, chiral diamond, tétrachiral (N. Karathanasopoulos et al., 2018), et d’autres classes de

matériaux architecturés comme les structures en nid d'abeilles rentrantes (Figure 111-1).
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Dans ce travail, I’intérét est focalisé spécifiquement sur les structures de type pantographe
comme exemples de métamatériaux présentant un comportement du second gradient prononcé ; ces
structures comportent des ‘fibres’ non orthogonales mais équivalentes en termes de propriétés
mécaniques. Ces structures sont trés connues par leurs comportements prononcés du second gradient
(F. dell’Isola, et al, 2015) ; elles sont le sieége de tres grandes déformations tout en restant dans le
régime élastique, (F. dell’Isola, et al, 2016 ; G. Milton, 2017). Aussi elles sont trés résistantes aux
phénomeénes d'endommagement (V.A. Eremeyev, et al, 2016) et présentent un comportement
mécanique macroscopique robuste vis-a-vis des perturbations de leur microstructure et de leurs
propriétés microscopiques (A. Bertram, et al, 2016). Les structures pantographiques ont un rapport
résistance/poids trés important (L. Russo, 2013) et un comportement au dommage prévisible. Les
structures pantographiques sont avérées avoir des propriétés trés prometteuses dans la propagation
d’ondes, par exemple pour réaliser des guides d'ondes efficaces (A. Madeo et al, 2016). En
contrepartie de ces performances mécaniques élevées, elles possédent des propriétés physiques qui

sont dictées de maniére critique par leur géométrie au niveau microscopique.
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Figure I11-1 : Matériaux architecturé : (a) Structure hexagonale ; (b), (c) Structures pantographiques ;
(d), (e) Architectures hexachirales et anti-tétrachirales ; (f) Nid d'abeilles rentrant ; (g) Systéme 4
étoiles ; (h) Grille losange ; (i) Pointe de fleche

Nous développons dans ce chapitre des modéles hyperélastiques en grandes déformations pour
décrire la réponse de structures architecturées, avec comme objet d’étude principal la structure
pantographique. Ces types de modeles nécessitent un matériau mou, dans cette étude nous avons
choisi un élastomere thermoplastique (TPE). Ces matériaux sont généralement connus par leurs
caractéristiques hyperélastiques associées a un comportement élastique sur une large plage de
déformations, montrant ainsi une relation non linéaire entre les contraintes et les déformations.
L’utilisation de ces matériaux élastoméres est de plus en plus fréquente dans les applications
industrielles dans plusieurs domaines de I’industrie, tels que I’aéronautique, 1’automobile, la
biomécanique et le génie civil. Ces types de matériaux présentent des aspects de comportement

spécifiques, soit principalement I’hyperélasticité pour des régimes de sollicitations statiques, mais
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aussi I’hyper-visco-élasticité pour des sollicitations dynamiques, et des couplages thermique —

élasticité modélisés par la thermomécanique.

En général, le comportement de matériau architecturés peut-étre décrit par une fonction densité
d'énergie de déformation d'arguments cinématiques appropriés reflétant leur anisotropie. Le matériau
TPE se comporte comme le caoutchouc, et plusieurs modéles hyperélastiques peuvent étre élaborés
a priori pour décrire la relation contraintes-déformations, dont parmi eux le modele d’Ogden (R.W.

Ogden, 1972) qui est écrit en fonction des rapports d’élongation principaux.

Dans ce chapitre, 1’objectif est d’¢élaborer une méthode d’homogénéisation du second gradient
en grandes transformations de matériaux architecturés anisotropes mous. En guise d’application, le
potentiel hyperélastique de la structure pantographique sera formulé en considérant la symétrie
matérielle de la microstructure (chaque microstructure périodique est caractérisée par son groupe de
symétrie matérielle), et son anisotropie. Le potentiel d'un matériau anisotrope s’exprime de fagon
générale comme une fonction isotrope du tenseur de Cauchy-Green gauche, auquel s'ajoutent des
tenseurs de structure (J.P. Boehler , 1978) ; le méme principe est ici appliqué pour la formulation

d’une loi de comportement anisotrope a gradient de déformation.

Dans ce chapitre, 1’intérét est focalisé sur la modélisation des milieux hyperélastiques anisotropes
a gradient de déformation, et ce plus spécifiquement pour le pantographe qui est sélectionné comme

une structure sujette a de forts effets de gradient de déformation (Figure 111-2).
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Figure I111-2 : Structure pantographique périodique et la cellule unité

Le pantographe est un exemple typique bien connu d'une structure ne présentant pas ou trés peu
d'élasticité au premier ordre, mais au contraire sa réponse €lastique est du second gradient lorsqu'elle
est considérée comme un milieu continu ; il s'agit donc d'un continuum du second gradient sans ou
avec trés peu d’élasticité de Cauchy. Plusieurs méthodes sont possibles pour modéliser ce genre de
structures, dont la méthode d’homogénéisation discréte basée sur la théorie des poutres (Y. Rahali et
al, 2015), qui est une technique d'homogénéisation asymptotique pour construire le continuum du
second gradient effectif basé sur des expansions asymptotiques des variables cinématiques discrétes
en fonction de la macro-déformation et du gradient de macro-déformation imposés sur une cellule de
base de la structure. L’énergie de déformation est composée de trois termes représentant les
différentes formes de déformation, tels que, l'extension, la flexion et le cisaillement. On trouve
¢galement dans la littérature un modele de ressorts développé par (F. dell’Isola et al, 2019), ou une
approche discréte de type Hencky développée pour les structures pantographiques (F. dell’Isola et al,
2016). L’extension des fibres est modélisée par la connexion des particules adjacentes avec des

ressorts de traction (Figure 111-3), voir (F. dell’Isola et al, 2019).
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Figure 111-3 : Micro-modéle d'une plaque pantographigue avec un détail des trois ressorts de rotation
(F. dell’Isola et al, 2019).

De plus, a chaque nceud du treillis, des ressorts en rotation, qui sont déformés lorsque I'angle

couvert par deux ressorts de traction contigus est modifié, sont introduits (F. dell’Isola et al, 2019).

Figure 111-4 : Géométrie du tissu imprimé en 3D (F. dell'lsola et al, 2015)

Le type de pantographe choisi dans cette étude est représenté figure 3.2 ; cette forme de
pantographe est obtenue apres une projection et simplification du modele 3D. Dans notre cas d'étude,
la structure pantographique est modélisée comme un milieu continu (Figure 111-2) ; elle est de
symétrie rhombique, pour laquelle les fibres sont équivalentes en termes de propriétés mécaniques,
et non orthogonales. La zone de jonction entre les fibres est affinée afin de favoriser les effets de
second gradient ; ce type de pantographe a montré un effet de second gradient trés important par

rapport a d’autres matériaux tels que des composites renforcés par des fibres cylindriques et le
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gyroide, comme 1’a montré le chapitre précédent, voir également (A. Lahbazi et al, 2022). Dans le
cadre de I’hypothése des petites perturbations, des conditions aux limites de type second gradient sont
appliquées sur le pantographe ce qui génécre un effet de flexion a I’échelle de la cellule élémentaire
(A. Lahbazi et al., 2022). Dans ce qui suit, nous généralisons le propos et abordons I’homogénéisation
du second gradient en grandes transformations, en commencant par rappeler le cadre plus simple et

connu de I’homogénéisation nonlinéaire du premier gradient.

2. Méthode d’homogénéisation continue en grandes déformations

incrémentales

L'équation d'équilibre pour un milieu élastique nonlinéaire a I’échelle microscopique dans un
domaine tridimensionnel s'écrit sous la forme suivante, ou X désigne la position dans la configuration

de référence non déformée a l'instant initial :

9X;

+£=0 (3.1)

avec P le premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff dit nominal, et f la force volumique. La

forme faible de 1'équation d'équilibre (3.1) s’exprime comme suit :
fﬂoﬁ(t): Vy(du) dQ = IQOS: 0E dQ = IQOE .6u+fnw t.dudr Véu € H} (Q4) (3.2)

ou t est le vecteur traction appliquée sur une partie du bord du domaine, noté 0, .

L’homogénéisation de problemes d’hyperélasticité passe par une écriture incrémentale qui est

exposée dans ce qui suit.

2.1.Probleme microscopique
Soit (2 un élément de volume représentatif (VER) a I'échelle microscopique d’un voisinage d’un
macro point de position X dans un repére cartésien. Nous supposons que Q,‘} a une taille

caractéristique beaucoup plus petite que la dimension caractéristique de la macrostructure, afin de

que la condition de séparation des échelles soit satisfaite. A la suite des définitions similaires de la
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section précédente, et en designant par (.) ,, les microquantités, nous supposons I'existence d'une
fonction d'énergie de déformation W, (F) telle que les contraintes nominales microscopiques sont

exprimées par le gradient microscopique de la transformation :

_ow(F)

P oF

, avec P=F.Set F=V,u,+ | (3.3)

ou S est le second tenseur de Piola-Kirchoff, qui est symétrique.

Dans le domaine microscopique (Figure 111-5), la position actuelle des points matériels apres

deformeée est la superposition d'un champ moyen et d'un champ de fluctuation @(X) , induit par la

présence d'hétérogénéités, soit :
6x, = OF.X, + du(X,) (3.4)

Cette décomposition permet d’exprimer le gradient de déformation a 1’échelle microscopique de la

facon suivante :

F=F+5i(X,) ® Vx (3.5)
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Figure 111-5 : Homogénéisation de matériaux composites
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Par la suite, 1’équation d’équilibre a I’échelle microscopique sur le VER .(22 peut s’écrire sous forme

incrémentale comme suit :

[ gy AP (O)Vx (S0)AQ=] 5o Af, SudQ+] o At ,Sudrvou € H3(0D) (3.6)

L’équation constitutive microscopique du matériau est la suivante, dans laquelle

( CT'”ijkl ) n+1 désigne le tenseur des modules tangents microscopiques :
SSij:CT‘#ijkl SEkl (37)

Avec S=F~1P etparsuite 8S=6F 'P+F~13P (3.8)

Le tenseur des modules tangents microscopiques est la matrice Hessienne de I’énergie microscopique,

soit :

_ 0%*Wy(FyiF)

( CTijug )n = o (3.9)

2.2.Homogénéisation en grandes déformations pour le milieu de Cauchy
Nous présentons ci-dessous une méthode d’homogénéisation en grandes déformations
incrémentales, basée sur une extension du travail de (M. Aayad et al., 2020) en petites déformations.
Cette formulation est appliquée au milieu de Cauchy, et donc n’implique que le premier gradient de
déformation. On utilise ici le lemme de Hill sous forme incrémentale : la moyenne de la variation de
I’énergie microscopique est identique a la variation de 1’énergie macroscopique, assortie d’un
principe de minimisation de I’énergie potentielle parmi toutes les fluctuations du déplacement

admissible (C. Miehe et al, 2002), soit :

= . 1 = ~
SWi(Fur1) = infoa o [ gWa (Frga 4 Vil 5X)dV (3.10)
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ol F est le tenseur de gradient de transformation macroscopique, et @ est le champ de déplacement
de fluctuation. Le déplacement microscopique se décompose en deux parties, une partie homogene

et une fluctuation périodique (Eg. 3.11) :

Su=sunom+§i (3.11)
Aussi on peut décomposer la variation du deplacement comme suit :

Su=6ulom+§ii (3.12)

Le principe de minimisation s’applique a toutes les fluctuations périodiques qui appartiennent a

T . g1 . . _y . .
I’espace des champs périodiques noté Hper, de sorte que I'on peut écrire la variation de I’énergie

5Wa (SE) =serin(v) {, % Cru(y):(SE+80 (y)®V y) :(sE+80 (y)®Vy ) dV } (3.13)

La condition de stationnarité du probléme d’optimisation (3.13) fournit comme condition nécessaire
un probléme aux valeurs limites « BVP » a satisfaire par la fluctuation optimale associée au champ

de deplacement reel (en I'absence de forces volumiques) :
-div, { Cr(y): (3E + 50 (y) ®@vy)}=( (3.14)
8U (y) Y-périodique

La linéarité de la solution, la fluctuation &0 du déplacement, relativement au chargement
macroscopique cinématique E et sa variation §E, garantit l'existence d’un localisateur du déplacement

HE(y), un tenseur du troisiéme ordre, tel que la fluctuation s’écrive sous la forme
50(y) = H*(y). 3E(x) (3.15)
Le déplacement fluctuant peut s’écrire €également de la fagon suivante :

sU(Y) = HE (y). 1,:8E (3.16)
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Avec I, est le tenseur identité d’ordre 4, en injectant 1’expression (3.16) dans le probléme de cellule

(3.14), on trouve la nouvelle forme de ce probléme :
-divy{ Cr(y) : (I4+HE (y)®V,)}=0 (3.17)

Numériquement, le localisateur du premier gradient H" (y) est alors obtenu en résolvant le probléme

de cellule unitaire (3.17) pour I'nomogénéisation de Cauchy.

La variation du tenseur de déformation de Green-Lagrange 6E peut s’écrire en fonction du tenseur de

déformation F, de son transposé FT et de leurs variations sous la forme suivante :
SE=[FT-Vy(Su) +Vx (Gu)". F] = 1/2(6F".F +F". &F) (3.18)
SW (8E) ={= [, Cr(y):(5E+80 ) (1,3E+1,30 (v)) dV, } (3.19)

L’obtention du tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff 2 (PK2) s’effectue par dérivation de I’énergie

de deformation par rapport a I’incrément de déformation appliquée :

AWy

02 = S5k

={J, Cru:(SE+ H (). 1, 8E ):(IL,+ H ) ) }ay,, (3.20)

On obtient alors le tenseur des contraintes sous forme incrémentale, en fonction de la matrice de

rigidité tangente macroscopique Com™ n définit la discrétisation en fonction du temps. Ce passage

n+1’

de la forme continue a la forme incrémentale se fait avec la discrétisation du chargement cinématique

macroscopique appliqué sur la cellule.

8% pe1={ J y(C\nﬁ Crp H D1 1, ) (L + H O e 1) }:EjE _ (3.21)

hom
Cr n+1

Les contraintes de Piola-Kirchhoff 2 a I’incrément n+1 s’écrivent sous la forme suivante :

8% yq = 0%, AT 41 (3.22)
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La Box 1 résume I’algorithme de la méthode d’homogénéisation incrémentale proposee pour le milieu

de Cauchy.

Homogénéisation continue incrementale : milieu de Cauchy

o Initialisation : 6F,,, = d8F,

avec O0F= Vy(éu)
OUp 1= OUp+ABU, 11
du=sumom+sii; 8= HE(y) :5E Silin41= HP(Y) ne1: 8Enys
SE = 1/2(5F"-F +F" §F)

Probleme de cellule :

-divy { Crp(Y): (0En+1+Vy (HE (Y) nt1: 0Eny1)) }=0

50 (y) : périodique

Avec (Azij )n+1= (CT'”ijkl ) n+1 (AEkl)n+1 Microscopique

8% n1= {J, (Cru* Cry H* ) ne1 1y ) (1, +H 0D n1 1) 1:8E 4

}

hom
CT n+1

Réactualisation de contrainte :

() n+1 = () n?t Az:n+1

2.3.Evaluation des modules effectifs du second gradient sous forme incrémentale
Dans cette partie, une évaluation des modules effectifs tangents de second gradient sous forme
incrémentale est effectuée. A I’échelle microscopique, une loi de comportement non linéaire de type
hyperélastique est postulée. L’énergie de déformation incrémentale du modele continu effectif peut
s’écrire sous la forme d’une expression bilinéaire des mesures cinématiques. Cette forme est

équivalente a la moyenne volumique de la déformation microscopique eg. (3.23):
SEL=CRo™ :SE+BRO™ 8K ; 8S=Br™T:5E+DIO™ 5K =

Wy (0E, K) =X:0E+ S..0K =<oW, (g)>=<ely) :C(y) : oely)> =
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ASWy (GE, OK) =AT:0E+ AS.SK=6E :CRO™: AE + &K..DP™ . AK+ &E :(BRO™+BI™T).. AK

(3.23)

Dfom est un tenseur du sixiéme ordre des modules de gradient de déformation, et B™°™ un tenseur
du cinquiéme ordre des modules de couplage entre le premier et le second gradient de déformation,
la présence de la somme (terme symétrique) (B"™+B"™T) est une conséquence de I'existence d'un
potentiel d'énergie de déformation qui garantit la symétrie de la matrice de rigidité globale effective,

par la relation de Schwarz.

Le déplacement total se décompose en deux parties, une partie homogéne et une autre de fluctuation

(eq. 3.24)
6u=5uh°m+6ﬁ=6E.y+%6k.(y.y)+HE(y).6E+H"(y).6K (3.24)

Avec  Bu™m=SE.y+-SK.(y.y) et Su=HE(y).5E+H (y).5K

Az =22MCEI0 _ chom ; AE4BO™ 5K ; AS=

d8W (SE,SK) _

e BI™T: AE4+DRO™. AK (3.25)

Un principe de minimisation est écrit pour toutes les fluctuations périodiques sous la forme suivante :

ASWy(SE,6K) =  Min {fyicm L (BE + 3Ky + 3ii(y) ® V,):(4E + AK:y + Ali(y) ®V,)dV,}
ﬁEHlper )
(3.26)

La condition de stationnarité du probléme d’optimisation (3.26) fournit comme condition nécessaire
un probléme incrémental a satisfaire par la fluctuation optimale associée au champ de déplacement

réel (en I'absence de forces volumiques) ;

_divy{CTu t (OEn+1 + 0Kny1:y + 8U(Y)ne1 ®Vy) 1=0

dti(y) : Y-périodique (3.27)
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La linéarité de la solution par rapport au chargement cinématique, soit les deux incréments oE et 6K,
assure l'existence de deux localisateurs pour les chargements appliqués de déformation et son
gradient. Ces tenseurs de localisation sont du troisieme et du quatrieme ordre successivement

HE(y), HX(y), de sorte que la fluctuation s'écrit par la relation suivante :
8ﬁ(Y)n+1:HE(y)- 5En+1 + HK(y)-SKn+1 (3-28)

En remplagant 1’équation (3.28) dans le premier probléme de cellule, on trouve un 2é™€ probléme de

cellule impliquant un localisateur du gradient de déformation :
_divy{CTﬂ . (14 + HE(y) ® Vy) . SEn+1+(I4®y+ HK(y)®Vy) . 6Kn+1 }:O
dti(y) : Y-périodique (3.29)

Les tenseurs de localisation sont alors obtenus en résolvant les problémes de cellules : le tenseur de
localisation du premier gradient HE(y) est obtenu en résolvant le probléeme de cellule (3.17) et le

localisateur du second gradient HX (y) par la résolution du probléme du second gradient (3.29).

Pour simplifier la résolution des probléemes de cellules, nous insérons les deux localisateurs de
déformation AE(y),AX(y), dans I’équation (3.28). Ces localisateurs sont eux-mémes définis en

fonction de deux localisateurs de déplacement HE (y) et HX(y) de telle sorte que :
AE(y) =1, + HE(y) ®V,, (3.30)
A (y) = 1,®y+HX (y)®V,, (3.31)

La déformation microscopique s’exprime alors en fonction des tenseurs de déformation et de gradient

de déformation selon la relation suivante :

85&=AE(y): SE(X) + AK(y).. 5K (X) (3.32)
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Les tenseurs de contraintes de Cauchy et d’hypercontrainte sous forme incrémentale sont obtenus par
dérivation partielle de I’incrément de 1’énergie de déformation (3.26) par rapport a la déformation et

au premier gradient de déformation respectivement :

_96Wy(8E,SK) _96Wu(SE,SK)
62n+1_ asEn+1 1 65n+1_ aSKTH-l (3'33)

On obtient alors les tenseurs de contraintes réactualisés en terme du temps a I’incrément ty+1 Sous la

forme suivante :

. a 1 ~ ~
62p41=  Min m{fﬁcw : (OE + 8K:y + 8ii(y) ® V,):(4E + AK:y + Afi(y)

U€eHper (y)

®Vy)dVy = {[,A5(1): Cry(0): AE AV} 1 8By +H{, (AT Cry (0): AX () AV, ) Ky =

Chom™ e 1:0Ep gt BRO™ 1 06K 4y (3.34)
. d 1
0Sn+1= @ m{nyCTu 1 (BEn+1 + K11y + SU(V)nt1) ®Vy):(8Ep+1 + Kny1:y +

U€EHper (y)

S(Y)nr) AV} = {J AT ): Cr(0): A )V, } - 8B HAK ()T Cry(): A (1AW, ). OKipya=

BRI 110 g DO 1 06K iy (3.35)

Les tenseurs des modules effectifs tangentsCo™, B™ et DIO™ donnés par :

crom = [, AF(): Cru(y): A5 (y)ay, (3.36)
Bre™ = [ (AF()".. Cry (): A ()Y, (3.37)
DFo™ = [ (AX)". Cr(3): A (y)dV, (3.38)

Aussi on peut définir la contrainte de Cauchy et I’hypercontrainte en fonction des localisateurs de

déplacement comme suit ;

8201 = {J,(Cry + CryHE W L) ( Iy + H (1) 6) AV, } : 08En 1 +{J , Cru(y + HE (D) f6)( Ly +

HE (y)[)dVy} : 08Ky 1= CF™ nt1:0Ensqt C%wmnﬂ-'- 6Kn+1 (3.39)
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8Sn+1 = {J (Crp + Cr,HE W L)Ly + HE () 1)AVy ) 2 08En 41+ (Cryy + CrH* (0 16)( Ly +
HK(Y)[s)dVy} : a(S‘I{n+1: Bhom,T n+1:5En+1+ Dhomn+1-.- 6Kn+1 (3-40)
La linéarisation et I’homogénéisation commutent (J. F. Ganghoffer et H. Reda, 2021), ce qui garantit

que la solution du probléme homogeénéise pour une déformation finie appliquée peut étre ‘découpée’

en une somme de sous problemes incrémentaux linéaires.

L’algorithme suivant résume les équations de la méthode d’homogénéisation incrémentale au second

gradient proposée.

Homogénéisation vers un milieu du second gradient : schéma incremental
e Initialisation : oF,, ;= oF,
avec oF= Vy(du)+1
OUp 1= OUp AU, 41
Su=unom+54 ;
Siin+1= HE(Y) na1  OEns1 tH (V) na1: 6Knia
SE = 1/2(6F".F +F" 5F)
Premier probléme de cellule :
—divy{Cry : (6Ep+1 + 0Kpy1:y + SU(V)n+1 ®V,) }=0
oti(y) : Y-périodique
Deuxieme probleme de cellule :

_divy{CTu . (14 +
HE(Y) ®V,): 3B+, @3+ HX (1)®V, ): 8K p41}=0

dti(y) : Y-périodique

o ( Sijk)n+1=( CT'”ijkl ) n+1 C Ex)nst incrément de la contrainte microscopique
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6241 {J AP (1): C: AP (y)AVy } 1 8E s + ([, (AP YD) C(0): AKX (1)dVy ). 0Ky

Cho™ 1t OEpyqt B 1. 06K 1

8Sn+1 = {[,(AX ). CON: AP ()AV,} : 8Ensy + {J ,(AX )T C: AX(¥)AV, ). SKipaa =

hom,T . hom .
B ni1. OE, i+ DO 98K, 4
— hom . hom .
6241 = C nt1: OEny1+ B 1 0K
— hom,T . hom .
6Sn+1 - B n+1- é‘En+1+ D n+1-- 6Kn+1

8S n+1 =88 + By et 02041 = 02y +02n4q

3. Matériaux hyperélastiques

La théorie générale de I'hyperélasticité qui est une théorie de 1’¢lasticité nonlinéaire qui s’appuye
sur I’existence d’une fonction densité d’énergie élastique est classiquement invoquée pour prédire la
réponse mécanique des matériaux dans des conditions de chargement statique ou pour développer des
modeles constitutifs plus sophistiqués tels que la viscoélasticité ou I'adoucissement de la réponse du
matériau. De nombreux modeles hyperélastiques ont été développés, mais tous ne sont pas capables
de décrire le comportement d’un matériau dans sa complexite, c'est-a-dire de reproduire de maniére

satisfaisante les données expérimentales obtenues pour différentes conditions de chargement.

Trois types de formulations existent pour modéliser les matériaux hyperélastiques, selon
I'approche suivie afin de développer la fonction d'énergie de déformation : la premiere formulation
est basée sur des modéles phénoménologiques (R. S. Rivlin, et al, 1948 ; R. W. Ogden, et al, 1972),
la deuxieme repose sur des donnees expérimentales (Hart-Smith et al, 1966) pour déterminer les
fonctions matérielles d'énergie et la troisiéme formulation s’appuie sur des modeles développés a
partir de motivations physiques qui sont en général tres delicates en termes de leur formulation

mathématique.
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3.1.Théories de I'hyperélasticité
Les matériaux hyperélastiques sont une classe de matériaux pour lesquels I'existence d'une énergie
de déformation W est postulée, cette derniere étant exprimée en fonction du tenseur de gradient de la

transformation F :

W=W(F) (3.41)

La fonction W est appelée potentiel élastique et elle représente I'énergie de déformation par unité de
volume de la configuration de référence ; ce potentiel élastique peut également étre défini en fonction

du tenseur de Cauchy-Green droit C :

C=FTF; W= W(C) (3.42)

Le potentiel élastique W doit en effet respecter le principe d'indifférence matérielle qui garantit son
invariance dans toute rotation de la configuration courante (2, cette condition se traduisant par la

condition :

W(F)=W(Q.F), Vv Q transformation orthogonale (3.43)

Dans le cas ol Q est la rotation particuliére RT résultant de la décomposition polaire de F, la condition

(3.43) donne alors :

W(F)=W(R".F) (3.44)

Puisque C ne varie pas dans un changement de reférentiel de 1’observateur, il est clair que le potentiel

est objectif, soit il vérifie :

W(C)= W(RCRT) VR eO(3) (3.45)

La forme générale de la loi de comportement d'un matériau hyperélastique donnée dans la
configuration initiale £, en fonction du tenseur de Green Lagrange E, et par la suite du tenseur de

Green Cauchy droit C, s’écrit :
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J=—=

_ow 2aw
~ 9E ac

(3.46)

La loi de comportement hyperélastique fournit le tenseur des modules d'élasticité a I'échelle
microscopique en un point donné et pour une déformation donnée ; ce tenseur d'élasticité est obtenu
par la dérivation de I'énergie de déformation W par rapport aux tenseurs de Green Lagrange E ou
encore Cauchy Green C, ce qui représente la loi hyperélastique :

_O2W(E)_ ,0°W(C)
~ QEOE acac

C (3.47)

Ce tenseur des modules d'élasticité tangent présente des symétries mineures et majeures, dues
respectivement a la symétrie de E et de X et a l'existence d'une fonction énergie de déformation, qui

sont les suivantes :
Cijki=Cjixi=Cyji - Symétries mineures (permutation des indices dans chaque paire (i,j) et (k,1)).
Cijki=Cyy;j - Symétries majeures (permutation des deux paires d'indices).

Pour un matériau isotrope, la cinématique est décrite par les trois principaux invariants isotropes

issues de C, classiquement notés I, I, et I5, donnés par :
I, = tr(C)=A3+21%+13
I =< [tr(€)? — tr(C?)] = 1323+A3A3+22 13
I; = det(C)=(A;1,13)? (3.48)
ou 1,, A, et A5 sont des nombres positifs strictement, appelées allongements principaux.

La loi de comportement des matériaux hyperélastiques isotropes s'écrit comme un développement

quadratique de la déformation lagrangienne, avec des coefficients dépendant des principaux
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invariants de C, cela implique que la fonction énergie de déformation est fonction de ces principaux

invariants :
W=W (I,(C), 1,(C), I5(C)) (3.49)

Le tenseur des contraintes matérielles Piola-Kirchhoff 2 est alors exprimé en fonction de W et de ses

dérivées par rapport aux invariants :

W (C)_aw(C) d11(C) ,aw(C) L (C) , dw(C) dl5(C)
ac dI,(C) dC AL, (C) aC ' al;(c) ac

5=2 (3.50)

3.2.Modeles hyperélastiques isotropes
Avant d’aborder les modéles anisotropes, nous rappelons les modeles hyperélastiques isotropes qui
sont exprimés soit en fonction des invariants du tenseur de déformation de Cauchy-Green, soit en
fonction des élongations principales, le choix dépendant du modele utilisé. Nous citons les 3 modéles
hyperélastiques les plus connus dans la littérature, le modéle Néo-Hookéen (L.R.G. Treloar, 1944),
celui de Mooney-Rivlin (M. Mooney,1940 ; R.S. Rivlin, 1956) et le modéle d'Ogden (R.W. Ogden,

1972).

e Modéle de matériau Néo-Hookéen :
W(C)= C10(l; — 3) (3.51)

ou C;g0 €st un parametre matériau. Selon la littérature, le modele de matériau Néo-Hookéen n'est pas

assez précis pour prédire la réponse en grandes déformations.

e Modele de matériau de Mooney-Rivlin :

Avec, C; et C, des constantes de materiau, et ou G=2(C,+C,) est le module de cisaillement élastique
linéaire. Le modele Mooney-Rivlin est largement utilisé pour les matériaux caoutchoutiques ; malgré

les limitations connues (P. Heuillet, 1995) pour la description d'états de contrainte particuliers, ce
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modele peut étre utilisé pour plusieurs structures et dans une large plage de déformation locale jusqu’a

environ 200 %.

e Modeéle d’Ogden :

W(Ay, 25, A3) = XN Z—’;[A‘l’”’ﬂ‘z"” + 257 — 3] (3.53)

Expression dans laquelle les parametres up et ap sont des constantes matérielles déterminées
empiriqguement, et A,,4,,1; sont les valeurs propres principaux du tenseur gradient de la
transformation. Selon la littérature, le modele d'Ogden est un modéle de matériau hyperélastique trés
pertinent pour prédire le comportement de matériaux non linéaires, tels que le caoutchouc ou les

polymeéres de facon plus générale.

Plusieurs autres modéles hyperélastiques isotropes ont été développés : citons les travaux de Rivlin,
Spencer, Ogden, et Truesdell, R.S. Rivlin et al, 1951); (A.J.M. Spencer, 1970); (R.W. Ogden, 1972)
; (C. Truesdell et al, 1992). Ces modeles hyperélastiques ont été trés utilisés dans plusieurs
applications pour modéliser les ¢lastomeres, telles que la biomécanique, I’aéronautique, 1’automobile,

le génie civil. Matériaux hyperélastiques anisotropes

La construction des lois constitutives de matériaux hyperélastiques fortement anisotropes est
toujours tres délicate et nécessite des développements théoriques nouveaux par comparaison avec la
situation des matériaux hyperélastiques isotropes. Dans les derniéres décennies, la modélisation des
matériaux anisotropes a beaucoup retenu 1’attention des chercheurs en raison de la grande variété de
ces matériaux, tres présents dans différentes applications en ingénierie (génie civil, aéronautique)
mais aussi en biomécanique des tissus mous (veines, artéres, muscles, ligaments, tendons, la peau).
Plusieurs types de matériaux présentent une anisotropie marquée, soit principalement les matériaux
architecturés et les matériaux composites. L’anisotropie de la géométrie des composites a renforts
fibreux est décrite par I’orientation des fibres dans la matrice ; dans certains cas, plusieurs directions

d’anisotropie existent dans la structure, ces directions définissant le groupe de symétrie de la
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microstructure. Dans le cadre des matériaux composites, (C. Simon et al, 2012) ont développé une
loi de comportement constitutive du cerveau de nature visco-hyperélastique transversalement
isotrope. Dans ces travaux, 1’objectif est d’évaluer la sensibilité du modeéle a I'orientation des fibres
et au taux de déformation appliqué. Les travaux de Spencer (A.J.M. Spencer, 1984) portent sur les
matériaux composites renforcés de fibres, cet auteur ayant développé une loi constitutive
hyperélastique continue pour les matériaux anisotropes. Il a fourni une description globale du
comportement anisotrope a 1’échelle macroscopique. Récemment, (D.R. Nolan et al, 2014) ont
développé une formulation hyperélastique anisotrope robuste pour la modélisation des tissus mous,
dans cette formulation le modele Holzapfel-Gasser-Ogden (dit HGO) pour le comportement
hyperélastique anisotrope des matériaux renforcés de fibres de collagene a été initialement utilisé
pour décrire les propriétés élastiques des tissus mous. (J. Schroder et P. Neff, 2002) ont proposé une
formulation de I'nyperélasticité anisotrope polyconvexe en transformations finies, qui repose sur
I’ajout de tenseurs additionnels dits de structure, incorporés comme arguments de 1’énergie libre.
L'objectif principal de ces auteurs a éte la construction de fonctions anisotropes polyconvexes au sens
de Ball afin de garantir I'existence de minimiseurs des principes variationnels en élasticité nonlinéaire.
Dans (J. Schroder et al., 2004), les auteurs proposent une approche variationnelle pour
I'nyperélasticité anisotrope qui respecte les conditions de stabilité, basée sur une fonction d'énergie
stockée anisotrope qui satisfait a priori la condition de stabilité des équations constitutives au sens de

Legendre-Hadamard.

Le potentiel d’un matériau élastique anisotrope siége de grandes déformations peut étre représenté
par une fonction isotrope du tenseur de Cauchy-Green droit C, auquel s’ajoutent des tenseurs de
structure prenant en compte 1’anisotropie. Ainsi, (A.J.M. Spencer, 1984) a établi la formulation d’un

milieu continu hyperélastique anisotrope basée sur les tenseurs de structure.

Dans cette partie, outre le développement d’un cadre théorique général pour I’hyperélasticité

anisotrope, on s’intéresse plus particulierement en termes d’application a I'écriture de la loi
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hyperélastique (anisotrope) de structures pantographiques, en prenant appui sur 1’identification des
directions matérielles d’anisotropic. Pour modéliser les matériaux anisotropes il faut prendre en
compte les directions principales de la structure. Par la suite, nous montrerons que les composantes
du tenseur de déformation de Cauchy-Green C pourront s'écrire dans la base des directions
d’anisotropie de la structure en introduisant ce que l'on appelle les tenseurs de structure, ces
composantes constituant des quantités objectives (vis-a-vis d’un changement de référentiel de

I’observateur).

Quatre structures de base sont envisageables pour le réseau du pantographe, selon 1’angle formé entre
les directions matérielles (appelées fibres) et leurs propriétés mécaniques respectivement : la structure
carrée (fibres équivalentes orthogonales), la structure rectangulaire (fibres orthogonales
inéquivalentes), la structure rhombique (fibres équivalentes non orthogonales) et la structure
parallélogramme (fibres non orthogonales inéquivalentes), toutes quatre représentées Figure I11-6.
Chacune de ces structures est caractérisée par un groupe de symeétrie, plus de détails sont exposés

dans les travaux de (G. Indelicato et al, 2009).
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Figure 111-6 : Les quatre structures de base d'un motif de type pantographe. a : réseau Carré, b :
réseau Rectangulaire, ¢ : réseau Rhombique, d : réseau Parallélogramme (G. Indelicato et al, 2009).
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La structure pantographique sélectionnée pour cette étude a deux directions principales d’anisotropie
(les directions principales du tenseur de moment quadratique), elle est de type rhombique et possede
des ‘fibres’ equivalentes, mais non orthogonales, ces directions étant modeélisées par les tenseurs de

structures M; (Figure I11-7), dont I’expression est la suivante :

Figure 111-7 : Structure rhombique illustrée par un pantographe

M; =A; ® A;;i=1,....N (N=2 pour le pantographe) (3.54)

dans laquelle A; représentent le vecteur unitaire paralléle a la direction de la fibre dans la
configuration de référence, comme le montre la Figure I11-7 pour le cas du pantographe. Le groupe

des transformations orthogonales qui laisse I'axe paralléle & A invariant (au signe pres) est défini selon

G={R € O(3)/ RA;=t A;; i = 1,...,N} (3.55)

Si nous supposons que le matériau de la matrice est hyperélastique, alors il est habituel de supposer

qu'en présence de fibres, la condition d'isotropie transverse est vérifiée (G.A. Holzapfel, 2000) :

W(C)=W(RCRT), V Re G (3.56)

Il est clair que le groupe de transformations orthogonales G préserve 1’invariance du tenseur de

structure pour chaque direction matérielle d’anisotropie associée a un tenseur de structure M :
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G={RcO(3): R M RT =M} (3.57)

On introduit également le groupe associé¢ a I’orbite des tenseurs de structure, soit ’ensemble des
transformations orthogonales qui envoient une direction matériclle d’anisotropie sur une autre
direction d’anisotropie (ce qui sera utile pour des structures présentant une équivalence entre

différentes directions matérielles d’anisotropie) :
M={QeO():RM; RT =P} (3.58)

Ayant introduit cette derniére condition, on peut alors écrire I'énergie élastique W en fonction de C

et du tenseur de structure :
W=W(C, 4; ® A) = W(C, M,) (3.59)

La relation dans laquelle I’indice ‘i” est susceptible de prendre plusieurs valeurs, selon le nombre de

tenseurs de structures (directions d’anisotropie) présentes dans la microstructure.

Le premier théoreme de Rychlewski (Zhang et Rychlewski, 1990) est largement utilisé pour
déterminer la nature des invariants dépendant du tenseur de Cauchy-Green ainsi que des tenseurs de
structure pour les matériaux renforcés par des fibres : la condition d'isotropie transverse écrite en
(3.56) est satisfaite si et seulement si I'énergie de déformation définie en (3.59) est une fonction

isotrope de C et des tenseurs de structure M;, c'est-a-dire si elle satisfait la condition :

W(C):=W(C, M) = W(QCQ",QM;Q"), ¥ Qe O (3) (3.60)

Dans la présente situation du pantographe, I’énergie de déformation peut étre écrite comme une
fonction isotrope notée W sur I’espace produit cartésien Sym(n)xM des arguments (C, 4; ® A,
A, ® A,),avec A; et A, les deux directions principales d’anisotropie géométrique de la structure
pantographique (voir la Figure I11-7). On montre alors que I’invariance de W sous 1’action du groupe

G implique que W est une function isotrope de ses arguments :
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W(QCQT’ QA; ® A1QT’ QA; ® AZQT): W(C'Al ® A1, 4; @ A7),V Qe O (2) (3.61)

D’apres le premier théoreme de Rychlewski, les invariants anisotropes d’une (micro)structure
peuvent étre calculés en termes d'invariants isotropes appropriés d'une fonction énergétique dont les

arguments sont étendus aux tenseurs de structure. On introduit la définition suivante :
W(C,P):=W(QCQ"), avecM; = QP,Q" ,V Q € 0(2) (3.62)

Si I’énergie de déformation W (C, P;) dont la forme est a priori indéterminée (inconnue) est invariante
sous le groupe G par la condition (3.56), alors la fonction d'énergie étendue W (C, P;) définie sur
Sym(n) x M, tels que C € Sym(n), un tenseur symétrique, P, € M et Q € O(n), i =1, ..., N, est une

fonction isotrope de ses arguments. La démonstration est donnée dans (G. Indelicato et al., 2009).

La condition (3.62) est indépendante de la transformation orthogonale Q. En utilisant la condition
(3.56) et (3.62), on peut de fagon réciproque prouver I’invariance de 1’énergie de déformation W sous
le groupe G, qui peut alors étre exprimée en fonction des invariants isotropes de (C,M;), pour I’action

deRsurCetM;,avec Re G :
W(RCRT)=W(C):=W (RCRT,M;) = W(RT(RCRT)R,RTM;R) = W(C, M;), V ReG (3.63)
Ce qui montre que W est invariante sous 1’action du groupe G.

Cette derniere condition est satisfaite en formant les bases d'intégrité des tenseurs C et M; ; le cadre
des matériaux isotropes basés sur des invariants peut étre étendu dans le cas présent anisotrope en
incluant des invariants supplémentaires basés sur les tenseurs de structure, ce qui conduit a un nombre

plus important d'invariants choisis comme arguments de la fonction d'énergie élastique :
W=w (Il (C), 12 (C)' I3(C), I4_(C, Ai)' IS(C' Al)) (364)
Les invariants anisotropes des fibres s'expriment selon :

I4_(C,Ai) = Ai . CAl, IS(C'Ai) = Ai . CZAL' (365)
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L'équation constitutive s'écrit alors formellement :
ZZZWCZZZI'S:l M/Ii Ii,C (366)

On genéralise dans ce qui suit ce résultat classique pour couvrir des classes plus générales
d'anisotropie prenant en compte les permutations des fibres, ce qui conduit au second théoréme de
Rychlewski qui en constitue une généralisation. Le groupe de symétrie G est en genéral limité pour
décrire les propriétés de symétrie de la structure, car il ne permet pas les opérations de permutation
qui échangent les tenseurs de structure. Le groupe de symétrie complet d'une structure donnée est

alors défini comme suit :
H={R € O(n)/ RA;=(—1)*D4,;, i=1,...,N, A(i) € {0, 1}}
={R e O(n)/ RMiRT:MJ(i), i=1,...,N,VoeSy} (3.67)

ou Sy est le groupe symétrique de N éléments, par la suite le groupe de toutes les permutations des

indicesi=1,...,N. On note que H' est I'image de H dans S. .

La fonction isotrope W est invariante sous l’action du groupe H’, la relation (3.64)s devient alors

sous ’action du groupe H':
W (C, Py1y)= W(C, P;), pour tout o € H’ (3.68)

La fonction W := W (C, M;) est alors invariante sous 1’action du groupe H. Sous ces conditions, la
fonction d’énergie est alors invariante sous I’action du groupe de symétrie complet H ; cette fonction
peut étre exprimee en fonctions des invariants isotropes C et M;, et en plus elle est invariante sous les

permutations du groupe H'.

Dans notre cas, la structure pantographique possede deux directions principales A, et A,, la fonction

d’énergie isotrope est invariante sous les permutations des tenseurs de structure correspondant a H :

W(C, AL ®A,LA ® A= I/T/(C,Aa(l) ® Ay Asz) @ Ag(z), Vo e H' (3.69)
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Avec I’introduction du groupe de permutations H', nous pouvons distinguer les microstructures par
leur groupe de symétrie ; par contre, le théoreme classique de Rychlewski ne permet pas de distinguer
les structures selon leur symétrie matérielle. Les quatre structures de base d'un motif de tissage, sont :
la structure carrée (fibres équivalentes orthogonales), la structure rectangulaire (fibres non
équivalentes orthogonales), la structure rhombique (fibres équivalentes non orthogonales), la
structure en parallélogramme (fibres non équivalentes non orthogonales). Pour chaque structure

prévaut un groupe de symétrie bien défini.

Les structures a symétrie rhombique, formées de deux fibres non orthogonales et équivalentes comme
le cas de la structure de référence (le pantographe) considérée, admettent le groupe de permutations
H', encore noté Sy = S,, de sorte que I'énergie est une fonction symétrique de C;, et C,,, ce qui

donne la représentation suivante de la densité d’énergie :
W=W(C11 + C22, C11Ca2, C12) (3.70)

3.3.Modele hyperélastique du second gradient

L’objectif de ce chapitre est alors de formuler une théorie des matériaux anisotropes en grandes
déformations et plus spécifiquement pour le pantographe ; le gradient de la transformation et le
tenseur de déformation de Cauchy-Green sont complétés de leur gradients pour modéliser le
comportement de la structure pantographique, qui constitue une des rares microstructures connues

qui obéisse a un comportement tres prononcé du second gradient (F. dell'lsola et al, 2019).

Le tenseur de gradient de la transformation F, son transposé et son gradient qui seront nécessaires

dans le cadre d’une modélisation hyperélastique du second gradient sont définis comme suit :
F=a, ® A%; FT=AF ® a (3.71)

FRQU=0a,, QA" QAF; FRV®V=1a,p5, ® A* ® AP @ AY (3.72)
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a, § désignent ici et par la suite des indices entiers qui numérotent les fibres dans la structure
considérée (prenant les valeurs 1,2). Dans les relations précédentes, a, et a, sont les vecteurs
tangents aux courbes correspondant a une fibre, dans la configuration déformée de la structure, définis

comme les transportés des directeurs des fibres dans la configuration initiale :

{ a; = hA1=F1 4

a; = AA4;=F;4;

Le tenseur de déformation Cauchy-Green peut étre exprimé en fonction des tenseurs de structure de

la configuration de référence :
C =F"F = (apap)A* @ AP (3.73)

Pour prendre en compte 1’effet de second gradient de la structure pantographique, nous intégrons dans
I’énergie de déformation, le tenseur de déformation de Cauchy-Green a gradient d’ordre supérieur.
Par argument d’objectivité (indifférence matérielle), le potentiel d'énergie élastique peut étre écrit en

fonction des tenseurs de déformation a I'ordre supérieur suivants :
C=C,=FTF, C,=FTVF, C; = VFTVF (3.74)
C, et C, sont respectivement des tenseurs d'ordre 3 et 4.
En se basant sur ces tenseurs, 1’énergie élastique peut étre exprimée comme suit :
W(C)=W(aaaﬂ, Aq 0By, Ag,p0y,s) (3.75)

Dans laquelle a, B, y, et & sont des nombres entiers. En appliquant le groupe de symétrie du matériau
complet H et la condition (3.63) aux directions principales a la configuration actuelle, on obtient les
dérivées partielles du vecteur associés aux directions des fibres dans la configuration actuelle comme

suit :
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aa:(_l)l(a)aa(a) ;
Ay p = (_1)(A(a)+/1('8))aa(a),o(ﬁ);
Qg py = (—D)HOHAEEAN a0 08 o) (3.76)

Avec les conditions ci-dessus, W est une fonction objective, ¢’est-a-dire, 1’énergie est invariante sous
I’action du groupe spécial orthogonal 3D noté¢ SO(3) et sous 1’action de (3.72), et invariante sous H

dont I’action est définie en (3.75).

4. Linéarisation et discrétisation par élément finis

Nous exposons dans cette section la linéarisation et la discrétisation d’un probléme non linéaire en
grandes déformations au premier et second gradient a I’échelle macroscopique par la méthode des
éléments finis. Les tenseurs de déformation macroscopiques (SE,S5K) sont appliqués comme
conditions cinématiques sur le bord de la cellule élémentaire. Par la suite le probléme d’équilibre écrit
sous forme virtuel microscopique est résolu en utilisant des conditions aux limites de périodicité de
la fluctuation du déplacement. L’homogénéisation est réalisée en vertu de la condition macro-
homogénéité de Hill-Mandel, la prise de moyenne volumique des grandeurs microscopiques ainsi que
la linéarisation de ces mémes grandeurs. Dans la derniere étape, le probléeme aux limites
macroscopique est résolu et la convergence quadratique du processus itératif est assurée par la
méthode de Newton-Raphson. La Figure 111-8 fournit le schéma d’un probléme non linéaire

incrémental en utilisant la méthode de Newton-Raphson.
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Configuration initiale

/ Derniére configuration convergée
/ \ Conflguratton actuelle
Dniy

: Au
v Pn+1

Itération

Figure I111-8 : probléme non linéaire incrémental en formulation Lagrangienne actualisée

4.1.Formulation variationnelle
Afin de linéariser le probléme non linéaire, la minimisation de 1’énergie potentielle qui correspond a

I’équilibre est écrite :
Tolul= [ o Wine(E)df2 — Wet (3.77)

ol W, est I’énergie interne stockée et We*t 1’énergie potentielle des charges appliquées, ici

considérées comme des charges mortes.

Nous cherchons le champ de déplacement u € Z qui minimise I'énergie potentielle ; par la suite, il faut

perturber u dans la direction de éu € Z, choisie petite (on introduit un petit parametre ¢), tels que :

e = U+ &du; % Ju(u + e6u)|=o=0

oWin _
fﬂo — I SE-SWet =0 (3.78)

Ici, 6E est la perturbation de la déformation macroscopique E tels que :

SE (u, 6u) = Sym((Vx6u)TF) (3.79)
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La linéarisation de 1’équilibre énergétique est
) 0, ME:6E) — ASWt =0
A(X:6E) = AX:0E + X : A(SE) (3.80)

Le terme X : A(SE) représente la partie géométrique de la matrice de rigidité tangente et le terme

AY = C: AE est la partie matérielle de la rigidité tangente.

4.2.Linéarisation du principe du travail virtuel
Le principe du travail virtuel est non linéaire vis-a-vis du champ de vecteurs de déplacement inconnu
u. Les nonlinéarités sont dues a des contributions géométriques ou mateérielles (ou les deux), c'est-a-
dire la cinématique du milieu et I'équation constitutive du matériau, respectivement. Des solutions
numériques approchées basées sur la méthode des éléments finis sont nécessaires en général. En
faisant le lien avec la théorie de I’homogénéisation proposee au-dessus, qui est développé sous le
code FreeFem++, la méthode de Newton-Raphson est utilisée pour résoudre le probléeme nonlinéaire
et obtenir la convergence de la solution. La méthode numérique de Newton est trés utilisée car
efficace pour résoudre des équations non linéaires avec un taux de convergence quadratique proche
du point solution ; elle repose sur une méthode de résolution incrémentale/itérative. Afin de détailler
le principe de la linéarisation de 1’équation variationnelle, et notamment le travail virtuel des efforts
intérieurs 6W;,,;, sur lequel on se focalise par la suite, une présentation de la méthode est faite dans

une premiere étape pour le milieu de Cauchy classique :
SWine(u, 6u) = fQOZ(E(u): SE (u)dv (3.81)

La linéarisation du travail virtuel des efforts intérieurs de I’Eq. (3.81) est donné ci-dessous, pour plus

de détails voir (G.A. Holzapfel, 1984):
d
Dpy6Wine (u, 6u) = E SWine(u + eAu)| =g
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= [ o [E(E(W)): DpuOE (W) + SE (u): Dy 2 (E(w))]dv (3.82)

avec D,, l'opérateur de dérivée de Gateaux, linéaire par rapport au champ de déplacement

incrémental Au. Le tenseur virtuel de déformation de Green-Lagrange SE est linéarisé comme suit :
ASE = Sym(Grad” Au Grad u) (3.83)

La linéarisation du tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff2 S (symétrique) est réalisee comme

suit :

9Z(E(w)
0E

Dpu2(E(u)) = : DpuE(u) = Cr(u): Dpy E () (3.84)

avec Cr(u) le tenseur d’élasticité tangent en description matérielle ; par la suite, la linéarisation du

travail virtuel des efforts intérieurs en description Lagrangienne conduit a :

Dpy Wi (u, Su) = fno (Grad Su: Grad AuX + FTGradéu: Cr: FT Grad Au)dv (3.85)

Afin d’obtenir le champ de déplacement convergé, la résolution du probléme non linéaire est faite

par linéarisation selon la méthode de Newton-Raphson, comme le montre la Figure I11-9.

A
of
OX
f(x¥) ¢
k+1 !
F<) | /AUK -
_/ xk‘l xk x &

Figure 111-9 : Itération de Newton-Raphson par linéarisation

avec u™tl=y"+Au™ et x"t1 = X + u™*! respectivement le déplacement et la position spatiale

actualisés a I’instant tp+1.
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4.3.Approximation par éléments finis de la description spatiale de I'élasticité en
grandes déformations

La description spatiale de la forme faible peut également étre écrite en notation matricielle,

fournissant la base de calcul la plus efficace des éléments des matrices tangentes. Nous utilisons un

¢lément quadrilatéral a 4 nceuds et a déformation plane dans le cadre de la mise en ceuvre de la

méthode d’approximation du probléme élastique non linéaire, en utilisant les fonctions de forme pour

décrire les configurations initiale et déformée, ainsi que les champs de déplacement de fluctuation

virtuel et incrémental :
@t = X7 Noq ; 6u" = X N, 6 ; A" = X7, N,AG (3.86)

avec N, les fonctions de forme et § le vecteur de déplacements nodaux. 8" est le champ de
déplacement virtuel, alors que Afi" est le champ de déplacement incrémental. L'approximation du

gradient de transformation et de sa variation virtuelle est :
F' =31 G @ VilNg ; Vi F = B, G ® Vi N, (3.87)

Les tenseurs gradient de la transformation et de déformation nonlinéaire de Green-Lagrange sont

donnés comme suit en 2D :

F. F. 1+uy, Uq,2
= :[ 11 12] _ [ , ,
7} Fyy Fyy Uz 1+ uy,

1
E1q U1t 2 (u1,1u1,1 + u2,1u2,1)
= 1
{E}—{ZE;Z I— U2 + By (u1,2u2,1 + uz,zuz'z) (3.88)
12

Upp T U + U U g + Uz Uz

Le résidu de la méthode de Newton-Raphson que 1’on cherche a annuler est donné par :
{q}"{F™ (q) — F***} (3.89)

avec Fi™t et Fe*t |es efforts intérieurs et extérieurs respectivement.
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Les tenseurs de déformation Green-Lagrange linéaire et incrémental sont définis successivement par :

{E} = [Nol{q} ; {AE} = [No]{Aq} (3.90)

La linéarisation de 1’énergie de déformation est écrite par 1’équation suivante :

J [, E:C:AE d = {qI[[ [, [Na]"[C][Na]d0]{Aq}

J Jo,8:0E d2 = {q}"[J [, [Np]"[Z][N,]d2]{Aq} (3.91)
Par la suite, la forme de la matrice de rigidité tangente consistante est donnée comme suit :

[Kr] = [ [ [[Na]"[CI[NG] + [Np]" [Z][N5]1d 02 (3.92)

avec [K7]=[K¥]+ [K£]. Dans cette derniére décomposition, [K] est la partie matérielle de la

matrice de rigidité tangente consistante et [K¥] sa partie géométrique.

On obtient finalement 1’équation d’équilibre incrémentielle discreéte :

{a}T[Kr){Aq} = (@} {F* = F™}, V {q}e Zy (3.93)

[Kr] varie en fonction de la contrainte et de la déformation atteintes, et le probléme d’équilibre virtuel
est résolu itérativement jusqu'a ce que le terme résiduel du membre de droite de (3.93) s’annule,

compte tenu de la précision choisie.

5. Modele anisotrope d’ordre supérieur avec prise en compte de la
rigidité en extension et flexion-cisaillement: Application au
pantographe

Pour construire le potentiel hyperélastique anisotrope dans le cadre de I'hyperélasticité
anisotrope, il est nécessaire d’expliciter le tenseur de déformation de Cauchy-Green dans la base des
fibres. Ce chapitre intégre également les tenseurs de déformation d'ordre supérieur pour caractériser

la loi hyperélastique pour le milieu homogenéisé du pantographe du second gradient. Dans cette
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partie, on exprime les champs cinématiques ainsi que ’énergie du milieu du second gradient de
substitution jusqu’au second gradient (H. Rahali et al, 2015), (F. Dell'lsola et al, 2019) pour la

structure pantographique.

La forme générale de la densité d'énergie s’appuie sur la classification des microstructures en termes
de symétries matérielles. La structure pantographique est constituée d’un réseau composé de deux
fibres équivalentes et non orthogonales, appelée structure rhombique. Les arguments de I'énergie de
ce motif sont obtenus en fonction du groupe de symétrie matérielle de la structure considerée. Le
groupe de symétrie mateérielle agit dans la configuration de référence, ce qui correspond a une action
a droite sur les gradients de transformation VF et VVF, tandis que le groupe de changements
d'observateur agit dans la configuration actuelle, soit a gauche du gradient de déformation. Selon les
études antérieures, notamment (G. Indelicato et al, 2009), on peut écrire le potentiel élastique en

fonction des gradients du tenseur de transformation F a 1’ordre supérieur :
W=W (F, VF, VVF) (3.94)

Par objectivité (indifférence matérielle), le potentiel d'énergie élastique peut étre écrit en fonction des
tenseurs de déformation a I'ordre supérieur (3.91). La modification du théoréme de Rychlewski (3.58)
implique qu'une fonction de (C;)i=1_., invariante sous H peut étre écrite comme une fonction

isotrope (c'est-a-dire, invariante sous I'action de O(2)), de la forme
W=W(C;, A,), i€ {1,...,3} (3.95)

Les invariants isotropes C;, sont ensuite exprimés dans la base des fibres A, ; ces invariants sont
choisis comme arguments du potentiel élastique, cette définition étant également appliquée aux
tenseurs d’ordre supérieur. Dans ce travail nous limitons les variables cinématiques au second
gradient ; afin d’écrire la loi constitutive de ce modeéle, la cinématique est décrite par le tenseur
gradient de la transformation : F=a , @ A%, avec o un indice entier qui numérote les fibres dans la

structure, prenant les valeurs 1 et 2 pour le pantographe.
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Nous considérons séparément les comportements en extension et en flexion, soit le potentiel élastique

se décompose de fagon additive en deux contributions distinctes :
W(C, AL ® A1, Ay ® Ap)= Wer(C A1 ® Ay, Ay @ A)+Wrier(C A1 @ A, A, ® A;)  (3.96)
ol W, et Wflex sont les fonctions d’énergie de déformation en extension et en flexion respectivement.

5.1.Comportement en extension biaxiale

Dans le cas de I’extension biaxiale, le tenseur de gradient de transformation F est donné par :

F_<F11 = 11 0 )
- 0 Fpy =21

ou A; sont les élongations appliquées et les composantes du tenseur gradient de la transformation.

Considérons maintenant un repere cartésien (X;,X,) associé a la base (4,) ; dans ce systeme de
coordonnées, nous pouvons exprimer le gradient de la transformation et son gradient spatial matériel

par :
F=a, ® A" ; VxF = a,3 @ A' ® AP (3.97)
Dans le cas de I’extension biaxiale, le gradient de la transformation s’écrit :
F=a, @ A+ a, @ A% ; FA,=a, (3.98)

Nous rappelons que a désigne ici et par la suite un indice entier qui numérote les fibres dans la

structure considérée (prenant les valeurs 1,2) :
a; = A1A,=F114;
a; = 1,4,=F5,4,

Dans cette relation, a, et a, sont les vecteurs tangents aux courbes correspondant a chaque fibre dans

la configuration déformée de la structure (Figure 111-10), ici illustrés pour le pantographe.
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Figure 111-10 : Le pantographe dans la configuration déformée avec les deux vecteurs directeurs

Pour identifier les directions principales d’anisotropie, on peut se baser sur le tenseur d’inertie de la
structure, dont les directions principales définissent les directions principales d’anisotropie. Pour le
pantographe, les directions principales d’anisotropie sont représentées sur la Figure 1l1-7 et
définissent les tenseurs de structure. Notons que toute combinaison linéaire de ces deux vecteurs
matériels définit également un axe de symétrie, leur demi somme et demi différence fournissant les

deux directions d’orthotropie.

Pour les deux directions principales d’anisotropie géométriques définies par les deux populations de
fibres, I'expression du gradient de transformation peut étre exprimée dans la base mixte attachée aux

deux fibres :
F=1,4; ® A'+1,A4, ® A? (3.99)

Soit (X; , X,), un systéme de coordonnées cartésiennes dans R? de base définie par les vecteurs
unitaires, A,, A, et soit A, A? la base duale (voir la Figure 111-11), telle que les produits des vecteurs
de la base primale et duale satisfont les relations : A' - 4; = 5]-", soit les composantes du tenseur

identité d’ordre deux.
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Figure 111-11 : base constituée des vecteurs associes aux fibres et leur vecteur dual

Le gradient de la transformation F exprimé dans la base des fibres est :

VyF = Vx(LA; @ A'+2,4; @ A*)=2114; Q AP Q@AM + 21,4, QA' @ A + 2,14, Q A2 @

AT+ 25,4, @ A ® A? (3.100)
Pour le milieu de Cauchy, le tenseur de déformation de Cauchy-Green C est donné par :
C=FTF=(A! ® 1,4,+A% ® 1,4,).( 114, @ A +1,4, ® A?)

=(1,%) A' @ A' +(A4A,c058) At @ A%+(A,A,c058) A2 @ A1+(1,%) A2 @ A2 (3.101)

Pour mieux prendre en compte I'effet du second gradient, il faut a priori inclure le tenseur C, qui
contient le gradient spatial du tenseur gradient de transformation F, les composants de ce tenseur
représentant les arguments du potentiel hyperélastique (G. Indelicato et al, 2009)

ce tenseur de deformation de Cauchy-Green d’ordre 3 s’exprime selon :

C,=FTVF = [A' @ }1A1+A? @ 1,4,).[1114; @ A @ A' + 21,4; @ A' @ A% + 2,14, ®

A2 Q@ AT+ A,,4; Q@ A* ® A?]

= MDA @ AT @ AL + (MA2) A @ A ® A% + (AAp1c058) AL @ A> ® A +
(A A52c058)A* @ A* @ A% + (A,411€058)A* Q@ A* @ At + (A1, ,c058)A* Q@ A* ® A% +

(Madsq) A2 @ A2 @ Al + (A,15,) A2 @ A? ® AP (3.102)
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Dans le cas de I’isotropie transverse, on peut exprimer le potentiel élastique en fonction des tenseurs

de déformation de Cauchy-Green a I’ordre supérieur, soit :
W=W(C, C,) (3.103)

Les tenseurs de déformation de Cauchy-Green sont bien écrits dans la base des fibres de la structure
pantographique, et ils traduisent ainsi I’anisotropie de la structure. Ces tenseurs contiennent tous les
invariants indépendants de 1’énergie, qui sont les composantes du gradient de la transformation F
auxquels on ajoute ses gradients dans les directions des deux ‘fibres’ ou directions principales

d’anisotropie de la structure pantographique.

5.2.Comportement en cisaillement

Dans le cas du cisaillement pur, le tenseur de gradient de transformation F est donné par :

F:( 1 Fip = /112>
Fa1 =421 1

En se basant sur 1’équation (3.97), les vecteurs a; et a, sont donnés comme suit :
a; = Ay + A124,=F1 + Fi34;
a; = 3141 + Ay=Fp1 A1 +Fy;
Par la suite, le tenseur de gradient de transformation F et son transposé sont donnés par :
F=(4; + 11245) @ A1+(1,14; + A,) ® A? (3.104)
FT=A" @ (A1 + A1245)+A% @ (1214, + 4y) (3.105)
Pour le milieu de Cauchy, le tenseur de déformation de Green-Cauchy C s’exprime selon :
C=FTF =(A" ® (A1 + A1245)+A% @ (A2141 + A3)). (A1 + 11242) @ AM+(1514, + A;) ® A?)

= (A1 + 1124,)%A' @ A' + (A1 + A1245)(A2141 + Ay) A @ A% + (M504, + A)(A +

Ai2A2)A% @ A1+ (Ay1 Ay + Ay)2A% @ A% =(2115c088 + 1152) AL ® AL + (COSS+ gy + gy +
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A12A21€058) At @ A% + (oSS + Ayp + Ay + A1pAp1¢058)A%2 @ A + (2151¢058 + 15,°) A2 ®

A2 (3.106)
Le gradient de gradient de la transformation F s’exprime dans la base des fibres selon :

VxF = Vx((A1 + A1245) @ AY 4+ (114, + 45) ® AZ):/112,1A2 QA ® A + M2pA; @ A'®

A2 + /121‘1141 ® AZ ® Al + 121‘2141 ® AZ ® AZ (3107)
Le tenseur de déformation de Cauchy-Green d’ordre 3 s’exprime dans la base des fibres selon :

CZ = FTVF = [Al ® (Al + 112A2)+A2 ® (121141 + Az)] [/112}1142 ® Al ® Al + 112,2142 ® Al ®

A2 + /121'1141 ® A2 ® Al + AZl,ZAl ® AZ ® AZ]

= ((A1 + A1245)212142) AP @ A @ A + (A1 4 Ay24;) A12242) A @ A @ A% + (A, +
A1242)221141) A @ A% @ A + ((A1 + 11242)A21241)A @ A* @ A% + (14, +
A A12142)A% @ A' @ A' + ((A3141 + A A224,)A% @ A @ A% + ((Ap141 +

A2)221141) A2 @ A% @ A' + ((A2141 + Az)221241)A% @ A” ® A?

= (A121€088 + A1224121)A" @ A' @ A + (A422€058 + A12245,)A' @ A @ A% + (Ap11 +
A12311€056)AT @ A @ A' + (Ag12 + A12A212€05)AT @ A% ® A% + (A31A121€058)A%* @ AT ®
Al + (121112’26'056 + 112'2)142 ® Al ® Az + (121121'1 + 121'16'056)142 ® A2 ® Al + (121121,2 +

A312€058)A%* @ A* ® A? (3.108)

Pour une structure pantographique rhombique, qui comporte deux fibres équivalentes qui ne sont pas
orthogonales (Figure 111-7), le groupe de symétrie décrivant I'anisotropie de cette structure est généré

par les transformations orthogonales suivantes :

_(cosdé  sind —cosd —sind

1_(sin6 —cosS) ’RZ:(—sin6 6056)
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ou o est I'angle entre les directions principales des fibres, et la représentation matricielle est ici écrite
dans la base orthonormée (4,, j), avec I’axe j orthogonal a A;. Notons que R; et R; sont les réflexions

par rapport aux lignes coupant I'angle entre A, et A, et I'axe orthogonal a celui-ci.

Pour résumer le développement de tenseurs de déformations pour le milieu de Cauchy et du second
gradient, le tableau suivant résume les invariants indépendants pour les deux milieux dans les deux
cas de charge. Les composantes des matrices de la déeformation de Green-Cauchy sont les invariants

de I’énergie de déformation qui prennent en compte 1’anisotropie de la structure.

Tableau I11-1 : Invariants indépendants du milieu de Cauchy et du second gradient pour la structure
parallélogramme

Extension Cisaillement

Cauchy | Second gradient Cauchy Second gradient
A ()‘1/11.1) (2415c088 + A1,%) (112,15'055 + /112/112,1)
A1 A,c088 (11,11‘2) (A12 + 231 + 41245, C088) (A12,2€086 + A12A125)
2, (/11/12‘1COS5) (2231c086 + /1212) (A21,1 + 4124211 €0S6)
(212;5¢c0s6) (A21,2 + 412421 2¢056)
(2221 1c0s8) (A21412,1€088 + A15 1)
(2221 5c0s8) (A21212,2€088 + A12,,)
(,12,12‘1) (A21221,1 + A21,1€056)
(A2222) (4214212 + A21,2056)

avec 14, 1,, 11, et A, les composantes de la matrice gradient de la transformation, qui correspondent
aux modes de déformation en extension dans les directions 1 et 2 et en cisaillement respectivement.
Les gradients des variables A; 1,4, 5,4, 1 et 4, , sont les composantes du gradient d’extension dans
les directions des fibres 1 et 2 respectivement. Les variables 2,1, A122,4211 €t 451, sont les
composantes du gradient de cisaillement dans la direction des fibres 1 et 2 respectivement. Au total,
on recense 5 invariants pour le milieu de Cauchy et 16 pour le comportement propre au second
gradient. Pour un milieu incompressible, les invariants strictement indépendants seront en nombre
plus réduits (lorsque I’on prend en compte la condition d’incompressibilité et ses conséquences

différentielles).
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Dans le cas de deux fibres équivalentes en termes de leurs propriétés, la structure est dite rhombique,
ce qui est le cas du pantographe, et les invariants indépendants présentent alors une symétrie
supplémentaire par permutation des deux directions matérielles associées. On obtient alors le tableau

des invariants suivants :

Tableau I11-2 : Invariants indépendants du milieu de Cauchy et du second gradient pour la structure

rhombique
Extension Cisaillement
Cauchy Second gradient Cauchy Second gradient
A2+ (MiAp1 + 2525,) (241,€088 + 115°) + (2A31058 + | (A121€088 + Aphipq)  +
/122 (/11/11,2 + /12/12,1) /1212) (A21421,2 + Az1,2€086)
A1A5c056 (/11/12‘1 + /12/11‘2)COS5 (A2 + 221 + A124;51c056) (A12,2€086 + Ayp245,) +
(A5 + Ay 1 )cosd (214211 + A21,1€056)

(A211 + A124211€086) +
(A214122€088 + A135)

(A21,2 + 12421 2€086) +
(A214121€086 + A151)

On obtient alors quatre invariants pour Cauchy (extension et cisaillement) et huit invariants pour la

densité du second gradient.

6. Discussion et conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre une méthode d’homogénéisation en grandes déformations
vers un milieu anisotrope nonlinéaire du second gradient. L’identification des invariants indépendants
de I’énergie de déformation hyperélastique exprimés dans la base des directions matérielles
d’anisotropie a été faite pour les modes de déformation en extension et en cisaillement pour les
réponses du premier et du second gradient successivement. L’homogénéisation est formulée dans un
cadre incrémental ; la structure de référence qui a été abordée et étudiée pour modéliser 1’anisotropie
est le pantographe. Cette méthode d’homogénéisation nonlinéaire peut étre appliquée pour plusieurs
types de matériaux sieges de grandes déformations, soit notamment les matériaux composites et les
matériaux architecturés souples. Sur la base d’une formulation variationnelle du probléme
d’homogénéisation et 1’écriture des problémes de cellules incrémentaux, une discrétisation par
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¢léments finis de la forme faible de I’équilibre incrémental a été faite pour construire les modules

tangents macroscopiques et suivre la déformée de la microstructure sur un chemin de déformation

appliqué.

Dans le chapitre suivant, une validation de 1’homogénéisation nonlinéaire sera réalisée par des
simulations éléments finis, suivie de I’identification des parameétres d’un mod¢le hyperélastique
anisotrope pour le pantographe a 1’échelle macroscopique, le potentiel hyperélastique s’appuiant sur
le jeu d’invariant mis en évidence dans ce présent chapitre. Des essais et des simulations numériques
seront réalisés pour plusieurs modes de déformation avec le code EF FreeFem++, en utilisant les
paramétres de la loi de comportement du matériau de base du pantographe (un matériau souple de

type TPE) qui seront identifiés par une campagne d’essais mécaniques.
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IV. Identification d’'un modele anisotrope macroscopique par
des essais réels et virtuels (numériques) sur un pantographe

souple

Les structures pantographiques constituées d’un matériau souple sont le siége de grandes
déformations dans le domaine élastique. L’objectif principal de ce chapitre est de construire un
modele hypereélastique anisotrope du second gradient de structures pantographiques par une analyse
mathématique reposant sur des invariants cinématiques du premier et second gradient. Une
identification des parametres de la loi de comportement hyperélastiqgue microscopique décrivant la
réponse mécanique du matériau de base est effectuée, a partir d’essais mécaniques en traction réalisés
sur des éprouvettes architecturées avec une microstructure du pantographe. Une méthode
d’homogénéisation nonlinéaire vers un milieu du second gradient est présentée, afin d’identifier un
potentiel macroscopique hyperélastique du second gradient a ’échelle d’un milieu continu de
substitution. Les invariants structuraux prenant en compte 1’anisotropie sont construits a partir des
projections des tenseurs de déformation Lagrangiens du premier et second gradient dans la base
matérielle constituée des directions principales d’anisotropie. Ils définissent les arguments de la
densité hyperélastique a I’échelle du milieu continu de substitution du second gradient. Les
coefficients du potentiel hyperélastique sont ensuite identifiés par comparaison avec la réponse
numérique prédite par ’homogénéisation pour différents modes de déformation appliqués sur la
cellule de base du pantographe. Une validation du modele d’homogénéisation hyperélastique
anisotrope en grandes déformations est effectuée en comparant la réponse prédite a 1’échelle de la
cellule unitaire du pantographe avec celle mesurée par des essais expérimentaux. Des applications

sur différents matériaux architecturés sont effectuées.
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1. Introduction

Ce chapitre a pour objet I’identification d’un potentiel hyperélastique macroscopique de
matériaux architecturés souples périodiques a I’échelle d’un milieu continu de substitution, appuyée
par une démarche d’homogénéisation. Dans une premiére étape, les paramétres du matériau a
I’échelle microscopique sont identifiés par une approche inverse, moyennant le choix d’un modele
hyperélastique du matériau de base a 1’échelle microscopique : nous avons choisi le modele
hyperélastique de Ciarlet-Geymonat (C-G en abrégé) (P. G. Ciarlet and G. Geymonat, 1982), (P. G.
Ciarlet, 1988), qui est implémenté dans le code FreeFem++. Ce modele (C-G) propose une fonction
d'énergie interne polyconvexe, voire les travaux de (K. Trabelsi, 2004) pour plus détails, avec une
énergie de déformation W convexe en fonction des invariants du tenseur gradient de la transformation
F. La classe des fonctions polyconvexes a été proposee par Ball (J.M. Ball, 1976) ; ces fonctions
présentent des propriétés mathématiques permettant de minimiser le probléme d'équilibre associe,
compatible avec des modeéles de lois de comportement tels que les matériaux d'Ogden et de Mooney-

Rivlin (dans le cas incompressible).

Les parameétres du matériau qui interviennent dans les équations constitutives qui expriment la
réponse de dernier sous 1’action d’une déformation macroscopique appliquée sont identifiés a partir
des réponses expérimentales (G. A. Holzapfel. et R. W. Ogden, 2009b). Des essais de traction seront
réalisés sur une structure pantographique compléte, sur la base desquels nous pourrons identifier les
parametres de la loi hyperélastique choisie avec I’application « courbe d'ajustement » (en anglais
« Curve Fitting) disponible dans Matlab. Nous utilisons 1’algorithme de Levenberg-Marquardt (dit
algorithme LM), qui permet d'obtenir une solution numérique au probléme de minimisation d'une
fonction, souvent nonlinéaire et dépendant de plusieurs variables. L'algorithme repose sur la méthode

de Gauss-Newton et I'algorithme du gradient.
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La construction du potentiel macroscopique hyperélastique permet a priori d’obtenir un modéele trés
riche en termes de prédiction des réponses macroscopiques pour plusieurs modes de déformation

possibles. La démarche d’identification du potentiel hyperélastique s’appuie sur les étapes suivantes :

e Realisation d’essais mécaniques sur la structure pantographique et corrélation d’images.

e Identification des parametres de la loi hyperélastique microscopique par I’algorithme LM.

e Validation de la méthode d’homogénéisation en grandes déformations en comparant la réponse
macroscopique fournie par le code FreeFem++ avec la réponse mécanique expérimentale.

e Prédiction des réponses numériques pour plusieurs modes de déformation macroscopique
imposée sur la cellule unité (avec le code de calcul par éléments finis FreeFem++), afin
d’identifier le potentiel hyperélastique macroscopique du milieu continu de substitution.

e Identification des parametres du potentiel macroscopique du milieu effectif, ce pour les
contributions du premier et du second gradient de la loi de comportement du milieu de
substitution.

Ce chapitre aborde les développements numériques issus de la démarche d’homogénéisation au
second gradient exposée dans le chapitre 3, dans le contexte de I’hyperélasticité anisotrope en grandes
déformations. La structure pantographique qui se préte bien a des modélisations de type second

gradient est choisie comme application.

2. Essais en traction sur la structure pantographique

Afin de caractériser un matériau hyperélastique, il est nécessaire de choisir un modele et de déterminer
ses parameétres par une méthode inverse qui repose sur des essais mécaniques. Plus précisément, la
méthodologie mise en ceuvre dans cette these repose sur : 1) I’identification des coefficients de la loi
de comportement hyperélastique microscopique a partir d’essais mécaniques sur éprouvette
architecturee, ii) la prédiction de la réponse de la structure en utilisant un modele homogénéisé en
grandes déformations (qui remplace la cellule hétérogéne par un milieu homogene équivalent), et iii)
la comparaison de la réponse numérique prédite a 1’échelle macroscopique avec la réponse mesurée

de I’éprouvette. Cette validation macroscopique de la loi de comportement microscopique est ensuite
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faite a 1’échelle microscopique en comparant les distributions spatiales des champs de déformation

entre les mesures (par corrélation d’images) et les simulations EF.

Dans ce cadre, des essais mécaniques expérimentaux en traction et en grandes déformations ont été

réalisés sur des éprouvettes architecturées a microstructure périodique pantographique (Figure 1V-1).

S50mm

L=

I=150mm

Figure V-1 : Eprouvette architecturée comportant une microstructure périodique de type
pantographe

Cette éprouvette est modélisée par des essais virtuels (numériques) réalisés avec le code d’éléments
finis Abaqus, afin d’en optimiser la taille minimale requise en termes du nombre de répétitions de la
cellule élémentaire, avec pour objectif d’éviter les effets de bords et d’obtenir une zone centrale non
perturbée par ces derniers. Nous avons ainsi varié le nombre de répétitions de la cellule élémentaire
sur la longueur et la largeur de 1’éprouvette dans le plan (X, Y) ; les mémes chargements cinématiques
sont appliqués afin d’obtenir une éprouvette qui ne présente pas d’effets de bords, soit celle qui fournit
un champ de déformation homogéne et symétrique dans la zone centrale de 1I’éprouvette (Figure
IV-2). Apres ces essais, la taille optimale retenue est 15x5, soit une éprouvette avec une répétition de
la cellule elémentaire de 15 fois dans la direction de la longueur L, direction principale de déformation
en extension comme le montre la Figure V-2, et de 5 fois selon la largeur I, direction perpendiculaire
au chargement appliqué, avec un rapport L/I=3. Les résultats numériques (Figure 1VV-2) montrent que
I’éprouvette retenue présente un champ de déformation tres uniforme et symétrique, et qui respecte

la symétrie de la structure pantographique. Parmi les études antérieures concernant les métamatériaux
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pantographiques, on trouve les travaux de Francesco Dell’Isola (F. Dell’Isola et al, 2019) (F.
Dell’Isola et al, 2015) et notamment la conception d’un métamatériau en tissu léger hautement
résistant en traction, ainsi que (F. Dell’Isola et al, 2016) les auteurs traitant les grandes déformations
de poutres extensibles planes et de réseaux pantographiques. Dans ces études, une méme taille et
élancement (longueur/ largeur) des éprouvettes ont été considérés. Le matériau de base des
éprouvettes considéré dans cette étude pour obtenir une déformation qui dépasse 30% est un

élastomére thermoplastique (TPE en anglais), ses propriétés mecaniques sont données dans le

Tableau IV-1.

Figure 1V-2 : Distribution des déformations Ei: et E» en traction

Tableau IV-1 : Propriétés mécaniques du matériau de base, le TPE (SMARTFil)

Propriétés mécaniques | Valeur Unité Méthode d’essai
Résistance a I’abrasion | 35 mm3 ISO 4649
Dureté 93 Shore A 1SO868
Résistance a la | 180 N/mm ISO 34-1 B/b
déchirure

Résistance a la traction | 40 MPa ISO 37
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Allongement a la | 500 % ISO 37

rupture
Module 100% 9.5 MPa 1ISO 37
Module 300% 19.5 MPa 1ISO 37

Les données expérimentales (Figure 1V-5) sont utilisées pour déterminer les parametres du matériau
hyperélastique, a I'aide de I’application « curve fitting » disponible sur MATLAB, qui permet de
minimiser la somme des erreurs quadratiques entre les contraintes hyperélastiques théoriques du
modele hyperlastique de Ciarlet-Geymonat (4.1) et les contraintes expérimentales. Le modele C-G
est défini par la densité hyperélastique qui est celle d’un milieu du premier gradient a 1’échelle

microscopique :
W()=K, (I 15 % = 3) + Ky (I,1;7% = 3) + K5 (/15 — 1 — (1/2)logls) (4.1)

avec K;, K, et K5 les parametres du matériau, et I, I, et I les invariants du tenseur de déformation

Cauchy-Green C=FT.F.

La somme des erreurs au carré entre les prédictions du modeéle et les mesures est définie comme suit :
— 2
?:1 Eri - ?:1(Sm0del(/1i) - Uexp (/11')) (4-2)

avec Spmoqer la contrainte de Piola-Kirchoff2 (PK2) donnée par I'équation (4.3) qui suit et g,,, la

contrainte obtenue expérimentalement, A; I'étirement et n le nombre de points de données de mesures.

La contrainte PK2 est obtenue a partir de la densité d’énergie de Eq.(4.1) selon la relation

AW dl, . dW dl, = dW dls
Smoqer=27 (L 2 4 AW dlp | AW dls
model *(dll dc ' dl, dC = dIs dC)

:2*((/(113‘1/3) * [ + (K213‘2/3) * ([1(6)[ _ C) + ((_1/3)1{111[3—4/3 _ (2/3)1(21213_5/3 n (%) _
(1/2)(1/13)) * det(C)C™) (4.3)

160



L’éprouvette du test mécanique est fabriquée par la machine de I’impression 3D ultimaker S5 tout en
utilisant le dépét de filament fondu (fused deposition modeling), avec une précision de +/- 0.1 mm,
mais elle présente quelques défauts de fabrication (microbilles, quelques taches de la matiére hors
éprouvette) (Figure 1V-3) puisque 1’épaisseur de 1’éprouvette souhaitée est Imm, ce qui n’est pas
parfaitement convenable avec le procéde de la fabrication impression 3D. Ces défauts peuvent
influencer le comportement effectif, mais dans notre cas ils sont mineurs et acceptables pour faire des
essais mécaniques. Nous avons fabriqué d’autres éprouvettes par découpe au jet d’eau qui ne
présentent pas des défauts avec un état de surface propre ; les mémes essais sont effectués sur les
deux éprouvettes, et nous avons trouvé quasiment la méme réponse avec un erreur qui ne dépasse pas

5%.

Figure 1V-3 : Défauts de fabrication sur I’éprouvette et zoom sur la cellule unité

L’essai d’extension est fait sur une machine d’essais uniaxiale : un déplacement de 50 mm est
appliqué conduisant a 33% de déformation maximale, avec une vitesse de déplacement constante de
0.25 mm/s, la longueur utile de 1’éprouvette étant de 150mm (Figure IV-1). La corrélation d’images
est faite en plagant deux caméras en face de 1’éprouvette (Figure 1\VV-4) ; un mouchetis trés fin ( Figure

V-8, Figure 1V-8) est appliqué sur 1’éprouvette avec pour objectif de capturer les déplacements des
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points de ce mouchetis au sein d’une cellule élémentaire au cours de I’essai, et d’évaluer les champs
de déplacement et de déformation par 1’outil Ncorr (dans Matlab). L’intégralité de 1’essai enregistré
sous forme d’une vidéo de haute qualité, puis différentes images sont générées afin de disposer
d’images de références a différents incréments du chargement imposé. L’outil Ncorr et les images
prises permettent de de trouver les champs de déplacement et de déformation sur la cellule
¢lémentaire de 1’éprouvette suivie lors de I’essai. Cette cellule est choisie dans le centre de
I’éprouvette afin d’éviter les effets de bords, également nous avons pris la cellule qui représente le

moins de défauts.

Figure 1VV-4 : Dispositif d'essai en extension

La réponse mécanique en grandes déformations pour le mode d’extension est représentée sur la Figure
IV-5, pour une déformation appliquée maximale de 33% : nous observons que 1’évolution de la force

en fonction du déplacement appliqué est nonlinéaire.
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Figure 1V-5 : Réponse mécanique mesurée du pantographe en extension

Au cours de I’essai, nous avons suivi une cellule ¢lémentaire au sein de la structure loin des bords,
précisement la cellule numéro 7 sur la longueur horizontale | et numéro 3 sur la longueur verticale L
de la structure (Figure 1V-6) afin d’éviter les effets des bords et d’obtenir le champ de déplacement

et de déformation a 1’aide des caméras placées en face du banc d’essai.

50mm

=

I=150mm

Figure 1V-6 : Cellule unitaire suivie pour la corrélation d’images

Plusieurs images sont prises sur tout au long de 1’essai. Avec 1’utilisation de 1’outil Ncorr disponible
sur Matlab, nous avons obtenu les champs de déplacements et de déformations qui sont représentés

sur les Figure 1V-7 et Figure 1V-8. Les champs de déformations obtenus sont déterminés jusqu’au 25
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% de déformation, le champ de vision des caméras ne permet pas suivre la cellule unitaire jusqu’au

la fin de I’essai a 33 % de déformation.

Figure 1V-8 : Champ de déformation E,, a I’état initial (vue de gauche) et déformé (vue de droite)

Nous observons des déformations importantes sont générées dans les zones de fortes courbures de la
cellule observée qui correspondent aux zones de jonction entre les cellules adjacentes. Les champs
de déplacements et de déformations sont parfaitement symétriques par rapport a 1’axe horizontal,
comme il est attendu selon le principe de Curie (les symétries des causes induisent les mémes
symétries des effets qui en résultent), car la géométrie et le chargement présentent cette méme

symétrie.
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3. Identification du potentiel macroscopique anisotrope du pantographe

3.1. Identification d’'un modeéle microscopique hyperélastique de Ciarlet-
Geymonat et validation de la méthode d’homogénéisation en grandes
déformations

Nous avons dans une premiere étape identifie les parametres de la loi hyperélastique du matériau de
base de type Ciarlet-Geymonat (C-G) écrite Eq.(4.1), par I’optimisation de 1’écart quadratique entre
les réponses prédites et celles mesurées expérimentalement, les parametres obtenus figurant dans le

Tableau V-2 :

Tableau IV-2 : Parametres identifiés de la loi Ciarlet-Geymonat en MPa

C-G K, K, K

Materiau TPE 3.043 0.908 7.162

La résolution du probléme de minimisation posé en Eq.(4.2) a été faite par ’algorithme de Levenberg-
Marquardt avec Matlab. Nous avons aussi €tudié la convergence des parametres vis-a-vis des
parametres initiaux utilisés dans ’algorithme, qui conduisent aux mémes parametres du modele

hyperélastique.

Par la suite, un calcul d’homogénéisation en grandes déformations a été fait sur la cellule périodique
avec le code FreeFem++ dans le cadre de I’homogénéisation du premier gradient. La réponse
macroscopique de ’essai expérimental et celle prédite par le calcul numérique sont treés proches,
comme le montre la Figure 1V-9. La différence entre les deux réponses en début d’essai peut étre liée
aux défauts de fabrication ou au protocole de mesure (fixation de 1’éprouvette, glissements au niveau
des mors...) avec une erreur relative qui ne dépasse pas 12%, I’erreur devient quasiment nulle au-dela

de 15% de déformation (Figure 1\VV-9).
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1,2
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0,6 mExpérimental

0,4 m Modéle (FreeFem++)
0,2

Contrainte X, (MPa)

0,1 02 0 0,1 0,2 0,3 0,4
Déformation E4

Figure V-9 : Comparaison de la réponse mécanique mesurée lors des essais de traction uniaxiaux et
celle prédite par la méthode d’homogénéisation

Afin de valider le modele numérique, nous comparons aussi le champ de déformation calculé avec le

champ mesuré sur 1’éprouvette architecturée par corrélation d’images lors de 1’essai de traction.

Essai expérimental Simulation EF

Figure 1V-10 : Comparaison des champs de déformation mesurés sur éprouvette sollicitée en traction
et par la simulation numérique par éléments finis

Nous observons une grande similarité entre le champ de déformation simulé par EF et celui obtenu
par corrélation d’images ; on observe notamment une concentration de déformation dans la zone de

courbure horizontale de la cellule unité (Figure 1\V-10) ainsi que dans la zone de jonction entre cellules

adjacentes.
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La méthodologie d’identification du potentiel macroscopique qui est I’objet de la section suivante est
faite en deux étapes : la contribution du premier gradient de la réponse effective est identifiée en

premier lieu, avant d’identifier la contribution du second gradient.

3.2. Identification des parametres du potentiel macroscopique du modéele
hyperélastique du premier gradient

Nous prenons appui sur les développements théoriques du chapitre 3 (partie 4) relatifs au modéle
macroscopique qui prend en compte I’anisotropie du pantographe pour les deux modes de
déformation principaux, soit I’extension et le cisaillement. Les invariants cinématiques indépendantes
de I’énergie de déformation macroscopique sont incorporés dans le tenseur de Cauchy-Green C qui
est exprim¢ dans la base des fibres, et dont les trois composantes indépendantes en 2D s’expriment

en fonction des composantes du tenseur gradient de la transformation macroscopique selon :
Cr1 = (A1°) + (2445c058 + 11,%) At @ A
C12 = Cyy = (A145088) + (A1 + Ay1 + A12A51c058)AT @ A% + A% ® A?
Coz = (A,%) 4 (21510088 + 1,,°)A? @ A2 (4.4)
ou A;; sont les composantes du gradient de la transformation F.

Le pantographe considéré dans cette étude (Figure IV-1) a deux directions principales d’anisotropie,
exprimées par les vecteurs unitaires A, et A, dans la direction des deux directions principales

d’anisotropie.

Dans le cas présent de deux populations de fibres (ici les deux directions matérielles d’anisotropie du
pantographe), la densité d’énergie s’écrit alors selon les théoremes de représentation (Holzapfel, G.

A, 2000) :
W=W(C, 4, ® 41,4, ® A,) = W(C, M, M)

oUM;, =A; @ A, et M, = A, ® A, sont les deux tenseurs de la structure.
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La densité d’énergie devient une fonction des 7 invariants isotrope et anisotropes comme démontré

dans le chapitre 3 (section 5), W=W(I,, I,, I, 14,15, I, 1) :
1,(C) =Tr(C),1,(C) = (1/2)(Tr(C)* — Tr(C?)) et I5(C) = det(C) ;
1,(C,A) = A1.C.Ay; Is(C,A)) = A1.C?. Ay 14(C,Ay) = A,.C.Ay; 1,(C,Ay) = A,.C2% A, (4.5)

La méthode d’homogénéisation continue en grandes déformations est mise a profit pour calibrer un
modele de comportement effectif hyperélastique pour le milieu de substitution homogeéne de la cellule
unité du pantographe. Une expression polynomiale de la densité d’énergie est choisie en fonction des

invariants indépendants selon :

WS=W(C.My, Mp)=(Da (If = 1) + G)b(I,* — 1)+c(I; — 1) +

)ds* — Dre (Is — D+ QO (6" — 1)+ (I, — 1) (4.6)

avec a, b, ¢, d, e, f, g les paramétres matériau du potentiel macroscopique a identifier en minimisant
I’écart quadratique entre la réponse prédite par I’homogénéisation continue pour différents modes de
déformations (traction uniaxiale, cisaillement et traction biaxiale) et celle obtenue par le modele

analytique (4.8). Un polynéme de degré trois est utilisé pour interpoler la courbe de réponse Zf]’-"m —

2j calculée par I’homogénéisation continue.

L'équation constitutive en terme du tenseur de contraintes de Piola-Kirchoff 1l (symétrique) prend la

forme suivante, obtenue a partir de Eq. (4.6) :

222[(W,11+ 12 W’IZ )I - W'Iz C + I3W,I3 C_l + W,14 Al ® Al + W’IS (Al ® C.Al + C.Al ®

AN+ W, A, QA+ W, (A, ®C.A;+C.A; ® Ay)] (4.7)

Les parametres optimaux de la loi de comportement sont la solution du probléme de minimisation

suivant :

Minpcaef,gSt: = {1Z80™ — Z04 |17 + |Z55™ — Zon||? + || Z5™ — 24,1232 (4.8)
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La structure pantographique considérée forme ici (c’est un cas particulier de géométrie) un angle droit
entre les deux directions matérielles d’anisotropie, soit § =90° ; il en résulte une simplification des

invariants précédents selon la nouvelle expression de C :

L) + A HA ® A (Mg + Ap1)At ® A% + A2 ® AL

= 4.9
(112 + /121)142 ® Al + A1 ® AZ (/122) + (/1212)142 ® AZ ( )

Afin d’identifier les paramétres matériau du potentiel macroscopique W5 pour le milieu de Cauchy,
des essais mécaniques numeriques ont éte effectués sur la cellule unitaire périodique, soumise a

plusieurs modes de déformation appliqués (traction uniaxiale, traction biaxiale, et cisaillement) (

Figure 1V-11).

3,6 m Extension uni-axiale
3,2 mExtension bi-axiale
2,8 mCisaillement
2,4
1,6
1,2
0,8
0,4

O |-
04 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
Déformation

Contraintes X;; (MPa)

Figure 1V-11 : Réponse numérique effective a ’échelle de la cellule unitaire pour plusieurs modes de
déformation appliqués

Nous observons que les réponses mécaniques obtenus pour les différents modes de déformations sont
bien nonlinéaire. Pour un méme niveau de déformation de 33%, on observe que le mode de
cisaillement présente la réponse la plus rigide, alors que I’essai de traction biaxiale fournit la réponse

la plus souple, avec un niveau de contrainte moitié de celui obtenu en traction uniaxiale.
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A partir de ces résultats, I’identification des parametres du potentiel macroscopique anisotrope est
réalisé avec I’outil d’optimisation Lsqcurvefit disponible dans Matlab. Les contraintes analytiques
macroscopique sont exprimeées a partir du probléme de minimisation (4.8), en prenant en compte a
chaque fois le mode de déformation spécifique auquel la cellule unité est soumise. Les invariants de

la densité d’énergie hyperélastique (4.6) sont calculés séparément pour chaque mode de déformation.

e Extension uniaxiale :
Dans le cas d’une extension uniaxiale, le tenseur de la déformation Cauchy-Green C dans la base des

fibres prend la forme suivante :

24T ® AL 0
0 indéterminée

C= ] avec A,=1+¢,, et &,, la déformation appliquée dans la direction

X du systeme de cordonnées globales. La composante de la contrainte donnée par le modele

analytique en extension uniaxiale s’exprime alors selon :
2u=2[(@l + L b L) — bI,Cyy+ e Cit+dI, A, @A +e(4; ®C.A +C. A, @A +
f 16 Az ® Az + g (AZ ® CAZ + CAZ ® AZ)II] (410)

e Extension équibiaxiale : on obtient la forme suivante du tenseur de Cauchy-Green

(241 ® AL

C
0 2242 @ A?

, AVeC Ay =1+ey,, A,=14+¢,,, et &, la déformation appliquée dans la
direction Y du systéeme de cordonnées globales.

Les composantes de la contrainte analytique en extension biaxiale sont alors données comme suit :

211=2[(a112 + 12 b 12)1 — b 12C11 + I3C C1_11 + d 14_ A1 ® A1 +e (A1 ® CAl + CAl ® A1)11 +

fleA, @A, + g (A, ®C.A; +C.A; @ Az)14]

222:2[((1112 + 12 b 12)1 — b 12C22 + 13C C2_21 +d 14, A1 ® A1 +e (A1 ® CAl + (CAl ® AI)ZZ +

fleA, @A, + g (A, R C. A, +C.A; Q Ay)y] (4.11)

e Cisaillement :
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Le tenseur de Cauchy-Green dans la base de fibres s’exprime comme suit :

_ (A29)A' ® A? Ay + A12)A! @ A2 + A2 @ A
(12 + 212)A' @ A% + A% @ A (A1 2)A2 ® A2

En conséquence, la contrainte analytique en cisaillement s’exprime selon :

212:2[(61,112 + 12 b 12)1 - b 12C12 + I3C C1_21 + d 14_ Al ® A1 + e (Al ® C.Al + (C-Al ® A1)12 +

En utilisant 1’algorithme Lsqcurvefit, le jeu des paramétres identifiés du potentiel macroscopique

hyperélastique du premier gradient est donné dans le tableau 1V-3.

Tableau V-3 : ensemble des paramétres du potentiel macroscopique hyperélastique

(MPa) a B c d e f g

-0.704 -12.20 -1.52 -36.47 13.602 -197.37 198.5

Les figures qui suivent (Figure 1\V-12, Figure 1V-13, Figure 1\VV-14) représentent les réponses issues
de la loi de comportement obtenue pour les 3 modes de déformation considérés du potentiel
analytique ainsi que par la méthode d’homogénéisation nonlinéaire implémentée dans Freefem++ a

I’échelle de la cellule unité dotée de conditions de périodicité.
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Figure 1V-12 : Réponse macroscopique du modele analytique et numérique en extension uniaxiale
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Figure 1V-13 : Réponse macroscopique du modéle analytique et numérique en extension biaxiale
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Figure 1V-14 : Réponse macroscopique du modéle analytique et numérique en cisaillement

Pour les 3 modes de déformation considérés, le modele analytique décrit avec une grande précision
les réponses numériques obtenues par un calcul direct a 1’échelle de la cellule unitaire périodique. Le

modele analytique montre une grande stabilité par rapport au choix des parametres initiaux.

Afin de vérifier le caractere prédictif du modéle analytique identifié, nous avons effectué par la suite
des simulations EF pour d’autres modes de déformation (différents de ceux utilisés pour
I’identification des paramétres du modéle), notamment une traction non équibiaxiale. Les simulations
dans ce mode de déformation sont contrdlées par le rapport entre les deux déformations appliquées

dans les directions horizontale et verticale, appelé rapport de biaxialité, soit :

&

&1

avec &; la déformation appliquée dans la direction horizontale X, et €, la déformation appliquée dans
la direction verticale y du repere cartésien global. Le tenseur gradient de transformation est donné par

la suite selon :
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Figure 1V-15 : Contrainte de Piola-Kirchoff 2 dans la direction y en fonction de la déformation pour le
pantographe pour différentes valeurs du rapport de biaxialité

Nous observons que les réponses de modele analytiques pour plusieurs rapports de biaxialité sont
quasiment les mémes que celles prédites par EF, avec une erreur relative qui ne dépasse pas 4 % pour
toutes les valeurs de déformation. Le modéle analytique développé montre son caractéere prédictif de
la réponse macroscopique anisotrope pour des structures de type pantographe. Compte tenu des
longueurs internes importantes obtenues en petites déformations pour le pantographe dans le chapitre
2, nous abordons dans ce qui suit I’extension au second gradient de 1’étude de son comportement en

grandes déformations.

3.3. Identification des parametres du potentiel macroscopique pour le milieu

du second gradient

Avant d’aborder I’identification des paramétres du potentiel macroscopique anisotrope au second
gradient, la linéarisation et la discrétisation d’un probléme non linéaire en grandes déformations au

second gradient a I’échelle macroscopique par la méthode des éléments finis est formulée.
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3.3.1. Probléme aux valeurs limites microscopique

Afin de traiter et résoudre le probléme non linéaire a 1’échelle microscopique, nous appliquons des
conditions périodiques sur les bords de la cellule unitaire (CU). Dans ce chapitre, nous abordons la
résolution du probléme aux valeurs limites de gradient de déformation, ou le tenseur de déformation

d’ordre trois C, est ajouté comme descripteur cinématique du second gradient.

La position microscopique des points matériels dans la configuration actuelle s’exprime selon la

décomposition additive suivante :
lI’u:F.Y%K: (YQY)+il (4.13)

avec ¥, = ypom + @ phom étant |a partie homogéne associée au milieu du second gradient de
substitution postulé et &, sa fluctuation ; la position spatiale est donnée par x=P(y), @ est le champ

de fluctuation du déplacement microscopique inconnu, F, K sont les tenseurs du premier et second

gradient de la transformation respectivement a 1’échelle macroscopique.

Par la suite, le tenseur du premier gradient de déformation microscopique F, = V¥, et le tenseur du

second gradient de déformation microscopique K, = V2, sont obtenus selon les relations :
F,=F+KY+F; K,=K+K (4.14)

avec, F = Vii et K = V24 les premier et second gradients de la fluctuation du déplacement. Leur
moyenne volumique sur la cellule élémentaire des quantités microscopique fournit les tenseurs du

premier et second gradient de déformation macroscopiqgue, en appliquant le principe de Hill-Mandel :

1 _ 1 1 2 _
EIVERF#dVS/ =Fet V_yfVERK - V_yfVERV Wy dv=K

En utilisant la condition de macrohomogénéité de Hill-Mandel, le travail virtuel des efforts intérieurs
au sein de la cellule unité est identifié au travail virtuel des efforts intérieurs macroscopique selon la

relation :
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1 . .
V—yfVER(P#: V6W, +S,..V25W,)dV, = P: 6F + S.. 6K (4.15)

avec P,S les tenseurs de contrainte et d’hypercontrainte nominaux, conjugués respectivement au

premier et second gradients de transformation macroscopique F, K respectivement.

Nous utilisons dans ce chapitre (ainsi que dans le précédent) les tenseurs de déformation de Cauchy-
Green du premier et du second gradient comme arguments de 1’énergie de déformation ; la relation

Eq (4.15) devient alors :

1 . .
@fme(% 8Cy +S,..6C,,)dV, = £:8C + S..6C, (4.16)

avec  le second tenseur de Piola-Kirchoff et S le tenseur d’hypercontrainte du second gradient, tous

deux élaborés en fonction du tenseur de Cauchy a I’échelle microscopique selon les relations :
1 . _1
Y= V_yfvyaﬂdvy , S= fyau ®ydV, (4.17)
Nous supposons alors que la moyenne volumique de I’énergie de la fluctuation du déplacement

incrémental lie au tenseur de deformation microscopique F, est nulle, soit :

— [ AB,: 511 @ V,,dV,=0 (4.18)

y

avec AP, = Kr,: AF, et AF,=AFy + AKy:Y + AF,} = V¥, ® Vy,ou AFL est ’incrément du gradient

de la transformation du champ de déplacement de fluctuation.

Le probléme d’équilibre nonlinéaire s’écrit sous forme de 1’annulation de la ’incrément de la
puissance virtuelle des efforts intérieurs de la fluctuation (du premier gradient a 1’échelle
microscopique) en I’absence d’efforts extérieurs appliqués sur le bord de la CU, qui est la traduction

de la condition de Eq.(4.18) :
AG = % [,8F, « Kr,: AF,dV, =0 (4.19)
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Nous injectons I’expression précédente du tenseur gradient de la transformation incrémentale AF,

dans (4.19) pour obtenir I’expression développée :

L _ -
AG = V_yfy((s]:;l : Kry: (AFy + AKy.Y) + 6F,: Kr ), 2 AF,) dV,=0

= —J,(8F, + Kry: (AFy +AKy.Y) + 67, @ Vy: K, : VyAT,) dV,=0 (4.20)

Vy

avec AG = AGy + AG~# le résidu, qui se décompose en deux parties : le premier terme est la partie
macroscopique AG,, qui integre les champs cinématiques macroscopique F,, et K,, appliqués sur le
bord de la CU, le second est une contribution microscopique qui implique la fluctuation du

déplacement ,=%, , compte tenu du fait que la géométrie initiale est fixe, soit 5Y = 0.

3.3.2. Linéarisation et discrétisation du probléeme nonlinéaire au second gradient

Pour faire suite au chapitre 3 (Partie 2.5), la linéarisation des champs cinématiques, de 1’énergie de
déformation interne et externe, et du tenseur des contraintes a I’échelle macroscopique sont introduits
dans cette section afin d’extraire la matrice tangente consistante qui résulte de la linéarisation du
probleme incrémental et de la discrétisation par éléments finis ; pour plus de détails sur ces aspects
numériques, nous référons aux travaux de (T. Belytschko, et al, 2014 ; A. Ibrahimbegovic, 2009 ;

G.A. Holzapfel, 2000).

Pour rappel, le tenseur de déformation de Cauchy-Green du second gradient et sa variation virtuelle

s’expriment selon :
C, = FTVyF ;5C, = SFTVyF + FTV46F (4.21)
Les variations virtuelles du gradient de transformation et de son transposé sont données par :
SFT = Grad"8u; 6F = Graddéu (4.22)
La linéarisation du tenseur de gradient de déformation de Cauchy-Green C, est ensuite obtenue :

85C, = SFT.V4F + FT.V46F = Grad”6u.VyxF + FT.Vy Graddu
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d
A6CZ = DAu6C2 = E(S\Cz(u + SAU.)|S=0

= %{ Grad™§u .VyF(u + eAu) + F(u + eAuw)".Vy Gradéu }

= (Grad®5u).Grad. Grad Au + (Grad” Au).Grad. Graddu (4.23)

ou u est le champ de déplacement virtuel, Au le champ de déplacement incrémental (I’incrément du

déplacement), et D,,, la dérivée directionnelle dans la direction Au.

Le travail virtuel des efforts intérieurs pour les contributions de Cauchy (premier gradient) et du

second gradient prend la forme suivante :
SWine(u, 6u) = fﬂoéw dv, = fﬂo(Z(C(u)): SC(u) + S(Cy(w)).. 6C,(w))dv, (4.24)

Dans cette derniére expression, X et S sont les tenseurs de contrainte et d’hypercontrainte conjugués
aC=FT F et C, = FT VyF, respectivement. Le travail virtuel des efforts extérieurs n’est pas pris en

compte car on considére que la cellule de base est auto-équilibrée.
La linéarisation de la variation interne du travail virtuel du second gradient est donnée par :
Dpy SW5S (1, 1) = S(Co(w).. Dpy8Co(w) + 5Co(w).". DayS(Cy(w)) (4.25)

La linéarisation du tenseur de contraintes macroscopique pour le milieu du second gradient est définie

comme suit ;

DyuS(C2(w)) = 5 - D Co(W) (4.26)

S hom . 0*wSC
avec ac, A T 9C,0C,

, le tenseur de rigidité tangent du second gradient homogénéisé a 1’échelle

macroscopique, et WS¢ le potentiel hyperélastique macroscopique du second gradient.

Le gradient de transformation et son gradient sont donnés comme le suit :
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F=I + Grad u, Grad F= Grad. Grad u.
On peut alors écrire la linarisation du travail des efforts virtuels du second gradient selon :

Dpy SWEE (u, 5u) = S(C5(w)).. Day8Co(w) + 8Co(w) = AM™. Dy, Co (1)

int

SG
= _a;vc " A{(Grad” u).Grad.Grad Au + (Grad® Aw).Grad.Grad u} +
2

{(Grad™ §U).Grad.Grad AU + (Grad™ Au).Grad.Grad &u} :

Arom ((Grad” AU).Grad.Grad U + (Grad” U).Grad. Grad AU} (4.27)

La seconde variation écrite dans la relation précédente est alors une fonction linéaire et symétrique

des variations du et Au.

3.3.2.1. Discrétisation par élément finis du probleme d’équilibre

Afin de déterminer le champ de déplacement de fluctuation i,, qui est inconnu, nous écrivons par la
suite le probléme d’équilibre des efforts intérieurs sous forme discrétisée :

U=y, N4g*; ou=yi_,N46g"; Au=Yj)_,N4AG*; &i, @ Vy=3)_183" Q@ V,N4;
V,Afl, = YN_; AG* ® VN4 (4.28)
En premier lieu, nous développons la discrétisation par éléments finis de la partie microscopique liée
a la fluctuation du déplacement, en se basant sur I’Eq. (4.20), soit le terme :

AG, = —

s Jypr8Tu @ Vy: Kpy, : VyAti,dV, (4.29)

En substituant I’Eq (4.28) dans I’Eq (4.29), on obtient alors :
~ ~ 1 -
AG[,L = Z%=1[6qA] {E fVER [vyNA] [KT,M] [vyNA]dVy[AqA] (430)

Afin de déterminer le déplacement incrémental de la fluctuation [Ag4], il faut extraire la matrice

tangente consistante au second gradient a I’échelle macroscopique a partir de I’expression (4.20) du
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résidu qui est décomposé en deux parties, une partie microscopique fluctuante AG‘H et une partie

macroscopique homogeéne AG,,.

Le probléme d’équilibre nonlinéaire s’écrit sous forme de puissance virtuelle des efforts intérieurs

sous forme incrémentale comme suit :
6Wint (un' Sun) + DAu6Wint (un; 6un)
=X(C(w)): 6C(w) + S(C,(w)).. 6C,(w) + [Au,]T. [Kr][6u,] =0,V Su, (4.31)

avec X(C(w)):6C(u) + S(Cy(uw)).. 6C,(u) la contribution géométrique a la contrainte et

[Au,]". [K7][6u,] la contribution de la partie matérielle de la contrainte totale.

L’énergie de déformation incrémentale du modele continu effectif peut s’écrire sous la forme d’une
expression bilinéaire des incréments et des variations des mesures cinématiques macroscopiques, soit
les quantités 6C,AC,6C, et AC,. La linéarisation de I'état d'équilibre faite apparaitre 1I’incrément de

la puissance virtuelle macroscopique des efforts intérieurs (premiére partie de I’Eq. (4.20):
AGy = [ {8C: [C1°™: AC + BF°™.. AC,) + 6C,.. [DF™: AC + AF°™." AC,]}dVy (4.32)

ou &C, AC sont les tenseurs de déformation de Cauchy-Green virtuel (leur variation) et incrémental
respectivement, et de facon similaire 6C,, AC, sont les tenseurs de déformation du second gradient
virtuels (variation virtuelle) et incrémentaux respectivement. Les matrices tangentes du
comportement du second gradient sont introduites dans Eq.(4.32) : C°™ est la matrice des modules
élastiques homogénéisés tangents du premier gradient (de Cauchy) ; BRo™ Dhom sont les matrices
de couplage entre le milieu de Cauchy et du second gradient, et A%°™ est la matrice des modules

élastiques homogeéneisés du second gradient pur.

Le développement des termes de 1’Eq. (4.32) en fonction des tenseurs de gradient de la transformation
F, de sa variation virtuelle §F, de son incrément AF, et de ses gradients F @ Vy,F Q Vy,AF ®

Vy, donne alors :
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1 T hom T T hom - T
AGy, =W J v, (2sym(FT.8F): Cp°™: 2sym(FT.AF) + 2sym(FT.8F): By°™.. (AFT.F

® Vy, +FT.AF ® Vy,) + (6FT.F @ Vy, +FT8F @ Vy,): DF™. " 2sym(FT. AF)
+ (8FT.F @ Vy, +FT.6F ® Vy,).. A™ ' (AFT.F @ Vy, +FT.AF

® Vy,)}dVy (4.33)

Afin de résoudre ce probléme aux limites nonlinéaire AG = AGy + AG, , les chargements
cinématiques incrémentaux du premier et second gradient, respectivement les tenseurs AC et AC,,

sont appliqués sur les bords de la cellule unitaire du milieu périodique.

Une discrétisation par éléments finis des champs cinématiques macroscopiques est réalisée. On
introduit dans ce qui suit une discrétisation en temps de 1’équilibre incrémental qui est résolu par une

méthode itérative : soit te [ty, ty]= [to, t1, tn) tne1 = tn + At..... ty] .

Les champs cinématiques macroscopiques sont écrits sous forme discrétisée en fonction des
déplacements nodaux et des fonctions de forme de I’approximation par ¢léments finis, nous

considérons des €léments tétraedre avec 4 nceuds avec une approximation linéaire :

U=YN_,N4g4 ; sU=XN_, N46q? ; AU=X_, N4Aqg4 (4.34)
F=YN_,q4 Q VyN4 ; 6F=YN_,5q% ® VxyN4; AF=YN_, Aqg* ® VxyN4 (4.35)
SVF=YN_.5q% Q VxVyN4; V4yAF=YN_  Aq? ® VyxVyxN4 (4.36)

Afin d’extraire la matrice de rigidité tangente consistante pour les contributions de Cauchy et du
second gradient a 1’échelle macroscopique, les expressions (4.35) et (4.36) de la forme discrétisée du
gradient de transformation, de sa variation virtuelle et de son incrément sont introduits dans la relation

(4.33):
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AGy = T5_[8¢%] {f v [VxN AT [Chom] [VyN41dVy[aq#] +
I, VXNA 1 [BRo™] [VENA]aV. +/, VXNA 1 [DFo™] [VxN4]dVy[Aq?] +
[, [VaNA] [Ahom] [V§NA]dVX[AqA]} (4.37)

Pour simplifier I’écriture de 1’équilibre dans son approximation par éléments finis, on réécrit

I’expression précédente sous une forme bilinéaire des déplacements virtuels et incrémentaux :

(K. (KI5

=3V [6q4 38
ae ZA [ 1 ]{[K3]Uk [K ]Ukl} [Aq ] (4 )

[Kl]l], [Kz]l]k, [K3]Uk, [K4]Ukl, sont les matrices tangentes consistantes pour la réponse de
Cauchy, du couplage entre premier et second gradient et du second gradient respectivement.
Les matrices tangentes de 1’expression (4.38) prennent la forme suivante apres calcul :
(K15 = [ v [VxN*] [CEo™] [VxNA1dVy ; [K2155 = [VxNA] [BFo™] [VEN4]dVy

[Ks1ife = |, [VEAN“1[Dr™] [VxN*1dVy ; [Kalia = [, [VENAT [A7°™] [VEN“ldVy  (4.39)

Afin de calculer le déplacement incrémental de fluctuation qui est inconnu, nous rassemblons les
expressions des Eq. (4.30) et Eq. (4.38) pour trouver la forme finale de 1’équilibre nonlin€aire écrite

sous forme discrétisée :

N N
1
AG = MGy + 8G = ) [8q*IKF™ [8q4] + D 18341 5 F g [V N 411K, ][V, N A1V, [AG4]
A=1 A=1 y
=¥ 4-1[6q*1[K7°™] [Aq*] + Z)-1[6G"1 [Cr][AG]=0 (4.40)
avec, Crp = Vi J VER[VyNA][KT,H][VyNA]dVy, la matrice tangente de fluctuation a 1’échelle
y

microscopique.
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La condition (4.40) d’annulation du résidu de 1’équilibre virtuel conduit alors au vecteur fluctuation
du déplacement incrémental qui est calculé selon 1’expression suivante (compte tenu du caractére

virtuel des fluctuations §G4):
[AG] = —( CP[KF*™1[Aq"] (4.41)

La résolution du probléme précédent est faite par I’algorithme de Newton-Raphson, afin de trouver
un nouvel état d’équilibre a I’instant ultérieur t,,q, SOit u,,; = u, + Au,, , comme le montre la

figure IV-16 :

f E 3
f n+1
int (2) — (d)=0
5 n+1 s
L/
L 1

el

)

nt_
n n

(1) (2)
d n d n+l d n+1 d

Figure 1V-16 : Méthode de résolution incrémentale d’un probléme nonlinéaire

Aprés la résolution du probleme nonlinéaire Eq.(4.40), nous pouvons directement calculer les
modules tangents homogénéisés, en appliquant des champs cinématiques macroscopiques 6C,, et
6C,) sur les bords de la cellule élémentaire en injectant la fluctuation du déplacement microscopique

dans les modules tangents.

L’algorithme suivant (Figure IV-17) synthétise 1’approche utilisée pour résoudre le probléme
nonlinéaire et construire la loi constitutive macroscopique par la méthode d’homogénéisation du

second gradient.
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Figure 1V-17 : Algorithme de la méthode d’homogénéisation incrémentale en grandes déformations

3.3.3. Identification du potentiel hyperélastique macroscopique du second gradient

Afin d’identifier le potentiel macroscopique pour la contribution du second gradient a la loi de
comportement homogénéisée, il faut modéliser la forme de 1’énergie de déformation macroscopique
au second gradient, exprimée en fonction du tenseur de déformation d’ordre trois C, qui caractérise
la cinématique du milieu du second gradient. Le développement de ce dernier en fonction des
composantes du gradient de la transformation et de leurs dérivées spatiales donne les invariants

cinématiques indépendants suivants du potentiel macroscopique (voir chapitre 3, section 4) :

Is = (M2, + 12/12,2) ;

Is = (M1 + 2254) ;

I; = (4251 + A3442)c0S6 ;

Is = (M55 + Ay 1)cosS ;

Iy = ((A12,1€0568 + A122121) + (Aa1hz12 + A21,2€086)) ;

I19 = ((A122€086 + A124127) + (A21421,1 + A21,1€058)) ;
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I11 = ((A21,1 + A12421,1c086) + (/121/112,2C056 + 112,2)) ;
Iz = ((A212 + A12421,2€086) + (A21442,1€056 + A151)) (4.42)

avec Is, I, I, Ig les invariants liés a I’extension, et I, I, I11, I, l€s invariants liés au cisaillement.

La structure pantographique que nous considérons dans cette étude ayant un angle 5 =90° entre les
deux directions matérielles d’anisotropie, les invariants se simplifient selon le jeu de 6 invariants

indépendants suivants :

I5 = (/11/11,1 + /12/12,2) e = (/11/11,2 + /12/12,1) g = (/112/112,1) + (A214212) 5 I19 =

(A124122) + (A21421,1) s T11 = (A210 + A422) s T12 = (A212 + A421) (4.43)

Nous rappelons que ces derniers invariants sont les composantes de la matrice C,;;, en extension

biaxiale et en cisaillement exprimés dans la base d’anisotropie. Pour des réseaux a symeétrie carrée,
formés de deux familles orthogonales de fibres équivalentes, et sous I’action du groupe de
permutation H',la densité d’énergie du second gradient est alors une fonction symétrique des
composantes C, . ,C>,,,,C2,.,,Cz,,.,Co,. ., Cs ., Cest-a-dire (voir le détail des développements

dans le chapitre 3):
SG _ SG
W =w (C2111 + 62222’ C2111 62222' 62112 + 62221' 62112 62221’ 62211 + 62122’ 6221162122)

En assemblant les deux modes de déformation dans la méme matrice de déformation au second
gradient, on obtient alors 6 invariants indépendants qui sont les sommes et les produits des

composantes de la matrice C,;;,, obtenus par permutation des deux directions matérielles

d’anisotropie (on construit ainsi des polynémes quadratiques symétriques de ces composantes) :

11 = C2111 + 62222 : 12 = C2111 szzz; 13 = C2112 + C2221; 14 = C2112C2221; 15 = C2211 + 62122; 16 =

6221162122'

La forme choisie du potentiel macroscopique du second gradient est la suivante :
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WS =a2(12-D+as (" —D+asz(B-D+a ;U - D +asz (15— 1) +

a3 (1" =1) (4.44)

avec a4, a,, as, a4, as, et ag des parametres propres au matériau, qui seront identifiés par la suite.

Il découle de la donnée de I’énergie macroscopique en (4.44) I’expression suivante de

I’hypercontrainte sous forme analytique (et sous forme indicielle) :

_awSE _ g oWSE al,
Lk 0Cyijk =1 31, 0Cyjk’

S

(4.45)

Le développement de 1’équation (4. 45) donne les expressions suivantes des composantes du tenseur

d’hypercontrainte :

1/4

S111 = a L1 + azlz_ C3222

—1/4
S22 = a1 11 + a;l, / C2111

-1/4
S112 = a31321 + aul, / C2221

—1/4
Sa21 = azl31 + a,l, / C2112

—-1/4
S11 = aSIé'I + ael / C2122

Si22 = aslgl + a616_1/4 C2211 (4.46)

L’identification du potentiel macroscopique (qui dépend de 6 paramétres) est basée sur la
minimisation de 1’écart quadratique entre la réponse en contraintes du second gradient prédite par
I’homogénéisation continue en grandes déformations pour différents modes de déformations et celle

fournie par le modéle analytique des Eqgs.(4.46), soit :

Mingg, a,asaasas Y5 = LIS — S111 112 + 118555 — S22zl 12 + 15715 — Sqa21% + 1S53 —

Soa1l|? + [IS55 — S21111? + ST — Syaal[231/2 (4.47)
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Les réponses prédites numériquement par la méthode d’homogénéisation sont données par la suite

pour les différents modes de déformation, soit 6 réponses associées aux 6 modes de déformation du

second gradient.

12 MPa.mm

10

o N B OO

vl HC
e T 5111

- HC
- S22%

01 015 02 025 03 035
(C2)1111 (C2)222

Figure 1V-18 : Réponses prédites en gradient d’extension uniaxiale
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Figure 1V-19 : Réponses prédites en gradient d’extension biaxial
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Figure 1\V-20 : Réponses prédites en gradient de cisaillement pur

Nous observons une réponse nonlinéaire pour tous les modes de déformation, et les mémes évolutions
des contraintes/déformations dans les deux directions principales 1 et 2, ce qui s’explique par le fait
que la structure pantographique considérée dans cette étude est dotée de la symétrie tétragonale, et

les directions matérielles 1 et 2 sont alors parfaitement équivalentes.

Les paramétres identifiés du potentiel hyperélastique analytique du second sont obtenus avec I’outil
d’optimisation Lsqcurvefit de Matlab ; elles figurent dans le Tableau VI-4. Les valeurs obtenues de
ces parameétres sont sélectionnées apres une étude de convergences par rapport aux parametres

initiaux choisis.

Tableau 1V-4 : Paramétres matériau du potentiel hyperélastique du second gradient

MPa.mm a; a, as a, as ag

-0.0206 0.047 -0.208 0.04 7.17 0.081

La Figure 1V-21 montre I’évolution des hypercontraintes prédites par I’homogénéisation nonlinéaire

et par le modéle analytique pour différents modes de déformation du second gradient (gradient
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d’extension uniaxial, gradient d’extension biaxial, et gradient de cisaillement), qui toutes présentent

une tres bonne concordance, en fonction de la composante de la déformation associée.

@) H nonlinéaire
— Modeéle analytique
30 1 /o .
/
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25 o ]
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Figure 1\V-21 : Evolution des composantes $111, S222,S121 de ’hypercontrainte prédites par
I’homogénéisation nonlinéaire et le modéle analytique

Afin de vérifier le caractére prédictif du modéele analytique identifié, des simulations pour d’autres
modes de déformation ont été faites, notamment en gradient d’extension non équibiaxiale. Les
simulations pour ce mode de déformation sont contrdlées par le rapport entre les deux déformations
appliquées dans les directions horizontale et verticale (1 et 2 respectivement), appelé rapport de
biaxialité, soit :

KS :_Cz,zzz

C2,111

La Figure 1V-22 montre 1’évolution des contraintes du second gradient S,,, en fonction de la
déformation appliquée en extension pour différents rapports de biaxialité, soit KS=1, 2, 3. Nous
observons que la réponse en hypercontrainte prédite par le modeéle analytique et celle prédite par le
modele homogénéisé incrémental pour plusieurs rapports de biaxialité sont trés proches, avec une
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erreur relative qui ne dépasse pas 6%. Le modele analytique développé montre ainsi son caractere

prédictif du comportement macroscopique anisotrope pour des structures de type pantographe.

— @ K=1 —®K=2 — OK=3
17

15

13

11 s
9 ® — — — H Nonlinéaire

7 ® ® ® Modéle analytique

Sy5 (MPa.mm)

1o 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
Stretch (A)

Figure 1VV-22 : Evolution de la composante normale S, de I'hypercontrainte en fonction des
dilatations principales dans la méme direction 2 obtenue par I’homogénéisation et le modéle
hyperélastique du second gradient identifié a I’échelle macroscopique pour différents rapports de
biaxialité

Afin d’évaluer de fagon quantitative I’effet du second gradient pour ces microstructures, nous
comparons 1’évolution de I’énergie macroscopique en fonction du déplacement impos¢ lors d’un essai
de traction, en séparant de facon artificielle les effets du premier gradient de ceux du second gradient,
dont la contribution isolée a 1’énergie mécanique totale stockée dans la microstructure a 1’échelle

macroscopique du milieu de substitution est analysée.

190



4,5

3,5 ’
3 gl ---- Cauchy
4
25 ’ ----SG

1,5 o

Energie Macroscopique
\

0,5 g

Déplacement U (mm)

Figure IV-23 : Evolution de I’énergie macroscopique extensionnelle pour la réponse du premier
gradient, du second gradient, et la réponse globale.

Nous observons Figure 1V-23 que 1’énergie du second gradient est dominante par rapport a 1’énergie

de Cauchy, ce qui montre que la structure pantographique a un effet de second gradient tres important.

4. Applications a des matériaux composites avec vide et des matériaux

auxétiques 2D

D’autres applications de la méthode d’homogénéisation nonlinéaire développée sont réalisees pour
des géométries 2D, soit des composites avec des vides de formes différentes, ainsi qu’un matériau
auxétique réentrant, toutes représentées Figure I1V-24. La longueur des cellules unitaires est
identiques pour ces structures, soit L-; = 10mm, pour les matériaux composites avec des vides de
formes différentes, la fraction volumique est identique, soit : (a) composite avec vide circulaire (C-
V-C), (b) composite avec vide rectangulaire (C-V-R), (c) composite avec vide en forme de losange

(C-V-L), et (d) matériau auxétique réentrant, encore appelé nid d'abeille réentrant.
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Figure 1VV-24 : (a) Composite avec vide circulaire (C-V-C), (b) composite avec vide de forme
rectangulaire (C-V-R), (c) composite avec vide en losange, (d) auxétique réentrant, (e) pantographe.

Un essai d’extension simple a été effectué pour ces différentes microstructures afin de comparer entre
elles les réponses nonlinéaires homogeénéisées du milieu de Cauchy en premier lieu, puis du milieu
du second gradient. La Figure 1\VV-25 montre les différentes réponses nonlinéaires obtenues en traction
pour le milieu de Cauchy. Nous observons que les matériaux composites avec des vides circulaires et
en losange produisent la reponse la plus rigide ; par contre, le pantographe et I’auxétique réentrant

fournissent la réponse la plus molle.
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Figure 1V-25 : Réponses prédites en traction pour le milieu de Cauchy

La Figure 1V-26 montre la déformée et le champ de contraintes équivalente de VVon Mises des
différentes architectures sélectionnées. Pour les matériaux composites avec vide, nous observons
toujours une concentration de contraintes proche de la frontiére des vides; pour le matériau
pantographique et la microstructure auxétique, une concentration de contraintes est observée dans les

zones de jonctions entre les entités constitutives de la cellule unité.
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Figure 1V-26 : déformée et champ de contraintes de Von Mises pour les différentes microstructures

Afin de quantifier I’effet du second gradient pour ces différentes microstructures, un test numérique

avec gradient d’extension simple a été effectué, la Figure 1V-27 représentant les réponses prédites.
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Figure IV-27 : Réponses prédites en gradient d’extension uniaxiale pour les différentes
microstructures étudiées

Nous observons que le pantographe présente le niveau des contraintes le plus élevé, qui démontre
I’effet du second gradient prononcé de ce type du matériau, de I’autre coté, le matériau auxétique
présente a I’inverse la réponse la plus molle. Les réponses au second gradient obtenues pour les trois

microstructures de composites comportant un vide et du milieu auxétique sont d’ailleurs trés voisines.

5. Discussion et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode d’homogénéisation incrémentale de
microstructures architecturées périodiques vers un milieu continu de substitution du second gradient.
Le pantographe a été choisi comme microstructure présentant des effets prononcés du second
gradient, comme le second chapitre de cette thése 1’a montré. Les paramétres microscopiques d’une
loi de comportement hyperélastique ont été identifiés a partir d’essais de traction menés sur des

éprouvettes architecturées avec la microstructure du pantographe.
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Un potentiel macroscopique d’un milieu hyperélastigue homogénéisé du second gradient a eté
identifi¢ pour le pantographe, prenant en compte 1’anisotropie de la structure, caractérisée par deux
directions matérielles d’anisotropie bien identifiées. Les projections des tenseurs de déformation de
Cauchy-Green du premier et du second gradient dans la base constituée des deux directions
d’anisotropie définissent les invariants structuraux qui forment les arguments de la densité d’énergie
du milieu hyperélastique homogeénéisé du second gradient. Les phénomenes de flexion au sein du
pantographe sont responsables des effets de second gradient trés important obtenus, 1’énergie du
second gradient représentant la contribution majeure a I’énergie totale a I’échelle macroscopique du

milieu de substitution.

La méthode d’homogénéisation continue du second gradient en grandes déformations qui a été
développée permet une étude systématique de la réponse nonlinéaire de milieux architecturés pour
différents modes de déformation de la structure, en présupposant identifié et caractérisé 1’état

d’anisotropie de la microstructure.

L’identification d’un modéle hyperélastique anisotrope a I’échelle d’un milieu continu effectif permet
de simuler des milieux architecturés a 1’échelle macroscopique dans des applications de calcul des

structures.
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V. Calcul de propriétés effectives de matériaux architecturés

3D : Applications en petites et grandes déformations

Ce chapitre représente une étude numérique sur les matériaux architecturés 3D, en petites et grandes
déformations, la premiére partie focalise 1’intérét sur le calcul des modules élastique effectifs en
élasticite lineaire pour les différents matériaux considérés. Ces modules seront calculés pour le milieu
de Cauchy et second gradient pour pouvoir quantifier I’effet de second gradient sur ce type des
matériaux en calculant les longueurs internes. La deuxiéme partie sera basée en grandes déformations
en utilisant le modele d’Ogden a I’échelle microscopique. Des réponses mécaniques dans plusieurs
modes de déformation seront exploitées pour les différentes géométries pour pouvoir quantifier I’effet

de la géométrie sur la réponse effective.
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1. Introduction

Les matériaux architecturés présentant des architectures des formes complexes 3D et une grande
variabilité géométrique sont recherchées dans un certain nombre d'applications d'ingénierie (génie
civil, biomécanique, aéronautique et autres). Les matériaux architecturés sont utilisés pour concevoir
des structures légeéres (en vertu de leur porosité élevée), hautement performantes d’un point de vue
mécanique (mais aussi multiphysique), et parfois également dans un souci d’élégance (comme la tour
Eiffel et la Pyramide du Louvre). Les performances élevées des matériaux architecturés et des
métamatériaux mécaniques ont pour origine leur conception interne, en termes de topologie identifiée
au sein d’une cellule de base utilisée comme unité périodique, qui remplace la notion d'atomes dans

les matériaux conventionnels (Y. Liu, H. Hun, 2010).

Les matériaux architecturés sont une classe émergente de matériaux avancés permettant
d’atteindre des propriétés fonctionnelles trés spécifiques et adaptables aux besoins des applications
industrielles. Ces propriétés sont obtenues grace a une conception topologique prédéfinie en fonction
des propriétés recherchées, un concept qui offre une grande variabilité des formes géométriques
possibles. Des types d’architecture variées peuvent étre congues, par exemple des matériaux hybrides
(composites constitués de deux constituants au niveau nanométrique ou moléculaire), des matériaux
a gradients de microstructure, qui concernent des applications pour lesquelles on recherche des
propriétés d’amortissement élevées, une anisotropie prononcée, des capacités d’actuation liées a leur
grande souplesse, voire des propriétés multifonctionnelles ou multiphysiques (mécanique, électrique,
magnétique). La fabrication de ce type de matériaux est rendue possible de nos jours par les nouveaux
procédés de « fabrication additive », qui offrent la possibilité de fabriquer des matériaux architecturés

a une échelle de I’ordre de 100 um.

La réponse mécanique des matériaux architecturés est clairement liée a I'architecture interne et
au comportement du materiau de base. Le développement de modeles micromécaniques prédictives

a pour objectif d’apporter une compréhension quantitative de I'impact de l'architecture interne sur les
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propriétés mecaniques effectives a I'échelle macroscopique. La détermination expérimentale des
propriétés mécaniques de telles structures est délicate, en raison de leur anisotropie globale, qui
conduit a un nombre élevé d’essais a réaliser. Par consequent, des approches théoriques et numériques
prédictives de nature micromecanique sont nécessaires afin de lier les échelles et de fournir une loi
de comportement a I'échelle d’un milieu continu effectif, les propriétés homogénéisées étant reliées

aux parametres microstructuraux géométriques et mécaniques de la microstructure.

2. Matériaux et méthodes

Dans ce chapitre, nous réalisons des simulations par éléments finis de différentes structures
architecturées et de métamatériaux au second gradient, successivement en petites et en grandes
déformations. Dans une premiére étape, des simulations en petites déformations seront réalisées dans
le cadre de I’¢lasticité linéaire, avec pour objectif de déterminer les propriétés effectives de matériaux
architecturés dans le régime initial des petites perturbations. Nous mettrons a profit la théorie
développée dans le chapitre 2 (section 3), qui repose sur le principe de Hill-Mandel, avec des
conditions de périodicité sur la cellule unitaire. Un matériau métallique est choisi comme matériau
de base, spécifiquement 1’aluminium qui est un métal tres léger dont la densité spécifique est de 2,7
g/cm3, avec un module d’Young E=69000MPa et un coefficient de poisson v = 0.34. Les cellules
unitaires de tous les matériaux choisis ont toutes la méme longueur [.,;=10mm, avec une épaisseur

des poutres également identiques ep-y=1mm (Figure V-1).

Les simulations en grandes déformations de ces matériaux architecturés seront effectuées sur des
macrostructures a motif périodiques afin d’évaluer leur réponse mécanique dans un contexte de milieu
de substitution du second gradient. Le modele hyperélastique d’Ogden d’ordre trois est choisi pour
modéliser la loi de comportement a 1’échelle microscopique du matériau. Les parameétres matériau
(Tableau V-1) de ce modeéle sont choisis a partir des essais mécaniques effectués dans le chapitre 4
pour un élastomere thermoplastique (matériau TPE) qui est un matériau de nature hyperélastique

permettant d’atteindre jusqu’a 40% de déformation.
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Tableau V-1 : Parametres du modéle d’Ogden a I’échelle microscopique du matériau de base

Modéle d’Ogden
ui(MPa) -1.688 0.077 0.051
a;(MPa) -1.97 4.61 -2.01

Les structures considérées dans ce chapitre pour illustrer les méthodes d’homogénéisation

développées dans les précédents chapitres sont représentées Figure V-1, soit :

- Des microstructures chirales de type nid d'abeilles 3D réentrantes de nature auxetique (X. T.
Wang et al, 2017 ; M. S. Rad et al, 2019) utilisées pour des applications a haute rigidité. La
structure réentrante est choisie en raison de ses caractéristiques fondamentales sous-jacentes
aux principales caractéristiques des structures auxetigques.

- Nous étudions également dans ce chapitre des matériaux inspirés des réseaux cristallins
cubiques de Bravais (F. Libonati et al, 2021) afin de mieux comprendre la relation
géomeétrie/propriétés, en modélisant ces structures a 1’échelle de leur cellule unitaire (Figure
V-1), périodique au sein la structure macroscopique. En particulier, nous étudions ici les
réseaux cubiques simple avec vide circulaire (C-V-C), cubiques centrés en volume (body
centered cubic en anglais, BCC) et cubique a faces centrées (face-centered cubic en anglais,
FCC) (Figure V-1).

Auxétique semi-rentrant Auxétique rentrant

C-v-C BCC

Figure V-1 : Matériaux architecturés sélectionnés
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Les méthodes d’homogénéisation développées dans le chapitre 2 en petites déformations et dans le
chapitre 3 en grandes déformations seront appliquées pour évaluer le comportement effectif de ces

microstructures.

3. Evaluation des propriétés effectives en petites déformations

Nous rappelons que les champs de déformations macroscopiques pour le premier et second gradient

sont écrits sous forme vectorielle comme suit :
— — — — T
Eij - [E111E22!E33:E12 - E211E23 - E32)E13 - E31]
Kijk:[Klllﬁ K221' K122' K331' K133' K222' K112' K121' K332' K233' K333' K113' K131' K223! K232' K231! K132! K123]T

Pour un matériau centrosymétrique, I'élasticité a gradient de déformation est caractérisée par un
tenseur élastique du sixiéme ordre en plus du tenseur élastique classique du quatrieme ordre, et les

tenseurs de couplage s’annulent.

3.1. Identification des propriétés effectives homogénéisées du premier
gradient

Nous concevons différentes conditions aux limites pour la détermination des composantes de la
matrice de rigidité ou des modules élastiques sur différents domaines Q de cellules unitaires (Figure
V-1) avec une surface notée 2. Dans chaque cas, nous forcons la cellule unitaire dans un contexte
3D a supporter les déformations spécifiques congues, et nous appliquons des conditions de périodicité

sur les bords de cellules unitaires :

T

U, AU,
Sy 3)] (5.1)

1

aU; Uy 0U, 10Uy 09U 1 %_l_auy) L
9z 7’2

E= [E'E'E'E(E 2y )2 (5,

Nous rappelons que la loi constitutive pour le milieu du premier gradient s’écrit sous la forme suivante :
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S Cy™ Cp™ Cy™ 0 0 0\ k.,
( 222\ chm o chmoclm 0 0 0 ( E\‘
Tp | _| G G CE™ 0 0 0 |l Ess
R I 0 0 Cc¥™ 0 0 || Erz |
223 / o o0 0 0 ckm o / Eas /
£13 0 0 0 0 0 chom/ ‘a3

Les modules élastiques homogénéisés sont calculés a partir de (Eq. 2.23) du chapitre 2, en s’appuyant sur la
condition de macro-homogénéités de Hill-Mandel. Le type d’éléments finis qu’on a utilisé pour toutes les
applications est le tétraédre a cause des formes géométriques des matériaux choisis qui représentent des poutres
variées et des courbures. Nous avons testé également la convergence des résultats par rapport a la taille du

maillage, mais dans quelques cas on se limite a une certaine taille vu le temps de calcul important.

Les champs de déplacements appliqués et les déformées issues des tests numériques pour calculer les modules

longitudinaux et transverses effectifs du matériau auxétique semi-rentrant sont représentés sur la Figure V-2.

(b)

Figure V-2 : Champs de déplacement de la CU auxétique semi-rentrante appliqués pour le calcul des
modules longitudinaux effectifs (a) €44, (b) €32, et du coefficient de rigidité transverse (c) C33.
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Les champs de déplacements appliqués et les déformées de la CU auxétique semi-réentrante pour les
sollicitations cinématiques appliquées pour calculer les modules effectifs biaxiaux et les modules de

cisaillement du matériau auxétique semi-rentrant sont représentées en Figure V-3 et Figure V-4.

Figure V-3 : Champs de déplacement de la CU auxétique réentrant résultant des sollicitations
cinématiques appliquées pour calculer les modules biaxiaux effectifs (a) C12, (b) C13 et (c) C33.

(c)

Figure V-4 : Champs de déplacement de la CU auxétique réentrant résultant des sollicitations
cinématiques appliquées pour calculer les modules de cisaillement effectifs (a) C12, (b) C13 et () C33.
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Les coefficients du tenseur de rigidité effectifs du premier gradient du matériau auxétique semi-

rentrant 3D sont donnés dans le Tableau V-2.

Tableau V-2 : Modules effectifs predits C;; pour la cellule unitaire auxétique semi-réentrante 3D

simulée.
Tenseur de Essais de traction Essais de traction Essais de cisaillement
rigidité uniaxiale biaxiale

(MPa)

Auxétique  C;; Gy C33 Ciz C13 Ca3 Caa Css Cee

3Dsemi- 3720 707 3720 3060 7600 3060 137 138 312

rentrant

Les champs de déplacements appliqueés et les déformées de la cellule dans les modes de sollicitation
utilisés pour calculer les modules longitudinaux et transverses effectifs du matériau auxétique

réentrant sont représentés dans la Figure V-5.
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Y

A

7 b

Figure V-5 : Champs de déplacement de la CU auxétique réentrant résultant des sollicitations
cinématiques appliquées pour prédire les modules longitudinaux effectifs (a) €14, (b) €32, etle
coefficient transverse (c) C33.

Les champs de déplacements appliqués et les formes de déformées pour déterminer les modules effectifs

biaxiaux et de cisaillement du matériau auxétique rentrant sont illustrés Figure V-6 et Figure V-7.

Figure V-6 : Champs de déplacement de CU (BCC) issus des chargements cinématiques appliqués su
la CU réentrante 3D pour le calcul des modules biaxiaux effectifs (a) €42, (b) C13 et (C) Ca3.
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Figure V-7 : Champs de déplacement de CU (BCC) issus des chargements cinématiques appliqués sur
la CU réentrante 3D pour le calcul des modules de cisaillement effectifs (a) C44, (b) Cs5 €t (C) Ceg-

Les modules élastiques effectifs du premier gradient du matériau auxétique rentrant 3D sont donnés

dans le Tableau V-3.

Tableau V-3 : Modules effectifs prédits C;; pour la cellule unitaire auxétique rentrant 3D simulée.

Tenseur de Essais de traction Essais de traction Essais de cisaillement
rigidité uniaxiale biaxiale
(MPa)

Auxétique  C;; Gy C33 Ciz C13 Ca3 Caa Css Cee

rentrant 2120 2860 2120 2550 6140 5100 134 134 410

3D

Les champs de déplacements appliqués et les formes de déformées pour déterminer les modules

longitudinaux et transversal effectifs du BCC sont illustrés sur la Figure V-8.
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U, Magnitude
4+5.0270400
44 6540400
442310400

+3.8080+00
0

Figure V-8 : Champs de déplacement de CU (BCC) issus des chargements cinématiques appliqués su
la CU réentrante 3D pour le calcul des modules longitudinaux effectifs (a) C;4, (b) €55, et le coefficient
transversal (c) C33.

Les champs de déplacements appliqués pour déterminer les modules effectifs biaxiaux et de cisaillement du

BCC sont représentés sur la Figure V-9 et la Figure V-10.
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(b)

U, Magniude

+7.3100400
457030400 (C) Y
+6.0960+400
+5.48%0400

‘Bezes00 J\

+4,2750400
43.6650400
+3.061e400
+ e

46.3790.01
+2.596e-02

Figure V-9 : Champs de déplacement de CU (BCC) issus des chargements cinématiques appliqués
pour prédire les modules biaxiaux effectifs (a) Cy5, (b) C13 et (¢) C3.

U, Magnitude
+3,5408+00
332850000

(a) U, Magertude o (b)

50+00
+0.5046-01
- #5.961e-01
+3.017e-01

+7.36%90-03

Figure V-10 : Champs de déplacement de CU (BCC) issus des chargements cinématiques appliqués
pour prédire les modules de cisaillement effectifs (a) C44, (b) Cs5 et (C) Cgp.

Les modules élastiques effectifs du premier gradient du BCC 3D sont donnés dans le Tableau V-4.
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Tableau V-4 : Modules effectifs prédits C;; pour la cellule unitaire BCC 3D simulée.

Tenseur de Essais de traction Essais de traction Essais de cisaillement
rigidité uniaxiale biaxiale
(MPa)

BCC 3D C11 C22 C33 C12 Cl3 CZ3 C4-4- C55 C66

7720 7720 13200 18620 24400 24400 1388 1390 1842

Les champs de déplacements appliqués et les formes de déformées pour déterminer les modules

longitudinaux et transversal effectifs du FCC sont montés sur la Figure V-11.

(b)

Figure V-11 : Champs de déplacement de CU (FCC) issus des chargements cinématiques appliqués
pour prédire les modules longitudinaux effectifs (a) €11, (b) €32, et le coefficient transversal (¢) C33.

Les champs de déplacements appliqués pour déterminer les modules effectifs biaxiaux et de cisaillement du

FCC sont illustrés sur la Figure VV-12 et Figure V-13.
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U, Magnitude
+7.348e 400

+6.738e+400
+6.1280+00 (b)

+2.9266-02

Figure V-12 : Champs de déplacement de CU (FCC) issus des chargements cinématiques appliqués
pour prédire les modules biaxiaux effectifs (a) €y, (b) C13 et (¢) C3.

(a) (b)

+6.7520403
+5.083e400

U, Magntude
3

+1A479e+00
+1.1840+00
+5.8868-01

Figure V-13 : Champs de déplacement de CU (FCC) issus des chargements cinématiques appliqués
pour prédire les modules les modules de cisaillement effectifs (a) Cy4, (b) Cgs et (C) Cge.

Les modules élastiques effectifs du premier gradient du FCC 3D sont donnés dans le Tableau V-5.
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Tableau V-5 : Modules effectifs prédits C;; pour la cellule unitaire FCC 3D simulée.

Tenseur de Essais de traction Essais de traction Essais du cisaillement
rigiditeé uniaxiale biaxiale
(MPa)

BCC 3D C11 C22 C33 C12 C13 C23 C4-4- C55 C66

11220 11220 19460 28600 38400 38400 2720 2520 2520

Les champs de déplacements appliqués et les formes de déformées pour déterminer les modules longitudinaux

et transversal effectifs du matériau composite avec un vide circulaire C-V-C sont illustrés sur la Figure V-14

et Figure V-15.

U, Magnitude
+5.0670400
+4.6 +00

Figure V-14 : : Champs de déplacement de CU (C-V-C) issus des chargements cinématiques appliqués
pour calculer les modules pour prédire les modules longitudinaux effectifs (a) €14, (b) C22, etle
coefficient transversal (c) C33.

Les champs de déplacements appliqués pour déterminer les modules effectifs biaxiaux et de cisaillement du

C-V-C sont représentés dans les Figure V-15 et Figure V-16.
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U, Magnaude U, Magnitude
+7,2080400 +8.096e+00
+6.882e+00 +7.8366+00 (b)
+6.756e+00 :Z ganeogg
+6,5300400 7
+6.3048+00 320640190
36.079e+00 +52hes00
+5.853e+00 6.290e+00
+5.62764+00 160326400
+5.401e+00 45,7740 400
+5.1756+00 455160500
44.9508400 +5 2582 +00
+4,7240+00 +5.000e+00
+4 498e+00

Y
3 ‘i‘
I z X
z X

Figure V-15 : Champs de déplacement de CU (C-V-C) issus des chargements cinématiques appliquées
pour prédire les modules biaxiaux effectifs (a) €y, (b) C13 et (c) C23.

U, Magnitude

+3.1580+00 b
+2.967e+00

U, Magnitude

+3.5310+00
+3.3430400
S5e.

+1.652e+00

Figure V-16 : Champs de déplacement de CU (C-V-C) issus des chargements cinématiques appliqués
pour prédire les modules les modules de cisaillement effectifs (a) C44, (D) Cs5 et (C) Cgp-

Les modules élastiques effectifs du premier gradient du C-V-C 3D sont donnés dans le Tableau V-6.
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Tableau V-6 : Modules effectifs prédits C;; pour la cellule unitaire C-V-C 3D simulée.

Tenseur Essais de traction Essais de traction Essais de cisaillement
de rigidité uniaxiale biaxiale
(MPa)

BCC 3D C11 C22 C33 ClZ C13 C23 C4-4- C55 C66

11460 11460 8220 29600 21000 21000 2260 661 661

Afin d’analyser et de comparer les modules de rigidité effectifs des différentes microstructures

étudiées, nous rassemblons les modules élastiques calculé dans le Tableau V-7 :

Tableau V-7 : Modules élastiques effectifs des microstructures sélectionnées

Matériau BCC FCC C-V-C  Auxétique Auxétique
Rentrant

Essais de [ 7720 11220 11460 2120 3720
traction

Uniaxiale C,, 7720 11220 11460 2860 707

Cs3 13200 19460 8220 2120 3720

Essais de Ci, 18620 28600 29600 2550 3060

tbr_aCt_iC;” Ci3 24400 38400 21000 6140 7600
laxiale

Cys 24400 38400 21000 5100 3060

Essais de C.s 1388 2720 2260 134 137

cisaillement Css 1390 2520 661 134 138

Ces 1842 2520 661 410 312

Nous observons que le matériau composite avec un vide circulaire posséde les modules élastiques les
plus élevés en extension uniaxiale selon les directions X et Y. A I’inverse, les matériaux auxétiques
ont les modules les plus faibles pour tous les modes de déformation. Le matériau
cubique a faces centrées FCC montre une grande rigidité en cisaillement, compte tenu qu’il a des

modules élastiques de cisaillement supérieurs aux autres microstructures.
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3.2. Evaluation des propriétés effectives du second gradient

Le tenseur de gradient de déformation est écrit en format vectoriel comme le second gradient du

champ de déplacement selon :

K =

T

[azux 02Uy 92U, 92U, 0%U, 02Uy, 82Uy 32U, 02U, 82U, 082U, 02U, 0°U, 0%U, 0°U, 92U, 92U, azuz]
0x2 ' 9y2 "’ 9z2’ 0y2’ 0z2 ' 0x2’ 0z2 ' 9x2’ 0y?’0x0y’0x0z’ 0ydz’ d0xdy’ 0xdz’dydz’ dxdy’ dxdz’ dydz

(5.2)

Les symétries mineures et majeures du tenseur des modules élastiques du second gradient permettent

de réduire ce tenseur d’ordre 6 en un tenseur d’ordre 4 :
Aijkpqr = A(ij)kp(qr) = Aakﬁr , dvec a, ﬁ:l ...6¢et k, r=1.3

On a ici introduit la notation de Voigt avec la correspondance suivante des indices, a «(ij); g <
(pq), la parenthése indiquant la symétrisation des indices correspondant, et en utilisant la symétrie
majeure du tenseur A des modules élastiques du second gradient. Les couples d'indices ak; Br, qui
sont soulignés peuvent étre permutés, de sorte qu'on obtient I’identité Agyxpr = Agrqk. Ceci définit
donc un tenseur A représenté par une matrice carrée de taille 18x18 (pour plus de détails voir le

chapitre 2, la section 3 et les travaux de |. Goda et al, 2016).

Dans cette section, nous évaluons les modules élastiques (Eq. 2.23) diagonaux de chaque matériau
sélectionné, ainsi ses longueurs internes afin de quantifier I’effet de second gradient de ces différentes

microstructures.

Les figures (Figure V-17, Figure V-18, Figure V-19, Figure V-20, Figure V-21, Figure V-22, Figure
V-23, Figure V-24 et Figure V-25) montrent tous les modes de déformation pour le milieu du second

gradient de déformation pour la microstructure FCC :
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Figure V-17 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) A111, (D) A225.

U, Magnitude
e u, oo
+1.106e+01 42.500e+01
i % S )
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+7.741e+00 +1.875e+01
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+2,2120+00 +8.3338+00
15:0000+00 153278800
+0.000e+00 a4
42,083e+00
+0.000e+00
Y
A :
€ X A
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Figure V-18 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) Azz3, (D) A112-
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+2.0836+00
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Figure V-19 :

U, Magnitude
+2.500e+401
+2.292¢401
+2.083e+01

+1.042e+01
+8.333e+00
+6.250e400
+4.167e400
+2.083e400
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(a)

U, Magnitude
+1.250e401
+1.146e+01
+1.042e+01
+9.375e+00
+8.333e+00
+7.2

+0.000e+00

(b)

Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) A113, (b) A122.

(a)

U, Magnitude
+1.250e+01
+1.1466+01
+1.042e401
+9.375e400
+8.3332400
+7.2920400
+6.250e+00
+5.2080+00
+4,167e+00
+3.125¢+00
+2.083e+00
+1.0426+00
+0.000e+00

(b)

Figure V-20 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) A123, (b) A133.
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Figure V-21 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) A311, (D) A212.
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Y Y

Figure V-22 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) 4313, (D) A223.
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Figure V-23 : Champs de déplacement de la CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul
des modules du second gradient : (a) A333, (b) A331.
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Figure V-24 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) Az12, (b) A313.
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Figure V-25 : Champs de déplacement du CU (FCC) issus des sollicitations utilisées pour le calcul des
modules du second gradient : (a) Az,2, (D) A323.

Le Tableau V-8 synthétise tous les modules élastiques du second gradient pour les différentes

microstructures étudiées (Figure V-1).

Tableau V-8 : Modules élastiques des second gradient (MPa.mm) pour différents matériaux.

BCC FCC C-v-C Auxétique Auxétique
rentrant semi-rentrant

Aq11 152000 183600 178000 40900 35320
Azao 51800 183600 178000 39800 34940
Ajz3z3 124600 178200 131000 40900 35260
Aq2o 68600 78000 74600 13120 9800
Aq33 51200 64600 55800 19080 13740
Axqq 68600 78000 74600 17340 11560
Azzz 51200 64600 55800 17340 11560
Az11 61800 73400 53400 19080 13740
A3z 61800 73400 53400 13100 9800
Aq12 208000 280000 224000 79800 56600
Aq13 226000 292000 382000 70000 73400
Aqa3 127200 175400 170400 33600 28400
A1 206000 280000 224000 90800 71000
Azq3 127200 175400 170400 32600 32400
Azaz 226000 294000 382000 90800 71000
Az12 109800 167800 85800 33600 28400
Aszq3 252000 344000 215800 70000 73400
Aszz3 252000 344000 215800 79800 56600
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Nous remarquons que le matériau a faces cubiques centrés FCC a les modules de second gradient les
plus élevés. On ne peut cependant quantifier I’effet de second gradient qu’aprés le calcul des
longueurs internes, définies en fonction du quotient des modules du second gradient aux modules du

premier gradient.

La section suivante présente une analyse des effets de second gradient extensionnels sur la base des

longueur internes dans ce méme mode.

3.2.1. Calcul de longueurs internes extensionnelles

Afin de quantifier I’effet de second gradient des microstructures considérées dans ce chapitre, nous
évaluons les longueurs internes extensionnelles (Goda & Ganghoffer, 2016) dans les trois directions

du repére orthonormé (Tableau V-9) selon I’expression générale

Zr 2 Ahom

&r=1"irjr

le;; =
9] Clhom

Tableau V-9 : Longueurs internes extensionnelles

le,,.(mm) ley, (mm) le,,(mm)

BCC 8.77 7.6 4.33
FCC 8.2 7.03 4.08
C-v-C 8.27 7.44 5.37
Auxétique 9.48 7.19 5.87
Rentrant

Auxétique semi- 6.66 12.88 3.97
rentrant
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Nous observons que les matériaux auxétiques (semi-réentrant et rentrant) ont les longueurs internes
extensionnelles les plus élevées, soit 120.8 % de la longueur de la cellule unité qui est fixé a 10mm
pour tous les matériaux, soit 1’effet de second gradient le plus élevé. La microstructure FCC a les

longueurs internes le,., et ley,, les plus faibles (I’effet de second gradient le plus faible), en raison

d‘une rigidité trés importante pour le milieu de Cauchy.

4. Calcul des réponses mécaniques en grandes déformations

Dans cette section, les réponses mécaniques des microstructures précédentes sont calculées par
¢léments finis a 1’échelle macroscopique des matériaux considérés (Figure V-1) dans la premiere
partie. Une extension a été faite sur les cellules unitaires de ces matériaux pour obtenir des structures
finies et éviter les effets de bords, nous avons alors fait une répétition périodique des cellules unitaires
4 fois sur les 3 axes du repére orthonormé, ce qui résulte 64 cellules en total, avec une longueur,
largeur et hauteur de 40mm pour toutes les structures. Une étude a été faite sur I’effet de la taille de
cellules dans le chapitre 2 dans le cadre de HPP, les résultats ont montrés qu’en second gradient, les
modules élastiques ne convergent pas qu’apres une normalisation par NXN, ou N le nombre de
cellule. Dans cette partie du chapitre, 1’objectif est de sensibiliser I’effet de second gradient en grandes
déformations pour différentes structures architecturées finies a 1’échelle macroscopique. La Figure

V-26 montre les structures effectuées pour cette partie de calcul numérique.
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Auxétique rentrant

Auxétique semi-rentrant

Figure V-26 : Structures architecturées 3D

Le matériau utilisé est 1’¢lastomére thermoplastique dont la réponse hyperélastique est décrite par le
modéle d’Ogden a I’échelle microscopique, les paramétres matériau sont listé dans le Tableau V-1.
Les simulations par éléments finis sont réalisées a I’échelle macroscopique avec le logiciel
commercial Abaqus. Des conditions aux limites incrémentales en extension longitudinale et
transversal vont étre appliquées pour déterminer le comportement mécanique de ces matériaux en
grandes déformations. Un déplacement de 8 mm est imposé sur les structures pour obtenir une
déformation maximale de 20%, compte tenu du fait que la longueur des structures est de 40 mm pour

toutes les faces.

Avant de présenter les résultats des simulations par éléments finis, nous donnons le cadre théorique
nécessaire pour déterminer la loi constitutive du second gradient a 1I’échelle macroscopique. L’idée
maitresse est que les tenseurs de contraintes et d’hypercontrainte sont évalués par la moyenne des
champs microscopiques en surface du domaine considéré (les forces de volume sont considérées

nulles) :
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1 1 1
5 =< 80 >y:= mfysadvy = mfayy ® 80.ndS, = mfayy ® 6tdS, =<y ® 6t >4y

65=<y®5a>y:=ﬁfyy®6o'dl/y=ifyy®y®60.ndl/3,=ifyy®y®5thyE

2ly| 2y|

S<Y®Y®5t>
8%, .1 = 6% +AZ, et 8S,,, = 8S, + AS, (5.2)

ou &t représente les réactions des forces incrémentales appliquées sur la surface dS du domaine.
La moyenne surfacique est calculée en appliquant un point de référence hors de la structure et qui

est couplé avec la surface du domaine, ou on applique les déplacements imposés.

Les déformations macroscopiques du premier et second gradient sont également calculés a partir

des champs de déplacement en surface :
SEy = fay(6u QX n)’dS = |Y| < (du Q n)° >,y

_ 8Uxx(OYR)—8Uxx(9YL)

o OFE,, = -
o 6Eyy _ 5Uyy(aYR);5Uyy(aYL)
° 6Ezz — SUzz(aYR)_8Uzz(aYL)

L

OK(x):=0E(x) QV, =<8e(y) >yQV, = {%fay(&i R n)SdS} ® V,

=< (Su @ n)S >4V, = SE(x) ® N(x)dS,

1
v v

_ OExx(0YR)—8Exx(0YL)

i 5Kxxx - L
8Eyy (Y R)—8Ey,(dYL)
° SKyyy — Yy - Yy
° SKZZZ — SEzz(aYR)_5Ezz(aYL) (53)

L

La loi de comportement macroscopique peut s’écrire sous la forme suivante :
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85:6Ey + 858Ky =<y @ 6t >oy: Y| < (Su@n)° >oy+5; <y Q@ y ® 6t >py.. < (6u @

n)° >or @ ¥y (5.4)

4.1.Comportement en extension longitudinale et transversale pour le milieu de

Cauchy

Afin d’évaluer le comportement meécanique en extension longitudinale et transverse des
microstructures choisies, les conditions aux limites suivantes sont appliquées sur le domaine (Figure
V-27) : un encastrement sur la surface a gauche et un déplacement de 8mm incrémental imposé sur

la face de droite tout en laissant les déplacements libres selon les autres directions.

Figure V-27 : Conditions aux limites en extension longitudinale

Les champs de déplacements et les déformées sont représentés dans les figures (Figure V-28 : Champ

de déplacement et déformée de la structure BCC en extension longitudinale.) :
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U, Magnitude

+8.051e+00
+7.380e+00
+6.709e+00
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+5.367e+00
+4.696e+00
+4.026e+00
+3.355e+00
+2.684e+00
+2.013e+00
+1.342e+00
+6.709e-01
+0.000e+00

Figure V-28 : Champ de déplacement et déformée de la structure BCC en extension longitudinale.

U, Magnitude

+8.037e+00
+7.367e+00
+6.698e+00
+6.028e+00
+5.358e+00
+4.688e+00
+4.019e+00
+3.349e+00
+2.679e+00
+2.009e+00
+1.340e+00
+6.698e-01
+0.000e+00

Figure V-29 : Champ de déplacement et déformée de la structure CVC en extension longitudinale.
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U, Magnitude

+8.081e+00
+7.408e+00
+6.734e+400
+6.061e+00
+5.387e+400
+4.714e+00
+4.040e+00
+3.367e+00
+2.694e+00
+ +2.020e+00
+1.347e+400
+6.734e-01
+0.000e+00

Figure V-30 : Champ de déplacement et déformée de la structure FCC en extension longitudinale.

U, Magnitude

+85.039%e+00
+7.369e+00
+6.699e+00
+6.029e+00
+5.359%e+00
+4.689e+00
+4.020e+00
+3.350e+00
+2.680e+00
+2.010e+00
+1.340e+00
+6.699e-01
+0.000e+00

Figure V-31 : Champ de déplacement et déeformée de la structure auxétique réentrante en extension
longitudinale.

Les structures auxeétiques reentrante et semi-réentrante perdent leurs nature auxétique lors de la

déformation dans la direction longitudinale, car les poutres inclinées deviennent quasiment alignées
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pour 20% de déformation. En revanche, la forme auxétique reste la méme pour les autres facettes des

structures considerées (Figure V-31 et Figure V-32).

U, Magnitude

+8.017e+00
+7.349e+00
+6.681e+00
+6.013e+00
+5.345e+00
+4.677e+00
+4.009e+00
+3.341e+00
+2.672e+00
-+ +2.004e+00
o +1.336e+00
+6.681e-01
+0.000e+00

Figure V-32 : Champ de déplacement et déformée de la structure auxétique semi-rentrante en
extension longitudinale.

La Figure V-33 présente les réponses mécaniques en extension longitudinale pour les différentes

structures architecturées considérées.
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Auxétique semi-rentrant

== BCC = FCC CcvC Auxétique rentrant

0,35

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

Elong

Figure V-33 : Réponses mécaniques en extension longitudinale pour les différentes structures

Nous observons que la structure auxétique réentrante et la structure cubique a faces centrées ont le
niveau des contraintes les plus élevés en extension longitudinale ; en revanche, la structures auxétique

semi-rentrante a le niveau de contraintes le plus faible.

La Figure V-34 représente les réponses mécaniques en extension transversale pour les différentes

structures considérées.

== BCC = FCC CcvC Auxétique rentrant Auxétique semi-rentrant

0,35
0,3
0,25
0,2

0,15

z:TT‘(J.TLS (MPa)

0,1

0,05

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
ETrans

Figure V-34 : Réponses mécaniques en extension transversale pour les différentes structures
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Contrairement a I’extension longitudinale, nous observons que la structure auxétique semi-rentrante
et la structure cubique avec un vide circulaire (CVC) ont le niveau de contraintes le plus éleve, et que
la structure auxétique réentrante a le comportement le plus faible en extension transversale, ce qui

montre la forte anisotropie de ces structures.

4.2.Réponses mécaniques en grandes transformations pour le milieu du second
gradient

Afin d’évaluer I’effet de second gradient sur cette famille de matériaux architecturés, des essais
numériques en grandes déformations sont effectués, la réponse macroscopique est obtenue en
appliquant des conditions de sollicitations cinématiques sur le bord du domaine de type cinématique
(polynomiale d’ordre deux afin de solliciter des effets du second gradient). Le champ de gradient de

déformation est le suivant :

K= a%u, 9%*U, 4*U, 9*U, 9*U, 0°U, 0%U, 8%U, 92U, 8°U, 0°U, 9°U, 0°U, 9°U, 9%U, 92U, 92U, 9°U, ’
0x2 "’ dy?2’ 9z2 ' 0y?’ 0z%2 ' 0x2’ 0z%  0x2?’ 0y?’'0xdy’ 0x0z’ 0ydz’ dxdy’ 0xdz’ dydz’ dxdy’ dx0z’ dydz

e Dans cette partie, nous focalisons 1’intérét sur quelques modes du gradient de déformation
spécifique de type mixte afin de bien visualiser des effets de second gradient prononcés. Les

. . .. . 02Uy 32U,
modes de déformations choisis au second gradient sont K,,, = I3y’ K3y, = e et K31, =

02U,

3xdy - ce sont des modes qui présentent a la fois un gradient de cisaillement et un gradient de

flexion.

Les champs de déplacements imposés et les déformés de différentes structures dans le premier

mode de déformation K,,, sont donnés par la suite :

62
* Kz = 6x:;// Uy =0,U, =XY,U, =0 suraf
2 2
* K3y = c’;yUZz; Uy=0,U,=0,U, = Y; sur 0.2
2
* Kiip = sxg; , Uy=0,U, =0,U, = XY suraf
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Nous évaluons ensuite les réponses mécaniques pour ces modes de déformations pour les

difféerentes structures considérées dans ce chapitre.

U, Magnitude

+4.000e+00
+3.667e+00
+3.333e+00
+3.000e+00
+2.667e+00
+2.333e+00
+2.000e+00
+1.667e+00
+1.333e+00
+1.000e+00
g +6.667e-01
+3.333e-01
+0.000e+00

Figure V-35 : Champ de déplacement associé a la composante K,,, et déformée de la structure CVC.

Un déplacement maximal de 4 mm est imposé sur toutes les structures afin d’obtenir une déformation
de 10% a I’échelle macroscopique, compte tenu du fait que la longueur des structures est fixée a 40
mm. Au-dela de cette limite, des phénomeénes de distorsion des éléments du maillage sont
potentiellement générés et la simulation peut se bloquer a un certain stade du calcul. Un gradient de

cisaillement est clairement visible sur la Figure V-35 suite a une traction-compression appliquée par

2
92U,

ce mode de déformation, soit la composante K,,, = Iy
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U, Magnitude

+4.0000+00
+3.667¢+00
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+3.000e+00
+2.667e+00
+2.333e+00
+2.000¢+00
+1.667¢+00
+1.333e+00
+1.000e400
+6.6672-01
+3.3330-01
+0.0002400

Figure V-36 : Champ de déplacement associé a la composante K,,, et déformée de la structure BCC.

U, Magnitude

+4.000e+00
+3.667e+00
+3.333e+00
+3.000e+00
+2.667¢+00
+2.333e+00
+2.000e+00
+1.667e+00
+1.333e+00
+1.,000e+00
46.6672-01
+3.,333e-01
+0.000e+00

Figure V-37 : Champ de déplacement associé a la composante K4, et déformée de la structure FCC.
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U, Magnitude

+4,000e+00
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Figure V-38 : Champ de déplacement associé a la composante K, et déformée avec une vue en coupe
sur le plan Y-Z de la structure auxétique réentrante.

Les Figure V-38 et Figure V-39 représentent les déformées des structures auxétiques, nous observons
les effets de gradient de cisaillement suite a une compression coté gauche et une traction c6té droite ;
les poutres au sein des cellules unitaires se rétractent et s’allongent sur les bords. Un effet de gradient

de cisaillement couplé avec la flexion des poutres a 1’échelle de la cellule (microscopique) est

remarqué.
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U, Magnatude
+4.000e+400

+2.000e+400
+1.667e+00
+1.333e400
+1.0004+00
+6.667¢-01

+3.333e-01

+0.000e+00

Figure V-39 : Champ de déplacement K4, et déformée de la structure auxétique semi-rentrante.

La Figure V-40 représente les réponses mécaniques des différentes structures considérées pour le
mode de déformation K4, : nous observons que la structure auxétiques semi-rentrante a le niveau de
I’hypercontrainte Sy1, le plus élevé, suivi par ordre d’importance de la structure FCC. La nonlinéaire

est bien marquée pour toutes les courbes de réponse.

== BCC == CVC Auxétique rentrant Auxétique semi-rentrant == FCC

6

Sy12(MPa.mm)

0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

K212

Figure V-40 : Réponses mécaniques de différentes structures pour le mode de déformation Ko15.
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Les champs de déplacements imposes et les deformeés des différentes microstructures dans le
deuxiéme mode de déformation considéré Ks,, sont représentés dans les figures (Figure V-41, Figure

V-42, Figure V-43, Figure V-44 et Figure V-45) :

U, Magnitude

+4.012e+00
+3.678e+00
T+ +3.344e+00
+3.009e+00
+2.675e+00
1 +2.341e+00
+ +2.006e+00
+1.672e+00
+1.337e+00
= +1.003e+00
g~ +6.6587e-01
+3.344e-01
+0.000e+00

Figure V-41 : Champ de déplacement associé a la composante K3, et déformée de la structure CVC.

Des gradients de flexion sont observés pour le mode de déformation K35, ; un champ de déplacement
polynomial d’ordre 2 est appliqué sur tout le bord de la structure ce qui permet d’activer ces modes
de second gradient. Les structures BCC et FCC (Figure V-42 ; Figure V-43) présentent un gradient
de cisaillement local au niveau des cellules unitaires, les poutres croisées de type pantographique au

sein de ces cellules montrent également un gradient de cisaillement combiné a de la torsion.
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U, Magnitude
+4.346e+00
+3,984e400

+3.259e+00
+2.897e+400
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Figure V-42 : Champ de déplacement K3,, et deformeée en coupe dans le plan Y-Z de la structure
BCC.

U, Magnitude
+4.0000+00
+3,6670400 Plan Z-Y
+3.333e+00
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Figure V-43 : Champ de déplacement associé a la composante K3, et déformée en coupe dans le plan
Y-Y de la structure FCC.
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U, Magnitude
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Figure V-44 : Champ de déplacement associé a la composante K3,, et déformée de la structure
auxétique rentrante.

U, Magnitude

+4.000e+00
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Figure V-45 : Champ de déplacement associé a la composante K3, et déformée en coupe dnas le plan
Y-Z de la structure auxétique semi-rentrante.

La Figure VV-46 présente les réponses mécaniques des différentes microstructures considérées pour le

mode de déformation Ks,,. Les structures FCC et BCC ont le niveau d’hypercontrainte le plus
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important, contrairement au mode de déformation K,,, ; les structures auxétiques ont les niveaux

d’hypercontraintes les plus faibles, donc présentent la réponse la plus souple.

Auxétique semi-rentrant = == FCC

e=———=BCC = CVC Auxétique rentrant

2
1,8
1,6
1,4
1,2

1
0,8
0,6
0,4
0,2

0
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12

K322

S352,(MPa.mm)

Figure V-46 : Réponses mécaniques des différentes microstructures pour le mode de déformation
K33;.

Les champs de deplacements imposés et les déformées des différentes microstructures dans le

troisieme mode de déformation considéré Ks;,, sont donnés par la suite :

Coupe Plan Y-Z

U, Magnitude

+4.0000400
+3.6676+00
+3.3330400
+3000e+00

- +2.000e+00
+1.667e+00

4+3.333e-01
+0.000e+00

Figure V-47 : Champ de déplacement associé a la composante K34, et déformée en coupe dans le plan
Y-Z de la structure CVC.
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Un gradient de cisaillement est observé pour toutes les microstructures (Figure V-47, Figure V-48,
Figure V-49, Figure V-50 et Figure V-51), et la vue en coupe dans le plan Y-Z montre bien la forme
de cisaillement sur les deux faces du plan, les déformations hors plan X-Y sont bien marquées, qui

résultent en une torsion globale a 1’échelle macroscopique.

U, Magnitude

+4.0008+00
+3.6670400
+3.333e+00
+3.000e+00
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+0.000¢+00

Figure V-48 : Champ de déplacement associé a la composante K31, et déformée en coupe dans le plan
Y-Z de la structure BCC.
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U, Magnitude
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Coupe Plan X-Z

Figure V-49 : Champ de déplacement associé a la composante K31, et déformée en coupe dans le plan
Y-Z de la structure FCC.
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44.,0000400
+3.6672+00
+3.333e+00
+3.000e+00
+2.667¢+00
+2.3332+400
+2.000e+00
+1.6676+00
+1.3330+00
+1,0008+400
+6.6670-01
43,3330-01
+0.000e+00
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Figure V-50 : Champ de déplacement associé a la composante K31, et déformée en coupe dans le plan
Y-Z de la structure auxétique rentrante.
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U, Magnitude
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Figure V-51 : Champ de déplacement associé a la composante K31, et déformée en coupe dans le plan
Y-Z de la structure auxétique semi-rentrante.

La Figure V-52 présente les réponses mécaniques de différentes structures considérées pour le
troisieme mode choisi K34, : les structures FCC et BCC ont le niveau d’hypercontrainte S3;, le plus

élevé, donc la réponse la plus rigide au second gradient.

Auxétique semi-rentrant = == FCC

== BCC = CVC Auxétique rentrant
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Figure V-52 : Réponses mécaniques des différentes structures considérées pour le mode de
déformation K34,.
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5. Conclusion

Ce chapitre a pour objet le calcul es réponses numériques en petites et grandes deformations de
microstructures de matériaux architecturés 3D de type auxétique et cubique. Les structures auxétiques
et FCC ont prouvés leurs effets de second gradient prononcés, ce que traduit les longueurs internes
les plus élevées obtenues en regard des autres structures en petites déformations avec un matériau de
type aluminium de haute performance. Les structures a base cubique présentent des modules
élastiques tres élevés pour le milieu de Cauchy, une forte anisotropie en extension ainsi que pour

d’autres modes de déformation au second gradient.

En perspectives, des modeles hyperélastiques du second gradient de telles microstructures 3D seront
identifiés par des méthodes d’homogénéisation en grandes déformations, ce afin d’éviter un calcul en

champ complet (prohibitif en temps de calcul) a 1’échelle macroscopique.
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VL. Conclusion générale et perspectives
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Cette these s’inscrit dans le cadre d’une collaboration entre plusieurs laboratoires de recherche
(LAMCOS, LPMT, MSSMAT, 3SR, LEM3) dans un projet financé par I’agence nationale de
recherche (ANR), qui a pour theme principal le développement de modeles enrichis de milieux

architecturés par la mécanique des milieux continus généralisés

L’objectif de la these était de développer des modeles de comportement de milieux architectures et
fibreux souples, dans le cadre de la mécanique des milieux continus généralisés afin de mieux prendre
en compte les mécanismes locaux de déformation et leur impact sur le comportement mécanique a

I’échelle intermédiaire d’un volume élémentaire représentatif.

Les matériaux architecturés et composites sont des classes typiques de matériaux largement
utilisés en ingénierie en raison de leurs performances mécaniques élevées (comme la résistance
mécanique, la capacité d'absorption d'énergie, les propriétés d'isolation thermique et acoustique) a
faible poids dans une grande diversité d'applications, notamment 1’aéronautique, le génie civil, la
construction mécanigue, ou encore la biomécanique. Leurs excellentes propriétés sont principalement
dues a la possibilité d'ajuster l'architecture et les propriétés microstructurales de la microstructure
sous-jacente pour atteindre des performances structurales élevées a I'échelle mésoscopique ou

macroscopique.

La prédiction de la réponse mécanique effective des matériaux & microstructures architecturés
et cellulaires peut difficilement étre obtenue en effectuant des simulations numériques directes, ou
tous les détails microstructuraux sont entierement modélisés. En effet, de telles analyses numériques
ont généralement un colt de calcul substantiel, ce qui les rend en général irréalisables pour résoudre
numeriquement des problémes d'ingénierie. Par ailleurs, la détermination expérimentale des
propriétés mécaniques de telles structures est delicate car l'anisotropie globale doit étre prise en

compte, ce qui conduit @ un nombre de tests qui peut étre trés important.

Les conditions de chargement appliqué sont susceptibles de conduire a I’absence de séparation des

¢échelles (la longueur d’onde du chargement est comparable a la taille de la cellule unitaire de la
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structure), ce qui peut nécessiter I'utilisation de théories du continuum enrichies qui incluent beaucoup
plus de parametres constitutifs que la théorie de I'élasticité de Cauchy. Pour ces raisons, il s'avére
pertinent d'effectuer une homogénéisation vers des modéles homogéneisés dans une premiere étape,

ces derniers pouvant étre utilisés pour effectuer des calculs au niveau structural.

Cette these a pour objectif principal de développer des méthodes d'homogénéisation d'ordre
supérieur vers des milieux a gradient d’ordre supérieur pour les matériaux périodiques, en se

focalisant principalement sur les matériaux architecturés souples, sujet a de grandes déformations.

Le premier chapitre est consacré a synthétiser les travaux de littérature concernant les méthodes
d’homogénéisation en générale, et spécifiquement les milieux continus généralisés a gradient
supérieur en ¢élasticité linéaire et nonlinéaire, aussi a définir le cadre de la these et énoncer 1’objectif

et les motivations.

Dans le second chapitre, des modéles de milieux continus a gradient de déformation basés sur
I'nomogénéisation sont proposés pour calculer les modules effectifs de Cauchy et de gradient de
déformation de matériaux composites 3D hétérogénes. La méthode d’homogénéisation est basée sur
un principe variationnel en élasticité linéaire articulé avec le lemme de Hill, qui est étendu en
considérant la cinématique généralisée du second gradient dans le cadre de I'homogénéisation
périodique. Le champ de déplacement microscopique est décomposé en une fonction polynomiale
des variables cinématiques macroscopiques introduites et en une fluctuation périodique. Les
déplacements fluctuants sont exprimés en fonction des variables cinématiques macroscopiques
solution des problemes séquentiels de cellules unitaires classiques et d'ordre supérieur. Les modules
élastiques effectifs calculés ne dépendent pas de la taille des cellules unitaires et sont donc
intrinseques a la microstructure des composites. Des applications sont faites en 3D pour des
composites a inclusion présentant un gradient d’architecture interne (gradient de taille d’inclusion ou
d’espacement inter-inclusion), des structures poreuses a parois mince et des structures

pantographique, ces dernieéres montrant les effets du second gradient les plus prononcés en raison des
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phénomenes de flexion de la microstructure. Les longueurs internes de ces microstructures sont

représentees ci-dessous.

3.10°mm

25 % 64 % 87%

Figure VI-1 : longueur interne en pourcentage de la taille de la cellule unitaire pour trois
microstructures. Gauche : composite a inclusion. Milieu : gyroide. Droite : pantograph

Les analyses effectuées ont montré que les longueurs internes dépendent fortement des propriétés
géométriques de la microstructure, de la fraction d'inclusion, alors que le rapport de modules

élastiques entre la matrice et I'inclusion a un impact moindre sur ces derniéres.

Dans le chapitre 3, une méthode d’homogénéisation en grandes déformations vers des milieux
continus anisotropes du second gradient est proposée. Cette méthode repose sur un principe
variationnel incrémental, afin de prédire la loi de comportement homogénéisée a chaque incrément
de charge appliquée. Une structure de type pantographe a été choisie comme géométrie de référence
pour décrire I’anisotropie et prendre en compte les groupes de symétrie dans 1’énergie de déformation
a I’échelle macroscopique du milieu continu hyperélastique de substitution. L’idée maitresse de la
modélisation de 1’anisotropie repose est d’utiliser comme variables cinématiques les projections des
tenseurs de Cauchy-Green du premier et second gradient dans les densités d’énergie de Cauchy et du
second gradient respectivement. On montre par le théoréme de Rychlewski et compte tenu du groupe
de symétrie matérielle de la microstructure du pantographe que ces composantes (projections de ces
mémes tenseurs cinématiques dans la base des fibres) sont des invariants. Les modes de déformation
en extension et en cisaillement/ flexion sont intégrés dans les densités d’énergie du premier et second

gradient. Un resumé graphique des résultats principaux obtenus dans le chapitre 2 figure ci-dessous.
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Figure VI-2 : Résumé graphique des résultats obtenus dans les chapitres 2 de la thése

Les structures pantographiques constituées d’un matériau souple sont le siége de grandes
déformations dans le domaine élastique. L’objectif principal du chapitre 4 est de construire un modele
hyperélastique anisotrope du second gradient de structures pantographiques par une analyse
mathématique reposant sur des invariants cinématiques du premier et second gradient. La
linéarisation du probléme non linéaire et 1’approximation par éléments finis de la matrice tangente
consistante sont formulées afin de résoudre les problémes de cellule et pour construire la réponse
nonlinéaire a 1’échelle du milieu de substitution qui obéit a une ¢€lasticité nonlinéaire du second
gradient. Une identification des paramétres de la loi de comportement hyperélastique microscopique
de type Ciarlet-Geymonat décrivant la réponse mecanique du matériau de base est effectuée par une
méthode inverse, a partir d’essais mécaniques en traction réalisés sur des éprouvettes architecturées
avec une microstructure du pantographe. Une méthode d’homogénéisation nonlinéaire vers un milieu
du second gradient est ensuite présentée, afin d’identifier un potentiel macroscopique hyperélastique
du second gradient. Les invariants structuraux prenant en compte 1’anisotropie sont construits a partir

des projections des tenseurs de deformation Lagrangiens du premier et second gradient dans la base
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matérielle constituée des directions principales d’anisotropie. Ils définissent les arguments de la
densité hyperélastique a I’échelle du milieu de substitution du second gradient. Les coefficients du
potentiel hyperélastique sont ensuite identifiés a partir d’une base de données d’essais numériques
réalisés sur la cellule de base du pantographe en extension uniaxiale, équi-biaxiale et en cisaillement.
Les coefficients du modéle hyperélastique anisotrope sont obtenus en minimisant 1’écart quadratique
entre les réponses numeriques et les prédictions du modéle postulé. Cette méme procédure est ensuite
¢tendue a I’identification d’un modéle anisotrope hyperélastique du second gradient. Les prédictions
numériques s’ appuient sur une formulation incrémentale du probléme d’homogénéisation nonlinéaire
du second gradient. Le modeéle identifié est prédictif, comme le montre le trés bon accord obtenu entre
des simulations par homogeénéisation pour des cas de chargement non équibiaxiaux (en faisant varier
le rapport de biaxialité) et les prédictions du modéle hyperélastique. L’énergie du second gradient
s’aveére étre dominante par rapport a 1’énergie de Cauchy pour la structure pantographique. Une
validation du modéle d’homogénéisation hyperélastique anisotrope en grandes déformations est
effectuée en comparant la réponse prédite a I’échelle de la cellule unitaire du pantographe avec celle

obtenue par des essais expérimentaux.

Dans le chapitre 5, les réponses nonlinéaire du premier et du second gradient de différents types de
milieux architecturés (BCC, FCC, CVC, Auxétique rentrant et auxétique semi-rentrant) présentant
des géométries 3D sont obtenues a une échelle macroscopique, pour un nombre de cellules unités
assez important pour minimiser les effets de bord. Dans ces conditions, la réponse macroscopique
avec des conditions de sollicitations cinématiques sur le bord du domaine de type cinématique
(polynomiale d’ordre deux afin de solliciter des effets du second gradient) est proche de celle obtenue
a I’échelle de la cellule unité périodique. Les microstructures auxétiques 3D sont celles qui montrent
les effets du second gradient le plus prononcé. Des applications seront faites pour des interlocks 3D
dans le cadre d’une collaboration avec une équipe du LaMCoS dans le cadre de perspective de cette
these. Un résumé graphique des résultats principaux obtenus dans les chapitres 3 et 4 figures ci-

dessous.
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Figure VI-3 : Résumé des résultats obtenus dans les chapitres 3 et 4 de la thése

Les structures auxetiques, et cubique a faces centrées ont montés respectivement les longueurs
internes les plus importantes par rapport les autres structures considérés, par la suite plus d’effet de
second gradient. La Figure VI-4 représente les principaux modes de déformations marqués un effet
de second gradient trés important en raison des phénomeénes de flexion de la microstructure. Le

modele 1D a bien montré ces phénomeénes de flexion qui sont suite a un déplacement imposé de type

2

. Y
polynomiale U, = 5
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Figure VI-4 : Résumé des résultats obtenus dans le chapitre 5 de la thése.

Les perspectives de cette thése concernent les aspects principaux suivants :

L’extension de I’homogénéisation 2D (apte a modéliser le comportement de matériaux
architecturés plans de faible épaisseur, ou au contraire réalisés par extrusion d’une forme
plane initiale) vers des géométries 3D constitue une nécessité compte tenu du grand nombre
de structures périodiques concernées, et notamment les tissages de type Interlock). Une
problématique associée est celle de I’identification de I’anisotropie dans une configuration de
référence de la microstructure, ainsi que sa prise en compte dans les modéles hyperélastiques.
La microtomographie est une technique privilégiée permettant de définir les directions
principales d’anisotropie en moyenne volumique au sein de 1’échantillon analysé.

Sur le plan numeérique, la simulation de microstructures complexes telles que les tissages 3D
demande de réaliser un couplage entre le maillage et I’interface du logiciel de calcul par
éléments finis (FreeFem++). De nombreux problémes techniques ont été identifiés dans le
cadre de la modélisation des tissages 3D : principalement I’application des conditions aux
limites periodique sur les bords de VER qui est trés délicate, ainsi que la sélection de tous les
labels (surfaces extérieures) du VER. Les méthodes d’homogénéisation nonlinéaires avec
prise en compte des effets du second gradient seront appliquées dans des travaux futurs de

I’équipe a des interlock 3D et autres milieux fibreux 3D d’architecture interne complexe.
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Les réponses macroscopiques calculées avec une prise en compte des effets de gradient
d’ordre supérieur dans les modéles homogénéisés demandent a étre corrélées a des analyses
de mécanismes locaux de déformation (échelle microscopique), afin de pouvoir proposer des
explications du comportement obtenu en termes de mécanismes locaux de déformation de la
microstructure. Il est indispensable de combiner a cette fin différentes techniques et méthodes
d’analyse, dont les méthodes de corrélation d’images, la microtomographie, et les analyses de
champs par éléments finis.

L’élaboration de protocoles de mesure des propriétés effectives du second gradient de
matériaux hétérogenes reste un défi, car il faut étre capable d’appliquer des doubles forces, ou
de facon duale des gradients de déformations sur les bords de 1’éprouvette, afin de solliciter
les modes de déformation d’ordre supérieur. Il est envisagé de développer de tels protocoles

pour des matériaux architecturés en géométrie plane dans une premiere étape.
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