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Résumé

Depuis bien longtemps, beaucoup de mathématiciens ont été fascinés par les nombres
premiers. Ils ont étudié les propriétés de ces nombres et ont établi de nombreux théoremes
les concernant. Parmi ces résultats, on trouve le théoreme fondamental de I'arithmétique
qui affirme que tout entier plus grand que 1 s’écrit de fagcon unique comme un produit de
nombres premiers. Grace a ce théoreme, ces nombres peuvent étre percus comme les briques
élémentaires dans la construction des entiers strictement positifs.

Les nombres premiers interviennent dans divers domaines, notamment dans ’algorithme
RSA utilisé pour sécuriser les cartes bancaires. La puissance de cet algorithme réside dans
la difficulté de factoriser un nombre qui est le produit de deux tres grands nombres premiers.

Les nombres premiers cachent encore plusieurs mysteres, en particulier en ce qui concerne
leur répartition. En 1853, Chebyshev a observé une disparité dans la répartition des nombres
premiers dans les progressions arithmétiques. Il a remarqué que pour la plupart des réels
x > 2, il y a plus de nombres premiers inférieurs a x de la forme 4n—+3 que de la forme 4n + 1.

L’objectif de cette these est d’étudier une généralisation de ce phénomene aux courses
des nombres premiers dans le contexte de I'anneau des polynomes a coefficients dans un
corps fini F,, o ¢ est une puissance d’'un nombre premier impair. Pour ce faire, nous allons
commencer par expliquer le biais de Chebyshev et présenter certains travaux connexes. Nous
nous intéresserons ensuite a ce phénomene dans les corps de fonctions en s’appuyant sur les
travaux de Cha.

Sur la base des travaux de Lamzouri relatifs aux courses des nombres premiers, nous allons
présenter de nouveaux résultats et mettre en évidence la différence entre les courses a deux
compétiteurs et celles a r > 3 (entier fixé) compétiteurs dans le cas des corps de fonctions.
Nous donnerons aussi des exemples de courses dans le contexte des corps de fonctions ou les
densités associées s’annulent, ce qui n’est pas le cas dans les corps de nombres.

Dans la derniere partie de cette theése, nous étudierons les courses des polynomes irréduc-
tibles unitaires modulo un polynéme unitaire m lorsque le nombre de compétiteurs r tend
vers 400 avec le degré de m.

Mots clés : Biais de Chebyshev, Courses de nombre premiers, Corps de fonctions,

Fonctions L.






Abstract

For a very long time, many mathematicians have been fascinated by prime numbers. They
have studied the properties of these numbers and have established many theorems concerning
them.

Among these results, we can mention the Fundamental Theorem of Arithmetic which
states that any integer greater than 1 is uniquely written as a product of prime numbers.
Thanks to this theorem, we can view the primes as the elementary bricks in the construction
of positive integers. Prime numbers have many applications in various fields. For example,
the RSA algorithm is used to secure credit cards. The power of this algorithm lies in the
difficulty of factoring a number, which is a product of two very large primes.

Prime numbers still hide several mysteries, and their distribution is still not very well
understood. In 1853, Chebyshev observed a disparity in the distribution of prime numbers
in arithmetic progressions. He noticed that for most real numbers x > 2, there are more
primes less than z of the form 4n + 3 than of the form 4n + 1.

The goal of this thesis is to study a generalization of this phenomenon to races of primes
in the context of the ring of polynomials over a finite field F,, where ¢ is a power of an odd
prime.

To do this, we shall begin by explaining the origin of Chebyshev’s bias. We then focus
on this phenomenon in function fields, in particular the works of Cha.

Using Lamzouri’s work concerning prime number races, we have been able to highlight
the difference between races with two competitors and races with three or more competitors
in the case of function fields. We will also give some examples of races in function fields
where the associated densities vanish, which is not the case in number fields.

In the last part of this thesis, we shall investigate the races of monic irreducible
polynomials modulo a monic polynomial m when the number of competitors r tends to 400
with the degree of m.

Key words : Chebyshev’s bias, Prime number races, Function fields, L-functions.
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Notations

Les notations standards suivantes seront utilisées tout au long de cette these :
e [1,n] est I'ensemble des entiers naturels compris entre 1 et n.
e ||t|| représente la norme du vecteur t = (t1,...,t,.) € R" qui est égale & /t3 + - - - + t2.
o tT représente la transposée du vecteur t = (t1,...,t,) € R".
o fKgpourz € X ou f=0(g) pour z € X lorsqu’il existe une constante C' > 0 tel
que |f(z)| < Clg(z)| sur tout X (avec X un ensemble ou f et g sont simultanément

définies).

o f Ksgpour x € X ou f = O4(g) pour x € X si la constante C' dépend d’'un

parametre s.
o f(x) < g(x) est utilisée si f(x) < g(x) et g(x) < f(z).
e f(x) ~ g(x) (x est au voisinage de +00) signifie que xgrfoo % =1.
e #A ou |A| représente le cardinal de A.

e Les symboles P, [E désignent respectivement la probabilité et I'espérance.

e B,.(q) est I'ensemble des r-uplets de classes de résidus distinctes (aj,as,...,a,)

modulo ¢ qui sont premiers avec ¢q (avec ¢ > 3).
e S, est 'ensemble des permutations de {1,...,r}.
o S! est le cercle unité.
o IF, désigne un corps fini a ¢ éléments (ou ¢ est une puissance d’un premier impair).

e Les symboles M, P4 désignent respectivement ’ensemble des polyndémes unitaires

et 'ensemble des polyndmes irréductibles unitaires de F,[T].

14



e m est un polynéme dans F,[77).

e A.(m) est I'ensemble des r-uplets de classes de résidus distinctes (aj,as,...,a;)

modulo m qui sont premiers avec m (avec m € M, un polynéme de degré > 1).
e deg(m) désigne le degré de m.

deg(m)

e |m| désigne la norme de m définie par ¢ si m est un polynéome non nul de

F,[T] et O sinon.
e (m) l'idéal engendré par m.

e (a,m) désigne le pged de a et m.
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Introduction

Un probleme majeur en théorie analytique des nombres est 1'étude de la répartition des
nombres premiers. Plusieurs mathématiciens se sont intéressés a ce sujet. Parmi eux, nous
pouvons citer Hadamard et De la Vallée Poussin. En 1896, ces derniers ont prouvé indépen-
damment 'un des théoremes les plus célebres en théorie analytique des nombres. Il s’agit
du théoreme des nombres premiers.

Avant de I’énoncer on rappelle les notations suivantes :
Pour x > 2, on définit

m(x) ;= #{p <z | p est un nombre premier}

et on définit le logarithme intégral
: 1
Li(z) = / ——dt.
2 logt

Le théoreme des nombres premiers affirme que

w(x) ~ Li(x)

~ .
T—>+00 Tr—>+00 log x

T

Quelques années plus tard, De la Vallée Poussin a démontré une généralisation naturelle
de ce théoreme, qui est le théoreme des nombres premiers en progressions arithmétiques.
Plus concrétement, il a montré que pour a et ¢ deux entiers premiers entre eux (avec g > 2)

on a 1
x
7T<J}, Q7a) a:—,:J—&—oo Mlogx’

ou 7(z;q,a) est le nombre de premiers inférieurs a x qui sont congrus a a modulo ¢g. Ceci
signifie que les nombres premiers sont équirépartis dans les classes inversibles modulo ¢ (g
un entier > 2).

Ce résultat peut inciter a penser qu’il y a autant de nombres premiers de la forme gn + a
que ceux de la forme gn + b pour a et b des entiers premiers avec ¢ et a n’est pas congru a b
modulo q.

Cependant cette conséquence ne donne pas une idée sur le signe de la différence 7(z; g,a)—

m(x; q,b). Chebyshev a constaté une irrégularité dans la répartition des nombres premiers.



Il a remarqué que, pour la plupart des réels x > 2, il y a une prédominance des nombres
premiers < x congrus a 3 modulo 4 par rapport aux nombres premiers < x congrus a 1
modulo 4.

En général, il a été observé que le nombre 7(x; q,a) est plus grand que mw(z;q,b), pour la
plupart des réels x > 2 quand a est un non-résidu quadratique et b est un résidu quadratique
modulo gq.

Ce phénomene est appelé "le biais de Chebyshev'. On peut concevoir ce phénomene
comme une course entre deux compétiteurs "a mod ¢" et "b mod ¢" avec "a" un non-résidu
quadratique modulo ¢ et "b" un résidu quadratique modulo ¢. A instant 2 > 2, le compéti-
teur "a mod ¢" marque 7(z;q,a) points et le compétiteur "b mod ¢" marque 7(z; ¢,b) points.
A Tinstant z > 2, le compétiteur gagnant entre "a mod ¢" et "b mod ¢" est celui qui marque
strictement plus de points a cet instant. Ainsi pour la plupart des instants x > 2, il a été
remarqué que le compétiteur "a mod ¢" a plus de chance de gagner cette course par rapport
au compétiteur "b mod q".

La théorie comparative des nombres est un sous-domaine de la théorie des nombres qui
concerne 1'étude de ces courses. Il est important de comprendre les irrégularités dans la
répartition des nombres premiers et en particulier "le biais de Chebyshev".

Rubinstein et Sarnak ont étudié l'origine de ce phénomene sous les deux hypotheses
suivantes :

e HRG (hypothése de Riemann généralisée): Pour tout caractere de Dirichlet ¥,
si s est un nombre complexe tel que 0 < R(s) < 1 et L(s,x) = 0, alors R(s) = 3.

e LI (hypothése d’indépendance linéaire): Le multi-ensemble {7 >0: L(% +iv,x) = O}
ou x parcourt ’ensemble de tous les caracteres primitifs de Dirichlet, est linéairement
indépendant sur Q.

Ils ont été les premiers a démontrer la prédominance des premiers dans les classes des
non-résidus quadratiques modulo ¢ par rapport aux résidus quadratiques modulo ¢ en

supposant ces deux hypotheses.

Deés lors, de nombreux articles ont été écrits sur ce phénomene et sur des sujets connexes.
Nous nous référons principalement aux articles de Granville et Martin [GMO6], et de Ford et
Konyagin [FK02] pour une revue détaillée de I’histoire de ce sujet. Mais vue la difficulté des
études de ces questions, différents mathématiciens se sont orientés vers un autre ensemble
de premiers, il s’agit des polyndmes irréductibles unitaires sur un corps fini F, (ou ¢ est une
puissance d’un nombre premier impair). Cet ensemble s’avere tres similaire a 'ensemble des
nombres premiers. L’analogue de I’hypotheése de Riemann pour les courbes sur les corps
finis a été prouvé par Weil en 1948. Ceci encourage a étudier les courses de polynomes

irréductibles unitaires.
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Cha [ChaO08] était le premier a étudier les courses de polyndmes irréductibles unitaires.
Sous I'hypothése d’indépendance linéaire dans le cas des corps de fonctions (LI %) (voir
la Définition 2.3.3), il a réussi a démontrer des résultats similaires a ceux de Rubinstein et
Sarnak. Sauf que Cha a également construit des exemples explicites ou (LI %) est fausse,
pour lesquels le biais de Chebyshev pour les polynomes irréductibles unitaires est totalement
différent du cas des nombres premiers. D’autres généralisations ont été étudiées depuis lors
dans [Lam13], [FM13], [CK10], [DM18], [CFJ16], [Lam12]|, [LM22] et [FJ22].

L’objectif principal de cette these est 1’étude des courses de polynomes irréductibles

unitaires a 2 compétiteurs ou plus dans les corps de fonctions.

Nous commencerons d’abord par définir un ensemble de notations qui seront utilisées par
la suite.
On désigne par M, 'ensemble des polynomes unitaires dans I’anneau des polynomes

F,[T]. Soit m € M, de degré M > 1 et r un entier > 2. On définit la norme de m ainsi

deg(m) log T

Im| = ¢ et dans ce cas M = deg(m) = log,|m|, ot log, v = . pour tout z > 0.
Pour a € F,[T] premier avec m et pour N € N* on désigne par ﬂq(a,m,N ) le nombre de

polynomes irréductibles unitaires congrus a a modulo m et de degré N.

Soit A,(m) I'ensemble des r-uplets de classes de résidus distinctes (aq,as, ..., a,) modulo
m qui sont premiers avec m. Pour (aj,as, ..., a,) € A.(m), on définit :
X X X
Pray.a 1= {X € N*: Z mg(ar,m,N) > Z mg(ag,m,N) . > Z mg(a,,m,N) }
N=1 =1

Ainsi, 'étude des courses de polynomes irréductibles unitaires & r > 2 compétiteurs (ce
qui consiste a comparer le nombre de "premiers" congrus a a; modulo m vs ceux congrus a as
modulo m vs ... vs ceux congrus a a, modulo m) se réduit a ’étude de la densité naturelle

suivante :

S o = lim # (Pray.,.ar N{1,2,.., X})’
Sl X —+o0 X
si elle existe. Sous I'hypothese (LI %), Cha [Cha08] a prouvé I'existence de cette densité
et elle vaut fima, .0 ({z1 > >2.} C R") OU fmya,. ¢ €st une mesure de probabilité
construite dans le théoreme 3.2 de [Cha08].

Cha a aussi établi que 0,45 — 1/2 quand deg(m) — +oo, uniformément pour toutes les
classes de résidus réduits distinctes a,b modulo m. En effet, il a prouvé qu’en général tous
les biais se dissipent lorsque M — 400. Soit
1

A m) .= max ’5 . 1
r( ) (a1,a2,...,ar) EAr(m) miay,.ar

(0.0.1)
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Pour tout entier fixé r > 2, Cha a prouvé sous I'hypothese (LI %) que :
A, (m) — 0 quand M = deg(m) — +o0. (0.0.2)

L’un des principaux objectifs de cette these est d’étudier, pour r un entier fixé > 2, les

différentes densités 0., ag(y POUT toute permutation o € S, (quand elles existent). Il

o (1)
est également intéressant de savoir si les biais se dissipent quand le nombre de compétiteurs

r varie en fonction du degré de m, lorsque r et deg(m) tendent vers +o0.
Cette these est organisée de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous ferons un tour d’horizon sur les courses de nombres
premiers. Nous commencerons d’abord par énoncer les différents résultats relatifs a la
théorie comparative des nombres. Nous évoquerons principalement les travaux de Rubinstein
et Sarnak [RS94], de Fiorilli et Martin [FM13]. Ensuite, nous nous focaliserons sur les
travaux de Feuerverger et Martin [FMOO] et de Lamzouri [Lam13]. Nous évoquerons apres
les résultats obtenus dans [Lam12|, [FHL19] et [HL18|.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéresserons a la généralisation des travaux de
Rubinstein et Sarnak [RS94] dans le cadre des corps de fonctions. Nous rappellerons
quelques définitions et propriétés basiques, a savoir la fonction zéta et les fonctions L de
Dirichlet dans les corps de fonctions, ainsi que quelques analogies entre corps de nombres et
corps de fonctions (voir [Ros02]). Par la suite, nous énoncerons et démontrerons quelques
résultats, qui sont extraits de [Sed22] et qui sont relatifs a l'arithmétique sur F,[T]. Ces
derniers seront utilisés tout au long de cette thése. A la fin de ce chapitre, nous exposerons
les résultats de Cha [Cha08].

Dans le troisieme chapitre, nous présenterons les travaux effectués dans l'article [Sed22].
Ces travaux représentent une continuité des travaux de [Lam13] dans le contexte des corps
de fonctions. Nous donnerons quelques exemples de courses dans les corps de fonctions

lorsque (LI %) est fausse et les densités associées s’annulent.

Le quatrieme et dernier chapitre est consacré particulierement aux courses des polynémes
irréductibles unitaires dont le nombre de compétiteurs r tend vers +oo quand |m| — +o0.
Pour cléturer ce chapitre, nous énoncerons quelques perspectives sur d’éventuels autres tra-

vaux de recherches.
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Chapitre 1

Généralités sur les courses de nombres

premiers

En 1853, dans une lettre adressée a Fuss [Tsc53|, Chebyshev a constaté qu'il y a plus de
nombres premiers congrus a 3 mod 4 que de nombres premiers congrus a 1 mod 4 dans les
intervalles d’entiers [2,z], pour la plupart des entiers z.

L’observation de Chebyshev semble vraie dans les intervalles initiaux d’entiers, comme
nous pouvons le constater dans le tableau suivant :

X Nombre de premiers de la | Nombre de premiers de la
forme 4n + 3 inférieur a x | forme 4n + 1 inférieur a x

100 13 11

200 24 21

300 32 29

1000 87 80

2000 155 147

3000 218 211

10000 619 609

20000 1136 1125

Tableau 1. Nombre de premiers inférieurs a = de la forme 4n + 3 et de la forme 4n + 1.

I1 semble qu’on ait plus souvent w(z;4,3) > m(z;4,1) . Cependant, cette inégalité n’est
pas vraie pour tout > 2. En effet pour x = 26861, on a w(z;4,1) > m(x;4,3).
Puis, a l'instant x = 26863, les compétiteurs 3 mod 4 et 1 mod 4 sont a égalité. En-
suite le compétiteur 3 mod 4 reprend la téte de la course pour une longue série d’entiers z
(voir (GMO6]).

Une question naturelle qu'on pourrait se poser est la suivante : existe-t-il un instant
o > 2 a partir duquel le compétiteur 3 mod 4 sera toujours gagnant de la course contre le

compétiteur 1 mod 4 7



En 1914, Littlewood a répondu a cette question en démontrant qu’il n’existe pas de
xo > 2 tel que pour tout x > xg le compétiteur 3 mod 4 est toujours gagnant contre le
compétiteur 1 mod 4. Il a prouvé que la quantité w(x;4,3) — m(x;4,1) change de signe
pour une infinité d’entiers x [Lit14]. Cependant, le compétiteur 3 mod 4 est souvent en
téte pendant une longue période. Afin de quantifier ce phénomene, on estime "la taille" de
Syz1={x>2 | m(z;4,3) > m(x;4,1)}.

On propose alors deux méthodes pour estimer la taille d’'un ensemble.

La premiere méthode est la densité naturelle définie comme suit :

Définition 1.0.1. Soit A un sous ensemble de N. La densité naturelle d’un ensemble A, si

elle existe, est égale a :

o 1Al
r—>+00 x

Sinon, on dit que la densité naturelle de A n’existe pas.

La deuxieme méthode est la densité logarithmique définie ainsi :
Définition 1.0.2. La densité logarithmique d’un Borélien P de RT, quand elle existe, est
égale a :

dt 1 rY

1 X
= i 1 — = 1 — 1 t 1.0.1
im0 =t [ (e (10.1)

o(P)

Remarque 1.0.3. Si un ensemble A admet une densité naturelle, alors il admet une den-
sité logarithmique et ces deux densités sont égales. Cependant, il existe des ensembles qui
possédent une densité logarithmique sans avoir de densité naturelle.

Knapowski et Turdan [KT62] ont conjecturé que la densité naturelle de Sy.3, existe et
elle vaut 1. Cependant, Kaczorowski [Kac95] a montré sous 'hypotheése de Riemann pour
la fonction L associée au caractere non principal y, modulo 4 que la densité naturelle de
I’ensemble S35, n’existe pas.

Remarque 1.0.4. Soit (a,b) € Ba(q). Ford, Konyagin et Lamzouri [FLK13] ont prouvé
que [’existence de certains ensembles hypothétiques de zéros de fonctions L de Dirichlet en
dehors de la droite critique implique que la densité naturelle de Syqp (I'ensemble des réels
x > 2 tels que w(x; q,a) > m(x;q,b)) est égale a 0. Ceci contredit un résultat conditionnel de
Kaczorowski [Kac93] sous HRG qui affirme que pour tout (a,q) =1, on a :

lim inf [Sgan 0 [2,2]] >0 et liminf [Sg1.0 0 [2,2]]

r—>+00 x T—>-+00 €T

> 0.

Dans ce chapitre, nous allons énoncer des résultats relatifs aux courses des nombres premiers

en utilisant la densité logarithmique.
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Tout au long de ce chapitre, ¢ désignera un entier > 3.
Soit r un entier > 2. On rappelle que B,(q) est 'ensemble des r-uplets de classes de résidus

distinctes (ay,as, ..., a,) modulo ¢ qui sont premiers avec gq.

1.1. Courses de nombres premiers a 2 compétiteurs
Soit (a,b) € Ba(q). On définit I’ensemble S, comme suit :
Sgap ={x 22 | 7(x;q.0) > 7(x;¢,b)}

En 1994, Rubinstein et Sarnak ont démontré que la densité logarithmique de S, existe
sous les deux hypotheses suivantes :
e L’hypothese de Riemann généralisée (HRG): les zéros non triviaux de la fonction zéta
de Riemann ont tous pour partie réelle %
e L’hypothese d’indépendance linéaire (LI) : les parties imaginaires positives des zéros
non triviaux de toutes les fonctions L de Dirichlet associées a tous les caracteres de

Dirichlet modulo ¢ sont linéairement indépendantes sur Q.

Remarques 1.1.1.

e HRG et LI impliquent que pour tout caractére de Dirichlet x modulo q,
on a L(s,x)#0 pour tout s €]0,1], ce qui confirme la conjecture de Chowla
[Cho65].

o LI implique que les zéros des fonctions L de Dirichlet modulo q sont simples.

Sous ces hypotheses, Rubinstein et Sarnak [RS94] ont prouvé que 6(4;3,1) ~ 0.9959, ce
qui confirme 'observation de Chebyshev.
Ils ont également démontré sous HRG et LI que 0(S,.qp) est strictement comprise entre 0 et

1 et elle satisfait :
1
d(Sgap) > 3 <= a est un non-résidu quadratique modulo ¢

et b est un résidu quadratique modulo q.

1
d(Syap) = 3 <= a et b sont simultanément des résidus quadratiques

ou des non-résidus quadratiques modulo q.

Rubinstein et Sarnak [RS94] ont également prouvé, sous HRG et LI, que si a,b sont fixés
et q parcourt I’ensemble des entiers premiers avec a et b alors :

. 1
qgnjood(sq;a,b) - 5
(g,ab)=1
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En 2009, Fiorilli et Martin [FM13] ont estimé la vitesse de convergence de §(S;.q) vers
%. Ils ont établi dans un premier temps une formule asymptotique pour 6(S;.p). Avant de
I’énoncer, on donne la définition suivante :
Définition 1.1.2. Pour tout caractere de Dirichlet modulo q. On définit
1
)= Y T
yER 4 +_72
L(1/2+iv,x)=0
et pour tout (a,b) € Ba(q)

Vigiab) = > |x(b) — x(a)|*b(x).

x mod g

Théoréme 1.1.3. [FM13, Théoreme 1.1]. On suppose que GRH et LI sont vraies. Soit

(a,b) € Ba(q) tel que a est un non-résidu quadratique modulo q et b un résidu quadratique

1 (9) (9)°
0(Sgap) = 5+ %:;((]q;ab) + O(V((Zib)”)’ (1.1.1)

ot p(q) désigne le nombre de solutions de x> =1 mod q.

modulo q alors

N |

Remarque 1.1.4. p(q) est également le nombre de caractéres réels modulo q.

En utilisant le fait que V(g;a,b) ~ 2¢(q)logq et que p(q) <. ¢° pour tout € > 0, ils
déduisent facilement sous les mémes hypotheses le théoreme suivant :
Théoreme 1.1.5. Sous GRH et LI on a

1 1
0(Sgiab) — 2‘ - W

max
(a,b)€B2(q)

Fiorilli et Martin [FM13] ont également établi de bonnes estimations de V(g;a,b), ce
qui leur a permis de calculer les densités 6(Sgqp). Ils ont ainsi déterminé ’ensemble des
117 valeurs des densités qui dépassent %. Ils ont aussi prouvé que la course entre deux
compétiteurs, la plus biaisée, est celle entre le compétiteur "5 mod 24" et le compétiteur
"1 mod 24". Dans ce cas, 0(S24;51) = 0.999988. ..

Il est possible de créer des courses de nombres premiers en combinant différentes classes

de résidus modulo ¢g. Pour A,B deux sous ensembles de (Z/qZ)”, on définit 'ensemble :

> w(ryg,a) X w(w;q.b)
acA a€EB

Oq,A,B = >

#A 4B

On considere NR ’ensemble des premiers dans les classes des non-résidus quadratiques
modulo ¢ et R I'ensemble des premiers dans les classes des résidus quadratiques modulo q.
Rubinstein et Sarnak se sont intéressés a la course entre NR et R. Ils ont ainsi obtenu le

résultat suivant :
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Théoréme 1.1.6. On considére l'ensemble K = {4,p*, 2p*} o p est un nombre premier
distinct de 2 et k un entier naturel non nul.
Soit g € K. Supposons GRH et LI vraies, alors :

1
0(OyNr.R) > 3

et 1
Im - 0(Oyvrn) = 5. (1.1.2)
q'—+oo
Cependant, ’égalité (1.1.2) n’est pas toujours vraie quand ¢ ¢ K. En effet, Fiorilli a
démontré le théoreme suivant :
Théoréme 1.1.7. [Fiol4, Théoreme 1.1] Supposons GRH et LI vraies. Alors pour tout
€ > 0, il existe q tel que
1 —€<6(Ognppr) <1

En plus, pour tout % < v <1 il existe une suite d’entiers naturels {q,} telle que

nlnloo 5(an;NR7R) = V.

Les travaux de Rubinstein et Sarnak [RS94] ont été généralisés dans plusieurs autres
contextes. Ainsi, dans le cadre de leurs travaux de recherche, Nathan Ng [Ng00], Alexandre
Bailleul [Bai20], Florent Jouve et Daniel Fiorilli [FJ23] ont respectivement étudié les courses
de nombres premiers dans le contexte de la répartition des automorphismes de Frobenius au

sein des groupes de Galois d’extensions de corps de nombres.

1.2. Courses de nombres premiers a r > 3 compétiteurs
avec r fixé.

Knapowski et Turan ont rédigé une série de travaux concernant le probleme plus général
des courses de nombres premiers. Ils ont pu le modéliser comme suit :
Soit r un entier > 2 et ay,...,a, € B,(q). Plusieurs compétiteurs "a; mod g, ..., a, mod ¢'
participent a une course a points, le compétiteur gagnant a un instant x donné est celui qui
a le plus de points a cet instant. Le nombre de points marqués a un instant x (> 2) par le
compétiteur "a; mod ¢" est 7(z;q,a;).

Pour étudier ce probleme, on généralise la définition de Sy, & plusieurs compétiteurs.

Soit r un entier > 2, on définit
Sqat.as,..ar = 12 > 2 1 w(x;q,a1) > w(x;q,02) > ... > w(r;9,0,)} (1.2.1)

On peut poser les questions suivantes concernant cet ensemble :

e Est-ce que I'ensemble Sy, a5.....q, €St vide?
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e Quelles sont les différentes informations disponibles sur 0(Sy.q;.49....0.) (dans le cas ou
cette derniere existe) 7

e Pour r > 3, peut-on déterminer des conditions sur a; qui permettent d’avoir pour
toute permutation o de {1,2,...,r} I'égalité suivante 6(Sga, )., mtom)) = L7

e Pour r fixé et ¢ — +o00, est-ce que la densité logarithmique de Sy.q, 4,0, €xiste?

Si c’est le cas, quelle est sa valeur?

Afin de répondre a certaines de ces questions, Rubinstein et Sarnak [RS94] ont introduit la

¢(q)7(w; g,a) — m(x)) log(x)
NG 5

qui mesure combien il y a plus (ou moins) de nombres premiers dans la classe ré-

fonction auxiliaire

E(x;q.a) = (

siduelle de a par rapport a la valeur attendue. Ils ont également défini le vecteur
€garnar (@) = (E(z;:¢,01),....E(x; q,a,)). On considere Eyq, . a0 (Y) = €gar....ar (€Y)-

On rappelle la définition d’une distribution limite :

Définition 1.2.1. Soit n € N* et F' : N — R" une fonction. La distribution limite de la
fonction F, si elle existe, est la mesure de probabilité u sur R™ telle que pour toute fonction

continue et bornée g sur R™, on a
lim — ¥ g(F(k) = [ g(t)du(t).

Rubinstein et Sarnak ont utilisé I’hypotheése HRG afin de prouver I'existence d’une dis-
tribution limite de E,, ... Pour ce faire, ils ont d’abord démontré la proposition suivante:
Proposition 1.2.2. Soit a un entier premier avec q. Supposons HRG vraie pour les fonctions

L de Dirichlet modulo q, alors pour tout x > 2 on a

B 0.0) = —clon) — Y X(0) Y 1on +o( 1 )

v w2 T logx
ot ¢(q,a) == —1 +b2 > ) 1 et v, parcourt l'ensemble des parties imaginaires des zéros non
=a mod q
be(Z/qZ)*

triviaux de la fonction L associée au caractere x.

En combinant cette proposition avec le théoreme de Kronecker-Weyl [Hum13, Lemme
5.3], Rubinstein et Sarnak aboutissent au résultat suivant :
Théoreme 1.2.3. Supposons que HRG est vraie pour les fonctions L de Dirichlet modulo
q, alors il existe une mesure Borélienne figq, . q

1
im
X—+oo log

sur R" telle que

X d
< | FErana @) = [ F@) g, @),

T

T

pour toute fonction f:R" — R bornée et continue.

Ils ont également supposé I'hypothese LI pour permettre d’assurer que la somme

— Y . , . . ,
> vtvo X(@) D lxﬂz se comporte comme une somme de variables aléatoires indépendantes
2 X
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uniformes sur S'. Ceci permet par la suite d’étudier les propriétés de figq,.. . €t de montrer

I'existence de d(Sg.a,... .a.)-

Soit (ay,as,a3) € Bs(q). Feuerverger et Martin se sont intéressés au calcul de la densité

0(Sg:a1,a,a5)- Pour ¢ < 12, sous les mémes hypotheses que ceux utilisés par Rubinstein et

Sarnak, ils ont pu calculer certaines densités et ont alors démontré le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.4. [FMO00|. Sous HRG et LI, on a :
1

5(58;3,5,7) = 5(58;773,5) > =

6 5(58;5,3,7) = 5(58;7,3,5) <

=

et

0(S125,7,11) = 0(S12:11,7,5) > (13, d(S125,11,7) = 0(S127,11,5) < (15

Ce résultat montre que les courses a 2 compétiteurs et les courses a 3 compétiteurs ne
se comportent pas exactement de la méme maniere. En effet, bien que 3, 5, et 7 soient des
non-résidus quadratiques modulo 8, on remarque que 6(Ss;357) # % Dans ce cas on dit que
la course {8,3,5,7} est biaisée. On donne la définition suivante :

Définition 1.2.5. [Lam13, Définition 1] Soit r un entier > 2 et (ay,...,a,) € B.(q). La

course {q;ay,...,a,} est dite non biaisée si pour toute permutation o de {1,2,...,r} on a
1
5(5(1;‘10-(1)7"'70‘0(7“)) - 7,,‘7

0l 0(Sgay....a,) désigne la densité logarithmique de 'ensemble Sy, ... q,-

Feuerverger et Martin ont été les premiers a donner des exemples explicites de courses
biaisées avec trois compétiteurs pour ¢ < 12. Cependant, dans leur article [FMO0O], ils n’ont
pas pu déterminer I'existence de courses biaisées pour tout ¢ > 12 et 3 < r < ¢(q).
Lamzouri [Lam13] a donné une réponse a cette question pour tout entier fixé r > 3 si ¢
est un entier assez grand. En effet, il a démontré que contrairement aux courses entre deux
résidus quadratiques (ou non-résidus quadratiques), des biais apparaissent dans les courses
impliquant r résidus quadratiques (ou r non-résidus quadratiques).

Théoréme 1.2.6. [Lam13, Théoreme 1.4] Soit r un entier > 3. Supposons que HRG et LI

sont vraies. Alors il existe une constante positive qo(r) telle que pour tout entier ¢ > qo(r) il

eriste
e (ay,...,a.) € B.(q) tel que ay, ... a, sont tous des résidus quadratiques modulo q
et la course {q; ay,as,...,a.} est biaisée.
o (by,...,b.) € B,(q) tel que by,....b, sont tous des non-résidus quadratiques mo-
dulo q et la course {q;by,bs,....b.} est biaisée.

On donne la définition suivante :
Définition 1.2.7. Soit r un entier > 2, on définit

Ar(q) = max 5(Sq;a1, -.,ar) - -

(a1,...,ar)EBr(q) ' rl
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Lamzouri a aussi prouvé le théoreme suivant :
Théoréme 1.2.8. [Lam13, Théoreme 1.1] Soit r > 3 un entier. Supposons que HRG et LI
sont vraies. 1l existe des constantes strictement positives c¢1(r), co(r) et un entier gy € N* tel

que si q > qo alors

)

1(’/“) < AT(Q) < CQ(T)'
log q log q

Ce résultat montre que A,(gq) se comporte de maniere completement différente lorsque

r > 3. En effet, Ag(q) converge plus rapidement que A, (q) vers 0, lorsque r > 3.

1.3. Courses de nombres premiers lorsque le nombre des
compétiteurs r — 400 quand ¢ — +o0.

Dans cette partie, on énonce les différents résultats obtenus concernant les courses des

nombres premiers lorsque le nombre des compétiteurs » — +oo quand ¢ — +oc.

Rubinstein et Sarnak [RS94| ont déja montré conditionnellement que pour r un entier
fixé on a 1
lim max (Sgar...ar) =0. (1.3.1)

=+ (a1,....a) By (q) ol
Feuerverger et Martin [FIMO0O] ont soulevé la question de I’existence d’une version uniforme
de (1.3.1), dans laquelle le nombre de concurrents r — +o0o quand ¢ — +00. En réponse a
cette question, Lamzouri parvient a prouver le théoréme suivant :
Théoréme 1.3.1. [Lam12, Théoréme 1.1] Supposons que HRG et LI sont vraies. Alors
pour tout entier v tel que 2 < r < /logq on a

1 r?
5<Sq;a1,---,ar) = ﬁ <1 + 0O (logq)) )

uniformément pour tout r-uplet (ai,...,a,) € B.(q).

Feuerverger et Martin [FIMO0O] se sont également demandés si pour r suffisamment grand
en fonction de ¢ la formule asymptotique 0(Sya,,..0,) ~ 1/r! pourrait devenir fausse. En
essayant de répondre a cette question, Ford et Lamzouri ont formulé la conjecture suivante :
Conjecture 1.3.2 (Ford et Lamzouri). Soit € > 0 un réel assez petit et q un entier suffi-
samment grand.

(1) Si2 <r < (logq)'™¢, alors on a 5(Sya,...a.) ~ 1/r! lorsque ¢ — +oo uniformément

pour tout r-uplet (aq, . ..,a.) € B.(q).
(2) Si(logq)'™ < r < ¢(q), alors ils existent des r-uplets (ay, . ..,a.), (b1,...,b.) € B.(q)

pour lesquels r! - 0(Syq, b.) — +00 lorsque ¢ — +00.

----------

Harper et Lamzouri [HL18| ont démontré la premiére partie de cette conjecture.
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Théoréme 1.3.3. [HL18, Théoreme 1.2] On suppose que HRG et LI sont vraies. Soit
2 <r <logq/(loglogq)* un entier positif. On a

1 r(logr)?t
(5(Sq;a1,...,aT) = ﬁ (1 +0 <10gq ’

uniformément pour tout r-uplet (ay,...,a,) € B.(q).

La deuxieme partie de la Conjecture 1.3.2 implique, en particulier, que la formule
asymptotique 0(Sgq,,..q4.) ~ 1/7! n'est pas nécessairement valable pour tous les r-uplets
(ay,...,a,) € B.(q). Le prochain résultat montre que c’est effectivement le cas dans I'inter-
valle ¢(q)¢ < r < ¢(q). Ainsi, dans cette région de r, Harper et Lamzouri ont pu montrer
'existence des courses de nombres premiers telles que 0(Sga,...a,) % 1/7! lorsque ¢ — +00
dans le théoreme suivant :

Théoreme 1.3.4. On suppose que HRG et LI sont vraies. Soit € > 0 et ¢ un entier assez
grand en fonction de €. Pour tout entier ¢(q)° < r < ¢(q) il existe un r-uplet (aq,...,a,) €
B.(q) tel que X

6(Sgarnar) < (1 - Ce)ﬁu
pour une certaine constante ¢, > 0 qui dépend uniquement de €.

Ce dernier théoreme ne répond pas a la deuxieme partie de la Conjecture 1.3.2. Afin d’y
donner une réponse, Ford, Harper et Lamzouri [FHL19| ont démontré le théoréme suivant :
Théoreme 1.3.5. Supposons que HRG et LI sont vraies. Alors il existe une constante
absolue C' tel que l’assertion suivante est vraie.

Supposons que r est suffisamment grand et r < ¢(q) alors il existe des classes de résidus

distinctes aq, . .. ,a, mod q tel que

—1mi 1/50
5(Sq;a17...,ar) S €exXp ( — {T,Qb(q) }) 1

C'logq rl’
et il existe des classes de résidus distinctes by, ...,b, mod q tel que
min {7, 6()/*}\ 1
0(Sy; > —.
(Sa..0) 2 exp ( C'logq 7!

,
log g
classes de résidus distinctes ay,...,a, mod g tel que 716(Syq,. a.) — 0 et des classes de

Grace a ce résultat, on déduit que si — 400 quand ¢ —> +oo alors il existe des

résidus distinctes by, ...,b, mod ¢ tel que rl0(Syp, .. 5. ) — +00. Ainsi, les biais ne dissipent

pas toujours lorsque ¢ tend vers +oc.
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Chapitre 2

Biais de Chebyshev dans les corps de

fonctions

2.1. Fonction zéta et fonctions . de Dirichlet dans les
corps de fonctions

Dans cette section, on rappelle quelques propriétés sur la fonction zéta et les fonctions L
de Dirichlet dans le contexte de 'anneau des polynémes A = F [T.

On désigne respectivement par M, ensemble des polynémes unitaires dans F,[T], et P,
I'ensemble des polyndmes irréductibles unitaires dans F,[T].

La fonction zéta de Riemann classique s’est avérée étre fondamentale dans I’étude de la
répartition des nombres premiers. En effet, on peut constater le lien établi par Euler entre
la fonction zéta de Riemann classique et les nombres premiers dans la relation suivante pour
tout s € C avec R(s) > 1:

~1
1
=X T (1-0])
n>1 p premier p
D’une maniere similaire, on définit ainsi I’analogue de la fonction zéta de Riemann clas-
sique dans les corps des fonctions :

Cals) =

77 pour tout s € C avec R(s) > 1, ou |f| = qlesh),
feMq

La fonction (4(s) converge et est analytique sur R(s) > 1. De plus, puisque la norme |f| est

totalement multiplicative, alors on obtient :

=11 (1- )

PEP,

Ainsi, comme pour la fonction zéta de Riemann classique, la fonction (4(s) admet également

un produit eulérien.



Puisque pour tout n € N, il y a exactement ¢" polyndémes irréductibles unitaires de degré n
alors pour tout d € N* on a :

3 Lo L Lo L Ul
de(Fy<d |f|s qs—l qd(s—l) 1— ql—s
Donc pour tout s € C avec R(s) > 1 on a :
1
Cals) = -

La fonction (4 est alors prolongeable par continuité sur tout le plan complexe a une

fonction méromorphe avec des poles simples en s =1 + 12;2]; (on k € 7).
Remarque 2.1.1. L’étude du prolongement de la fonction (4 est plus facile que celui de la
fonction ¢ de Riemann.

On rappelle également la définition suivante :
Définition 2.1.2. Soit m € M, de degré M > 1. Un caractére de Dirichlet modulo m est
une fonction x : F [T] — C qui vérifie les conditions suivantes :

(1) Ya,b € F,[T], on a : x(a+bm) = x(a).

(2) Ya,b € F,[T], on a : x(ab) = x(a)x(b).

(3) x(a) # 0 si et seulement si (a,m) = 1.

Un caractere de Dirichlet modulo m induit un morphisme H de (A/mA)* vers C*.
Inversement, étant donné un tel morphisme H, il existe un unique caractere de Dirichlet qui
correspond a H.

On désigne par X,, I'ensemble des caracteres de Dirichlet modulo m. Comme X, est
un groupe isomorphe a (A/mA)*, alors le nombre de caractéres de Dirichlet modulo m est
#X,, = #(A/mA)*. Le cardinal de X,, est noté ¢(m). Ce nombre correspond également
au nombre de polynoémes non nuls de F,[T] de degré strictement inférieur au degré de m et
qui sont premiers avec m.

Le caractere principal (ou trivial) de Dirichlet xo modulo m est défini ainsi :

1 si(a,m) =1,
0 sinon.
Dans ce qui suit, la notation yg sera utilisée pour désigner le caractere principal modulo m.

Xo(a) =

Définition 2.1.3. Soit m € M, de degré M > 1. On dit que x est un caractere primitif
modulo m s’il n'eziste pas de diviseur propre m'|m tel que x(f) = 1 pour tout f € F [T
vérifiant f =1 mod m/.

Si x est un caractére non primitif modulo m alors il existe un caractére primitif v mod m/
tel que m'|m et x(a) = Y(a)xo(a) pour tout a € (F,[T]/mF,[T])*, ot xo est le caractére

principal modulo m. Dans ce cas, on dit que le caractere i induit le caractere x.
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Définition 2.1.4. Soit m € M, de degré M > 1. Un caractére de Dirichlet x modulo m
est dit pair s’il est est égal a la fonction constante qui retourne 1 sur tout le groupe F.
On dit qu’un caractere de Dirichlet x modulo m est impair s’il n’est pas pair.
Remarque 2.1.5. Il y a exactement % caracteres de Dirichlet modulo m qui sont pairs.
Donc quand q tend vers +o00, la plupart des caractéres de Dirichlet modulo m sont impairs
(voir [Tao19]).

Les caracteres de Dirichlet vérifient les relations d’orthogonalité énoncées dans la pro-
position ci-dessous :
Proposition 2.1.6. Soit m € M, de degré > 1. Soit x, ¥ deux caractéres de Dirichlet
modulo m et a,b deux éléments de Fy[T] qui sont premiers avec m. Alors

> xla)x(b) = ¢(m)d(a.b), (2.1.1)

et
> x(@v() = d(m)s (x.v), (2.1.2)

c€(Fq[T]/mPFq[T7])*

et 0 (x.v) = {

1 sia=bmodm, 1 stx =1,

0 sinon.

ot 6(a,b) = {

0 sinon.

On associe a chaque caractere de Dirichlet y modulo m une fonction L définie ainsi :

L(sx):= Y X) _ 1T (1 - X<P)>_ pour R(s) > 1,

feMy ‘f‘s PeP, ’P’S

En particulier, on a

s = T 1+ Xuﬁf)) I (1 ) o

PeP, Plm

Ceci prouve que L(s,xo) se prolonge analytiquement sur tout le plan complexe & une fonction
méromorphe avec un pole simple en s = 1.

En outre, Rosen a démontré la proposition suivante :
Proposition 2.1.7 ([Ros02, Proposition 4.3]). Soit x un caractére non-principal modulo
m. Alors la fonction L(s,x) est polynomial en q=* de degré au plus deg(m) — 1.
Remarque 2.1.8. Soit m € M, un polynome de degré > 1. Soit x un caractére primitif
modulo m. On a L(s,x) est polynomial en ¢—° de degré deg(m) — 1 (voir la Proposition 4.8
de [Emm)] ).

Ceci montre que les fonctions L de Dirichlet associées aux caractéres non-principaux
modulo m ont un nombre fini de zéros. Donc les fonctions L de Dirichlet associées aux
caracteres non-principaux modulo m se prolongent analytiquement sur tout le plan complexe
a des fonctions entieres.

En effectuant le changement de variable u = ¢=* on définit : L(u,x) := L(s,X).
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La proposition suivante est essentiellement une conséquence du théoreme de Weil [Ros02,
Théoreme 5.10].

Proposition 2.1.9 ([Cha08, Proposition 6.4]). Soit m € M, de degré M > 1. Soit x*
un caractére de Dirichlet primitif modulo un polynéme m(x*) qui induit un caractére de

Dirichlet non principal x modulo m. Soit M(x*) le degré de m(x*). Alors on a :
Llux) = Lux") [ 1 =x"(Pu?).

Plm (2.1.3)
Ptm(x*)
St x* est pair, alors :
M(x")—2
L(u,x") = (1-wu) (1 — 7y, ), (2.1.4)
i=1
et, sinon,
M(x*)—1
L(u,x*) = H (1= 7y,u) (2.1.5)

pour certains nombres complexes ,, avec |fyXi =/

Ces 7y, sont appelés les zéros inverses de module /g de la fonction de Dirichlet L associ¢e
au caractere y.
Remarque 2.1.10. On note qu’il découle de (2.1.3) que les zéros inverses de la fonction L
de Dirichlet associée a un caractere x modulo m sont les mémes que les zéros inverses de la

fonction L de Dirichlet associée au caractére x* modulo m(x*).

2.2. Arithmétique sur F [T

Dans cette section, on établit des estimations sur quelques sommes des polynomes irré-
ductibles unitaires dans les corps de fonctions et des sommes arithmétiques sur les caracteres
de Dirichlet dans les corps de fonctions.

On commence d’abord par rappeler quelques définitions élémentaires qui seront utilisées par
la suite. Soit d(m) le nombre de diviseurs unitaires de m. La lettre P sera utilisée pour

définir les polynomes irréductibles unitaires dans F[T7].
2.2.1. Analogies entre corps de nombres et corps de fonctions

Dans cette premiere sous-section, on évoquera certaines analogies entre corps de nombres
et corps de fonctions.
Il a été constaté que Z et F,[T] ont plusieurs propriétés en commun. Par exemple, Z a
une infinité de nombres premiers et F,[T] possede une infinité de polyndmes irréductibles
unitaires. Z et F,[T] sont tous les deux des anneaux principaux. Chacun de leurs groupes
d’unités contient un nombre fini d’éléments. Ceci nous incite a penser que de nombreux

résultats valables pour Z ont des analogues pour ’anneau des polynémes F[T7].
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Soit N € N*, on définit
T (N):=#{PeP, | deg(P)=N} (2.2.1)

C’est le nombre de polynomes irréductibles unitaires dans F,[7] de degré N. Le théoreme des
nombres premiers pour les polynoémes donne Iestimation suivante sur m,(N) (cf. [Ros02,
Théoreme 2.2]) :

¢~ g2
Pour tout (a,m) = 1, on définit également :
m,(a,m,N):=#{P€P, | P=amodm, deg(P)=N}. (2.2.3)

Une conséquence du théoreme de Weil ([Ros02, Théoreme 5.10]) est la suivante :

1 N N/2
Wq(a,m,N) = (quv + O (qjv> .

On note par Sy le nombre de polynémes unitaire de degré N dans F,[T]. Il est facile de

vérifier que ce nombre est égal a ¢". Dans ce cas ,(a,m,N) = m +0 (bﬁ@)'
q q

Il s’agit de 'analogue du théoreme des nombres premiers en progression arithmétique dans
le cas des corps de fonctions. On peut voir cette analogie frappante entre corps de nombres

et corps des fonctions dans le tableau suivant:

Corps des nombres Corps des fonctions
Z A=F,[T]
Q F,(T)
Les nombres premiers Les polynémes irréductibles unitaires
Les entiers naturels Les polyndémes unitaires
n = pi..p f=P". P
Valeur absolue |n| Norme d'un polynome | f| = g4°&(/)
dn):=>1=(e1+1)...(es + 1) d(f) = (e} +1)..(e; + 1)
dn
¢(n) = #(Z/nZ)" ¢(m) = 4 (Fg[T]/mF,[T])"
Il y a un nombre fini Il y a un nombre fini d’éléments
d’éléments inversibles sur Z inversibles sur IF[7]
T _ S VSN
T(2) ~ @ Tq(N) = g, (53 + O (logqévm)
~ T - Sv VSN
(2.0:9) ~ Sl mq(am.N) = Grariog,mw + 9 <logq<gN>>

Tableau 2. Analogies entre les corps des nombres et les corps de fonctions

Plusieurs mathématiciens ont étudié cette analogie entre les corps des nombres et les corps de
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fonctions. Nous citons a titre d’exemples principalement les theses de Paul Pollack [Pol08],
et de Sam Porritt [Por20] et le cours de Julio Andrade [And15].

2.2.2. Estimation de quelques sommes sur les polynémes irréduc-

tibles unitaires dans F,[T]

On définit A(m) = log |P| si m = P ou P € Py, et 0 sinon.
Lemme 2.2.1 (Théoreme de Mertens dans les corps de fonctions). Soit x un caractére de

Dirichlet non-principal modulo m, et soit N € N*. Alors

> A log N 4+ O(1).
fiv 1]

DEMONSTRATION. En combinant les faits que

Llf’gNJ
A ogq
IETLED SEE D P
T A = ey
et
Y. Af)= D log|P|+ Y. logl|P|
deg(f)=k deg(P)=k alk deg(P)=k/«a
a#l
= Y log|P|+ O(kq""?)
deg(P)=k
= k(log ¢)my(k) + O(k;qk/Q) = (log q)qk + O(qu/2),
on en déduit 'estimation voulue. O

Lemme 2.2.2. [Sed22, Lemme 3.4] Soit m € M, de degré assez grand, alors

log
Z TPl — il [ < loglog, [ml, (2.2.4)
et im|
m
—— < loglog, |m|. 2.2.5
o] i (225)
DEMONSTRATION. Soit M = deg(m) et w € R*.. On considere A, = ﬁ{P|m | deg(P ) [%} + 1}.
Il est clair que A, < «. En particulier, si on prend o = IOgLM, alors A1 v < lo . Par
conséquent, on a ’
log | P log |P log |P
Z g|P| _ Z g|P| 4 Z g|P|
P|m’P’_]‘ Plm [Pl =1 P|m [Pl =1
deg(P)<log, M deg(P)>log, M
log | P| M log, M

< X
Plm
deg(P)<log, M

|P| 1 + qulongqlong_l.
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Ainsi, a partir du Lemme 2.2.1, on déduit que

log | P
log 1 )
§|P|_1 < log ogq|m\

On établit maintenant 1’estimation (2.2.5). D’apres la Proposition 1.7 de [Ros02], on a

)

L’estimation souhaitée découle donc du Théoréme 3 de [Ros99]. O

Lemme 2.2.3 (|[Cha08, Lemme 6.3]). Soit x un caractére non-principal de Dirichlet modulo

m. Alors Iy
—(x=0 (log log, m]) . (2.2.6)

2.2.3. Sommes arithmétiques sur les caracteres de Dirichlet dans

les corps de fonctions

Dans cette partie, nous allons établir quelques identités arithmétiques préliminaires qui
seront nécessaires par la suite. La plupart de ces résultats sont obtenus en utilisant les mémes
arguments que [Cha08, Sous section 3.1] mais nous préférons donner les preuves par souci
d’exhaustivité.

Lemme 2.2.4. [Sed22, Lemme 3.6] Soit m € M, de degré > 1. On a

log | P|

fZl;nA (m/f)¢ PlZm -1 (2.2.7)
Si s est un diviseur propre de m, alors
N o A(m/s)
fZ;A( /Do) = olm) S (2.2.8)

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que la somme A (m/f) ¢(f) sur f|m est la méme
que la somme A (m/f) ¢(f) sur les diviseurs f tel que m/f est une puissance d’un polynéme
irréductible unitaire sur F,[T7].

On utilise la notation P"||m pour désigner que r est le plus grand entier naturel tel que
PTim. Alors si P"||m, on écrit m = QP" avec Q € M, tel que P { Q). On obtient alors une

contribution a la somme uniquement lorsque f = QP"* pour un certain 1 < k < r.
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Puisque (Q,P) =1 et ZT: d(P™7F) = |P|"~
k=1

ST A(m/f) o(f)

flm

1ona:

DD (P*) o(QP™™),

Pr|m k=1

> o(Q)log| PP

Pr|lm
En utilisant le fait que ¢(Q) = ¢(m)/p(P")

S Am/folf) = 3 L

fim Prlim

(car P 1 @), on déduit

log |P|
Pl—1

log | P|
Pl -1

log |[PI[PI""" = ¢(m) 3

Pr|lm

d(m)

¢(P T) Pim
Nous allons maintenant établir la seconde identité. Si m/s est divisible par au moins deux
polynomes irréductibles unitaires dans IF,[T], alors clairement la partie droite de (2.2.8) vaut
0, et la partie gauche de (2.2.8) vaut également 0 car A(m/f) = 0 pour tout diviseur f
de s et donc tous les termes A(m/f) sont égaux a 0. Ainsi, il suffit donc de considérer le
cas ol m/s est une puissance d'un premier. Dans ce cas, m/s = P' avec P un polyndme
irréductible unitaire dans I [77.

On écrit m = QP" avec Pt Q, donc s = QP"*. Ainsi, les seuls termes qui contribuent & la
somme sont ceux ot f = QP % avec t < k < r. Donc, par un calcul similaire au précédent,

on obtient

S A/ £)61) = S APIOQP) = (@) log || 6(P)

fls

En combinant les faits que ¢(Q) = f((g)), ZT: ¢(P™*) = |P|""t et m/s = P! on en déduit :
k=t
¢(m) o log | P| A(m/s)
A = log |P||P|"" = = .
S A /1) o) = SR tog | PP = otm) B — oty

fls

Proposition 2.2.5. [Sed22, Proposition 3.7] Soit m € M, de degré > 1. Alors

log | P|
[Pl—=1)"
et siaz1 mod m on a

N — o A/ (0= 1)
X @l ()] = —otm) g T,

> loglm (x*)| = ¢(m) (10g m| =

x mod m Plm
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DEMONSTRATION. Pour prouver les deux résultats précédents, il suffit de prouver pour un
résidu a mod m que :

> x(@)log|m(x")| =log|m| > x(a) =D A(m/f) > x(a). (2.2.9)

x mod m x mod m flm x mod f

En effet, si a = 1 mod m, en utilisant 'identité (2.2.9) on obtient

> log|m(x*)| = ¢(m)log|m| — > A(m/fo(f).

x mod m flm

Ainsi la premiére partie de cette proposition découle de (2.2.7).
Par ailleurs, si a # 1 mod m, par la relation d’orthogonalité (2.1.1) on trouve
> x(a) =0. Ainsi on déduit de l'identité (2.2.9) que

x mod m
> x(@logm(x)| == Alm/f) > x(a) ==> Am/fe(f)es(a),
X mod m flm x mod f flm
ot tf(a) =1, si a =1mod f, et vaut 0 sinon. Donc
> x@logm(x)l=— > Am/f)e(f).
x mod m fl(m,a—1)

Puisque (m,a — 1) est un diviseur propre de m (car a Z 1 mod m) alors la deuxiéme partie
de cette proposition découle de l'identité (2.2.8).

Maintenant, nous allons prouver l'identité (2.2.9). Soit x un caractere de Dirichlet modulo
m et f|m, on sait que x est induit par un caractére x* modulo f si et seulement si f est un
multiple de m(x*). Alors

D AMm/f) Y x(a)= > xla) > Alm/f).

flm x mod f x mod m flm
m(x*)If

En effectuant le changement de variable ¢ =m/f, on a

D Am/f) 3 x@)= > x(a) > Ao

flm x mod f x mod m c|m/(m(x*))
De plus, comme
Z A(c) = log m ~,
clm/(m(x*)) m (x*)
alors
SAm/f) Y v@= Y xe)los|— )\ gl Y x(@- Y xla)loglm ().
flm x mod f x mod m x mod m x mod m
D’ou le résultat (2.2.9). O
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2.3. Travaux de B. Cha

En constatant I’analogie frappante entre les corps de nombres et les corps de fonctions,
B. Cha a établi dans son article [Cha08] des résultats analogues a ceux de Rubinstein et
Sarnak.

Avant de les énoncer, on fera un petit rappel de certaines notations utilisées par Cha.
Soit a € F [T tel que (a,m) = 1. On définit pour tout X € N*, E,,.,(X) comme suit :

Epo(X) = X/2 Z m)my(a,m,N) — m,(N)).

Soit r un entier > 2 et ay,...,a, € F [T] deux a deux distincts et premiers avec m. Cha a
défini pour tout entier X > 2 le vecteur suivant :

Em7a1,---7ar (X) = (Em,m (X)> SR Emﬂr (X)) .

La fonction E,,.,(X) décrit combien il y a plus (ou moins) de nombres premiers dans la classe
résiduelle de a par rapport a la valeur attendue.

En analysant les coefficients de la série associée a la dérivée logarithmique de toutes
les fonctions L de Dirichlet modulo m, Cha a pu établir la formule explicite suivante de
Ea(X) :

Théoréme 2.3.1. [Cha08, Théoreme 2.5

Ea(X) = —Ci( Z Y(a Zeze('yx x o Ix

1
Fo w17 (2.3.1)

quand X — 400 avec :

i
L

T st X est impair,
st X est pair,

i
L

et

b%=a mod m
be(Fy[T]/(m))*
On rappelle que les 7, sont les zéros inverses de module \/q de la fonction L de Dirichlet
associée au caractére x (voir la proposition 2.1.9).
Remarque 2.3.2. (1) On remarque que pour (a,m) = 1, la fonction Cp(a) prend
deur wvaleurs : Cp(a) = —1 si a est un non-résidu quadratique modulo m,

et Cp(a) = Cn(l) si a est un résidu quadratique modulo m. De plus, on a
|Cn(a)| < d(m), or d(m) = |m[°® et donc Cp,(a) = |m|°™
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(2) Le terme —Ci,(a)B,(X) de la formule (2.3.1) est l'origine du biais de Chebyshev dans

ce cas.

La formule (2.3.1) dans le contexte des corps de fonctions est équivalente a la formule
(2.5) de [RS94] dans le cas des corps de nombres. Cette formule explicite a permis a Cha
de prouver de nombreux résultats identiques & ceux de l'article [RS94] en adaptant les
arguments de Rubinstein et Sarnak.

En utilisant la formule (2.3.1), Cha a étudié la distribution limite de E,.q, 4,

Afin de réaliser son étude, Cha a utilisé ’hypothese suivante (qui est l'analogue de
I'hypothese LI utilisée dans [RS94]):

Définition 2.3.3 (Hypothese d’indépendance Linéaire). Soit m € M, un polynéme de
degré > 2 et V un ensemble de caractéres non principaux de Dirichlet modulo m invariant

par action de conjugaison complexe. On dit que m satisfait (LI % ) sur V' si le multi-ensemble
1

Utre ol L(5+imx) =0pu{n)
2

xEV

est linéairement indépendant sur Q.

Remarque 2.3.4. Si l'ensemble V' (de la Définition 2.3.3) n’est pas précisé, on considére
que V est [’ensemble des caractéres non principauxr modulo m.

Soit 7 un entier > 2 et m € M, un polynéme de degré > 2. On rappelle que A, (m)
est 'ensemble des r-uplets de classes de résidus distinctes (aq,as, . .., a,) modulo m qui sont
premiers avec m.

Pour (aj,as,...,a,) € A-.(m), on définit :

X X X
P a = {X e N*: Z mg(a,m,N) > Z mg(ag,m,N) . > Z mg(a,,m,N) }
N—1 N=1 N=1

Sous I'hypothese (LI %), Cha a prouvé I'existence d'une distribution limite ft;q,.. 4, de
la fonction E,.q,,. 4. De plus, il résulte de (1.2.1) que

6m'a1 = lim # (Pm;al,..,ar N {1a21--7 X})
Ty e X

= lmay,ar L(X1, %) ER" 1y >0 > - > 2}

Remarque 2.3.5. On remarque que dans ce cas, on utilise la densité naturelle de [’ensemble
Pray.....a. alors que les travauz de Rubinstein et Sarnak se sont basées sur l'étude de la densité
logarithmique de l’ensemble Sy.q, .. a0, (voir (1.2.1)).

En utilisant des méthodes similaires & celles de Rubinstein et Sarnak [RS94|, Cha a

également démontré le théoreme suivant :
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Théoréme 2.3.6. [Cha08, Théoreme 3.4] Soit m € M, un polynéome de degré > 2. Sous
Uhypothése (LI %), on a pour tout t = (t1,...,t,) € R" :
) : (2.3.2)

ﬂm;al,...,ar (t) - Bm;al,‘..,ar (t) H H J (

x mod m F(yy)>0
X7Xo0

r

> x(ayt;

=1

27y

X

-1

est la fonction de Bessel d’ordre 0, et

1 V7 < . !
Biay...an(t) = 5 lexp (Zq{ m( ')tj) +exp (lqz 1 m(%’)%’)] ~
j=1 Jj=1

Grace a ce résultat, Cha a aussi démontré ce qui suit :
Théoréme 2.3.7. [Cha08, Théoreme 6.5] Soit (my,)nen une suite d’éléments de M, véri-
fiant (LI %) tel que deg(m,,) — +oo. Pour r un entier fixté > 2 on a

lim A,(m,) =0, (2.3.3)

n—-+00

1

Mp;A1,e0r rll

ot A, (mn) = max
(a17~--aa'r)€.Ar(mn)

Ce théoréme affirme que quand deg(m) tend vers +oo, les biais se dissipent.

Cha s’est aussi intéressé aux courses entre les résidus quadratiques et les non-résidus
quadratiques modulo m quand m € M, est un polynéme irréductible.
Soit m € M, un polyndme irréductible et x,uqq le caractéere quadratique réel non principal

modulo m défini ainsi :

1 si f est un résidu quadratique non nul modulo m.
Xquad(f) =4 —1 si f est un non-résidu quadratique modulo m.

0 si m divise f.

On définit P,,.ngr (N désigne les polynomes irréductibles unitaires qui sont des non-
résidus quadratiques modulo m et R les polyndémes irréductibles unitaires qui sont des résidus

quadratiques modulo m) comme étant 'ensemble des entiers X € N* tel que

X X
a(N) > > b(N
N=1 N=1
ou
a(N):=4#{P €P; | Xquaa(P)=-1, deg(P)=N}
et

b(N):=#{P P, | Xquaa(P)=1, deg(P)=N}.
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On définit également pour tout X € N*, la quantité :

X X X
B0 = 2 (32 ) = 320
q N=1 N=1
Soit m € M, un polynéme irréductible de degré > 2. Supposons que (LI %) est vraie sur le
caractere quadratique réel non principal Xgueq modulo m, Cha a prouvé que
I XLH}FOO #{Pn.NR r;({l, X}

existe et Op N p > % Dans ce cas, le bias est en faveur des non-résidus quadratiques modulo
m par rapport aux résidus quadratiques modulo m.
Cha a montré également que pour deg(m) = 2, on a E,,,. v r(X) > 0 pour la plupart des
entiers X € N* (tous les entiers non nuls sauf pour un nombre fini). Alors 6,y r = 1 et
donc

OmrN =1—0mnr=0.
Soit (m! )nen une suite de polynémes irréductibles de M, vérifiant (LI %) sur {xquaa} tel

que deg(m/,) — +oo. Cha a démontré que

1
lim (5 /. = —.
n—s—+o0o mn; N R 2

En étudiant les diverses propriétés de la distribution limite fiy4,,. 4,, Cha a donné une

condition nécessaire et suffisante pour que la mesure i, 4, reste inchangée sous des

T

permutations de (x1,...,z,).
Théoréme 2.3.8. [Cha08, Théoreme 6.1] Soit m € M, de degré > 2. Supposons que (LI
% ) est vérifiée. La distribution limite piy.a,... q, €St symétrique en (z1,...,x,) si et seulement

st l'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
o r =2 et Cplar) = Chplaz).

o r =3 et il existe pZ 1 mod m qui satisfait les conditions suivantes :

=1 modm, a; = a1p mod m, as = a;p® mod m.

On utilisera la définition suivante dans tout ce qui suit :

Définition 2.3.9. Soit r > 2 un entier et m € M, un polynome de degré > 2. Soit

(ay,...,a,) € A.(m). La course {m;ay,...,a,} est dite non biaisée si pour toute permutation
ode{l2,...;r} ona
1
Mg (1)s--80(r) — ﬁ
Remarque 2.3.10. S7 {0, ....q, €St symétrique en (xq,...,x,) alors la course {m;ay, ... ,a,}

est non biaisée.
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Soit m un polynéme irréductible dans F,[T"] de degré > 2. Dans cette partie, ’hypothese
(LI %) ne concerne que les arguments des zéros inverses de la fonction L associée au
caractére non-principal quadratique modulo m. Cha s’est aussi demandé, quand (LI
%) n'est pas vérifiée, si le biais persiste en faveur des premiers congrus aux non-résidus
quadratiques modulo m par rapport aux premiers congrus aux résidus quadratiques modulo
m.

Il a prouvé que si (LI %) est fausse, il se peut que le biais soit en faveur des résidus

quadratiques modulo m, comme illustré dans I’exemple suivant :

Exemple 2.3.11. Pourp =25 et m =T°+3T* + 4T3+ 2T +2, on a
L(U, Xquad) = 25u* — 25u” + 15u* — 5u + 1
= (1 - 2\/5008(257T)u + 5u2> (1 - 2\/5(:05(457T)u + 5u2>
= (1 =mu) (1 =71u) (1 = y2u) (1 =u),

ou y, = VheiE et Yo = V5eiE sont les zéros inversés de L(, Xquad)-
Or comme F — 2 x 22 =0 alors (LI %) n'est pas vérifiée.

Cha a démontré que

5m;N,R = XI_IEI}_OO #{Pm;N,R r;({]., c.. 7)(}}
= lim #{S € [[LX]] : Em;N,R(S) > 0}
B X —+o00 X
10

<

(G20
N | —

et donc 0N =1 — 0N R = % > % Ce qui explique que lorsque (LI % ) est fausse, on peut
avoir une prédominance des résidus quadratiques par rapport aux non-résidus quadratiques

modulo m.

Cependant, ce dernier exemple n’est pas suffisant pour affirmer que si (LI s ) est fausse
alors le biais est en faveur des résidus quadratiques modulo m. En effet, 'exemple suivant
montre que bien que (LI %) soit fausse, on peut avoir un biais en faveur des non-résidus

quadratiques modulo m.

Exemple 2.3.12. On prend p=3 et m = T3+ 2T + 1. Alors on a
L(U, Xquad) = 3u® — 3u + 1
= (1 - ")/1U)(1 - WU%
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]
avec Y3 = V/3e's .
Ainsi l'unique zéro inversé dont 'argument est compris entre 0 et m est ;.

Comme = — L x =0, alors (LI %) est fausse. Cha a démontré que

6 6
71
S np = > =
MR =157 5

Dans ce cas, le biais est en faveur des non-résidus quadratiques modulo m.

Il est également possible de n’avoir aucun biais.
Exemple 2.3.13. Pour p=>5 et m = T* 4+ 4T3 + 4T%? + 4T + 1, on a

L(t, Xquaa) = —5u® + 5u® —u + 1
= (1 = mu)(1 —7u),

L .
avec 1 = V/5€'z. Dans ce cas, Cha a prouwvé que

1
5m;N,R = 57

bien que (LI %) soit fausse.
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Chapitre 3

Courses des polynomes irréductibles unitaires

a r compétiteurs (ou r > 2 est fixé)

3.1. Enoncé des résultats

Ce chapitre concerne principalement l’article Inequities in the Shanks-Renyi prime
number race over function fields [Sed22]. Nous commengons d’abord par énoncer les
différents résultats obtenus dans cet article.

Soit {7y} l'ensemble des zéros inverses de L(s,x) de module \/q et S = XmLOJdmfyX. Nous

XFX0
définissons {U(7y)},,es comme étant 'ensemble de variables aléatoires indépendantes uni-

formément réparties sur le cercle unité et nous rappelons que Cy,,(a) = =14+ p2cp modm 1

be(Fq[T]/(m))*
II découle des résultats de [Cha08] que sous 'hypothese (LI %), la distribution limite

tmiai...ar €St la mesure de probabilité qui correspond a un certain vecteur aléatoire
Xoar....ar = (X(Mm,aq),...,X(m,a,)), avec

T

Xoa = —Cr(@)X + > 3 2R(x(a)U(%))

x mod m F(yy)>0
X7X0

ot X est une variable aléatoire indépendante des U (7y), et qui prend les valeurs q_iql et q_il
avec une probabilité égale a %

Soit Coviyy.g, En effectuant des calculs simples,

.......... r*

nous montrons le lemme suivant :

Lemme 3.1.1. Les coefficients de Covp.q,....q, SONE



o

2
Np:=2 > Y 1 (3.1.1)
X mod m F(7y, ) >0 Tx
XF#X0
et
~ 2
Br(ajax) == Y > (x(aj/ar) + x(ar/a;)) il (3.1.2)
x mod m J(y, ) >0 Tx

XFX0
DEMONSTRATION DU LEMME 3.1.1. Comme E(U
/ 1
E(Xma) = ~Cu(@)E(X) = —3

(7x)) = 0 pour tout v, alors
Ve e
<q 1T a—1 Cn(a).

Ainsi Covpa, .. a.(j,k) est égale a

-----

E(@%W+;<VF—%cz)aa%0@%m+;<vﬁ%—q’)ad%0>

g—1 q—1 g—1 q¢—1
On définit

(x(a)U(n) + x(a)U () ) ((ax)U () + (@)U F) ) 1Tl
oots (= DGy — )]

Yojor = E Z Z Z
x# S0)>0 m

Puisque E(U(7,)U (7)) = 0 pour tout 7,7, et

{1 six =1 ety ="

0 sinon,

E (U()U () =

/

CoVinay....ar (4,k) = Cm(aj)Cm(ak)E((X/)z) + Yo 0 — <\/a + q> Cn(a;)Cp(ap)E(X)

g—1 qg—1
2
1( Va q
- —— | Chla;)Cph
‘1 (q_1+q_1) (0,)Conlas).
On en déduit que
2
. g
COVm;al ----- ar(jvk) = Z Z aj/ak +X(ak/aj)) X 1
X mod m F(yy)>0 Tx —

XFX0

+1 <( 1 + QQ ) Cm(aj)cm(ak) T <\/_

2\(¢—1*  (¢-1)

2
. gl L[ q q
CoVinsar,ar (k) = D D (x(aj/ar) + x (ar/a;)) | —= 1R < T 1) Cp(a;)Con(ay)
x mod m F(7yy)>0 Tx — q— q—
XFX0
Ce qui prouve le Lemme 3.1.1. [
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Nous démontrerons des formules asymptotiques de N,, et B, (a,b) pour tout
(a,b) € Ay(m) dans la section 3.2. Nous déduirons ainsi (voir le Lemme 3.2.3 et le

Corollaire 3.2.10) les estimations suivantes :
N,, ~ qglqb(m) log, |m| et By,(a,b) < ¢(m). (3.1.3)

Sous I'hypothese (LI %), dans le cas r = 2, nous allons établir la formule asymptotique

suivante pour les densités d,,,.q.p.

Théoréme 3.1.2. Soit m € M, de degré assez grand. Supposons que (LI %) est vraie.
Soit (a,b) € Asx(m), alors

1 (T4 0) (Cnla) — Culb) <0m<1>210gq rm\>
M=% vy O\ om) )

ot Vin(a,b) = 2 (N, — Bin(a,b)).

(3.1.4)

Ce résultat est 'analogue de [FM13, Théoréme 1.1]. En combinant le Théoreme 3.1.2 avec
(3.1.3) et en utilisant le fait que ¢(m) = |m|**°M) nous déduisons :

1

Balm) = omem

voir (0.0.1)). (3.1.5)

Nous énoncons maintenant un résultat concernant la densité 0,,.q, . o, quand r > 3.
On définit pour tout (ay,...,a,) € A.(m) :

Cp, = max |Cp,(a;)| et By, := max |By,(aj,ax)|. (3.1.6)

1<i<r 1<j<k<r

En plus, pour 1 < j # k < r on rappelle les intégrales suivantes qui apparaissent dans

'article de Lamzouri [voir [Lam13]].

a;(r) = (27r)_’"/2/

T1>>Ty

2 2
2?4t
xjexp (—12’">dx1 ... dx,,

24 ... 2
Aj(r) = (27r)—7‘/2/ (!,15 — 1) exp (_W) dry ... dz,,

1> >y
et ) ,
By (r) = (21) "7 / - (_ At ) der o de
T1>>T, 2

Nous obtenons alors le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1.3. Soit r > 3 un entier et m € M, de degré assez grand. Supposons que

(LI % ) est vraie. Si (ay,...,a,) € A.(m) alors
1

VAR 1
Omiar,ar = = — o (aj) + — Bik(r)Bm(a;,ar)
r! 2\/_((] - 1 Z j ! Nin 1<jz<;c<r g ’

+ L gt (Z/\ a]) +2 Z Bix(r) Cnl(a )Om(ak>)

ANp, (g —1)? 1<j<k<r

1  CuB, B
+0, <+ +’”>.

N,, N3/2 N2

Remarque 3.1.4. Nous pouvons comparer ce résultat avec [Lam13, Théoreme 2.1] ou une
formule asymptotique similaire est prouvée pour les densités dans les courses a trois com-
pétiteurs ou plus dans le cas des corps de nombres. La différence majeure est que dans le
contexte des corps de fonctions, nous observons certains nouveaux facteurs qui dépendent de
q. Ceci est di au facteur By, .. a.(t) de la formule explicite de la transformée de Fourier
de fmay....ar (t) (voir Uégquation (2.3.2) dans la section 2.3).

Un corollaire direct du dernier théoreme est le suivant :

Corollaire 3.1.5. Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 3.1.3, on a

r

1 q+ \/_ 1
5m;a1 ..... ar — T Q5 )+ v 5',16 r Bm(a"aak)
T'! 2 /N q_l Z ] Nm 1§jz<;€§7q J ( ) J

c? B2
O, | 2 +-2|.
+0, (G + o)
On rappelle le Lemme 4.5 de [Lam13] :
Lemme 3.1.6 ([Lam13, Lemme 4.5]). On a (12(2) = 0. En plus, on a

1 1
m, a(3) =0, «a3(3) = —m,

B12(3) = P23(3) = m B13(3) = —27:\/5.

Ainsi, en particulier pour r = 3, en combinant le lemme précedent et le Corollaire 3.1.5

aq (3) =

et

nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.7. Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 3.1.3, on a

1 q+/4
5 . = — —
mia1,02,03 = @ + 8N (g — 1) (Cm(as) — Ci(a))

1

Cc? B2
+ -
473N,y )

(Bm(a1,a2) + Bp(as,a3) — 2B,,(a1,a3)) + O (N + o
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Il est facile de vérifier que

ilo‘j(r) = ZAJ'(T) = Z Bjx(r) = 0.

j=1 1<j<k<r

En outre, pour tout a € F,[T] vérifiant (a,m) = 1 on sait que Cy,(a) = |m|°M. Ainsi
nous déduisons du Théoreme 3.1.3, le corollaire suivant :
Corollaire 3.1.8. Soit r > 3 un entier et m € M, de degré assez grand. Supposons (LI % ).
Alors pour tout (ay,...,a,) € A.(m) tel que tous les a; sont des résidus quadratiques modulo

m ou tous sont des non-résidus quadratiques modulo m, on a

L1 1  C.B, B
Omsar,.ar = 5 F > Bix(r)Bmlaj,ax) + O, ( ooy m) .
r NG ’ Num  NY* N

Remarque 3.1.9. Nous remarquons d’abord que la formule asymptotique pour les densi-
t€s Omiay...ar quand v > 3 est toujours valable dans le cas r = 2, mais n'implique pas le
Théoréeme 3.1.2 car le terme d’erreur peut dépasser le terme principal. Cela est di au fait
que B12(2) = 0, et donc le terme impliquant By,(a1,a2) manque dans le cas r = 2 dans la
formule asymptotique pour 0p.q,.4,- En Tevanche, lorsque r > 3, nous montrerons plus loin
que la contribution des termes By, (a;,a;) aur densités Opm.q, .. a. peut étre >, , ﬁlml' C’est
la principale différence entre les cas r =2 et r > 3 qui explique pourquoi A.(m) pour r > 3
se comporte différemment de Ay(m).

Le résultat suivant est 1’analogue de [Lam13, Théoreme 2.8] dans le cas des corps de
fonctions. Il montre que, comme dans le cas des corps de nombres, des biais apparaissent
dans les courses impliquant trois résidus quadratiques ou plus (ou non-résidus quadratiques)

modulo m, une fois que deg(m) est suffisamment grand.

Théoréme 3.1.10. Soit r > 3 un entier et m € M, un polynome de degré assez grand.

Supposons (LI % ). Alors il existe des classes de résidus (aq, ... ,a.),(b1,...,b.) € A.(m) ot

ai,...,a, sont tous des résidus quadratiques modulo m et by, ... ,b. sont tous des non-résidus
quadratiques modulo m, et il existe une permutation o de l’ensemble {1, ... r} telle que

1 &1 <Q7T) 1 CI(Q)T>
Ormiar ar = Omib b <y = flog [m|? €t Omiag (1) n)rtot = Omiby(a) boaybory > 7y Tlog [m])?’

pour une constante c1(q,r) > 0 qui ne dépend que de q et r.
I1 est également intéressant de déterminer la vitesse de convergence de A,.(m) quand r
est un entier supérieur ou égale a 3. Pour ce faire, nous démontrons le résultat suivant en

utilisant le Théoréme 3.1.3.
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Théoréme 3.1.11. Soit r > 3 un entier et m € M, un polynome de degré assez grand.
Supposons (LI % ), alors pour tout (aq,...,a,) € A.(m) on a
1 1

S T S oe Iml
’ miag,...,ar 7”! " ]-qu |m|

De plus, il existe des classes de résidus (by,...,b.),(dq,...,d.) € A.(m) telles que

1 C2\T 1 ca(r
5m;b1,4..,br > =+ L et 5m'd1 d, < — — A’
rl - log, |m| r! log,|m|

ot co(r) > 0 est une constante qui dépend uniquement de .
Ce résultat implique que pour r > 3 entier on a
1
Ap(m) =, —— (3.1.7)

o log, Im|
Ce qui prouve que Ay(m) converge plus rapidement vers 0 par rapport a A,.(m) quand r est
un entier fixé > 3.
Ce théoreme incite a déterminer les classes de résidus ay,...,a, modulo m pour lesquelles

. 1 A 1 . .
la distance ‘5m;%<1)7._,,%(r) — ﬁ’ peut étre >, , Tog[m] bour une certaine permutation o de

I'ensemble {1,...,r}. Pour atteindre cet objectif, nous commencons par donner la définition
suivante :
Définition 3.1.12. On fixe un entier r > 3. Soit ay,...,a, des polynomes distincts dans

F,[T] et My un grand entier. On considére l’ensemble Zy, de polyndomes m € M, tels que
(m,a;) = 1 pour tout 1 < i < r et deg(m) > My. On dit que la course {Zy,; a1, ...,a,} est

extrémement biaisée s’il existe une constante C(q,r,Zn,) > 0 (qui dépend de q,r et Zyy,) et

une permutation o de l’ensemble {1, ...} telles que pour tout m € Zy, on a
S o l > C(Q7razMo)
m;ag(1)s-3% (1) ,r,l — log |m| :
Si le degré de ay,...,a, est borné, alors on peut donner un critere pour avoir un biais
extréme.

Théoréme 3.1.13. On fize un entier r > 3. Soit A > 1 et aq,...,a, des polynomes distincts
dans F,[T] tels que deg(a;) < A pour tout 1 < i < r. Soient My un grand entier et Zy,
l’ensemble des polynomes m € M, tels que (m,a;) =1 pour tout 1 < i <r et deg(m) > M.
Supposons (LI %) pour tout m € Zy,. Alors la course {Zy;aq,...,a,} est extrémement
biaisée si et seulement si ['une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) 1l existe 1 < j # k <r tel que a; + a;, = 0.

(2) Il existe 1 < j # k < r tel que aj/ay est une puissance d’un premier (polynome

irréductible unitaire dans Fy[T]).
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De plus, si aucune des deuz conditions (1), (2) n’est vérifiée, alors pour toute permutation

o de l’ensemble {1,...,r} on a

2 . s . .
On,o (M st tous les a; sont des résidus quadratiques
sTq |m|

1

5nuaa(nunwaa(ﬂ o

gl = (ou des non-résidus quadratiques) mod m,

Ocrrg (|m[‘1/2+6) sinon.

Afin de comprendre le comportement de 0y,4,,..q,, Dous devons étudier les termes
By, (ai,a;) pour 1 < i < j < r en détails. Le théoréme suivant détermine I'ordre de gran-
deur de |B,,(a,b)| pour une paire générique (a,b) € Ay(m). Nous montrons qu’en moyenne
|Bn(a,b)| < log, [m|. Ceci généralise [Lam13, Théoréme 2.9].

Théoréme 3.1.14. Soit r > 3 un entier et m € M, un polynome de degré assez grand.
Supposons (LI % ). Alors

q
qg—1

1
] O (logl < Bp(a,b)| <
%84 |m| - <Og %8 |m|) B |A2(m)| (a,b)§2(m)| (a )l

17q
qg—1

log, |m| + O <log log, |m|) :

Soit n un entier naturel non nul. On définit D, (n) comme étant I’ensemble des r-uplets
ordonnés (eq,es, ..., e,) de classes de résidus distincts modulo n qui sont premiers avec n.

Feuerverger et Martin [FMOO] ont conjecturé qu’il devrait exister un "facteur de biais"

F,(e1,....e.), défini comme une combinaison linéaire de G, (e;) := —1 + 3 1 tel que
Pt
Eyler,....e)) > Fo(G1, ... jr) = 0(nseq,....ep) > 0(n; 41, ), (3.1.8)
ot & (n;eq,....e.) est la densité logarithmique de 1’ensemble des réels x > 2 tels que

w(z;n,e) > w(x;nes) > -+ > w(x;n,e,).

Lamzouri [Lam13, Théoréme 2.11] a montré (en supposant HRG et LI pour les fonctions L
de Dirichlet) que cette conjecture n’est pas vérifiée lorsque r > 3. Ce résultat incite a une
généralisation dans le cas des corps de fonctions. Ce qui nous amene a prouver le théoréme
suivant :
Théoréme 3.1.15. Soit m € M, de degré assez grand. Supposons (LI % ). On fize un
entier r > 3 et soit (Ki,Kg,...,ky) € R” tel que (ky,...,k.) # (0,...,0). Alors il existe deux
r-uplets (ay,...,a.),(b1,....b.) € A.(m) tels que

> KiCml(a;) > D KiCu(b;) et Sy, ar < Omiby,...br-

1<5<r 1<<r

Ceci montre que 'analogue de la conjecture de Feuerverger et Martin dans le cas des

corps de fonctions est fausse. En outre, en combinant les Théoremes 3.1.3 et 3.1.14, nous

établissons un analogue du résultat obtenu dans [Lam13, Théoreme 2.12].
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Théoréme 3.1.16. On fize un entier r > 3 et soit m € M, un polynome de de-
gré assez grand. Supposons (LI % ). Alors il existe un ensemble Q,.(m) C A.(m) avec
2. (m)| = o (| A-(m)]|) tel que pour tous les r-uplets (ai, ... ,a,),(b,...,b.) € A.(m)\ Q.(m)

on a

— Zozj(r)C’m(aj) > — ZO(j(T)Cm(bj) — (Sm;ah...,ar > 5m;b1,...,bT'
= =1

Dans la section 3.2, nous établirons les deux formules asymptotiques pour N,, et B,,(a,b).
Nous étudierons par la suite 'ordre de grandeur de B,,(a,b), démontrant le Théoreme 3.1.14.

Dans la section 3.3, nous nous intéresserons aux propriétés de la mesure fip.q,.. 4, €t en
particulier de sa transformée de Fourier.

Dans les sections 3.4 et 3.5, nous démontrerons respectivement des formules asympto-
tiques pour les densités dans le cas r = 2 et » > 3. Nous montrerons également le Théoreme
3.1.16 dans la section 3.5.

Dans la section 3.6, nous nous consacrerons a la construction des courses biaisées et a la
démonstration des Théoremes 3.1.10, 3.1.11 et 3.1.15.

Dans la section 3.7, nous déterminerons un critere pour les courses extrémement biaisées
qui nous permet d’établir le Théoreme 3.1.13.

Enfin, dans la section 3.8, nous donnerons quelques exemples de courses ou (LI %) est

fausse et les densités associées s’annulent.

3.2. Formules asymptotiques de N,, et B,,(a,b)

Le but de cette section est d’établir des formules asymptotiques pour N, et B,,(a,b)
et d’en déduire les conséquences associées. Pour atteindre cet objectif, nous utilisons la
définition suivante :

Définition 3.2.1. Pour tout caractére non principal de Dirichlet x mod m, on définit

I(x) 1252

Tx

2
Tx

’Vx_l

Nous mentionnons que Cha a déja établi dans la preuve de [Cha08, Théoreme 6.5] la

formule asymptotique suivante pour I(y) :
100 = 5 M) + 0 log M) (3.2.1)

q—1)

Il s’avere que cette derniere formule n’est pas suffisante pour atteindre 1’objectif souhaité.
C’est pour cette raison que nous établirons une formule exacte de I (x) sans termes d’erreur.
Nous adapterons ensuite les techniques utilisées dans [Lam13| dans le contexte des corps de
fonctions. Ceci nous permet par la suite de démontrer des formules asymptotiques pour N,

et Bp(a,b) et de les estimer de fagon précise.
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Proposition 3.2.2. Soit m € M, de degré > 2. Soit x* un caractére de Dirichlet primitif
modulo un polynome m(x*) qui induit un caractére de Dirichlet non principal x modulo m.
Soit M (x*) le degré de m(x*). Alors

Vx q . 2q 1 I .
- M i “n
- )+ 2w F )
L THA gy g
2(q— 12" 2(q— 1)2°

21(x) == Z

Ix

DEMONSTRATION. - On considére d’abord le cas ol x* est impair.
On définit G(u,x*) = L(u,x*)L(w,x*). Alors par (2.1.5), on a

M(x*)-1
Glux) = JI (=7l —mgu). (3.2.2)
i=1
Ainsi
——(1x") = ( X 4 ’“) = SR AT (). (3.2.3)
G i=1 L=y,  1-=7 i 1|2
En plus, on a
M(x*)-1 — M(x*)—-1
. Vi T Vo 1+gq 2(1+q) ., .
M) -1+ > X—5%= > = I(x"). (3.2.4)
i=1 |7Xi - 1|2 i=1 |7Xi - 1|2 q
En combinant (3.2.3) et (3.2.4), il en résulte
160) = L (S ) - (i) - 1) (3.2.5)

En utilisant (3.2.2) et le fait que v, 7 = ¢ on obtient

G(1/qu.x") = M(ﬁ)_l (1 - W) (1 - ’VX)
1

i—1 qu qu
M(x*)—-1 1
S () ()
=1 ’Yxiu ’szu
M(x*)-1 1
= I (e = 1) (u = 1).

Ainsi on déduit facilement 1’équation fonctionnelle suivante :

G(u,x") = ¢MOD D PMOIDG(1 /qu,x ).

M(x")-1
Or on sait d’apres (2.1.5) que log L(u, x*) = > log(1l —yy,u), d'ott
i=1

/ M(x*)-1

L —Yy
7]_ , *\ — E X
'C(/QX) i—1 1_’7xi/q



et

Txi
—L/a.x*) = —
R [
Alors
/ /! /
T (1/gx") = = (/") + = (1/q, x*
o /aex) =7 (/ax") + 7 (1/ax")
Donc
G’ 1G 1 (L L'
—(AIx)=2MK")—-1)—-——=(1 N=2MKx")-1)—-|=(1 )+ —(1 ).
) =2 (0) = ) = L1 aac) = 20000) - 1) =+ (L0 /ax) + T 0
(3.2.6)
De plus, en utilisant le fait que u = ¢~° on obtient
1L 1 L
——(1 = ——(1.x"). 3.2.7
. z/ex) loqu(’X> (3.2.7)
Ainsi, en combinant (3.2.5), (3.2.6) et (3.2.7) on déduit
. q M(x*)—1 q 1 (L oL
1 = —(1 —(1,x*) | . 2.
o) = (M) o (B + Lo (3.28)
- On traite maintenant le cas ou y* est pair.
On définit
M(x")—-2
H(ux") = [ Q=) -mu).
i=1

En utilisant des arguments similaires qui nous ont permis d’établir la formule (3.2.5), on
trouve
106) = 55 (B - ey -2 (3:29)

Puisque v,,7, = ¢ pour tout i € [1, M(x*) — 2], alors

H(1/qu.x*) = M(ﬁ” <1 - ”) (1 . 7’<>

i=1 qu qu
1 M(x*)-2

T M) 220 () 2) Ul (= 1) (e = 1)

~

Ainsi on obtient I’équation fonctionnelle suivante :
H(u,x*) = ¢MO 72202 H (1 qu, ™).
D’ou
log H(u,x") = (M(x") — 2)logq + 2(M(x") — 2)logu + log H(1/qu.x").
En dérivant cette derniere expression par rapport a la variable u, on obtient

H 1 1 H
“(u, ) =2(M(x*) = 2)- — ——(1 ).
77 (wxX7) = 2(M(xX") - 2)— e 7 (L qux’)
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Donc, en particulier pour v =1, on a
1 H

) =20400) =) - (10

H

En utilisant (2.1.4), on a H(u,x*)(1 — u)* = L(u,x*)L(u,x*), alors
H o T N
77 (e x) =7 (1/a:x7) + 5 (1/q.x7) +

1-1

q

Ainsi
T =20000) -2 - 1 (e + Zam) - 2 e2
Il découle de (3.2.9) et (3.2.10) que
() = q31 (M(X;) — 2) N 2(qq_ 1)1o;q (i’(l,x*) +€(1X)> _ (q—q1)2' (3.2.11)
En combinant (3.2.8) et (3.2.11) on obtient
SR q 3 1 lo;qgCE (g(l,x*)>+; ==y (2(q_—q ) (g —ql)2> '
O

I1(x*) =
(x%) 1 2
Donc en utilisant la Remarque 2.1.10, on déduit la Proposition 3.2.2.

La formule asymptotique de N,, découle de la proposition précédente comme nous pou-

vons constater dans la démonstration du lemme suivant :
Lemme 3.2.3. Soit m € M, de degré M > 2. Supposons que (LI %) est vraie, alors

9 p(m)M + O (¢(m)log M).

DEMONSTRATION. Pour x # xo, comme x*(—1) = x(—1), il découle de la Proposition 3.2.2
q 2¢ 1 (L ¢ +q 3¢° — g
2U(x) = —L-M () + —L — R (1)) - L -1y - L =T
2
Puisque N,, =2 X > 22 = X (I(x)+I(X)), alors on a
x mod m F(yy)>0 Tx x mod m
XFX0 XF#X0
q 2¢ 1 L 7> +q
Np=—1 S M)+ L %R( Ly ) N ()
q—lxn%m o q—llogqxn%m L) 2<q—1>2xn§m
XFX0 XFX0 XFX0
3¢° — ¢
T g—1)2 (¢(m) —1).
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Or on sait que Y. x(—1)= > x(—1)—1=—1donc

x mod m x mod m
X7X0
2¢ +q 3¢ ¢
Ny, M (x R + — p(m)—1).
- Xngm 110gqxn§m< )> 2(q —1)? 2(q—1)2(() )
XF#X0 XF#X0

En utilisant le Lemme 2.2.3 et la Proposition 2.2.5, on déduit finalement la formule suivante :
N,, = qiqlqb(m)M + O (¢p(m)log M) .

Remarque 3.2.4. Soit m € M, et x,, le caractére quadratique primaitif de Dirichlet modulo
m. On désigne par mult(x,,) la multiplicité de £,/q comme un zéro inverse de L(u,Xm).
Wanlin Li a prouvé dans [Lil8] l'existence d’une famille de polynomes m € M, vérifiant
mult(xm) > 0. C’est la raison pour laquelle on suppose que (LI %) est vraie dans le lemme
précédent.

Avant de donner une formule asymptotique pour B,,(a,b) (Proposition 3.2.8), nous

commengons par établir quelques lemmes utiles.

Lemme 3.2.5 ([ChaO8], p 1371). Soit m € M, un polynéme de degré M > 2 et x un
caractére non principal de Dirichlet modulo m. Pour tout x > 1, on a

g(l’x):_ Z X(f)A(f>eXp< deg(f /l’)—l—O(M)

sem, 1 A

Lemme 3.2.6. Soit m € M, un polynome de degré M > 2, P € P,, e € N*, et r € F,[T]
tel que (r,m) = 1.
Si P tm alors

S x(r) (x*(P°) — x(P°)) = 0.

x mod m

Si Plm alors

Yo x(r) (xX(Pe) = x(P°)) =

x mod m

{ ¢(m/P¥) sirP®=1modm/P,

stnon,

ot v > 1 est lentier tel que P¥||m.

DEMONSTRATION. Si P t m, pour tout caractére x mod m, on a x*(P°) = x(P¢). Par
conséquent, la premiere égalité est établie.

Sinon P | m et alors x(P°) = 0 pour tout caractere y mod m. Puisque (r,m) = 1, alors
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X(r) = x*(r) pour tout y mod m. Par conséquent, on a

> X OCP)=x(P)) = > x((P)= > X(rP9).

x mod m x mod m x mod m

On sait également que x*(P€) = 0 pour tout caractére y mod m tel que P|m(x*). Ainsi

. X(P)= > X(rP°),

x mod m x mod m
m(x*)|m/P”
car (P¢,m/P") = 1.
En utilisant la relation d’orthogonalité (2.1.1), on établit le deuxieme résultat. O

Lemme 3.2.7. Soit m € M, de degré assez grand M et x > |m| un réel. Alors

5 A8 exp (111/2) = togla) + 0 oglion )
FEMq
il

DEMONSTRATION. Par (2.2.4), on obtient

A log | P log | P

> <f)exp (—I|f|/x) ZZ g|k| Z 2| |<<logM<<10glogx.

2 L2 T -

deg(f)>1

(fim)>1

Ainsi il suffit d’évaluer > ﬁ p (—|f]/z).

feMy
deg(f)>1

On divise la somme ci-dessus en trois parties |f] > wlog®z, xloglogx < | f| < xlog®z, et
|f| < xloglogx. Puisque exp (—|f|/x) < \f|2 pour |f| > xlog® x alors la contribution de la
premicre partie est

> A(f)exp(—\fl/x)é > —<<l

2
|fl>xlog? |f| |fI>zlog? |f|

En utilisant le Lemme 2.2.1, il s’ensuit que la contribution de la deuxiéme partie est

A o 1 A(f)
> amertims g ¥ Jp<l

Enfin en combinant le fait que e~ = 1+ O(t) pour tout ¢ > 0, avec (2.2.2) et le Lemme 2.2.1

zloglog z<|f|<zlog? x

on en déduit que la contribution de la derniere partie vaut

> Mepemm- 2o (1 ) A(f))zlogx+0(1oglogx)-

f<otogloge 1] fi<otogloge 1] T | f|<wloglog

U

La proposition suivante sera tres utile dans les démonstrations ultérieures.
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Proposition 3.2.8. Soit m € M, de degré assez grand M et (a,b) € Asx(m), et soit x =
(p(m)M)*. Supposons (LI %), alors

_ ¢ ¢(m)A(m/(ma—b))  ¢°+q
Bnle) = 1) 1080 8™ ~ 4= T logq dmfma—b) ~ 2(g— 2 Uim(@h)
q B A& /) A &P =L /2)
CETY ¢(m) 1<|f|<22:vlogx (f) 7l ¢(m) 1<|f|<z2aclogx (f) 7]
af=bmod m bf=a mod m
B = log | P|
¢(m) Pvzl:mnz:l 11<e(<§:21)0gx ’P|e+v71<|P‘ _ 1)
eg(P¢)=n

aP®=b mod m/P"

= log | P|
—p(m) > >, > — + 0 (log M),
Pvllmn=1 1<e<2logz |Pleto=t(|P| - 1)
deg(P¢)=n

bP¢=a mod m/P?

ot Iy (a,b) =1, si a4+ b= 0mod m, et vaut 0, sinon.

DEMONSTRATION. Puisque (LI %) est vraie, alors By, (a,b) = 2 > R(x(a/b))I(x*).

x mod m
X#X0
Donc a partir des Propositions 2.2.5 et 3.2.2 on a
g ¢(m)A(m/(ma—0)) ¢ +gq
By (a,b) = — - o(m)ly(a,b
) = = T ogq olmfma—b)) ~ 2(q— 12"

q L., 3¢ —q | d+g
o, o, e @) R( T ) ) ¢ s

XFX0

Afin d’obtenir notre résultat, il suffit d’évaluer Y

x mod m
XFX0

(x(a/b) + x(b/a)) F-(1,x").

En utilisant le Lemme 3.2.5 on trouve

E(LX*) _ Z X*(f)A<f) exp (_qdeg(f)/x) + 19) <1> .
L sy,

¢(m)
Ainsi oz (x(a/b) + x(b/a) R(% (1,x")) vaut
X7X0

| 2 MWep (<q0m) T (aic () +x@anc () | + o)
feM, |f’ Xm??dm
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D’apres le Lemme 3.2.6, on a

o(m) si Ptm et aP®=bmod m,
> x(a/b)x*(P?) =4 ¢(m/P?) si P’||m et aP®=bmod m/P",

d )
xmodm 0 sinon.

En outre, il est clair que aP® = b mod m implique que P {m, et en utilisant le Lemme 3.2.7
il s’ensuit que Y>> (x(a/b) + x(b/a)) R (%(1,)(*)) vaut
d

X mod m
X7X0

Sloga(m) —o0m)>- > AR

n=1 deg(f) |f|

af=b mod m

exp (—|f|/x log | P .
my ¥ ol o(F)y xS leoiprm
=1 deg(f)=n Polim e>1

bf= amodm de[{);(Peé n/P
aP®=bmod m/P"
“ log | P| c
~Yo(F)X % Shren (| + 0 o).
P?||m n=1 e>1
deg(P¢)=n

bP¢=a mod m/P”

Comme |f| > 2zxlogx on a exp (—|f|/z) < alors on obtient

|f|’
exp (—|f|/x > log | P . A(f 1
> oapflE s sy e« Y T <
|fI>2zlogx P?|jm n=1 e>2logx |f|>2xlog x m
bf=a mod m deg(P°)=n
aP¢=b mod m/P"
On remarque que ¢(m/P°) = ¢(m)/(|P|""(|P]—1)) (car (P’,m/P’) = 1) et
1 —exp (—t) < 2t pour tout ¢ > 0. Ainsi, on a
log | P| log | P|

So(p) x  Ela-esrym <ty S 5

[Pl -1

Pv|lm = 1<e<L2logx P?||lmn=1 1<e<L2logx
aP¢=b mod m/P? deg(P¢)=n
deg(P®)=n aP¢=b mod m/P”
logx log | P log M
< ¢(m Z Pl S
v 2 1Pl — 1 (6(m)M)

En combinant les estimations ci-dessus, on déduit la Proposition 3.2.8. U

Remarque 3.2.9. Si |B,,(a,b)| > mlog ¢(m) alors B,(a,b) < 0.

Une conséquence directe de la Proposition 3.2.8 est le corollaire suivant :
Corollaire 3.2.10. Supposons que (LI %) est vraie, alors pour tout (a,b) € As(m) on a
| Bm(a,b)| < ¢(m).
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Remarque 3.2.11. On a oax )]Bm(a,b)] = ¢(m). En effet, soit (a, —a) € Az(m),
a,b)eA2(m

d’apres la Proposition 3.2.8, on a Bp(a, —a) > ¢(m). Ainsi en combinant cette estimation

avec le Corollaire 3.2.10 on déduit que e | B (a,b)| < ¢(m).

Pour déduire le Corollaire 3.2.10, nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 3.2.12. Soit m € M, un polynome de degré assez grand M, (a,b) € Az(m), et

notons s le résidu de ab=! mod m ayant le plus petit degré. De plus, posons v = (gb(m)M)4

Alors
> e im =2 vo,(37).

1<|f|<2zlog = |f ]
bf=a mod m

DEMONSTRATION. On sait que

xp (—|f|/z A(s A
> an= S ep e > e i),
1<|f|<2loga 1<|f|<2zlog o
f=smodm fEsfn?ch)d m

En outre, si f # s avec f = s mod m, alors f = s+ rm avec deg(r) > 0. Donc

A(f M 1 M2
> Mm% < o
1<|f|<2zlogx |l 77 \o<deg(r)<24Mm Ir| g
f=smodm

f#s
En utilisant le fait que e™* = 1 + O(t) pour tout ¢ > 0, on obtient

A(s) ext (—ls| /) — A(s) 1
o i) = 42 00 (s )

Puisque on a |(m|) < M (de (2.2.5)), le Lemme 3.2.12 découle de la combinaison des estima-

tions ci-dessus. O

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.2.10. On désigne par s le résidu de ab~* mod m de
plus petit degré. Tout d’abord, on remarque que A‘(S‘T) < logq pour deg(s) > 1. De plus, on a
que A(m/(m,a —b))/op(m/(m,a — b)) # 0 si et seulement si m/(m,a —b) = P" avec P € P,,
et [ € N*. Dans ce cas, on a
A(m/(ma—b)) log|P|  _ log|P|
¢(m/(ma—1b) — |P=1(|P|-1) = |P] -1

En outre, on sait que

< log 2.

> log | P log | P
ZZ Z e+uflg‘ | SZ g’ ’2<<1
Pr|lmn=1  1<e<2logz P (1Pl =1) Pim (1P —1)
b.P¢=a mod m/P"
deg(P¢)=n
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Donc en combinant ces différentes estimations avec la Proposition 3.2.8 et le Lemme 3.2.12,
le Corollaire 3.2.10 s’ensuit. OJ

Une autre conséquence de la Proposition 3.2.8 est le Théoreme 3.1.14 qui stipule qu’il
existe une borne inférieure et une borne supérieure pour le premier moment de | B,,(a,b)| sur

des paires de classes de résidus (a,b) € Ay(m) ayant le méme ordre de grandeur.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.14. On montre d’abord 'inégalité suivante :

! S Bulad).

q—1 (a,b)EAz(m)

log, [m| + O (log log, ]m\) <

| As(m)]

Par définition de B,,(a,b), on a

2
gl
S Baeh= XY Y Y (a2
(a,b)eAz(m) x mod m F(yy)>0 a mod m b#a mod m Tx
XFX0 (am)=1 (bm)=1

En utilisant les relations d’orthogonalité pour les caracteéres de Dirichlet modulo m, il est
facile de vérifier que

> > (x(@/b)+ x(b/a)) = —2¢(m).

a mod m b#a mod m
(a;m)=1 (bm)=1

Ainsi Y Bp(a,b) = —¢(m) Ny, et puisque |Az(m)| = ¢(m)* — ¢(m) < ¢(m)?, on a

(a,b)€A2(m)
1 1 N,
| Bin(a,b)| > — Bn(ah) = —"—.
2] ot 2] o o) —1

De plus, on sait que N, = ¢(m) (q%lM + O (log M)), donc

1 q
B > —M log M) .
o] o gm0

Ensuite, il reste a établir la borne supérieure pour le premier moment de |B,,(a,b)| sur
des paires de classes de résidus (a,b) € Az(m).
Soit (a,b) € Ay(m) et d = (m,a —b). Alors a — b = ds avec 0 < deg(s) < deg(m/d) et
(s,m/d) = 1. Donc, pour tout choix de d et s satisfaisant ces conditions, il y a au plus ¢(m)

paires (a,b) € Az(m) telles que a — b = ds. On a donc

A (m/(msa — )
2 Smftma=b) < M 2 G

(a,b)eAz(m)

> 1
0<deg(s)<deg(m/d)
(m/d,s)=1

< ¢(m)>_ A(m/d) = (log q)¢(m) M.

dlm
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On choisit 2 = (¢(m)M)*, alors par le Lemme 3.2.7 il s’ensuit que

> oy Megopm=- Y Megepm| o1

(@) edo(m) 1<|f|<Tetogz 1] 1</ toga ] (a.6)En(m)
f=ab—! mod m (fym)=1 ab~1=f mod m

<om) Y g i)

1<if<2rioga ||
(f;m)=1

A

<om) ¥ |§f>exp<—|f|/x>
FeM,
deg(f)>1
(fym)=1

< 4(log q)p(m)M + O (¢(m) log M) .

En outre, on obtient

log | P| log | P|
> > —— < p(m) Y <L ¢(m).
(a,b)€A2(m) P¥||m 1<e<2logz |P| ot (’P’ o 1> Plm (‘Pl - 1)2
aP¢=b mod m/P?
deg(P¢)=n

Le Théoreme 3.1.14 découle ainsi de la Proposition 3.2.8 combinée a ces différentes estima-
tions. 0

3.3. Propriétés de (.4, 4,

Le but de cette section est d’étudier les propriétés de fim.q, ... q,, Notamment celle de

sa transformée de Fourier fi.q, . ... Nous rappellons d’abord la formule explicite de la

.....

transformée de Fourier fi,,.q,

.....

Soit m € M, un polynéme de degré > 2. Sous l'hypothese (LI %), pour tout
t=(t1,...,t;) €ER", on a

X 2y .
Hmsa,....ar (t) = Bm;a1 ,,,,, ar (t) H H Jo _X ZX(aj)tj ) (3_3_1)
X mod m J(yy)>0 Tx 1 7=1
XFXO0
! = (<1)(2/2)
—1"(2 n
W= 2y
est la fonction de Bessel d’ordre 0, et
1 ‘ q r . q r
Bm;al ..... ar (t) - 5 [exp (7/ {1 Z Cm(aj)tj) + exp (Z 1 Z Cm(aj)tj>] :
q j=1 q j=1

Dans un premier temps, nous donnons les définitions suivantes :
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Définition 3.3.1. Pour tout caractére non principal de Dirichlet x modulo m, on définit

F = | I Jo |2
(z,x) o( x " 1‘)
pour tout x € R.

S(7x)>0
Définition 3.3.2. Pour a = (ay,...,a,) € A.(m) ett = (t1,...,t,) € R", on définit V, o(t)

comme étant [’ensemble des caractéres de Dirichlet non principaux modulo m tels que

t
X(aj>tj > ”2H

Ensuite, nous montrons le lemme suivant :
Lemme 3.3.3. Soit x un caractere non principal de Dirichlet modulo m. Pour tout x > 2,/q,

on a
log x

Fle)F (%) < exp (— (M) - 2)).

DEMONSTRATION. On sait de [RS94, Equation 4.5] que |Jy(x)| < min {1, \/%} pour tout
r > 2,/q. Ainsi pour x > 2|v,| on a
Tx D v 1
Tx T 1 B Tx

x_l‘
Yx VT

< 2. D’ou

Fe)Fex) < [T (2x

En outre, puisque ¢ > 2 on a

’Yx*1‘ 1
| S 1Ry

Faorel < I 2 <11 <exp( bg“”#{vx}).

Il résulte donc de la Proposition 2.1.9 que

log x

Fle)F(a%)] < exp (— (M) - 2>).

O

Nous sommes maintenant en mesure de donner une borne supérieure décroissante pour
fimsay....a, (t) dans la proposition suivante :
Proposition 3.3.4. Soit r > 2 un entier fixté, m € M, de degré assez grand M et soit
€ €]0,3[. Supposons (LI % ). Soit (a1,...,a,) € A(m).
Pourt = (ty,....t;) € R" avec e < ||t| < 4\/q on a
sy (F1, - )| < exp (=1 (r)e2p(m) M),

et pour ||t|| > 4,/q, on a

|imsan.oar (P, - o te) | < exp (—ca(r)@(m) M log [|£]]),
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ot ¢1(r) et co(r) sont des constantes positives qui dépendent uniquement de 7.

Avant de prouver ce résultat, nous allons utiliser les lemmes intermédiaires suivants :
Lemme 3.3.5. Soit m € M, de degré assez grand et 2 < r < @ un entier. Soient
a=(ay,...,a,) € A.(m) ett = (t1,...,t,) €R", on a
¢(m)

2r
Remarque 3.3.6. On remarque que x € V,,4(t) si et seulement si X € Vi,q(t).

#Vim,a(t) >

(voir la Définition 3.5.2).

DEMONSTRATION DU LEMME 3.3.5. Soit

SH= Y [Sxa)t = X3 xlay)

2 - 2
t| — (Z tj)
j=1

x mod m |j=1 x mod m |j=1
X#X0
2
—ZZttk > xlay)x (Zt).
j=1k=1 x mod m

A partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

m) it? - (; tj) > (¢(m) =) iti = (9(m) —r) [1t*. (3:3.2)

2

De plus, puisque |3 x(a;)t;| < rl|t]]? alors
=1

=

2 2
- - 925( )
St = > [ 2x(@) Do ox(@t| < r#Vaa ) I+ = il
XEVim,a(t) |7=1 XEVim,a(t) |7=1

(3.3.3)

Ainsi en combinant (3.3.2) et (3.3.3) on déduit, si deg(m) = M est assez grand, que
HVa(t) > AT (3.3.4)

2r

U

Lemme 3.3.7. Soit m € M, de degré assez grand et 2 < r < @ un entier. Soient
a=(ay,...,a,) € A.(m) ett = (t1,...,t,) €R", on a
. p(m)M
Y. M) > <42 . (3.3.5)

XEVim,a(t)
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DEMONSTRATION DU LEMME 3.3.7. En utilisant la Proposition 2.2.5 on a

Yo MKXx)= ) MKX)- Y, M)

XEVim,a(t) X mod m ngm a(t)
log|P|
= M(x*
= ¢(m) logq Z |P| Z (x*) (3.3.6)

ngmﬁa(t)
log | P|

A STT
D’ott pour M assez grand, on déduit en combinant (2.2.4) avec le Lemme 3.3.5 et (3.3.6) que
¢(m)M
M(x*) > :
>, M) ==

XEVim,a(t)

> #Vina(t)M

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.3.4. Soit € < |[t]| < 4,/g. Si x € Vi,4(t), alors
2 jZ::IX(aj)tj e(1+ V=
positive décroissante sur [0,1] et |Jo(z)| < Jo(1) pour x > 1. En utilisant la formule explicite
(2.3.2), on obtient

> ||It]| > €. De plus, on sait que € ‘W:’i

) <1, Jy est une fonction

N vy r
|Nm;a1 ..... ar (th cee ;tr>’ < H H J(] (2 i Z X(aj)tj )
x mod m (v, )>0 X j=1
X#X0
- g
< I II |% (2 > x(ay)t; il’ |
XEVim,a(t) S(75)>0 j=1 Tx
XEVim,a(t) S(75)>0 Tx
En outre, pour |z| <1 on a Jy(z) < exp (—x?/4), ainsi
—¢2
|:0’m;a1 ..... ar (tla o )‘ < exp ( 4 Dm), (337)
2
avec D, = 3 % . Puisque x € V,,4(t) <= X € Vina(t), il est clair que

XEVim,a(t) S(7x)>0

Dy, =1 GVZ (t)( (x) + I(x)). D’ou on déduit de (3.2.1) que
X m,a

q * *
Dm:72 ] Z M(X)—I—O( Z log M ( ))
(@=1) et XEVima(t)

(3.3.8)

-7 * m) lo )
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I1 découle donc du Lemme 3.3.7 et de (3.3.8) que pour M assez grand on a

Dy, > W + O (¢p(m)log M) . (3.3.9)

r
Par conséquent, la premiére partie de cette proposition découle de la combinaison de (3.3.7)
et (3.3.9).

On suppose maintenant que [|t[| > 4,/q. Puisque |Jy(z)| < 1 pour tout = € R, alors

< I ([ e[S )

‘,am;al ..... ar (tla s 7tr)‘2

éx(a»tj ilx(ajm

XEVim,a(t)
Donc pour x € V,,, 4(t) on a zrjl x(a;)t;| > H;—” > 2,/q. Ainsi on déduit en utilisant le Lemme
]:
3.3.3 que
~ 2 1 *
|Amiareoar (s - 8)]" < H exp <_2 (log|[t]| —log2) (M(x") — 2)) (3.3.10)

XEVm,a(t)

log]|¢]|
S alors

Puisque log2 <

R log||¢ .
ot < T e (<100 ) e o)
XEVim,a(t)

<exp (—loi”t” > M<x*>) x exp (6(m) o).

XEVim,a(t)

Ainsi d’apres le Lemme 3.3.7 on obtient

. log||t||p(m) M
o ot < o (=B oo |
(3.3.11)
< oxp (~ loglle6(m) (M -1))
< exp g 161 :
Or comme deg(m) = M est assez grand on a % -1 > % Donc il suffit de prendre
co(r) = 6fir pour déduire la deuxieme partie de cette proposition. 0

Le résultat suivant est une formule asymptotique pour la transformée de Fourier dans la
région ||t|| < ¢(m)~'/2. C’est un outil crucial pour la démonstration du Théoréme 3.1.3.
Proposition 3.3.8. Soit r > 2 un entier fixé et m € M, de degré assez grand M. Supposons
(LI % ). Alors pour toute constante A = A(r) > 0, il existe L(A) > 0 tel que pour tout
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L>L(A) ett=(ti,...,t,) €R" avec ||t|| < AM'? on a

N tl tr t%++t2 7 \/a+q r
m;al,...,ar geeey = S 1 Cm Nt
Hm;ay,....a; <\/N_m \/N_m> eXp( 2 + 2 /_Nm q— 1 ];1 (aj) J

1 g+ (Zcmwj)?t?)—l ‘ (B (aya) + 25T ¢ )Cm(aw) Lt

2(q—1)?

Qualti---tr) | o 1 (¢ +4q"\ ChB, rtBalt*
+N—m+ZZ Z 9 (g —1)d Nd/2+l+sP8»d»l(t1’"'7757“)+O W ?

ot Q4 est un polynome homogene de degré 4 a coefficients bornés et les Py q; sont des po-

lynomes homogénes de degré d + 21 + 4s dont les coefficients sont bornés uniformément par

une fonction de [.

DEMONSTRATION. De la formule explicite (2.3.2), on obtient

log f ( b ) log B < h br >
m;al,...,ar \/— \/— MaT,...,0r \/N_m’ R \/N_m
+ > > logdy (\/_

x mod m F(yy)>0
X#X0

D’apres le [FM13, Lemme 2.8], pour |s| < 1, on sait que

r

Z x(a;)t;

=1

Tx

) |

log Jo(s Z Uy 2"

2
avec uy = 1/4 et ug, < (%) pour n > 2. Donc

low i ( t t, ) log B ( t t, )
Og ,um;al ,,,,, ar Og m;ai,..., ar 9yt
VNS VN, VN, VN,

2n 2n
00 u2n22n y T
B DL D Sl B ) SR
n=1 *'m Xm;é)dm\f(fyx)>0 Tx j=1
X#X0
(3.3.12)
La contribution du terme n = 1 a la partie droite de (3.3.12) vaut
1 (< 1
N Z Z X 1 Z X a] ak t tk § Zt? - Ni Z Bm(aj,ak)tjtk.
My mod m S(1,)>0 | X T | 1<ik<r j=1 m<j<k<r

XF#X0
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La contribution du terme n = 2 a la partie droite de (3.3.12) est égale a Q‘“}T, ol

4
16U4

Qulty, ... t,) = >

m X mod m (v, )>0 fyX
XFX0
16w g !
4 — _
= - N Z Z Z X(aj1)X(aj2)X(aj3)X(aj4) %1 tjltjztj:stjz;'
M 1<j1,42,J3,Ja<T X mod m () >0 I

X7X0

Puisque > vx—l (\/_ + 1) m, alors Qu(t,...,t.) est un polynéme homo-

X mod m (v, ) >0
XFXO0 B )
gene de degré 4 a coefficients bornés. De plus, puisque > > % < 16" N,

X mod m (v, )>0
XFX0

alors la contribution des termes n > 3 de la partie droite de (3.3.12) est < ||t]|%/N2 <,

Ainsi

M
p(m)?’

log [ b = log B h br
o mial,...,ar o m;ai,...,a VAR
e (e 7 ) o \/N—m V..
- = Zt > Bul(ajap)tity,  (3.3.13)
Nm 1<j<k<r

+@4<tm-w>+or ()

Afin d’établir la formule asymptotique de fip.q,, . ( \/’EVI—, e \/’EVT—), on va se focaliser sur

I'exponentiation de la partie droite de (3.3.13). On a

R WU o O Y.
Bm;m ..... ar (\/N_m,,\/N_m>—2|: p((q—1>\/N_m]z::10m( ])tj)

Donc dans cette région de t, il s’ensuit que

d
t1 t, 1 (& 1 ¢+ ¢? "
Bm'a a Y -5 Cm
o <¢N—m m) 2\ a7 | O

Cn
+0, (o)
En outre, on sait que
Q4(t17 ct 7t1“) o Q4(t17 ct atr) M2
exp <Nm =1+ N + O, om)? )
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et on a

!
1 > Bm(%ﬂkﬂﬁk)

P <_N > Bn (%ak”k> Z< 1§j<k§rlu\n

m 1<j<k<r 1=0

'
\/’Ev—m) par exp (—; St ) on obtient

1=

d/2+q (ZC a;) ) ( Z By (aj,a)t; tk)

1<j<k<r

o <¢>< >3/2>

On regroupe les sommes ci-dessus selon D = d+2s+2l. La contribution des termes 0 < D < 2

Donc en divisant fiy.q, ... q. (

1

1 > Qulty, ...t
2222@4 1

d/2+ +z
SSS AN

(3.3.14)

au terme principal de (3.3.14) est égale a

g (52 S (55) (S o)

1 oty

1<j<k<r

Soit Ps 44(t1, ... t,) le polynéme homogene de degré d + 21 + 4s défini par

d l
Ps,d,l(th . 7tr) WC dB lQ4(t1, e , (’L Z C’m(aj)tj) (— Z Bm(aj,ak)tjtk) .
j=1

1<j<k<r

Alors la contribution des termes avec D > 3 a (3.3.14) est

vy oy L (eEEd) GuB
2 ( (q—1)4 > d/2+1+s dd (T, t).
201>3—2s5—d

Puisque r est fixe et s,d < 2, alors il est clair que les coefficients de P; 4; sont uniformément

bornés par une fonction de [. De plus, puisque C,, = |m|°1) et % < M (d’apres (2.2.5)),

alors
L(¢"”+q"\ CB, ity ) < w” [ < r Bl
2\ (q— 1)) Ng/#rtee PR N [N,
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De plus, en utilisant le Corollaire 3.2.10 on sait qu’il existe ¢ > 0 tel que B,, < c¢(m). Ainsi
pour ||t|| < AMY? on a r2B,,||t||?/(IN,,) < r2A?/I.

Donc pour une constante convenablement grande L(A) > 0 (qui dépend aussi de r), on en
déduit que pour L > L(A) on a

S35 () Gl i) < TR
=oaz0 51 2 (q—1)? ) Ng2Hias™ 2GR 000 LINL
2>3—2s—d
Ceci complete la preuve. O

L’étape suivante consiste a majorer la queue de la mesure fip.q, . q,-

Pour ce faire, nous démontrons le lemme suivant :

Lemme 3.3.9. Soit m € M, un polynome de degré assez grand M et 2 < r < ¢(m) un

entier. Alors pour R > \/¢(m)M on a

R2
m;ai,...,a o0 §2 Y Y YRS YRR
ol 1) < 2rexp (=t

uniformément pour tout (aq,...,a.) € A.(m).

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que

T

Hmian,..., ar(yx‘oo > R) - ]P)(’Xm;m ..... ar‘oo > R) < ZP(Xm;aj > R) + ZP(Xm;aj < _R)-
j=1

=1
On commence par borner P(X,,,o, > R). Soit s > 0 et (a,m) = 1. Alors on a

Tx

T — 1

E (exp(s X)) = E (eXp(—sC’m(a)X,)) II II E (2

X#x0  S(vx)>0
x mod m

sRe(x(a)U(vX») |

Or on sait que

E (exp(—sCp(a) X")) =

DN | —
N
D
>
o
|
VA
Q
S
—_
Q
3
S
~_—
+
D
"
o}
/l—\
w
| =
—_
Q
3
Q
S~—
~_—
~_—

Donc

E (exp(s X ma)) = ; <exp (_s Va C’m(a)> + exp (—sq ! 1C’m(a)>> I 10 & (28

X#X0  S(7x)>0
x mod m

Tx ’)
'yx_l ’
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ot In(t) = 30°,(t/2)*"/n!? est la fonction de Bessel modifiée d’ordre 0. Ainsi, en

utilisant la borne de Chernoff avec le fait que In(s) < exp(s?/4) pour tout s € R, on obtient
P(Xyna > R) < exp(—sR)E (exp(sXm.a))

< (o (o, om<a>) )

2

xexp|s® > >

x#x0  S(x)>0
x mod m

Vx 1

2

1 2 1
< 5 &P <—SR - Sq\ial C(a) + $2Nm> + 3 ¢Xp (—SR - Sq g 1Cm(a) + SZNm>

(3.3.15)

On choisit s = R/(¢(m)M). On traite les deux cas suivants :
e Cas 1 : a est non-résidu quadratique modulo m.
On a alors C),(a) = —1. Ainsi

R? q R R?
P(X,0 > R) < exp <_¢(m)M + a— 1 o(m)M + 2¢(m)2M2N >

R2 5 5 R2
N < s X 1 (MM = g2y 50

Or on sait d’apres (3. W

et que qfl =1+ q% alors

R? 15 R?

Donc

P(Xima > R) < exp (‘16 o(m)M " q—1g(m)M

R
Or puisque m est de degré assez grand on a e 4 O <

1 R? q R)
R

1
32 p(m)M *

1 R
]P)(Xm;a > R) S €xXp <_32 ¢(m)M> .

e Cas 2 : a est résidu quadratique modulo m.

On a Cp(a) = 1 alors 5Chy(a) 2 %C’m(a) ainsi

R? R R R?
p(m)M g —1¢(m)M
Donc d’apres (3.3.16) on a

LR Ji R 1 R?
]P(Xm;a > R) S €xXp <_16 (b(m)M - q— 1 ¢(m)Mcm(a)> S P <_16¢(77”L)]\/[> '

(3.3.17)

P(X . > R) < exp (—
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On s’intéresse maintenant a la majoration de P(X,,,, < —R). Soit s < 0 et (a,m) = 1.
En utilisant I'inégalité de Chernoff on sait que P(X,,,, < —R) < e*'E (e_SXW“). Par des

arguments similaires utilisés pour obtenir (3.3.15), on trouve

1 2
P(Xpe < —R) < 3 (exp <3R +s \/61 Cin(a) — 82Nm> + exp (sR + s g lCm(a) —
q— _
On prend s = —W. On distingue les deux cas suivants :
e Cas 1 : a est non-résidu quadratique modulo m.
Il est clair que
1 R? Va R R? )
P( X < —R) < —exp <— + — N,
( V=5 PTG T g 1g(m)M T 2(g(m)M)
1 R? q R R? >
+ —exp|— + — N |-
2 < p(m)M — q—1p(m)M  2(p(m)M)

Puisque M est assez grand, en utilisant (3.1.3), on déduit facilement que

1 R?
P(Xme < —R) < exp <_32¢(m)]\/[> :

e Cas 2 : a est résidu quadratique modulo m.
Comme C,,(a) > 1 et N, > ¢(m)M lorsque M est assez grand alors

3 R? 1 R?
P(Xpa < —R) < exp <_2gb(m)]\4> < exp <—32W> .

En combinant tous les cas, on déduit le Lemme 3.3.9.

3.4. Formule asymptotique des densités 0,,, 4,

82

2

Nm)) .

Le but de cette section est d’établir une formule asymptotique pour les densités lorsque

r = 2 et de prouver le Théoreme 3.1.2. Nous allons d’abord adapter la preuve de la Propo-

sition 3.3.8 pour établir le lemme clé suivant :

Lemme 3.4.1. Supposons que (LI %) est vraie. Pourt = (t1,t;) € R? avec ||t|| < NY* on

N tl tg t2 + t2 Bm(al,ag)
/vLm;ahag (\/N—ma\/N—m> = exXp <_ 1 9 2 _ Nm t1t2 Fm;al,az(tl,t2>7

o

Fraraaltitz) = 14 5 i <ﬂ+ Q> (Cor(an)ts 1 Co(aa)ta) 1 O (Htll4 N Ht!POm(U?) |

VN

qg—1
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DEMONSTRATION. Pour [|t|| < NY* la formule explicite (2.3.2) implique que
10g firm:ar s (th 12 4,N- 1/2) vaut

(@)1 + x(a2)ta]* + O (%)

t1 to
log Bm;al,ag (7 ) Z Z
VNn VN N o S(1x)>0 7X 1

x mod m

=log B,,. b ty \ _ 41 Bm(alaa2)t ty+ O 1l
VN VN, 2 Ny, Ny )

(3.4.1)

En outre, on a

Boas o <\/iif_m\/§if_m> - ; [exp (z’q*{al (Cm(al)\/iv—m + Cr(az) t2m>>

2\/i_ <\q[_+1q> (Co(a1)ty + Crlaz)ts) + O <”t”20’”(1)2> .

Ainsi, en combinant (3.4.1) et (3.4.2) on déduit ce dernier lemme. O

Afin de prouver le Théoreme 3.1.2, nous allons utiliser le lemme suivant :
Lemme 3.4.2 ([Lam13, Lemme 8.2] ). Soit p un nombre réel tel que |p| < 1/2, ny, ny des
entiers naturels fizés et S un nombre assez grand. Alors

, 2 4+ 13 + 2ptyt
/ ez(t1x1+tzmz)t7111t7212 exp | — 1 2 + pPl1lo dtldtg
[ltl[<S 2

n1+n2 2
= - TG + 0 (exp (—2)) ;

imtre Jxt0xy?

o
1

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.2. On utilise p, pour désigner fi,.q, 4. Soit R =
VN, M. D’apres la Proposition 3.3.9, on a

M2
5m‘a1 az — / diim ) +0
a1, Reypeyi <R fim (Y1,Y2) (exp( 16 ))

En appliquant la transformée de Fourier inverse de la mesure p,,, on a

1 . M2
S oy = / / istsam) gy (5 s5)dsdy + O —— ). (343
;a1,a2 (27’(’)2 —Re<ys<y1<R JscRr? € % (Sl 32) say + exXp 16 ( )
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1/2

De plus, en utilisant la Proposition 3.3.4 avec e = M N,_,*/“ on obtient que

/€R2 ei(s1y1+52y2)lam<31732)d3 — / ei(s1y1+szy2)ﬂm(81’52)ds +0 (exp (_CMZ)) ,

lIsl|<e

pour une certaine constante ¢ > 0. En insérant cette estimation dans (3.4.3), et en effectuant
les changements de variables t; = \/Np,s; et x; = y;// Ny, pour j € {1,2}, on déduit en
utilisant le Lemme 3.4.1 que

1 . R tl t2
G / / ithatte)y (L2 ) g
TR (21)2 JoM<as<ai <M |\t||<M€ s VNm VN, !
+0 (exp (—M*?)) . (3.4.4)

g4 AT Onlar) (VT ) Onlas) (cm(mM?)

2q—1) VN, T 21 VN, N,

avec

1 : t24+12  Bp(ai,a)
Iy = / / glthmittame) oy (22 272 ALy 4 ) dtde,
0 (2m)2 J-M<wy<ar<M Jijt]|<M p 2 N,, 1

et
1 . t2+t2  Bp(ai,as)
I — 7/ / itharttam)y oy (LT ZmAVB)y ) ey,
J (271')2 —M<zo<z1<M ||tH<Me 3P 2 Nm e !

pour j € {1,2}. On doit d’abord évaluer I. Soit p = B,,(a1,a2)/N,,. Le Corollaire 3.2.10
implique que |p| < 1/2 pour M assez grand. Donc le Lemme 3.4.2 permet d’affirmer que

1, 22 22— 2px1$2)> dxidzs

1 1
e — exp | —=——¢
2my/1 — p? /M<zg<x1<M P ( 2(1 - PQ)(

ofal )

L’intégrale sur la partie droite de la derniere estimation est égale a

! LR M
Y g s —2 _MTV)
2m\/1—p? /mlm P ( 2(1 — p?) o1+ 2 pxm)) dridez + O (eXp ( 10

En combinant le fait que I'intégrande est symétrique en x; et xq, avec I'égalité suivante :

1 o oo 1
21— 2 /_oo /_oo P <_2(1 — )

on obtient ) 2

(23 + 23 — 2px1x2)> dridxy =1,
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En utilisant le Lemme 3.4.2, on trouve par des arguments similaires que

1 8(1) (Il 1’2) M2
I — / O%p\T1,72) M
VT G Jose Omy Ctidre O (e | g

1 0 M?
— _W [m ®,(z9,29)dxy + O (exp (—1())) )

De plus, on sait que

oty = 2 [ o2 )= 2
= X — - .
—o0 Y)Y V1—p? /oo P 2 \1+p Y V1i—p

Puisque 2(1 — p) = Vi, (a1,a2) /Ny, alors en combinant les estimations ci-dessus on obtient

I = _i\/ﬁ—n;m) +0 (eXp <—W>> . (3.4.6)

D’une maniere similaire, il est facile de vérifier que

I = 2\/% +0 <exp (—ﬁf)) . (3.4.7)

Enfin, en insérant les estimations (3.4.5)-(3.4.7) dans (3.4.4), et en utilisant le fait que

Ny ~ 5 ¢(m)log, [m|, on en déduit le résultat souhaité. O

3.5. Formules asymptotiques de 9,,.4, 4, o, POUr v > 3

Dans cette section, nous allons démontrer une formule asymptotique pour d,.q,,.. q,
(Théoreme 3.1.3) ainsi que le Théoreme 3.1.16. Nous avons déja trouvé une borne pour
la queue de la mesure fip,q, .., dans la Proposition 3.3.9. Nous avons également établi une
formule pour la transformée de Fourier fi,,,.q, . o, dans la Proposition 3.3.8. Ainsi, en suivant

la stratégie utilisée pour obtenir la formule asymptotique lorsque » = 2, nous allons prouver
le Théoreme 3.1.3.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.3. On commence par raccourcir d’abord les nota-

tions en utilisant d,, et pu, pour faire respectivement référence a 0,4, 4. €t tmiay,...an-
On a

5m = /y1>"'>yr d,um(yh e 7y7") + 1> >y, dﬂzm(yl, e ,y,,,,),
[yl <R [yloo >R

Il découle de la Proposition 3.3.9 I'inégalité suivante :

—R?
. <2 reyvanevlE
tmsas,ar (19l > R) < 21 exp <32¢<m>M>

En particulier on prend R = +/N,,M, et donc
—M?
Om = A1>--->yr At (Y1, - - Yr) + O, (exp ( 16 )) .

[yl <R
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En appliquant la formule d’inversion de Fourier & p,,, on obtient
/y1>...>yr A (Y1, - yr) = (2m) 7" AD...%/ el f (s, s, )dsdy.
vl <R yl <R 7R

Soit A = A(r) > r une constante convenablement grande. En utilisant la Proposition 3.3.4

avec € = A(N,,)"/2M"/? on trouve la formule suivante :
/GRT ei(81y1+--.+5ryr)ﬂm(sh . ,Sr)ds = /” - 6i(s1y1+--.+5ryr)ﬂm(sh . ,Sr)ds +0 (exp (_QAM)) .
Comme R"exp (—2AM) < exp (—AM), alors on a

G = (27)" AD,% / gilewrtsy (5 s Ydsdy + O (exp (—AM)) .

lyl <k “llsll<e

En faisant le changement de variables suivant t; = /Ny,s; et z; = \/?}’VL, on déduit

- ; 131 128
R | e dtdz + O (exp (—AM)).
@) Joroz, l<anrie I\ NN e (exp ( )

|z] oo <M

On prend L = L(A) > 2r une constante convenablement grande. Ainsi, en utilisant la

Proposition 3.3.8, on a

5pn = Jo -+ NL(‘H\[)ZC a,)G 4;[ (“q )Zc a,)’?

q—l

_ J\}m 1 3 [Bm(aj,ak) +; (ﬁ) Cm(aj)Cm(ak)] Sik (3.5.1)

<j<k<r

1
Nm  Z0iso 0<I<L 2(((] 1)
2A>3—25—d

/2 d nl
" +q"\ Cp. B,
) s,dl + B,

d/2 l
Nm/ +s+

ou by <« MNfTL” et

4+t
Ty = (27) / / itttetteey) g (LT TN g
0 ( XT1> > ||tH<AM1/2 p 2

|zloo <M
242
el ) o <_1+2+T>dtdx,

G] - (27T xr1>- >$r/

|f’5‘ <M Ht||<AM1/2
2 2
R; = (2m)” / / itz ttray) exp At dida
! o J<annsz 2 ’

: B4+t
S.p= (27 ”"/ / titpethmttte) oy (L TV gty
e = (2m) W Jidicamz g P 2

: 4+t
_ - i(tiz1++trxr) e r
Ty = (2m) /c1>--~>xr /thAMI/2 e exp ( — Q4(ty, ... t,)dtdx,

2] <M It <
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et

, 24 42
Yoar = (2 ""/ / hotettee) oy (-2 1 TPt . ) dEd.
o ( W) x\alr:|>§>]\7 Itl<AML/2 € xP 2 ’d’l( ! ) *
De plus, en utilisant [Lam13, Lemme 4.3], on a
Ty 1 2 1 <qd/2 + qd> 4 B! 1 CmBm B2
~ + 3 Do Yedi t B <o o+ —55 + 5
N s;)c;) oz, 2\ (g—1)* ) Nj/Prett No N3 N
2>3-2s5—d

(3.5.2)

En outre, par [Lam13, Lemme 4.2], il s’ensuit

Jo = (27r1)T/2 /ﬁfgﬁ exp <—x%+2+xz>d1‘ + O (exp (—AM))
_ W [ e (—W)dw + 0 (exp (—AM)) = :, + 0 (exp (—AM)) .
(3.5.3)
En utilisant le méme argument, on peut montrer facilement, pour tout 1 < 5 <r:
G, =iaj(r) + O (exp (—AM)), (3.5.4)
et pour tout 1 <5 <7, ona
R; = —X;(r) 4+ O (exp (—AM)). (3.5.5)
On déduit par analogie que pour tout 1 < j <k <7, ona
Sik = —Bjr(r) + O (exp (—AM)). (3.5.6)
Ainsi, en combinant les estimations (3.5.1)-(3.5.6), on obtient le Théoréme 3.1.3. O

Nous terminons cette section en démontrant le Théoréeme 3.1.16.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.16. Soit M = deg(m). On consideére S, I'ensemble
des couples (a,b) € As(m) tels que | B, (a,b)| > \/m Alors par le Théoréme 3.1.14, on a
SalJo(m) < 3 |Bulab)] < é(m)*M.

(a,b)€A2(m)
Ainsi

S| < p(m)*2M.
Soit Q,(m) l'ensemble des r-uplets (ai,...,a,) € A.(m) tels qu'il existe 1 < i # j < r avec
(a;,a;) € Sy,. On a donc

Q. (m)| <, $(m)" "2 M.

Comme | A, (m)| = ¢(m)" + O,(¢(m)"1), on obtient |[Q,.(m)| = o (|A.(m)]|).
De plus, si (ai,...,a,) € A.(m) \ Q.(m), alors pour tout 1 < i < j < r on a
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| B (a;,a;)] < y/¢(m). Il découle du Corollaire 3.1.5 la formule suivante :
I g+Va 1
5m'a ar — —; O .
el 2yNp(g - 1) 4 Za] m{a;) + ( NmM>
Ainsi pour tous les r-uplets (a1, ...,a,), (b, ....b.) € A.(m)\ Q,.(m), on obtient

q-+ . 1
5m;a1 ..... ar 5m;b1 ..... b, — 2\/—(\/_ Z Oé] a]) Cm<b])) + Or (W) )

De plus, comme pour tout 1 < 7 < r on sait que Cy,(a;) et Cy,(b;) sont des entiers, il s’ensuit
que si — Z a;(r) (Cm(a;) — Cp(b;)) > 0, alors — Y a;(r) (Cp(a;) — Cr(bs)) >, 1. Donc
j=1

> 5m;b1 ..... by ]

on dedult ﬁnalement Omiar

77777

3.6. Constructions explicites des courses biaisées

Le but de cette section est de démontrer les Théoremes 3.1.10, 3.1.11 et 3.1.15. Les
démonstrations de ces théoremes sont inspirées de [Lam13, section 6.

Nous définissons d’abord

Aolf) = { MD i f € R (7] {0},

(3.6.1)

0 sinon.

Ensuite, nous annoncerons une nouvelle estimation du terme B,,(a,b) lorsque
0 < deg(a), deg(b) < M.
Proposition 3.6.1. Soit m € M, de degré assez grand M. Soit (a,b) € Ax(m) tel que
0 < deg(a),deg(b) < M.
(1) Si deg(a) = deg(b) alors
2
_ ¢ +4q 2
Bn(ab) = —5—qp#m)i(ab) + O, ((la] + [p]) M%),
avec l(a,b) =1 si a = —b et 0 sinon.
(2) Si deg(a) # deg(b) alors
—q Pmax(a,b) 9
Bp(ab) = —— N | =——"F7- b)) M
1) = oo (T ) 4.0, (] + 1) 272,

avec
a st deg(a) > deg(b), b si deg(a) > deg(b),

b sinon. a sinon.

Pmax(a,b) = { et Pmin(a,b) = {

Pour prouver ce résultat, nous utilisons le lemme suivant :
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Lemme 3.6.2. Soit m € M, de degré assez grand M. Soit a,b € F [T tels que a # b,
(a;m) =1, (bom) =1 et 0 < deg(a),deg(b) < M. Alors

2 5 o Pl (lal + p)s?
et+v— q
Pv|lmn=1 1<e<(9logq)M |P| * 1(|P| - 1)
aP¢=b mod m/P?
deg(P¢)=n

[m|

DEMONSTRATION. Comme P|m et (bym) = 1, on a aP® — b # 0. Ceci implique que si

(m/P)|(aP® =b), on a [m/P°[ < |aP® —b] < [a||P|* + [b]. Done [m/P*| < ([a| + [b]) [P[*
Jal+/1
[PIFe =l

d’ou . Ainsi on obtient

log | P Pllog |P +|b
S5y el (s IPlesPl) (o s b
Pvllmn=1 1<e<9log|m| ‘P‘ (’P| B ]') Plm |P| -1 ‘m| (362)

aP¢=b mod m/PV
deg(P¢)=n

De plus, m peut s’écrire ainsi m = aP}*. ..P,z’“ ou a € Fj, chaque P; est un polynome
irréductible unitaire dans [T et P; # P; pour tout 1 < i # j < k, et chaque ¢; est un

entier strictement positif. On a donc

k
> log|P| <> tilog|P;| = log|m|. (3.6.3)
Plm i=1
Ainsi en combinant (3.6.2) et (3.6.3) on déduit le Lemme 3.6.2. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.6.1. Puisque 0 < deg(a),deg(b) < deg(m) = M,
alors a + b = 0modm, implique que a = —b. En plus, en utilisant le fait que
|(m,a — b)| < |a| + |b] et (2.2.5), on obtient
Am/(ma=b) _ M
¢(m/(m.a—0b)) ~* |m|
D’ou en combinant la Proposition 3.2.8, et les Lemmes 3.2.12 et 3.6.2 on déduit
2
7 +q q A(s1) A(52)>>
B,.(a,b) = —p(m (l a,b) + ( +
(0 =20\ g =1 (g omg . s
Oy ((lal + b)) M?),

(laf + 161)-

(3.6.4)

oll 51 et sy désignent respectivement les résidus de plus petit degré de ba=! mod m et de
ab~! mod m.

On prouve d’abord la premiere partie de la Proposition 3.6.1.  On suppose que
deg(a) = deg(b). Ainsi, si sya = b alors A(s;) = 0. Sinon, puisque m|sja — b alors
|s1] > |a|‘+|b‘ A‘ffll') <y (|alTr‘rf"‘)M On distingue alors de facon similaire les cas sqb = a,

$9b # a et il s’ensuit que ‘(Sﬁ) + |( 2) ., ULt

s2| Im

donc
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Par conséquent, on déduit de la formule (3.6.4) que
¢ +q
2(q—1)°

On suppose maintenant que deg(a) # deg(b). Sans perte de généralité, on suppose

B (ab) = — ¢(m)l(a,b) + O ((Ja| + [b]) M?) .

que deg(a) < deg(b). Dans ce cas, on a nécessairement s3b # a. Ceci implique que
A(s2) <, (lal+phM

|s2] Im|
Si a1 b alors sja # b donc A|S1‘) < qa‘TASDM. Sinon % =Ny (2) avec 2 € F,[T]. Donc
Alst) _ o (b) 4o (Ual+ 10D M
1] "\a ! m| '

En combinant ces estimations avec la formule (3.6.4), on obtient la deuxieme partie de la
Proposition 3.6.1. O

Soit P’ I'un des polynoémes irréductibles unitaires dans F,[T] ayant le plus grand degré
tel que P'|m. Soit Py I'un des polynoémes irréductibles unitaires dans F,[T] ayant le plus petit
degré tel que Py est un non-résidu quadratique modulo P’.

D’aprés [Hsu98, Corollaire 2.2] on a deg(Fy) < 2+2log,(1+deg(m)), donc | Py| < ¢*(1+M)>.

Soit S l'ensemble des premiers P € F [T tels que |P| < 2¢M et P {m. On définit le

produit suivant :

Q= JI IPI=exp|logg > deg(P)
[PI<2qM 1<deg(P)<| 52 |

Ainsi en utilisant (2.2.2), on obtient

log(2qM)
ql- log q J+1 LlongMJ 2
@=oxp |logg | — ——+0 (\/5 ) > [m]*(1+ o(1)).

1
De plus, on sait que [] |P| = < > [mPtol) of 17 |P| < II |P| < |m|, donc
Pes 1 Pl II Pl |pl<2qm Plm
|P|<2qM |P|<2qM P|m
Plm Pm

IT |P| > |m|(1+4 o(1)). Puisque P € S alors |P| < 2¢M. Donc
Pes

(2¢M)P1 > m(1 + o(1)).

Par conséquent

M
S|> —n—— >2.
1512 log(2¢M) —

Donc il existe Pi, P, # P, deux polynémes irréductibles unitaires distincts dans F,[7]
tels que |Py|,|Po| < 2¢M.
On démontre par la suite les Théoremes 3.1.10, 3.1.11 et 3.1.15.

82



DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.10. Puisqu’on sait du [CK10, Théoréeme 2.3] que
Omibay,...bar = Omsas...a, POUr toute classe b modulo m, alors il suffit de construire des résidus
quadratiques a; modulo m. En effet, on prend b; = ba; pour tout non-résidu quadratique b

modulo m pour obtenir le résultat analogue pour les non-résidus quadratiques modulo m.

Soient a1 = 1,a, = P} et a; = (PyP2)¥ pour tout 2 < j < r — 1. Par conséquent, pour
tout 1 < j <r,onalaj| < (2¢M)*"=Y. Deplus, ona P, Pylay/a; pour tout 1 < j < k < r—1.
Ainsi, de la partie 2 de la Proposition 3.6.1, on déduit

Bu(aj,ar) <, M pour 1 <j<k<r—1.

En outre, puisque a,/a; = P} alors en utilisant la partie 2 de la Proposition 3.6.1 on a

¢(m)q log|P|

B,.(ay,a,) = — +0, (M*™).
) = =~ Dlogq [P (417)
Il découle du [Lam13, Lemme 6.3] que
Bro1,s(r) >0, et pi,.(r)<O. (3.6.5)

Par conséquent, en combinant ces estimations avec le Corollaire 3.1.8, le Lemme 3.2.3 et
(3.6.5), on trouve

o 1 ﬁl,r(T)Bm<a1;ar) M4T 1 |/81,7‘<T)‘
= —+ +Oq<¢(m)>>r!+10q2M3'

(5m;a1,...,ar rl Nm
D’autre part, soit o une permutation de U'ensemble {1,...,r} définie par o(1) = r — 1,
o(r—1) =1et o(j) = j pour toutes les autres valeurs de j. Ainsi, on déduit de (3.6.5)
1 _1.,(7) By, (1, P2 M4 1 1. (T
B P I

Mo (1)rbo(r) ~ 4 N, gb(m) 102 MR

) .
7! 10q2 M3

O

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.11. Soit M = deg(m). En combinant l'estimation

|C,a| = |m]°M, avec le Théoréme 3.1.3 et le Corollaire 3.2.10 on obtient
1 1
’6m;a1,...,a7~ - 7"" <<r M
On choisit maintenant a; = 1,a, = —1 et a; = (P1P2)2j pour 2 < j < r — 1. Il s’ensuit

que |a;| < (2¢M)*"=V pour tout 1 < j < r. On sait que P,P|a/a;j, donc en utilisant la

partie 2 de la Proposition 3.6.1 on a
Bp(aj,ar) <, M*" pour 1 <j<k<r—1.
Comme P, Ps|a;/a, pour tout 2 < j <r —1 alors

Bp(aj,ar) <, M* pour 2 <j<r—1.

83



En outre, il découle de la partie 1 de la Proposition 3.6.1 que

¢ +q >
m¢><m)+0q (Mm?).

Ainsi, en combinant le Théoreme 3.1.3 avec le Lemme 3.2.3 et (3.6.5) on obtient

Bm(ahar) = -

_ 1 Bip(r)Bm(a1,ar) 1 1 1B (r)l(@® +q)
5m;a17---7ar - ﬁ + Nm + Oevq qb(Tn)l/Z—e > ﬁ + 6(q _ 1)2M ’
v 51 (r)
1 1.0\T
5m'a a - , .
sAL 500, Ap > T' + 6M

Si I'on prend by = a,_1, b,_1 = a1 et b; = a; pour toutes les autres valeurs de j alors en
utilisant (3.6.5) on déduit

1 ﬁrfl T(T)Bm(brflabr) 1 ‘ﬂrfl r(r) ’ (q2 + q)
Om: = — ’ O. - ,
Doeabr =0 + N, + e ¢(m)1/2—e < 6(q —1)2M
Do |Br—1,0(r)]
1 r—1,r\T
O = — :
;01,0 < 7’" 6M
U
DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.15. Soit M = deg(m). Comme (ky, . ..,x.) # (0,...,0)

alors il existe 1 <[ < r tel que k; # 0.
Cas 1: k. #0ouk; #0.

On ne traite que le cas k, # 0, puisque le cas k1 # 0 se déduit simplement en échangeant
a; avec a,, et by avec b, dans chaque construction qu’on fait ci-dessous.

On suppose que k, > 0. Dans ce cas, on prend a; = 1,a; = Fy (P1P2)2j pour2 < j <r—1,
et a, = (P1P2)2. Donc a; et a, sont des résidus quadratiques modulo m et a; est un non-
résidu quadratique modulo m pour 2 < j < r—1. On choisit b; = a; pour tout 1 < j <r—1
et b, = Fy. Dans ce cas, b; est le seul résidu quadratique parmi les b; modulo m. Puisque
Cin(1) > —1 il s’ensuit

i/{jcm(aj) - il"{jcm(bj) = ’%T’Cm(ar) - Hrom(br) = /{T(Cm(l) + 1) > 0.

On sait que |a;] <« ¢*M? 2¢M)*" ™ pour tout 1 < j < 7 et que PP divise
Pmax(a;,a;)/Pmin(a;,a;) pour tout 1 < j < k < r. Alors en utilisant la partie 2
de la Proposition 3.6.1, on obtient

|Bpn(aj,a)| <4 M**! pour tout 1 < j <k <r.

D’ou par le Théoreme 3.1.3 on déduit que

1 1
5m;a1 ..... ar — ﬁ + an <¢(7’n)1/2_5> . (366)
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De méme, en utilisant la partie 2 de la Proposition 3.6.1 on obtient | B, (b;,by)| <, M*
pour tout 1 < j < k <r avec {j,k} # {1,r}, et
qp(m) log|Py|
(¢ —=1logq [Rl
En combinant le Théoreme 3.1.3 avec (3.6.5) et (3.6.6) on trouve

1 Bl T(T)Bma)labr) 1 |Bl T(T)“OglPOl
5m' = - : € 7 N1J9_- - : 5m'a U o
e = 1 T N, Oca\ gimy2= ) > 7 T 2[R ogqas = Omerer

Bu(bi,b,) = — + Oy (M),

On suppose maintenant que x, < 0. Dans ce cas, on choisit a; = 1, et a; = Py(P,P)* pour
tout 2 < j < r (dans ce cas ay est le seul résidu quadratique parmi les a; modulo m), et
bj = a; pour tout 1 < j <r—1, et b, = P? (dans ce cas, by et b, sont des résidus quadratiques
modulo m). Par conséquent, en utilisant des arguments similaires au cas &, > 0, on déduit

du Théoreme 3.1.3 et de la partie 2 de la Proposition 3.6.1 combinée avec (3.6.5) le résultat

suivant : . .
> 1, Conlag) = 2 5, Conlly) =~y (14 Cn(1)) > 0,
j=1 j=1
1 1
Omsar,.ar = o + Ocyq (W) )
et
1 Biy(r)Bm(b1,br) L |Bir(r)]log | Py
6m' - - . € 7 N0 - ’ 5m'a Ot
P = 1 ¥ N, Oca\ gy )~ 1 T 2logg)|Pipar = O

Cas 2 : Il existe 2 <1 <r —1 tel que x; # 0.
On suppose d’abord que x; > 0. On prend a1 = 1,a; = (P1%)?, a; = Py (P1P2)4j pour
2<j#l<reth =P, bl:PO(P1P2)4l, et b; = a;j pour tout 1 < j # 1 <r—1. Ainsi, en

utilisant des arguments similaires au cas 1, et si M est suffisamment grand on obtient
> £iCnlaj) = 3 #;Cm(b;) = 51 (Cn(1) +1) > 0, et dupybr > Omsa,ar-
j=1 J=1

Autrement, si k; < 0, on choisit a; = 1, a, = (P1P2)4, a; = Fy (P1P2)4j pour2 < j <r-—1,
b = (P1P2)4,br = P? et b; = a; pour les autres valeurs de j, ce qui conduit au résultat
attendu. O

3.7. Courses extrémement biaisées

Le but de cette section est de démontrer le Théoreme 3.1.13. Pour ce faire, nous adap-
terons la démonstration du [Lam13, Théoreéme 2.6]. L’idée est de déterminer, pour deg(m)
suffissmment grand, quand le terme B,,(a;,a;) contribue largement a la densité 0,,.4,,. a4,

Nous commencerons par réduire 1’étude au cas r = 3 qui est traité dans le lemme suivant :
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Lemme 3.7.1. On fixe un entier r > 3, et ay,...,a, des polynomes deux a deux distincts
dans F,[T]. Soit My un entier assez grand. On considére l'ensemble Zy;, des polynomes
m € M, tels que (m,a;) = 1 pour tout 1 < i < r et deg(m) > My. On suppose que (LI %)
est vraie pour m € Zy,. S’il existe 1 < iy < iy < i3 <1 tels que la course {Z ;i) ,0iy,05,

est extrémement biaisée, alors la course {Zyy,; a1, ... ,a.} est également extrémement biaisée.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe 1 < i3 < iy < i3 < r tels que la course
{Zmy; iy ,aiy,05, } est extrémement biaisée. Il s’ensuit qu'il existe une permutation v de
I'ensemble {ij,is,iz} et une constante C(q,3,Zy,) > 0 qui ne dépend que de ¢ et Zyy, tel

qu’on ait pour tout m € Zyy,

1 > C(q,B,ZMO) .

5m§au(i1)7au(i2)7au(i3) - 6 = log ’m‘

Soit j; = v(4;) pour € {1,2,3}. On considere S I’ensemble des permutations o de {1,2,...,r}
telles qu’il existe 1 < i < k < <r vérifiant (i) = j1, o(k) = ja, et o(l) = Js.

Soit m € Zpg,. On note Hy,q,.q, I'ensemble de tous les entiers positifs X tels que

X X
> me(ajm,N) =Y my(ar,m,N).
N=1 N=1

On remarque que si (LI%) est vraie alors la densité naturelle de Hpna;0, vaut 0 si j # k.
D’ou

6m;aj1,aj2,aj3 = Z 5m;a0(1)""’a0(r)'
c€eS

!
En plus, comme |S| =  alors

C(q,3.7Z 1 1
(ICI? ’ MO) S ‘5m;aj1,a]-2,aj3 - ‘ S Z 5m;aa(1) ..... Qg (r) - 7| )
og |m| 61~ =% 7!
< 7! 5 1
= Igleas)'( M85 (1)%5(2)5- Ao (1) - ﬁ :
Donc il existe une permutation o de I'ensemble {1,2,... r} et une constante D(q,r,Zy;) > 0
qui ne dépend que de q,r et Z)y, et qui vérifient I'inégalité suivante :
D(quazMo) . l
log‘m’ — M6 (1),A5(2)s %o (1) 7,,] )
ce qui implique que la course {Zy,; a1, ...,a,} est extrémement biaisée. 0

Nous établirons par la suite quelques propriétés liées a la fonction Ag(f) définie
dans (3.6.1).
Lemme 3.7.2. Le mazimum de No(f) dans Fy[T] est inférieur ou égal a log(3)/3.
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DEMONSTRATION. Il est clair que Ag(f) # 0 < f = P!, on P € P,, et | € N*. Dans ce cas,

deg(P) > 3 alors il s’ensuit que

log|P| _log|P| _log3
A = < <
D= =T =

puisque |P| = ¢

[l

Lemme 3.7.3. Soient ay,aq,a3 des éléments de Fy[T| qui sont premiers avec m, représentant

des classes de résidus distinctes modulo m et de degrés distincts. On définit

_ Pmax(ay,az) _ Pmax(ay,a3) Pmax(a,a3)

X1 s et X3:

~ Pmin(a;,ay)’ 2 Pmin(ay,as3) Pmin(a;,a3)

Si une des valeurs Ao(X1), Ao(Xa) , Ao(X3) est non nulle alors il existe une permutation o
de {1,2,3} telle que
AO(XU(1)> + AO(XO—(Q)) — 2A0<XU(3)) £ 0.

DEMONSTRATION. On suppose sans perte de généralité que |ai| > |as| > |as| (puisque

ai

ay,az,a3 jouent un role symétrique dans la preuve). Donc dans ce cas, on obtient X; = o,

Xo=33, Xz =1 On suppose que pour toutes les permutations o de 'ensemble {1,2,3} on
a No(Xo(1)) + Ao(Xo2) — 200(Xo(3)) = 0, alors il s’en suit que Ag(X;) = Aog(X2) = Ao(X3).
Comme cette valeur est non nulle, il en découle que X; = P* et Xy = Q7 ou k,j > 1 sont
deux entiers et P,Q) € P,.

Puisque X3 = X1 X5 = P*X, et Ag(X3) # 0 alors X3 = P*? avec a un entier positif. D’ou
1ng3||5| = E;%,Jﬂ, ce qui est possible si et seulement si a = 0. Ainsi a = 0, donc X; = X3 et
Xy =1, d’ott Ag(X2) =0, et ainsi Ag(X1) = Ao(X2) = Ao(X3) = 0.

Cependant, ce dernier résultat est en contradiction avec I’hypothese affirmant que I'une des
valeurs de Ag(X7), Ao(X32), Ag(X3) est non nulle. O

L’étape suivante consiste a observer ce qui arrive a la contribution principale de
Bp(a,b) lorsque deg(a),deg(b) sont relativement petits par rapport a M = deg(m) et
Pmax(a,b)/Pmin(a,b) est égal & une puissance d’'un premier. Ceci nous permet de

démontrer le Théoréme 3.1.13.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1.13. Supposons d’abord que ni (1) ni (2) ne sont va-
lables. Dans ce cas, d’apres la Proposition 3.6.1 on obtient que B,,(aj,a;x) = O, (M?) pour
tout 1 < j < k < r et tout m € Zy,,. Par conséquent, dans le cas ot les a; sont tous des

résidus quadratiques modulo m (ou tous des non-résidus quadratiques modulo m), il découle

du Corollaire 3.1.8 que ‘5m;a1,...,aT - % <L Arg IMmQI De plus, si la derniére condition n’est pas
<<€7T7q |m|71/2+6'

Ainsi, dans les deux cas, la course {Zy,; a1, .. .,a,} n'est pas extrémement biaisée.

vérifiée, alors on déduit du Théoreme 3.1.3 que ‘5m;a17,_7ar — %
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Ensuite, supposons qu’il existe 1 < j # k < r tel que a; = —a;, = a. Puisque r > 3 alors
il existe b € {ay,...,a,} tel que b # a et b # —a. D’apres le Lemme 3.7.1, il suffit de prouver
que la course {Zy,;a, — a,b} est extrémement biaisée. Afin de démontrer ceci, nous allons
distinguer deux cas.

Cas 1 : Supposons que deg(a) # deg(b). Soit m € Z);,. Puisque M est suffisamment
grand, alors d’apres la partie 2 de la Proposition 3.6.1 et le Lemme 3.7.2 on a

Pmax(a,b) _log3 q

Bn.(ab) = —7@ — 1(]) logqu(m)/\o <Pmin(a,b) ) +O0ayq (M2> > 3 (q—1) 1qugzﬁ(m) +Oayq (MQ) )

La méme formule est valable pour B,,(b, —a). De plus, puisque deg(a) = deg(—a), il découle

de la partie 1 de la Proposition 3.6.1 que
4> +4q

o 2
Bu(a, —a) = T 1)2¢(m) + 04, (M?). (3.7.1)
En outre, d’apres le Corollaire 3.1.7 combiné au fait que |C,,(a)| = |m|°®) et le Lemme 3.2.3
on a 2 o .\
—2g _ log +q
O > 1 + (g—1)logqg 3 ™ (g—1)2
T = 6 167v/3M
2 4 —2¢  log3 2+ 4log3
Comme ﬁ >1let (q_lglogq < 3053 Pour tout ¢ > 4 alors (q—l)iJOng 5=+ (3_1312 >1-— 91022
_ —2 log 3 +q .
pour tout ¢ > 4. En plus, lorsque ¢ = 3 on a que (q—l)i]ogq 5+ (3_1;12 = 2. Ainsi, dans tous
les cas
_ 4log3
5m_a _a > - 9log2 .
@b 6T 16my/BM
Il existe donc une constante D(g,3) > 0 telle que
1_ D
m;a,b,—a T 4 Z <q’3)7
o 6 — log|m|

ce qui montre que la course {Zyy;a, — a,b} est extrémement biaisée, puisque My est suffi-
samment grand.

Cas 2 : Supposons que deg(a) = deg(b). Soit m € Zy;,. Comme b # a et b # —a, alors
d’apres la partie 1 de la Proposition 3.6.1, on obtient

By (a,0),Bu (b, — a) = Oay (M?),

et 'expression de B,(a, — a) est la méme que dans (3.7.1), donc

5 S 1 n 1
m;a,b,—a 6 167T\/§M

Ainsi, la course {Zy,; a, —a,b} est extrémement biaisée, puisque M est suffisamment grand.

Supposons maintenant que a;, # —a; pour tout 1 < i < j < r et quil existe

bi,by € {ay,...,a,} tels que by = P*by avec P € P, et k un entier positif. Dans ce cas,
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on déduit de la partie 2 de la Proposition 3.6.1 que pour tout m € Z,, on a

q log | P| 2
B, (b1,by) = — Opq (M7). 3.7.2
Puisque r > 3 alors il existe bs € {ay,...,a.} avec by # b; pour i = 1,2. On distingue deux

sous cas :
Sous-cas 1 : Supposons qu'il existe 1 < i # j < 3 tel que deg(b;) = deg(b;). Sans perte
de généralité, supposons que deg(bs) = deg(by). Puisque b; # —bs alors

Bm(bl,bg) <Ayq M?.

Si b3/by est une puissance d’un premier, alors on a bz /by = @’ oul j est un entier positif et Q

est un nombre premier. Dans ce cas, d’apres la partie 2 de la Proposition 3.6.1, on a

q log |Q
(q—1)logq |QP

Par conséquent, en insérant (3.7.2) et (3.7.3) dans le Corollaire 3.1.7, il découle du Lemme

By (b2,b3) = —¢(m)

+ 04, (M?). (3.7.3)

3.2.3 estimation suivante :

1 1 log | P| log\Q!> )
6 47r\/§(10gq)M<lPl’“ A

Par conséquent, comme dans le cas 1, il s’ensuit que la course { Zyy,; b1,b2,b3} est extrémement

5m;b1,b2,b3 =

biaisée.
Sous-cas 2 : Supposons que deg(b;), deg(bs), deg(bs) sont deux a deux distincts. Soit S3
I'ensemble des permutations de I'ensemble {1,2,3}. Puisque Ag (b1/by) # 0, alors le Lemme

3.7.3 montre qu'il existe o € S5 tel que
Ao(Xow)) + Ao( X)) — 2A0(Xo(3)) # 0,

avec
B ﬁ B Pmax(bg,bg) . Pmax(bl,bg)
N b27 2 Pmin(bg,bg) ' T Pmil’l(bhbg) )

Par conséquent, en utilisant le Corollaire 3.1.7 et la Proposition 3.6.1, on déduit qu’il existe

X4

une constante D(q,3) > 0 telle que

1 D(q,3)

max 6m;by(l)7bu(2)7bu(3) - 6

VES3

= log [m|

Il s’ensuit que la course {Zy,;b1,b2,b3} est extrémement biaisée. La preuve du Théoreme
3.1.13 découle du Lemme 3.7.1. O
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3.8. Exemples de courses dans le cas ou (LI %) est fausse

Dans ce qui suit, nous donnerons quelques exemples de courses de nombres premiers dans
les corps de fonctions. Nous démontrerons que lorsque (LI %) est fausse, les comportements
des courses peuvent étre différents de ceux lorsque (LI %) est valide.

Nous commencerons par préciser la méthode qui permet de calculer certaines densités

utilisées dans les exemples qui vont suivre.

Soit a € F [T tel que (a,m) = 1. Nous rappellons que pour tout X € N* on a :
Epno(X) = X/2 Z m)mg(a,m,N) — m,(N)). (3.8.1)

Remarque 3.8.1. Soit r un entier > 2, (ay,...,a,) € A.(m) et X € N* Alors

X X
B (X) > > Epq.(X) & gl mN) > - > Z mg(ar,m,N).
N=1 N=1

Donc si dp.qy....q. €xiste alors elle vaut

S € [LX] 2 Bniar(S) > -+ > Epia (S))

5m;a1,...,a7' - X1—1>I-Eoo X
Soit r un entier > 2 et (ay,...,a,) € A.(m). Il est facile de prouver que si pour tout

i € [1,r] Epq, a une période entiere U,, alors la densité 6,,.q,. 4, existe et elle vaut :

5 _ #{X € Hlvvgleai]] : Em;m(X) > > EM;ar(X)}
m;al,...,ar )
k) k) bl \/z‘ian

ou Vi_,U,, est le ppem de U,,,...,U,,. Pour calculer les E,,,,(X), l'usage de la formule
(3.8.1) n’est pas judicieux car il est impératif de calculer les nombres 7(a;,m,N) qui sont
de Pordre de grandeur de ¢™ /N ce qui prend énormément de temps lorsque N est grand
indépendemment du degré de m. C’est pour cette raison que nous avons préféré faire usage

de la formule (2.3.1) qui affirme que pour X € N* nous avons :

Epa(X) = —Co = 3 X)X 0 o o),
XFX0 Yx Tx
ou : v
~L si X est impair,
B,(X) = { o ’
s si X est pair.
Nous avons alors pour tout X € N*, E,,, ,(X) = Sp.0(X) + o(1) avec

Smza(X) = —Chn( — Y xla) e ()X X

XF#X0 Tx Tx — 1
la partie principale de E,,..(X).
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Remarque 3.8.2. Ce choix ne permet pas de connaitre evactement si les fonctions E,,
ont une période entiére ou pas. Ceci est di a Uerreur o(1). De plus, méme si nous trouvons
que pour X € N* on a Spe,(X) = Smia,,, (X) pour i € [1,r — 1] nous ne pouvons pas

déduire une inégalité ou une égalité entre les termes Ep, 4,(X) et By o, (X).

Supposons maintenant que pour tout ¢ € [1,r], Sp.e & une période entiere U,,. Si pour
tout X € [1,Vi_Uqy] on a Spa, (X) # Smiay,, (X) pour tout k € [1,r — 1] alors :
_ #{X € [1,Vi_ Uy, ] : Sy (X) > - > Sy, (X) }

N vg:lUlli

(3.8.2)

6m§a1’~-~»a'r

Il s’est avéré que nous pouvons rarement affirmer numériquement que les S,,, ont une
période entiere et il est plus simple de vérifier si cette hypothese est vraie ou fausse quand
deg(m) est petit. C’est pour cette raison que nous nous sommes focalisés sur les polynémes
unitaires m € F,[T] de petit degré.
Exemple 3.8.3. Soit m = T?> + T + 1 € F3[T]. Un simple calcul nous permet d’af-
firmer que m = (T + 2)® donc m est réductible et ¢(m) = 9 — 3 = 6. Dans ce cas,
(F3[T]/(m))* est cyclique et nous vérifions facilement que T + 1 est un générateur de
(F3[T)/(m))*. Plus précisément, nous avons (T +1)> =T mod m, (T +1)*> = —1 mod m =
2 mod m, (T+1)* = 2T+2 mod m, (T + 1)° = 2(T + 1)? mod m = 2T mod m et finalement
(T+1)°=—-T?—T mod m = 1 mod m.

Les caracteres de Dirichlet modulo m sont alors entierement déterminés par la connais-

sance de l'image du générateur T+1. Par conséquent, la table des caractéres de (F3[T]/(m))”™

est :

1 T T+1 2T 21+ 2

Xol|1l] 1 1 1 1 1
—1++/3i 14+/3i 1—/3i —1—+/3i
S 1+2¢§ 1+2¢§ IRV, TS TRV
—1—31 | =14+vV3i | =1—v3i | —14+V34

xe|l] 1 2 2 2 2

x3|1|—1 1 —1 -1 1
X4 1 1 —1—;\/§z —1—2\/?:z —1—5\/??1 —1—2\/51
vs | 1]—1 —1—/3i | 1-/3i 1+V3i | —14+3i

5 2 2 2 2

Tableau 3. Table de caractéres de (F3[T]/(m))”.

Ainsi, en utilisant le fait que nous avons L(u,x;) = 1+ (xi(T) + x:(T + 1))u pour tout
1 <i <5, nous obtenons L(u,x1) = (V3i)u+ 1, L{u,x2) = L(u,xa) = —u+ 1, L(u,x3) =1
et L(u,xs5) = (—v/3i)u+1. Donc le seul zéro inversé des fonctions L associées auz caractéres
X2 et x4 est 1 et il n’y a pas de zéro inversé pour la fonction L associée a x3. Finalement, les
seuls 2€ros inversés associés aux caractéres x1 et x5 sont respectivement v/3e 'z et \/3e'z.

Par conséquent, le seul zéro inversé de toutes les fonctions L ci-dessus dont le module est

91



V3 et dont Uargument est compris entre 0 et T est v5 = /3¢'2, donc (LI %) est fausse.
En utilisant la formule (2.3.1), pour tout a € F3[T] tel que (a,m) =1 on a

Eia(X) = —Con(a)By(X) — 3 x(a) 3 e?00X 4 o1,
X#XO0 Tx Tx — 1

ol Yy = V3¢ un zéro inversé de L(u,x) dont le module est \/3 et X € N*. Dans ce cas,
nous pouvons facilement vérifier que Sp.o(X +4) = Sp.a(X) pour X € N*.
Ensuite, en utilisant la formule précédente, nous obtenons le tableau suivant :

X mod 4 | Spr(X) | Smiri1(X) | Smpar(X) | Sma(X)
1 V3/2 V3 —V3/2 | V3

2 —3/2 3 3/2 0
3 —3v/3/2 0 3v/3/2 0
4 —3/2 0 3/2 3

Tableau 4. Les valeurs de S,,.,(X) pour a € {7, T + 1,27, 2}.

Nous déduisons que dp.ri10m2 = i_

Nous remarquons que 2 = —1 mod m donc 2T = —T mod m et on a 2T? = —T? mod m =
T+ 1modm dou =T = T(T + 1) mod m = —1 mod m. Ainsi, pour p = T € F3[T],
a; =2 € F3[T),a0 =2T € F3[T] et a3 =T + 1 € F3[T], il s’en suit :

PP =1modm, ay=apmodm, as=ap’modm, et p%1modm.

D’autre part, nous avons montré que

1 1
Omsas,azar = 1 # G

Ce qui implique que la course {m; ay,as,a3} est biaisée. Par conséquent, [Cha08, le Théoreme
6.1] n’est pas toujours vraie quand (LI % ) n’est pas vérifiée.

Exemple 3.8.4. Avec le méme m, nous pouvons trouver ai,as € F3|[T| représentant des
classes distinctes dans (F3[T]/(m))* tels que Sy 0 = 0,. En effet, par le tableau 4, nous

pouvons voir que Enr(X) < Enri1(X) pour tous les entiers positifs suffisamment grands

X X
X, ce qui implique que Y. m,(T'm,N) < > 7, (T +1,m,N). Donc
N=1 N=1

5m;T,T+1 = 0.

En particulier, nous obtenons que Oy r 11107 = 0.

Remarque 3.8.5. En 1914, Littlewood a prouvé que w(x;4,3)—m(x;4,1) change de signe pour

une infinité d’entiers positifs x. L’exemple 3.8.4 réfute une généralisation du théoréme de
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Littlewood [Lit14] dans les corps de fonctions puisque Z o (Tym,N) < Z (T + 1,m,N)
=1

pour tous les nombres entiers positifs suffisamment gmnds X.
En outre, nous choisissons ay = T + 1, ay = T et a3 = 2 dans (F3[T]/(m))™.

déduisons alors du tableau 4 que Oy.0, 0, = 1 MAIS Oppiay 00,05 = 0.

Nous

Exemple 3.8.6. Soit m = (T + 1)* € F3[T]. Il est clair que ¢(m) = 6 et (F
est cyclique. En utilisant le fait que T est un générateur de (F3[T]/(m))™,

5[T]/(m))”
nous obtenons

facilement le tableau suivant :

1] 2 T T+1 2T 2T + 2
Xol|1l] 1 1 1 1 1
1+v3i | =143 | —1—/3i 1—3i
ACHET 1+2\/§ 1 2\/5 1 2\/5 1 2\/5
—14+3i | =1—v/3i | —14+v3i | —1—/3i
xe | 1] 1 2 2 2 2
xs|1]—1 —1 1 1 -1
X4 1 1 7172\/51 7145\/51 7172\/51 flzx/gz
1121 1—V3i | —1—v3i | —=1+3i | 14+/3i
X5 2 2 2 2

Tableau 5. Table de caractéres de (F3[T]/(m))”™.

E(U7X2) = E(U7X4> =1- u,
L(uyxs) =1 et L(u,xs) = 1 — (V/3i)u. Ainsi, le seul zéro inversé de toutes les fonctions L

V3e's.

Par conséquent, nous avons L(u,x1) = 1 + (v/3i)u,

ci-dessus dont le module est \/3 et dont Uargument est compris entre 0 et 7 est 5 =
D’ou (LI %) est fausse.
Soit a € F3[T] tel que (a,m) = 1. Grace a la formule (2.3.1), nous avons pour tout X € N*

i)+t

En utilisant cette derniére formule, un simple calcul nous permet de vérifier que pour tout

X € N* nous avons Sp,q(X

Fua(X) = —Con (@)B,(X) — 2R (x5<a>

) = Smia(X +4). Nous obtenons par la suite le tableau suivant :

X mod 4 | Sp1(X) | Smr(X) | Smra2(X) | Smar1(X)
1 -3 V3 V3/2 —V/3/2
2 0 3 —3/2 3/2
3 0 0 —3v/3/2 3v/3/2
4 -3 0 —3/2 3/2

Tableau 6. Les valeurs de S,,.,(X) pour a € {1,7,7 + 2,27 + 1}.

Nous avons donc

Oms12741 = 0.
Cependant,
(F3[T]/(m))”* et ay est un non-résidu quadratique dans (F3[T]/(m))™ alors m.aya = 0. En

nous ne pouvons pas affirmer que si ay est un résidu quadratique dans
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effet, nous avons :
1
OmiT2,2T4+1 = T

Mais dp.ri220r+17 = 0. Dans ce cas, nous pouvons toujours trouver (a1, az, ag, a4, as) € As(m)

tel que dimyay a5,a3.a1,05 = 0-

Remarque 3.8.7. Soit m = (T + 1)? € F3[T] et (a,m) = 1. Nous définissons pour tout
entier N € N*, la quantité suivante :
N
Wm;a(N) - = W (gb(m)’ﬁq(a?maN) - WQ(N)) :

Cha a établi pour tout entier N € N* la formule suivante :

Wina(N) = =Bla,m,N) = 3~ x(a) Y- 0N 4 o(1). (3.8.3)

X7#X0 Tx

ol les 7y, sont les zéros inverses de module \/q de la fonction de Dirichlet L associée au

caractere x et
Ci(a) si N est pair,

Bla,m,N) = {

Soit 2 < r < ¢(m) un entier et (ai,az, ... a,) € A.(m). Il est clair que

0 sinon.

Winsar (N) > Winiay (N) > -+ > Wino, (N) <= mg(ar,m,N) > mg(az,m,N) > - -+ > wq(a,,m,N).
Nous noterons par 9, a1, L0 densité naturelle de [’ensemble

{N e N* tel que m,(a;,m,N) > m,(az,m,N) > --- > m,(a,,m,N)}.

Une vérification facile permet de montrer que la partie principale de Wi,.q,(N) est périodique

de période 4. Ceci nous permet d’établir le tableau suivant :

N mod 4 | Wyt (N) (mod 0(1)) [ Wy (N) (mod o(1)) | Wyars1 (N) (mod o(1))
1 0 V3 —/3

2 1 2 2
3 0 —V3 V3
4 -3 0 0

Tableau 7. Approximation des valeurs de W,,.,(/N) (modulo o(1)) pour a € {1,T,27T + 1}.

. ’ 1 .. .
Nous constatons que bien que om;1.2r+1 = 0 nous avons o,,.1 9p,1 = 3. Mais il est possible de
oy 7 ! /
trouver des densités o,,, . =0. En effet, 0,1 or417 = 0.

Exemple 3.8.8. Soit m = T(T +1) € F3[T]. Le groupe (F3[T]/mF3[T])* n’est pas cyclique.

Afin de déterminer les caractéres de Dirichlet modulo m, nous utilisons le fait que la fonction

foo (Bs[T]/(m))" — (F[T]/(T))" x (Bs[T]/(T +1))"
a > (a mod Tyamod T+ 1)
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est un isomorphisme.

Ceci nous permet de trouver facilement le tableau suivant :

1] 2 [T+2[2T +1
ol l1[ 1] 1 1
i1 —1] 1 1
Yo 1] -1 —1 1
a1 1| —1 1

Tableau 8. Table des caracteres de Dirichlet modulo m.

Nous déduisons alors que L(u,x1) = 1 4+ u et L(u,x2) = L(u,x3) = 1 —u. Donc les
fonctions L associées aux x1, X2 et x3 n'admettent pas de zéro inversé de module \/3. Ainsi,
pour a € Fs[T] premier avec m, on a Sp.qo(X) = —Cy(a)By(X). Il est donc clair que pour

tout X € N* nous avons Sp.qa(X) = Spm.a(X+2). Nous obtenons facilement le tableau suivant

X mod 2 | Sp1(X) | Sima(X) | Siri2(X) | Smari1(X)
1 —3v3/2| V3/2 V3/2 V/3/2
2 —9/2 3/2 3/2 3/2

Tableau 9. Les valeurs de S,,.,(X) pour a € {1,2,T + 2,27 + 1}.

Alors si a est un non-résidu quadratiqgue modulo m on a :
5m;1,a = 0.

Remarque 3.8.9. Pour les polynomes (T + 1)(T + 2) € F3[T] et T(T + 2) € F3[T], nous
pouvons construire facilement des densités nulles.

Exemple 3.8.10. Soit m = T(T + 1)(T + 2) € F3[T]. Nous donnons ci-dessous le tableau
de tous les caracteres de Dirichlet non-principauz modulo m :

1] 2 [T?4+1|T?P+T+2[T?+2T +2[2T*+2 2T+ T+ 1[2T* + 2T + 1
xi|1]—-1] —1 1 -1 1 1 —1
o | 1] 1 1 —1 —1 1 —1 —1
s | 1] —1] —1 —1 1 1 —1 1
Ya|1l]—1 1 —1 -1 -1 1 1
s | 1] 1 —1 1 —1 —1 —1 1
Yo | 1]—1 1 1 1 —1 —1 —1
xr 1] 1 —1 —1 1 —1 1 —1

Tableau 10. Table des caracteres de Dirichlet non-principaux modulo m.

Nous déduisons directement que pour tous les 1 < i # 6 < 7 on a L(u,x;) =1 —u
et L(u,xg) = 1+ 3u?
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fonctions L ci-dessus dont le module est \/3 et dont Uargument est compris entre 0 et
est \/3¢'2, ainsi (LI %) est fausse. Par conséquent, en utilisant la formule (2.3.1), nous

obtenons le tableau suivant :

X mod 4 | Sy (X) | Sir241(X) | Ssore42(X)
1 —4+/3 0 V3
2 -9 3 0
3 —3v/3 V3 0
4 —12 0 3

Tableau 11. Les valeurs de S,,.,(X) pour a € {1,7? + 1,277 + 2}.

Donc
5m;1,T2+1 = Om;1,27242 — 0.

En utilisant encore une fois la formule (2.3.1), nous obtenons les tableaux suivants :

X mod 4 | Spna(X) | Smrzor42(X) | Smrzqorie(X)
1 V3 0 0
2 0 3 3
3 0 V3 V3
4 3 0 0

Tableau 12. Les valeurs de S,,..(X) pour a € {2, 7%+ T +2,T? + 2T + 2}.

X mod 4| Sporeiri1(X) | Smarziori(X)
1 V3 V3
2 0 0
3 0 0
4 3 3

Tableau 13. Les valeurs de S,,..(X) pour a € {27 + T +1,27% + 2T + 1}.

Dans ce cas nous déduisons facilement des tableaux 11, 12 et 13 que si a est un non-résidu

quadratique modulo m alors

Omia = 0.
Remarque 3.8.11. Pour m =T(T +1)(T' +2) € F3[T], l'unique résidu quadratique modulo
m est 1. Dans ce cas, Cp(1) = 7, alors que Cy(a) = —1 quand a est un non-résidu

quadratique modulo m. Or on a seulement deux zéros inversés de module /3, ce qui explique

le dernier résultat qui affirme que 0,14 = 0.
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Chapitre 4

Biais extréme dans les courses a r
compétiteurs lorsque r — +00 quand
im| — 400

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux courses de polynémes irréductibles unitaires
dans F,[T] lorsque le nombre de compétiteurs r tend vers U'infini quand le degré de m tend
vers 'infini.

Dans ce contexte, il s’agit de généraliser les travaux de Lamzouri [Lam12].

Nous nous posons alors les questions suivantes :
e Est-ce que A.(m) — 0 lorsque r — 400 et M = deg(m) — +o0?

e Quel est 'ordre de grandeur des densités d,,.4,,... 4, quand le nombre de compétiteurs

.....

r tend vers +o0 et deg(m) tend vers +oo 7
Nous allons répondre partiellement a ces questions dans la section 4.1.

Pour conclure, nous évoquerons quelques perspectives relatives a cette these.

4.1. Résultats concernant les courses des polynomes
irréductibles unitaires lorsque r — +o00 quand
lm| — 400

4.1.1. Enoncé des résultats

Afin de donner une réponse a ces questions. Nous chercherons des résultats analogues a
ceux de Lamzouri [Lam12] dans le cas des corps de fonctions. Ceci nous améne a prouver

le théoréme suivant :



Théoréme 4.1.1. Supposons que (LI %) est vraie. Soit m € M, de degré assez grand.
Alors pour tout entier r tel que 2 < r < ,/log, |m| on a

1 2
6m'a1 @ 1+ 0] 77“
R rl log, [m]|

uniformément pour tout r-uplet (ay,...,a,) € A.(m).
Une conséquence directe de ce théoreme est que dans la région r = o (,/logq |m|) ou
deg(m) — 400 on a

lim ma; Om: ——| — 0.
deg(m)—+o0 (al,,,,,a,«)GXAr(m) ‘ AL r!
On constate alors que dans cette région, la course {m;ay,...,a,} a tendance a devenir non
biaisée quand deg(m) — 400 (ce qui est également le cas quand le nombre de compétiteurs
r est fixé).
En plus, si ¢ est une petite constante bien choisie et 1 < ¢p4/log, |m| alors on obtient:
1
5m;a1,...7aT = 7'7
7!
uniformément sur tous les r-uplets (ay,...,a,) € A.(m).
s A .. o log,, |m|
Dans le théoréme qui suit, nous montrons que dans la région 4 /log, [m| < r < (1 — e)bglo"m,

les densités d.q,,...4, ONt & peu pres la méme décroissance asymptotique.

Théoréme 4.1.2. Supposons que (LI %) est vraie. Pour tout € > 0, si deg(m) est assez
grand et que v est un entier tel que \/log, |m| < r < (1 — e)logqilm| alors

loglog, |m|’

2
5m;a1,...,aT = €Xp <—7“10g7“ +r+0 <10g7‘ + T)) ,

log, |m|

uniformément pour tout r-uplets (ay,...,a,) € A.(m).

log, [m|

Il est alors aussi intéressant de trouver un résultat dans la région (1 — €)= < < ¢(m).
q

En utilisant le théoreme précédent, nous trouvons une borne de l'ordre de grandeur de

ces densités dans la région (1 — €) g, Iml - o < ¢(m). Ce résultat est illustré dans le

log log,, |m|
théoreme suivant :

Théoréme 4.1.3. Supposons que (LI %) est vraie. Pour tout € > 0, si deg(m) est assez

grand et que r est un entier tel que (1 — 6/4)% <L r < ¢(m), alors
q
J < !
max mM;al,...,ar € .
(a1,...,ar)€Ar(m) ! exp ((1 — 6) 1qu |m|>
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4.1.2. Transformée de Fourier de .4, . q,

On rappelle la formule explicite de la transformée de Fourier de fiy.q,, . 4, Obtenu par

Cha. Sous (LI %) on a
) : (4.1.1)

ﬂm;al,.“,aqn(t) = Bm;al,...,a,«(t) H H JO (

x mod m F(yy)>0
XFX0

r

> x(ayt;

Jj=1

27y

N~

ou
i": Z/ 2)*"
n=0

est la fonction de Bessel d’ordre 0, et

1 ] q ' ) T
Bnsar,.ar () = 3 leXP (Zq{ m( ')tj) + exp (qu : m(aj)tj>] :
j=1 j=1

Grace a cette formule, dans la région [|t|| < N,-1/27°() nous montrons que la transfor-

mée de Fourier fip.q,, . .q. €st trés proche d'une gaussienne multivariée dont la matrice de

covariance est C'oUp.q,.....a,

Proposition 4.1.4. Soit m € M, de degré assez grand et 2 <r < % un entier. Soit
q
(a1,....a,) € A(m), alors dans la région ||t|| < N,,'/*(log, |m|)* on a
1 d(m)(log, |m|)3
fimsay...an (b1, - o t) = €xp (—2tTCovm;a1,“_7art> (1 + O ( (m)( |gq‘\ ) )) )
m

DEMONSTRATION. La formule explicite (4.1.1) implique que

log ,am;al,...,aT (tlv v 7t7’) = Z Z IOg JO (

x#XO S(x)>0
X O

), >+o (ntu z |om<aj>r) |

En combinant le Lemme 3.2.3 avec I'estimation ¢(m) > |m|/loglog, |m/| (voir (2.2.5)), on

Tx —

déduit que le terme d’erreur ci-dessus est < |m|~*/2d(m)(log, |m|)®. On remarque également

que si deg(m) est assez grand alors

<Vrftl < 1.

éx(aj)fj

’Vx_l
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Ainsi, en utilisant le fait log Jo(z) = —22/4 + O(z4) pour |z| < 1 on obtient :

2

IOg ﬂm;al,..-,ar (t17 R r Z Z

ZXG’J
7j=1

X#x0  S(x)>0 %<
x mod m
| dm) o, ml)?
+0 Z Z = 1 Zx(aj)tj +
Xxo S(0)>0 VX =1 m|
x mod m
i 4
Or d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz on sait que | > x(a;)t;| < r?[|t||* donc
j=1

log /lm;ah,, .a (tla cee 7 Z Z

x#x0  S(vx)>0
x mod m

ZXCLJ
j=

fo

i . d(m)(log, |m])”

+O |72 Y. >

X#Exo S(ry)>01 7 Im|
x mod m
2
Puisque > % < N,,, alors
X

x#Xxo0  S(vx)>0
x mod m

LD SN

X#X0  S(7x)>0
x mod m

> r2(log, Im|)” _ d(m)(log, |m]|)?
= ¢(m) < Im| '

’Vx_l

Il Sensuit que le terme d’erreur dans lestimation (4.1.2) est < |m|~"/2d(m)(log, |m])?.
D’autre part, en utilisant les Lemmes 3.1.1 et 3.2.3, on déduit que le terme principal de

la partie droite de (4.1.2) est égal a

1 .
-y ] S @i = - 5 (ot G+ O
XEx0  S(rx)>0 11X 1< k<r 1< k<r
x mod m
1
- —itTCovm;aL.,_,aTt + O (d(m)?r[t]?)
1 d(m)(log. |m|)3
= ——t"CoVyeay...art + O (m)(log, [m}) ,
2 m|

la Proposition 4.1.4 en découle.
O

. 7 7 . . A 7 . 71 2
Ensuite, nous démontrerons la décroissance rapide de fiy.q,. . (t) dans la région ||t|| > N, 1/2.
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Proposition 4.1.5. [l existe une constante ¢; > 0 tel que, si deg(m) = M est assez grand

et 2 <r < M, alors on obtient uniformément sur tout (ay,...,a,) € A.(m) que
_o(m .
esp (-2 og ) st o) > 4ya
¢(m)

| imsarar (t1, - tr)| < Qexp | — si M2 < ||t]] < 4/4,

o(m)M . _
exp | — (4) 117 si ||t|] < M2

DEMONSTRATION. On suppose que [[t]| > 4,/q.
En utilisant le méme raisonnement que dans la démonstration de la Proposition 3.3.4, on

trouve facilement 1'inégalité suivante :

|MWMWHW<m@mM¢(—m
M

Avec un choix adéquat de ¢; on a pour M assez grand —-1> Donc

’16 32r-

4@%@)

limsar,.ar (E1s - -5t )| <
o v )] < o ( 5

On suppose que M~ < [|t]| < 4,/q.

On reprend la démonstration de la Proposition 3.3.4, avec en particulier ¢ = M~2. On
2)

¢(m)M

obtient alors de la méme maniere que dans (3.3.7) que

) -1
|,um;a1,...7ar (tl’ U ,tr>’ = O <4M4 Z Z

XEVim,a(t) S(7x)>0

’Yx 1

or on a déja prouvé dans (3.3.9) que pour M assez grand

> 2

XEVim,a(t) S(7x)>0

2

S olm)M
- 8r

+ 0 (¢(m)log M) >

Y 1

Ainsi

—d)(m))’

|fimsar,..an (t1, - <5t SeXp<647“M3

Or on sait que 2 < r < ;M < M? donc

A —6(m)
|:um;a1,...,a7- (tl’ T ’tr)l < exp ( 64N> )

On suppose que ||t]] < M2
Soit x un caractere de Dirichlet non principal modulo m. Si deg(m) = M est assez grand

alors

il < VTt < 1.
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En combinant le fait que |Jo(z)| < exp (—z?%/4) pour |z| < 1 avec (4.1.1), on trouve

2

|,am;a1,...,aT (tly s 7t1")‘ S exp | — Z Z

X#xo S(n)>017
x mod m

Zxaz ;

D’une part, on sait que

Z Z X a’L i Z Z il Z X Clk CLJ tkt
X7#X0  S(7x)>0 7 XAX0 S(y)>0 | Tx 1<k,j<r
x mod m Xmodm (413)
||tH2+ > Bulara)tt;.
1<k<j<r

D’autre part, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

., 2
S ] < (Z |t,.|> < 1l (4.1.4)
=1

1<k<j<r

En combinant le Lemme 3.2.3, le Corollaire 3.2.10, (4.1.3), (4.1.4) on obtient

> oy = gl (140 (7B

x#xa S(vx)>0 ’YX
x mod m
(4.1.5)
Donc avec un choix adéquat de ¢; > 0 tel que r < ¢ M, on déduit que
2 2
d ¢(m)M
> X T |2t = =l (4.1.6)
x#xo S(r)>017 =1
x mod m
D’ou (m)
R o(m)M
ot )] < e (=X )
O

4.1.3. Comportement asymptotique des densités 0,,., . 4,

Dans ce qui suit, nous démontrerons les Théoremes 4.1.1,4.1.2, 4.1.3.

Nous commencerons par prouver le Théoreme 4.1.1. Pour ce faire, on passe par les étapes
suivantes:

e Découper l'intégrale en deux

5m;a1,...,ar = t1> >t d,um;al,...,ar (th s 7t7") + 1> >, dum;al,...,ar (tla s 7tr)-
lyloo <R Yoo >R

e Appliquer la formule d’inversion de Fourier sur la mesure fiy.q, .. q,
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e Btudier la transformée de Fourier fi,.q,. . a,-

e Prouver la décroissance rapide de fi.qa,. q, () dans la région |[t]| > N 2/2.

e Démontrer que dans la région |[t|| < N Y/2+MW f . (ti,...t,) est trés proche de
la transformée de Fourier d’'une gaussienne multivariée dont la matrice de covariance
est Covpqy.....an-

Dans ce qui suit on utilisera la matrice C de taille r X r qui est symétrique et dont les entrées
sont :
1 sij=k,
Cik = By, (aj,ax)

N, sinon j # k.

Remarque 4.1.6. D’aprés le Lemme 3.2.3 et le Corollaire 3.2.10, si 1 < j # k < r alors

On désignera également par M., (¢) 'ensemble des matrices symétriques de taille r x r
dont les termes diagonaux valent 1 et les termes non diagonaux sont majorées en valeur

absolue par €.

Avant de démontrer les Théoremes 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3, on rappelle les lemmes suivants
utilisés dans [Lam12] :
Lemme 4.1.7. [Lam12, Lemme 4.1]. Si e < 1/(2r) alors pour tout A € M.,(€) on a
det(A) =1+ O(e*r?).

Lemme 4.1.8. [Lam12, Lemme 4.2]. Sie < 1/(2r) alors pour tout A € M,(¢) on a
14+ O(e?r?)  sij=k,
O(e) sij # k.

Lemme 4.1.9. [Lam12, Lemme 4.3]. Soit r > 2 un entier strictement positif, R > 10/r
est un nombre réel et x € R". Sie < 1/(2r) alors pour tout A € M,(¢) on a

1 (R
- - T At )
(2m)772 det(A) eXp( gt AT

ofal1))

CNij —

| 1
IHI<R 2
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Pour simplifier, on utilise respectivement les notations o, et p,, pour désigner d,,.4,. .. q,

et Umias,....ar-

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.1. Soit R = 9v/Ny, log, [m|. Il est clair que

5m:/ dm 7-.-7r:/ dm 7~--7T+ dm sy Yr).
Y1>Y2 > S>Yr ’u (yl y ) y1>‘yy|ij§§yr /’l’ (yl y ) y1>|;;‘io>>}2>y7‘ lu (yl y )

Or, en combinant le Lemme 3.3.9 avec (3.1.3) et pour deg(m) assez grand on a

R2
Mmsay,....ar | T |co >R S 2r exp (— )
(I ) 32¢(m) log, |m|

81
< 2,flog, ] exp (2 (log, [m)?).

Donc

(5m:/ dfim ,...,T:/ i (Y1, ., yr) + O ~9(1 2))
Y1 >y > S>Yp M (yl y ) y1>|yy|2:é'R>yT ’u (yl y ) (eXp ( ( qu |m|) ))
(4.1.7)

Ensuite, on applique la formule d’inversion de Fourier a la mesure p, pour obtenir

/y1>y2>"'>yr dﬂm(yla A 7y’f‘) - (27T)_T /y1>y2>...>yr / 6i(81y1+m+5ry7‘)ﬂm(817 ctty ST)dey‘

Yl <R yloe<h VSR
uisqu ransformé urier fi,,(s1,...,8 écrolt rapidement, on déduit qu rin-
Puisque la transformée de Fourier fi,,(s1,...,s,) décroit rapidement, on déduit que la
cipale contribution a l'intégrale sur e e (1 (S1,...,S rovient d’une petite
1 tribut l'intégral R" de eiswittsryr) (g0 0 . s, td’ tit

boule centrée en 0. En effet, on déduit de la Proposition 4.1.5 que

/ ety (s s,)ds :/ el tseyn) (1. s, )ds
s€ER” lIsll<e
+ 0 (exp (—2M2)> ,
olt € = 9(N,,,)"/?log, |m|.
Comme R = 9v/N,, log, |m/|, alors d’apres le Lemme 3.2.3 on a R < 18, /¢(m) log, |m|log, [m/],
or ¢(m) = |m|*°M) d’ott R" < exp(rlog|m|) donc
O = (2m)7" A1>|3”2>;'R>yr /|s||<5 et ot (s L s, )dsdy + O (exp (—(logq |m|)2)) :
Yloo> -
(4.1.8)

On effectue maintenant les changements de variables suivants :

tj =/ Nys; et o = Yi , pour tout 1 < 5 <.

VNn

On a alors :

_ ; Z51 tr
5m :(271-) " /xl To>>T / ez(t1x1+~~~+trxr,-) [Im ( Yo ) dtdx
e ey it <910, Imi VN VN (4.1.9)
+0 (exp (—(logq |m|)2>> :
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On remplace fi,, ( \/ivlf’ o \/’}VT—) par son approximation dans la Proposition 4.1.4, ce qui

implique que

: 1 d(m)(log, |m|)?
O = (2m)7" /x oo / ezt ttezr) oy <—tTCt> 14+0 d dtdzx.
(2) (2 S tog, (m| * <9 10g, m] 2 N

(4.1.10)

On sait que

tT'Ct = Z Z Cirtity = ZtQ + Y Citjty.

j=1k=1 1<j#k<r

Or Cj, = B mg\‘;;’a’“) <L 2 ; pour j # k, alors d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

log, [m

r
2

1
St y S — S
q|m| ( ! \/Iqu Im| j=1 ’

Donc il existe une constante strictement positive ¢; telle que

1
et> [1-—2— |y 72 £ (4.1.11)
V9og, Iml| ) i= 2.3

En combinant (4.1.10), t7Ct > 0 et d(m) = |m[°"), on obtient

, 1
5m _ 27_[_ —_r /m N . / el(t1xl+~-+t'rwr) eXp (_tTct> dtdx _'_ ET, 4112
( ) 1>L > >Tp I£1<9 log, |m| 2 ( )

|x|oo§910gq [m|

Y. Cititi| <

1<j#k<r

ou
Er « |m|_1/3(10g Im|)”" < |m|_1/4.

De plus, en appliquant le Lemme 4.1.9 on déduit que

1 1 _ _
o = @ den(C) /| exp (=5e1C ) do+0 (jm| ). (4.1.13)

z|oo <3 log, |m|

D’apres la Remarque 4.1.6, on a Cj;, < pour j # k, alors il existe une constante

log, Iml

absolue ag > 0 telle que C € M,.(() avec § = log R
Lemme 4.1.8, on obtient en utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwarz I’égalité suivante :

Par conséquent, en faisant appel au

2

2
1 '8
2'C 1y = (1—1—0()) T + 0 ||
oz, 7)) 225+ O | Tog, oy (221

-(1+0 <1ogq|m|>> I

Ainsi on déduit ’encadrement de — ITC Ly

1 o 2 I 7, 2
B (S VI L <—ZgTc e < —=(1— 4.1.14
2( - ,m‘)u < —goeta < 5 (1= o2 Lol (11.14)

—_
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pour une certaine constante absolue a; > 0. Ceci implique

1 1
/x1>x2>,,,>xr exp (—QxTC_1x> dr < exp (—4||x||2> dr < exp (—(logq |m|)2) :

2[00 >9 log,, [m] [£]o0>9 log,, |m]

En insérant cette estimation dans (4.1.13) et en utilisant le Lemme 4.1.7 on obtient

r’ 1 L raa —1/4
Om = (1 +0 ((logq |m|)2>> (2m)r/2 ‘/5[31>x2>~.>xr exp <—2x C x) dx + O (|m| ) :
(4.1.15)

Soit k un nombre réel tel que |k| < 10§1\Tm\~ Puisque la fonction ||z||* est symétrique par
q
rapport aux variables {z;}1<;<, on obtient

1 1 1 1
- 1 2>d :7/ <_1 2)d
(27)7/2 Juysay>esa, exp ( 2( + 5|z x (2m)r Jar exp 2( + k)| z|| T

— :' <\/12_7r /O:O exp <—;(1 + /f)yQ) dy)r

N S S o S
Sl K)o P log,|m|) )"

(11.16)
Ainsi, en combinant les estimations (4.1.14), (4.1.15) et (4.1.16) on déduit le Théoreme
4.1.1. U

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.2. On choisit R = 25\/N,,rlogr. En utilisant le

Lemme 3.3.9, on trouve

O = / Apirn (Y1 -5 Yr) = /yl>y2>-~->yr At (Y1, -, yr) + O (exp (—8rlogr)) .
Y1>Y2>>Yr

‘yloogR
(4.1.17)
En appliquant la formule d’inversion de Fourier a la mesure p,,, on obtient

A1>yz>~~>yr dppm (Y1, -+, yr) = (2m)7" /ﬁ>y2>..‘>yT / . ei(81y1+"'+s’"y7')ﬂm(81, ey Sp)dsdy.
lylo<R lylw<R~ 7°C
En utilisant la Proposition 4.1.5, on a
/ ei(51y1+”'+3ryr)ﬂm<81’ ., s)ds :/ ei(31y1+’“+sryr)ﬂm(sl, cey S )ds
se€R” llsll<e
+ O (exp (—8rlogr)),

ot € = 9(N,,,)"2log, |m|. En effectuant les changements de variables t; := /N,,,s; et x; :=
q J j j

\/‘%—, pour tout 1 < 7 < r, on obtient 'estimation suivante :

_ ; t t
5m —(27)"" /x S / i(tiz1+-+trzr) Am < e r > dtdx
) arsss e Jj<otog, ml VNm' /Ny (4.1.18)
+ O (exp (—4rlogr)) .
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Ainsi, on déduit de la Proposition 4.1.4 que

. 1
Oom = (2m)7" /x1>m2>,_,>x. / eiltimtttrar) oy, (—tTCt> dtdz + J, (4.1.19)
— J||t|<9log, |m| 2

|00 <25+/r log T
ol
d(m)(log, |m|)? 1
J < ( )( gq ’ D (27T)_T /x1>$2>...>x7, dx/ exp <_tTCt) dt + exp <—4T log T) .
|m| o <25 rogr  * IHI<9log, Iml 2
(4.1.20)
D’apres la formule de Stirling, on a :—7; ~ % donc
1 504/7 log )" rlogr
/x1>$2>-~~>:vr dr = — dx = ('g) = exp _ITo8T O(rloglogr) | .
|00 <25+/r Tog 7 T J]z|0e<25y/rlog T r! 2

En outre, d’apres (4.1.11) on a
1 1 1 l1£12 1

e —tTCt) dt < / exp | ———— | dt = :

(2m)r /||t|§9logq Im| Xp( 2 — (27)" Jierr Xp( 4 7r/2

Par conséquent, en insérant ces estimations dans (4.1.20) et en utilisant la borne d(m) =
exp (O(logq |m|/ loglog, |m|)) ( [Afs20, Proposition 3.1]) on obtient :

log, |m|

J < exp ( (log, |m| +rlogr) + O ( | + rloglogr)) + exp (—4rlogr),

1
2 log log, |m

log, |m|
oqum>‘

D’une maniere similaire a la démonstration du Théoreme 4.1.1, on trouve de maniere ana-

car |m|~1/? = exp(—"5") < exp(—

logue a (4.1.15) I'équation suivante :

r? 1 1+,
om=|1+0 ( exp (—21’ C a:) dx + K, (4.1.21)

log, |m|)? ) ) (21)7/% Jer>as>->a,
ol
1 log, |m|
K < exp|—=(log, |m|+rlogr)+ O | ————— +rloglogr | | + exp (—4rlogr).
20 71 loglog,, |m|

De plus, en utilisant la formule de Stirling, il découle de (4.1.14) et (4.1.16) que

1 1 1 r?
b _aTC ! ) dr = —exp [ O
(271')”2 xT1>x2> >y P ( 2I * ‘ T! P ( (10gq |m|>>

2
= exp (—rlogr—l—r+0<logr—|— 4 ))

log, |m|

En insérant cette estimation dans (4.1.21), on compléte la preuve du Théoreme 4.1.2.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1.3. On rappelle que si (LI %) est vérifiée alors la den-

sité de I’ensemble des entiers strictement positifs X tels que

X X
Z mg(a;,m,N) = mg(ar,m,N),
N=1 N=1

est égale a 0si 1 <j+#k <r. Donc

6m§a17~~:ar—l = 5m§ar7a17~--aa'r—1 + 5m§a17ar7~~-7a'r—1 _'_ U + 5m;a1""7a1"—17a’7"

Si 2 <s <r <¢(m)sont des entiers strictement positifs alors

max 5m'a a < max 5m b 4122
(a1,mar)eAnm) T () EA ) (4.1.22)

On prend s = [(1 — €/4) log, |m|/loglog, |m|]. D’apres le Théoreme 4.1.2, on a

5 ( logs+ s+ 0 (1 Lo )) < !
max mibr,...bs = €Xp | —slogs + s 0gs+ —— . .
(b1,...,b5)EAs(m) ! logq ’m‘ exp ((1 - 6) lqu ’mD

En combinant la derniere inégalité avec (4.1.22), le Théoreme 4.1.3 est démontré. U

4.2. Perspectives

Comme perspectives de cette theése, on pourrait explorer les pistes de réflexion suivantes:

e [l serait intéressant de trouver une famille infinie F de polyndémes tels que pour tout
m € F il existe (a,b) € As(m) vérifiant 0,4 = O.

e Il serait pertinent de trouver un polynéme m € M, et (a,b) € Az(m) vérifiant

6,/n;a7b =0, ou 6;,“&71, est la densité naturelle de ’ensemble

{N e N": m,(a;m,N) > m,(b;m,N)}.

e Soient a et b deux polynémes distincts dans F,[7]. Peut-on trouver une famille

infinie 7 de polynomes unitaires tel que pour tout m € F on a 0,05 =0 7
e [l serait pertinent de démontrer la Conjecture 1.3.2 dans le cas des corps de fonctions.

e Peut-on trouver une hypothese plus faible que (LI¥%) de telle sorte que les résultats

présentés dans le Chapitre 3 demeurent valables 7
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