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Résumé

Les travaux présentés dans cette thèse portent sur la stabilisation d’une classe d’équations aux
dérivées partielles non linéaires. Il s’agit d’un modèle discrétisé de l’équation de Vlasov-Poisson
décrivant l’évolution spatio- temporelle, dans un plasma, d’une fonction de distribution de
particules chargées. Dans une première étape, nous avons abordé la stabilisation des systèmes
dynamiques en temps fixe (i.e. la stabilisation en temps fini avec un temps d’établissement
uniformément borné). Des critères relaxant des résultats existants dans la littérature ont été
établis. En effet, nous avons montré que, pour un système dynamique, la combinaison de la
stabilité lente (au sens polynomiale) et de la stabilité rapide (au sens temps fini) conduit à
une stabilité en temps fixe. Diverses applications sur le système de Vlasov-Poisson discrétisé
concernent aussi le système double intégrateur avec observateur et les systèmes bilinéaires de
dimension infinie où pour chacun de ces systèmes, le retour stabilisant et /ou les observateurs
en temps fixe sont construits et testés numériquement. Dans une seconde étape, nous nous
sommes intéressés à la stabilisation en temps petit des systèmes dynamiques variants dans
le temps. En fait, la notion de temps petit est couramment utilisée dans la théorie de la
commandabilité. Pour la stabilisation, ce temps petit est situé entre le temps fini et le temps
fixe. Nous avons élaboré des résultats théoriques basés sur la méthode énergétique garantissant
la convergence de la solution, vers zéro, en temps petit. Cela est obtenu moyennant une
excitation temporelle d’une fonction positive non intégrable au sens de Lebesgue. Puis,
nous avons appliqué nos résultats sur des exemples modèles comme l’équation de transport
avec contrôle frontière, l’équation d’onde soumis à un contrôle frontière du type Wentzell.
Également, pour les systèmes bilinéaires en dimension finie et infinie qui sont, en outre, des
modèles types de Vlasov-Poisson discrétisé. Pour chaque système, nous avons élaboré son
retour d’état dont la construction est basée sur l’intégration des excitations temporelles et
uniformes.

Mots-clés : Systèmes bilinéaires, discrétisation, Vlasov-Poisson, retour d’état homo-
gène, stabilité en temps petit, stabilité en temps fixe.
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Abstract

The work presented in this thesis concerns the stabilization of a class of nonlinear partial
differential equations. It is a discretized model of the Vlasov-Poisson equation describing the
spatial and temporal evolution, in a plasma, of a distribution function of charged particles.
In a first step, we addressed the stabilization of the dynamical systems in fixed time (i.e.
stabilization in finite time with a uniformly bounded). Criteria relaxing existing results in the
literature have been established. Indeed, we have shown that, for a dynamical system, the
combination of slow stability (in the polynomial sense) and fast stability (in the finite time
sense) leads to a stability in fixed time. Various applications on the discretized Vlasov-Poisson
system also concern the double integrator system with observer and the bilinear systems in
infinite dimension where for each of these systems, the stabilizing feedback and/or observers
in fixed time are constructed and numerically tested. In a second step, we are interested in
the small time stabilization of time varying dynamical systems. In fact, the notion of small
time is commonly used in theory of controllability. For stabilization, this small time is located
between finite time and the fixed time. We have developed theoretical results based on the
energy method guaranteeing the disappearance of the solution in small time. This is obtained
by means of a time excitation of a positive function not integrable in the sense of Lebesgue.
Then, we have applied our results on model examples such as the transport equation with
boundary control, the wave equation subject to a boundary control of the Wentzell type. Also,
for finite and infinite dimensional bilinear systems which are, in addition, typical discretized
Vlasov-Poisson models. For each system, we have elaborated its feedback whose construction
is based on the integration of temporal and uniform excitations.

Key-words : Bilinear systems, discretization, Vlasov-Poisson, homogeneous feedback,
small-time stability, fixed-time stability.
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Notations

Ω : espace des phases.
Ωx : espace des positions.
Ωv : espace des vitesses.
εij : la composante de ε.
X : un vecteur de coordonnées x et v.
h : le pas du maillage.
Mα,ζ : l’ensemble des matrices à α lignes et ζ colonnes.
∇u : gradient de u.
u ¨ v : le produit scalaire de u et v.
utr : transposé de u.
u1 : la dérivée ordinaire de u.
Btu : la dérivée de u par rapport à t.
g ˝ f : la composée de g par f.
J0 : matrice jacobienne.
detpJ0q : déterminant de J0.
N : le nombre global des noeuds de calcul.
NG : le nombre global des éléments de maillage.
L2pΩq “

 

u : Ω ÝÑ IR tel que
ş

Ω u
2 ă 8

(

.
HmpΩq “ tu P L2pΩq, Bαu P L2pΩq, 0 ď |α| ď m, α “ pα1, . . . , αnq P IN

nu , m P IN.
L2pΩq “ tu “ pu1, u2q, ui P L2pΩq, i “ 1, 2u .
HmpΩq “ tu “ pu1, u2q, ui P HmpΩq, i “ 1, 2u , m P IN.
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Introduction générale

Cette thèse aborde à la fois le problème de la stabilisation d’une classe de systèmes non li-
néaires de très grandes dimensions et, le développement d’algorithmes d’ordre réduit pour une
mise en œuvre facile sur des systèmes réels. En effet, une des motivations principales concerne
l’application de ces approches à l’équation de Vlasov-Poisson discrétisé. Cette dernière décrit
l’évolution de la fonction de distribution de particules chargées dans un plasma. A ce jour, la
majeure partie des travaux dans la littérature sur les équations de Vlasov-Poisson concerne
l’analyse et la synthèse de techniques de discrétisation de ces équations, mais très peu de résul-
tats existent sur la stabilisation de ces systèmes et encore moins sur le temps de convergence.
On montrera que l’approche utilisée s’applique également à d’autres types de systèmes non
linéaires.
Dans un premier temps, nous commençons par étudier la stabilisation des systèmes dyna-
miques en temps fixe (stabilisation en temps fixe veut dire ici stabilisation en temps fini avec
un temps d’établissement uniformément borné). Des conditions peu conservatrices, par rap-
port aux résultats existants dans la littérature, sont établies. En effet, nous montrons que
pour un système dynamique ; l’utilisation de la stabilité polynomiale (phase de la stabilité
lente) avec la stabilité en temps fini (i.e. phase de la stabilité rapide) conduit à une stabilité
en temps fixe. Les résultats obtenus ont été appliqués à des exemples académiques comme le
double intégrateur, utilisant un observateur, ou les systèmes bilinéaires écrits sous une forme
générale. En effet, nous montrons que le modèle de Vlasov-Poisson discrétisé peut être repré-
senté sous une forme bilinéaire. Les conditions nécessaires et suffisantes de commandabilité et
d’observabilité du système ainsi obtenu ont été établies. Nous avons ainsi développés des lois,
homogènes, stabilisant le modèle discrétisé en temps fixe. Plusieurs simulations numériques
montrent la faisabilité et la pertinence de l’approche proposée.
Nous montrons également qu’une deuxième approche utilisant des lois de commande in-
stationnaires permet la stabilisation en temps petit de l’équation de Vlasov-Poisson discrétisée.
Nous avons proposé des conditions suffisantes, basées sur des fonctions de Lyapunov particu-
lières, pour garantir cette stabilité en temps petit. En plus de l’équation de Vlasov-Poisson,
cette technique a été appliquée avec succès sur d’autres classes de systèmes dynamiques, voire
des EDP, tels que l’équation de transport, les équations d’onde avec la condition de Wentzell.
L’idée principale dans la construction des lois de commande stabilisantes en temps petit est
d’intégrer des fonctions temporelles avec des excitations persistantes. Afin de montrer la per-
tinence des résultats obtenus, plusieurs simulations numériques sont données prenant comme
modèle des exemples académiques.
Cette thèse est organisée comme suit : Après une introduction générale, le chapitre 1 est
consacré aux principaux outils mathématiques permettant de mieux suivre et comprendre
le contenu de cette thèse. Nous y rappelons les notions d’homogéniéité, de dilatation, de
commandabilité, d’observabilité et de stabilisation en temps petit et en temps fixe. Dans

1



le chapitre 2, on décrit le système de Vlasov-Poisson, les verrous scientifiques et l’état de
l’art sur la stabilisation. Le chapitre 3 a pour but le développement de lois de commande
pour la stabilisation en temps fixe du système Vlasov-Poisson de dimension finie. Nous avons,
dans un premier temps, donné les conditions de commandabilité et d’observabilité du modèle
discrétisé dans le plan de phase. Ensuite, en se basant sur la théorie d’homogénéité, nous avons
construit des lois de commande stabilisantes en temps fixe. Ces lois de commande sont validées
par plusieurs simulations numériques. Le chapitre 4 présente un simple critère de stabilité en
temps fixe des systèmes dynamiques autonomes. Comme première application, il s’agit de
résoudre le problème de la stabilité du système double intégrateur par des retours d’état
(continu et discontinu). La deuxième application est consacrée à la stabilisation en temps fixe
des systèmes bilinéaires de dimension infinie. Le chapitre 5 fait l’objet de la stabilisation en
temps petit des systèmes dynamiques variants dans le temps. Nous nous sommes intéressés
aux systèmes de dimension infinie tels que l’équation de transport, l’équation d’onde et les
systèmes bilinéaires. Tous nos résultats sont illustrés par des exemples académiques et des
simulations numériques. Pour finir, une conclusion et des perspectives sont présentées à la fin
du manuscrit.
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Chapitre 1

Généralités

Sommaire
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Outils d’analyse fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 Notion d’homogénéité et de dilatation . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.1 Dilatation en dimension finie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.2 Dilatation en dimension infinie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3.3 Opérateurs homogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.4 Normes canoniques homogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4 Commandabilité et stabilisation des systèmes linéaires . . . . . . 11
1.5 Rappels et définitions de l’observabilité des systèmes dynamiques 16

1.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous faisons un rappel de quelques outils mathématiques pour le lecteur
afin de lire ce manuscrit avec une certaine autonomie. On commence, dans la première partie,
par rappeler quelques résultats d’analyse fonctionnelle. La deuxième partie est consacrée à
introduire la notion d’homogénéité et de dilatation en dimension finie et infinie. Tandis que la
dernière partie est destinée à la notion de stabilisation des systèmes dynamiques. On présentera
les conditions de commandabilité par linéarisation et par l’approche de Lyapunov pour une
large classe de systèmes dynamiques même ceux variants dans le temps. Nous nous intéressons
en particulier à la stabilité et à la stabilisation par des lois de commande en temps petit ou
en temps fixe. Toutes ces notions vont être exploitées pour la stabilisation du modèle de
Vlasov-Poisson.

1.2 Outils d’analyse fonctionnelle
Soit H un espace de Hilbert, sur R, muni d’une norme, notée }.}. On note par xx, yy le produit
scalaire de deux éléments x et y de H.
Définition 1.1. [32] Un opérateur est la donnée d’une application

A : DpAq Ă H Ñ H
x ÞÝÑ Ax

3
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linéaire et continue où DpAq est le domaine de A définit par DpAq “ tx P H{Ax existeu.

Définition 1.2. [32] A est dit dissipatif si @x P DpAq, xAx, xy ď 0.

Définition 1.3. [32] Une famille pSptqqt, 0 ď t ď `8, d’opérateurs linéaires continus de H
dans H (i.e. pSptqqt P LpHq), est un semi-groupe si :

1. Sp0q “ I.
2. @t, s P r0,`8r: Spt` sq “ Sptq ˝ Spsq.

Si, de plus, @x P H, l’application t P r0,`8rÞÑ Sptqx P H est continue alors pSptqq est dit
semi-groupe fortement continu.

Définition 1.4. [32] Soit pSptqqt, 0 ď t ď `8, un semi-groupe fortement continu. On définit

DpAq “ tx P H, lim
tÑ0`

Sptqx´ x

t
existeu,

et
Apxq “ lim

tÑ0`
Sptqx´ x

t
, @x P DpAq.

pA,DpAqq est dit générateur infinitésimal de pSptqqt, @t P r0,`8r.

Définition 1.5. [32] pSptqqtě0 est dit un semi-groupe de contraction si

}Sptq} ď 1, @t P r0,`8r.

Définition 1.6. [32] Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur non borné de domaine
DpAq tel que

A : DpAq Ă H Ñ H.

1. A est dit monotonne si xAv, vy ě 0, v P DpAq.
2. A est dit maximal monotone si A est monotone et ImpA` Iq “ H 1 (i.e. @y P H, Dx P
DpAq : Ax` x “ y).

Proposition 1.7. [32] Soit A est un opérateur maximal monotone. Alors on a les propriétés
suivantes :

1. DpAq “ H (i.e. DpAq est dense).
2. A est un fermé.
3. @λ ą 0, pI ` λAq est bijectif de DpAq à valeurs dans H, pI ` λAq´1 est un opérateur

borné et }pI ` λAq´1}LpHq ď 1.

Définition 1.8. [32] Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et soit l’opérateur linéaire
A : H1 Ñ H2. Alors, l’adjoint de A, noté A˚, est un opérateur linéaire vérifiant

xAx, yy “ xx,A˚yy, @px, yq P H1 ˆH2.

De plus, on a
}A} “ }A˚},

et si A “ A˚, on dit que A est un opérateur auto-adjoint.
1. ImpAq est l’image de A

4
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Théorème 1.9. [32] Supposons que A : DpAq Ă H Ñ H est fermé et DpAq dense dans H.
Si A et A˚ sont tous les deux dissipatifs, alors pour chaque x0 P DpAq, il existe un unique
x P C0pr0,`8r;DpAqq X C1pr0,`8r;Hq tel que

"

9xptq “ Axptq, @t P r0,`8r,
xp0q “ x0.

De plus, nous avons }xptq} ď }x0}, @t P r0,`8r et } 9xptq} “ }Ax}H ď }Ax0}, @t P r0,`8r.
Le domaine DpAq est muni de la norme suivante

}y}DpAq :“ }y} ` }Ay}.

Définition 1.10. [99] Soit A un opérateur infinitésimal qui génère un C0 semi-groupe et
f P L1p0, T : Hq. Soit le problème de Cauchy

"

9uptq “ Au` fptq, @x P H,
up0q “ x.

(1.1)

Une solution mild de (1.1) est une fonction u continue satisfaisant

uptq “ Sptqx`

ż t

0
Spt´ sqfpsqds.

Théorème 1.11. [99] Soit
"

9xptq “ Ax` fpt, xq, @x P H,
xp0q “ x0.

(1.2)

Si

1. l’opérateur A génère un semi-groupe de contraction.

2. f est continue en temps localement lipschitzienne par rapport à x.

Alors le problème de Cauchy (1.2) admet une unique solution, mild maximale, définie sur
r0, tmaxr et x P Cpr0, tmaxr, Hq.

1.3 Notion d’homogénéité et de dilatation

L’homogénéité [107] est une propriété géométrique qui garantit certaines propriétés invariantes
de la solution. Elle a été définie et utilisée dans la théorie du contrôle pour spécifier le type
de stabilité pour un système dynamique. En effet, si le degré d’homogénéité est positif on
parle d’une stabilité polynômiale, si le degré d’homogénéité est nul, on parle dans ce cas d’une
stabilité exponentielle tandis que, si le degré d’homogénéité est négatif, alors on a une stabilité
en temps fini. Cette propriété fonctionne de manière invariante par rapport à une classe de
transformation appelée dilatation.
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1.3.1 Dilatation en dimension finie
Soit

f : Rn ÝÑ Rn,
x ÞÝÑ fpxq “ pf1pxq, f2pxq, ..., fnpxqq

tr,

une fonction supposée régulière.
Pour ε ą 0, on définit l’application dilatation par :

∆ε : Rn ÝÑ Rn,
x ÞÝÑ ∆εx “ pε

r1x1, ε
r2x2, ..., ε

rnxnq
tr,

où les ri ą 0, @i “ 1, n (les ri sont dits les poids de la dilatation ∆ε). L’application ∆ε est
une bijection différentiable de Rn sur lui même.
Lorsque les ri “ 1, @i “ 1, n, on parle alors d’une dilatation uniforme.
Définition 1.12. On dit que la composante fi : Rn ÝÑ R, de f , est homogène de degré d si

fip∆εxq “ εri`dfipxq, @x P Rn.

Dans ce cas, la fonction f est dite homogène de degré d si chaque composante fi, de f , est
homogène de degré d.
Exemple 1.13. Soit le système suivant

f : R2 ÝÑ R2,
x ÞÝÑ fpxq “ fpx1, x2q “ px

2
1, x1x2q

tr,
(1.3)

Soit l’opérateur ∆ε tel que ∆εx “ pε
r1x1, ε

r2x2q, où ri ą 0, i “ 1, 2. On a

f1p∆εxq “ ε2r1f1pxq “ εr1`df1pxq,

donc d “ r1.
De la même façon, on calcule

f2p∆εxq “ εr1`r2f2pxq “ εr2`df2pxq,

alors d “ r1.
Ainsi, le système (1.3) est homogène de degré d “ r1.
Exemple 1.14 ([67]). Soit le système physique suivant qui décrit le mouvement d’un oscilla-
teur harmonique contrôlé (dit double intégrateur)

"

9x1 “ x2,
9x2 “ u.

(1.4)

Soit upx1, x2q “ ´x1|x1|
α´2´x2|x2|

α´2
2 , pour 2 ă α ă 4 et ∆εpx1, x2q “ pεx1, ε

α
2 x2q, on montre

que le système (1.4) est homogène de degré d “ α

2 ´ 1. En effet, pour x “ px1, x2q, soit

9x “
`

f1pxq, f2pxq
˘

“ px2, uq
tr.

Le calcul de f1p∆εxq et f2p∆εxq donne

f1p∆εxq “ f1pεx1, ε
α
2 x2q “ ε

α
2 x2 “ ε

α
2´1f1pxq,

et
f2p∆εxq “ f2pεx1, ε

α
2 x2q “ ´ε

α´1x1|x1|
α´2

´ εα´1x2|x2|
α´2

2 “ ε
α
2´1ε

α
2 f2pxq.
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Définition 1.15. On dit qu’une fonction f est symétrique par rapport à la dilatation uniforme
de son argument x “ px1, x2, ..., xnq ÞÝÑ λx, où λ ą 0 est le facteur d’échelle, est connu sous
le nom d’homogénéité :

fpλxq “ λfpxq, λ ą 0, @x.

1.3.2 Dilatation en dimension infinie
Ce paragraphe décrit la notion de dilatation lorsque l’espace d’action est de dimension infinie,
c’est une généralité de la notion définie précédemment sur Rn .
Soit X un espace de Banach réel muni de sa norme notée || ¨ ||.

Définition 1.16. [110] Une application

d : RÑ LpXq
s ÞÝÑ dpsq : X Ñ X

u ÞÝÑ dpsqu,

est appelée une dilatation si elle satisfait les conditions suivantes
1. propriété du groupe : dp0q “ I P LpXq 2 ; d(t+s)=d(t)d(s) , pour t, s P R ;
2. propriété de la continuité forte : dp¨qu : RÑ X est continue pour tout u P X ;
3. propriété de limite : lim

sÑ´8
||dpsqu|| “ 0 et lim

sÑ`8
||dpsqu|| “ 8 uniformément sur u P S

où S est la sphère unité de X (S :“ tx P X; ||x|| “ 1u).

A chaque dilatation d, on associe un groupe de générateur infinitésimal, Gd, donné dans la
définition suivante.

Définition 1.17. [109] Le générateur Gd : DpGdq Ă X Ñ X est défini par

Gdy “ lim
sÑ0

dpsqy ´ y
s

(lorsqu’elle existe)

et de domaine
DpGdq “ ty P X { lim

sÑ0

dpsqy ´ y
s

existe dans Xu.

Pour tout y P DpGdq et pour tout s P R alors dpsqy P DpGdq.
la fonction dp¨qy : RÑ DpGdq est différentiable et nous avons

d

ds
dpsqy “ Gddpsqy “ dpsqGdy. (1.5)

Exemple 1.18. [119] Soit X “ L2pR,Rq 3. On considère la dilatation d définie par

pdpsqyqpxq “ esype´sxq, s P R, y P X et x P R.

D’après (1.5), le groupe de générateur Gd est donné par

pGdyqpxq “ ´xy
1
pxq ` ypxq, de domaine DpGdq “ ty P L

2
pR,Rq { ´ xy1 ` y P L2

pR,Rqu.
2. LpXq : l’espace des opérateurs linéaires continus
3. L2pX,Yq : espace de Hilbert des fonctions de carrées intégrables sur X à valeurs dans Y
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1.3. Notion d’homogénéité et de dilatation

Dans la suite, pour g P LpXq, on note par

||g||DL :“ sup
yPSXD

||gpyq|| et tguD
L :“ inf

yPSXD
||gpyq||.

où D est une partie de X stable par rapport à la dilatation d ou bien dite d-homogène, c’est
à dire dD Ă D.
La monotonie des opérateurs est un moyen utile pour étudier l’existence et l’unicité des solu-
tions d’une équation d’évolution. C’est pour cela, la définition suivante introduit cette notion
pour les dilatations [100].

Définition 1.19. [110] Une dilatation d est dite
1. monotone sur D Ă X, lorsque dD Ă D et ||dpsq||DL ă 1, @ s ă 0 ;
2. strictement monotone s’il existe β ą 0 tel que ||dpsq||DL ă eβs, @ s ă 0.

Exemple 1.20. Soit Sptq un semi-groupe d’isométries (||Sptqu|| “ ||u||, @ u P X et @ t P R).
À partir de la définition 1.17, S joue le rôle de Gd.
On considère le système linéaire

9x “ Ax,

alors la fonctionnelle dpsq “ esSpsq est une dilatation. Un calcul simple nous donne Gd “ I`A
avec DpGdq “ DpAq. 4 En effet, ||dpsqu|| “ es||Spsqu|| “ es||u|| “ es, @ u P S et

d

ds
dpsq “ esSpsq ` esASpsq

“ esSpsq ` esSpsqA
“ esSpsqpI ` Aq.

Pour s ă 0, on a
||dpsq||DL ď sup

uPS
||dpsqu||,

donc
||dpsqu|| ă 1, @s ă 0.

Ce qui implique
||dpsq||XL ď 1,

donc d est monotone.
Toutefois, cette dilatation est aussi est strictement monotone, puisque, pour s ă 0,

||dpsq||DL ă es “ eβs avec β “ 1.

1.3.3 Opérateurs homogènes
Comme la définition des fonctions homogènes en dimension finie, on introduit de façon similaire
la notion d’homogénéité pour les opérateurs.

4. Pour x P DpAq, Ax “ limtÑ0`

Sptqx´ x

t
où A : DpAq Ă H Ñ H et H est un espace de Hilbert
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Définition 1.21. [109] Soit d une dilatation sur X et soit µ P R.
Un opérateur f : D Ă X Ñ X est dit d-homogène de degré µ lorsque D est un ensemble
d-homogène (i.e. dpsqD Ď D pour tout s P R) et

fpdpsqyq “ eµsdpsqfpyq, @ s P R, y P D.

Examinons les deux exemples suivants tirés de [110].
Exemple 1.22. Soit l’équation aux dérivées partielles définie par

Bυ

Bt
“ ´

B3υ

Bx3 ´ υ
Bυ

Bx

où t P R` et x P R. Cette équation est appelée équation de Korteweg-de Vries, en abréviation
(KdV).
Considérons la dilatation suivante

pdpsquqpxq “ e2supesxq, s P R.

Soit fpuq “ ´u3 ´ uu1 avec 1 est la dérivée ordinaire. Alors on a
ˆ

fpdpsquq
˙

pxq “ ´

ˆ

e2supesxq

˙3

´ e2supesxq

ˆ

e2supesxq

˙1

“ ´e5su3pyq ´ e5supyqu1pyq|y“esx

“ e3sdpsqfpuqpxq, @ s P R.

Donc fpdpsquq “ e3sdpsqfpuq. Par conséquent, f est d-homogène de degré µ “ 3.
Exemple 1.23. On considère l’opérateur f défini sur un espace de Hilbert X par

fpyq “

ˆ

0 I
∆ 0

˙

y, y P Rn,

où ∆ est l’opérateur de Laplace et I est la matrice identité. Soit la dilatation d définie par

d “ d1 d2

où d1psqy “

ˆ

e
s
2 0

0 I

˙

y et d2psqy “ ype´
s
2xq, @ s P R.

D’une part, on a
dpsqy “ d1

`

d2psqy
˘

,
“ d1

`

ype´
s
2xq

˘

,

“

ˆ

e
s
2ype´

s
2xq

ype´
s
2xq

˙

.

D’autre part, en prenant y “
ˆ

y1 P R
y2 P Rn´1

˙

, on obtient

dpsqy “ d1d2psqy
˘

,
“ d1

`

ype´
s
2xq

˘

,

“

ˆ

e
s
2 0

0 I

˙ˆ

y1pe
´ s

2xq
y2pe

´ s
2xq

˙

,

“

ˆ

e
s
2y1pe

´ s
2xq

y2pe
´ s

2xq

˙

.
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Le groupe de générateur Gd :“ d
ds

d défini par

Gd “ Gd1 `Gd2 ,

où
Gd1y “

ˆ1
2 0
0 0

˙

y et Gd2y “ ´
1
2xy

1,

découle de la dérivée d’un produit de fonctions. Donc

Gdy “

ˆ1
2y1 ´

1
2xy

1
1

´1
2xy

1
2

˙

.

De plus, on a

fpdpsqyq “
ˆ

y2pe
´ s

2xq
e´

s
2y1pe

´ s
2xq

˙

“ e´
s
2 dpsqfpyq.

Ainsi, l’opérateur f est homogène de degré µ “ ´1
2 par rapport à d ainsi définie.

Soit D une partie de X supposée d-homogène.
Proposition 1.24. [109] Pour une dilatation d sur D Ă X, nous avons

1. pour tout u P Dzt0u, il existe un unique couple ps0, u0q P RˆSdp1q tel que u “ dps0qu0;
2. la fonction ||dp¨qu|| : R Ñ R` (avec u P Dzt0u) est continue et strictement croissante

sur R.
Dans la suite, nous allons introduire la notion de norme canonique homogène que nous consi-
dérons tout au long de ce mémoire.

1.3.4 Normes canoniques homogènes
Soit d une dilatation sur X.
Définition 1.25. [109] Une application p : X Ñ R` est dite une norme homogène par rapport
à d sur X si p est continue sur X et vérifiant :

1. ppxq Ñ 0 lorsque xÑ 0,
2. ppdpsqxq “ esppxq ą 0 pour x ‰ 0 et s P R.

Notons que la fonctionnelle p ne vérifie pas l’inégalité triangulaire (ppx ` yq ď ppxq ` ppyq)
et donc il ne s’agit pas d’une norme. Cependant, plusieurs auteurs (comme par exemple dans
[2], [6], [42]) qualifient l’application p comme “norme homogène".

Exemple 1.26. Soit X “ Rn et on considère la fonction p : Rn Ñ r0,8r définie par

ppuq “
n
ÿ

i“1
|ui|

1
ri , u “ pu1, u2, ..., unq

tr
P Rn , ri ą 0.

Considérons la dilatation suivante

dpsq “ diagter1s, er2s, ....., ernsu.

Il est clair que la fonction p est continue et pp0q “ 0. De plus, ppdpsquq “ esppuq, pour tout
u P Rn.. Ainsi, p est une norme homogène.
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Maintenant, on introduit la définition de la norme canonique homogène.

Définition 1.27. [120] La fonctionnelle || ¨ ||d : Xzt0u Ñs0,8r définie par

||u||d “ esu , où su P R tel que ||dp´suqu|| “ 1,

est appelée la norme canonique homogène sur X où d est une dilatation monotone sur X.

Pour tout y P X, on a
tdpln ||y||dquX

L ď ||y|| ď ||dpln ||y||dq||XL . (1.6)
L’inégalité (1.6) permet de donner une relation entre la norme homogène || ¨ ||d et la norme
habituelle || ¨ || de l’espace de Banach X.

1.4 Commandabilité et stabilisation des systèmes li-
néaires

Soit le système linéaire (stationnaire) de la forme :

9xptq “ Axptq `Buptq. (1.7)

avec xptq P Rn désigne l’état du système à l’instant t P r0, T s où T ą 0, uptq P Rm est le
vecteur commande, A PMnpRq et B PMn,mpRq.
Le problème de la commandabilité du système (1.7) peut s’écrire de la façon suivante : Soit
deux points x0 et x1 dans Rn ; existe-t-il u P L8pr0, T s,Rmq tel que

ˆ

9xptq “ Axptq `Buptq
xp0q “ x0

˙

ùñ pxpT q “ x1q? (1.8)

Avec
xpT q “ eTAx0 `

ż T

0
eApT´sqBupsqds “ x1. (1.9)

Proposition 1.28. [32] La condition nécessaire et suffisante de commandabilité peut s’écrire,
grâce au critère de Kalman, comme suit

rgpCq :“ rgpB | AB | ... | An´1Bq “ n, C PMn,mnpRq.

Remarque 1.29. 1. Lorsque rgpCq “ n, on dit alors que la paire pA,Bq est commandable.
2. La condition de Kalman est une condition algébrique qui traduit

e.vtAiB, i “ 0, ..., n´ 1u “ Rn,

où e.vp.q désigne l’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes AiB.

Exemple 1.30. Soit le système suivant
"

9x “ y,
9y “ u.

(1.10)
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En notant par z “ px, yq P R2, le système (1.10) est équivalent à

9z “ Az `Bu,

où A “
ˆ

0 1
0 0

˙

et B “
ˆ

0
1

˙

. C’est clair que

rgpB|ABq “ rg

ˆ

0 1
1 0

˙

“ 2.

Ainsi, le système (1.10) est commandable.

La condition de commandabilité peut également s’écrire de la façon suivante.

Proposition 1.31. [32] pA,Bq est commandable si et seulement si la matrice de commanda-
bilité

CT “

ż T

0
esABBtresA

tr

ds

est inversible.

La solution up.q est donné par [32] comme suit :

upsq “ BtrepT´sqA
tr

C´1
T px1 ´ e

TAx0q.

Les résultats obtenus pour les systèmes linéaires peuvent être utilisés dans le cas des systèmes
non linéaires grâce à des techniques de linéarisation.

Théorème 1.32. [32] Soit le système dynamique
"

9x “ fpx, uq, px, uq P Rn ˆ Rm,
fpx0, u0q “ 0, (1.11)

où f est de classe C1.
Si le linéarisé du système autour de l’équilibre px0, u0q est commandable, alors le système non
linéaire (1.11) est localement commandable.

Dans le cas où A “ Aptq et B “ Bptq, on obtient le système instationnaire (ou temps-variant)
suivant

9xptq “ Aptqxptq `Bptquptq, t P r0, T s. (1.12)
Pour u P L1ps0, T r;Rmq et xp0q “ x0 P Rn, données, on définit la solution du problème de
Cauchy suivant :

"

9x “ Aptqxptq `Bptquptq,
xp0q “ x0.

(1.13)

Définition 1.33. [32] Soit b P L1ps0, T r;Rnq. Une application x : r0, T s Ñ Rn est une solution
de

9x “ Aptqxptq ` bptq, t Ps0, T r, (1.14)
si x P C0pr0, T s;Rnq et satisfait

xpt2q “ xpt1q `

ż t2

t1

`

Aptqxptq ` bptq
˘

dt, @pt1, t2q P r0, T s2. (1.15)
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En particulier, pour x0 P Rn, une solution du problème de Cauchy

9x “ Aptqxptq ` bptq, t Ps0, T r, xp0q “ x0, (1.16)

est une fonction x P C0pr0, T s;Rnq tel que

xpτq “ x0 `

ż τ

0

`

Aptqxptq ` bptq
˘

dt, @τ P r0, T s. (1.17)

Définition 1.34. Le système linéaire instationnaire, (1.12), est commandable si, pour chaque
px0, x1q P Rn ˆ Rn, il existe u P L8ps0, T r;Rmq tel que la solution x P C0pr0, T s;Rnq du
problème de Cauchy (1.13) satisfait

xpT q “ x1.

Supposons que A et B sont de classe C8pr0, T sq. On définit une suite d’applications Bi P

C8pr0, T s,LpRm;Rnqq de la manière suivante

B0ptq :“ Bptq, Biptq :“ 9Bi´1ptq ´ AptqBi´1ptq, @t P r0, T s. (1.18)

Théorème 1.35. [32] Supposons que, pour certains s P r0, T s,

e.vtBipsqu, u P Rm, i P Nu “ Rn.

Alors le système linéaire (1.12) est commandable sur r0, T s.

Dans un second temps, on donne un bref aperçu sur la notion de stabilisation des systèmes
non linéaires à l’aide d’un retour d’état. Le problème de stabilisation (ou bien de régulation)
consiste à maintenir le système près de son point d’équilibre à l’aide d’une action appelée
retour d’état.
Soit le système de contrôle

9x “ fpx, 0q :“ gpxq. (1.19)

On a bien gp0q “ 0 et g P C0.
Une loi de commande ou bien un retour est la donnée d’une application

u : Rn ÝÑ Rm,
x ÞÝÑ upxq,

continue tel que up0q “ 0.et le système en boucle fermée 9x “ fpx, upxqq soit localement ou
globalement asymptotiquement stable.
Pour cela, on va rappeler la notion d’asymptotiquement stable. Soit un système en régime
libre :

9x “ gpxq, gp0q “ 0, (1.20)

où g P C0pRn,Rnq 5.

5. Pour un système dynamique 9x “ gpxq, on peut supposer toujours que 0 est un point d’équilibre. En effet,
si xe un point d’équilibre, y “ x´ xe et gpxq “ gpy ` xeq “ g̃pyq. Donc g̃p0q “ gpxeq “ 0.
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Remarque 1.36. Puisque g est définie et continue de Rn sur lui même alors le théorème de
Péano nous garantit que le problème de Cauchy

"

9x “ gpxq,
xp0q “ x0.

possède des solutions. Dans le cas où g est localement lipschitzienne, le problème (1.20) possède
une unique solution.

Définition 1.37. L’équilibre x “ 0 du système (1.20) est dit stable au sens de Lyapunov si
@ε ą 0, Dη ą 0 tel que pour toute solution xptq de (1.20) on ait :

}xp0q} ă η ñ }xptq} ă ε, @t ě 0.

Définition 1.38. L’équilibre x “ 0 du système (1.20) est dit attractif s’il existe r ą 0 tel que
pour toute solution xptq de (1.20) on ait :

}xp0q} ă r ñ limtÑ8}xptq} “ 0.

Définition 1.39. L’équilibre x “ 0 du système (1.20) est dit asymptotiquement stable s’il est
à la fois stable et attractif.

Définition 1.40. L’équilibre x “ 0 du système (1.20) est dit exponentiellement stable s’il
existe r ą 0,M ą 0 et α ą 0 tels que pour toute solution xptq on ait :

}xp0q} ă r ñ }xptq} ďM}xp0q}e´αt, @t ě 0.

Définition 1.41. [7, 70] L’équilibre x “ 0 du système (1.20) est dit polynomialement stable
s’il existe M ě 0, k ě 0 et η ď 1 tels que pour toute solution xptq on ait :

`

D r ą 0 : p||xp0q|| ď r
˘

ñ ||xptq|| ď
M ||xp0q||η

p1` ||xp0q||k tqk , @ t ě 0 (1.21)

Exemple 1.42. Soit m ą 1 un nombre impair. Le système scalaire 9x “ ´xm avec xp0q “
x0 ­“ 0 est polynomialement stable dont sa solution xptq, obtenue par intégration, est donnée
par :

xptq “
` xm´1p0q

1` pm´ 1qxm´1p0qt
˘1{pm´1q

.

Le critère de Lyapunov est une méthode utilisée en théorie du contrôle pour déterminer la
stabilité d’un système dynamique. Il permet de déterminer si un système est stable ou bien
instable (c.à.d l’équilibre n’est pas stable) en analysant les propriétés de la fonction de Lya-
punov.

Définition 1.43. Un fonction V est dite définie positive si elle satisfait les conditions sui-
vantes :

1. V p.q : Rn Ñ R.
2. V pxq ą 0, @x ‰ 0, et V pxq “ 0 ô x “ 0.
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Définition 1.44. Une fonction V p.q : Rn Ñ R. est dite candidate pour g si elle vérifie les
propriétés suivantes :

@x P Rn, ap}x}q ď V pxq ď bp}x}q,

où a, b : R` Ñ R` sont des fonctions strictement croissantes s’annulant en 0 telles que

lim
}x}Ñ`8

ap}x}q “ lim
}x}Ñ`8

bp}x}q “ `8.

Définition 1.45. [129, section 2.4 p 103] Une fonction V : Rn Ñ R, continûment différen-
tiable, est une fonction de Lyapunov au sens large pour le système (1.20) si elle est candidate
à Lyapunov stationnare et vérifie :

9V pxq “
BV pxq

Bx
gpxq ď 0, @x P Rn.

Si les deux conditions de la définition précédente sont satisfaites, on parle alors de système
stable au sens de Lyapunov, c’est-à-dire que toutes les trajectoires restent dans un voisinage
de l’équilibre.
Il est connu qu’une fonction de Lyapunov peut jouer le rôle de l’énergie d’un système. Elle
permet d’avoir la notion de stabilité (resp. de stabilité asymptotique) comme il est indiqué
dans le théorème suivant. Soit D un voisinage ouvert du point d’équilibre 0.

Théorème 1.46. [72, 129] Soit V : D Ñ R une fonction candidate à Lyapunov tels que

V p0q “ 0, V pxq ą 0, x ‰ 0 et 9V ď 0 dans D.

Alors l’origine est stable.
De plus, si la dérivée 9V de V le long des trajectoires du système

9V pxq ă 0, x ‰ 0,

alors l’origine est asymptotiquement stable.

Si 9V n’est pas définie négative (i.e. ´ 9V est définie positive) alors, dans ce cas, on fait recours
au principe de l’invariance de LaSalle.
On définit alors l’ensemble

Q :“ tx P Rn,
BV

Bx
gpxq “ 0u.

Théorème 1.47. (Invariance de LaSalle [72]) Considérons le système dynamique 9x “ gpxq.
Supposons qu’on ait obtenu une fonction de Lyapunov V au sens large. Alors toute solution
bornée converge vers I le plus grand ensemble g´ invariant inclus dans Q. Si de plus I est
réduit à zéro, alors l’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

Exemple 1.48. Le système
"

9x “ y,
9y “ ´x,

(1.22)

a pour le point d’équilibre p0, 0q qui est stable mais non attractif. En effet, si on prend la
fonction de Lyapunov V “ 1

2px
2 ` y2q, sa dérivée 9V est nulle.
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Exemple 1.49. Soit
"

9x “ y,
9y “ ´x´ y,

(1.23)

Soit V “ 1
2px

2 ` y2q. Sa dérivée le long du système (1.23) donne 9V “ ´y2 ď 0 et 9V “ 0 ðñ
y “ 0. Donc 9V est semi-définie négative. Soit

`

xptq, yptq
˘

une trajectoire incluse dans t 9V “ 0u
alors

yptq “ 0, @t ě 0 ñ 9yptq “ 0, @t ě 0,
ñ ´xptq “ 0, @t ě 0,
ñ x “ 0.

D’après le principe de l’invariance de LaSalle, l’équilibre p0, 0q est asymptotiquement stable.

Exemple 1.50. Pour l’exemple suivant,
"

9x “ y,
9y “ u,

(1.24)

on cherche u admissible pour que p0, 0q soit exponentiellement stable.Soit le retour stabilisant
upx, yq “ ´2px ` yq. Pour la fonction de Lyapunov V “ 1

2x
2 `

1
2px ` yq2, on montre que sa

dérivée le long de la trajectoire du système (1.24) satisfait 9V ď ´2V , et donc l’équilibre p0, 0q
est exponontiellement stable.

1.5 Rappels et définitions de l’observabilité des sys-
tèmes dynamiques

Soit le système dynamique suivant :
"

9x “ Ax`Bu,
y “ Cx, y P IRk, C PMk,npRq.

(1.25)

Définition 1.51. Le système (1.25) est dit observable lorsqu’il est possible de déterminer
l’état actuel du système à partir des observations de ses sorties sur une période donnée. Cela
signifie que la connaissance de l’état du système peut être déduite à partir de la sortie et ses
dérivées.

Définition 1.52. Le système linéaire (1.25) est observable si et seulement si (critère de Kal-
man)

rgpOq “ rg
`

C,CA, ..., CAn´1 ˘tr
“ n.

On dit alors que la paire pA,Cq est observable.

Notons que la paire pA,Cq est observable si et seulement s’il existe T ą 0 tel que la matrice

OT “

ż T

0
esA

tr

CtrCesAds
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soit inversible.
Désignons par x l’état du système, u le vecteur commande (les entrées), x̂ représente l’estima-
tion de l’état faite par l’observateur et y le vecteur des variables observées (sorties). Alors on
a

"

9x “ Ax`Bu
y “ Cx

et
"

9̂x “ Ax̂`Bu` Lpy ´ ŷq
ŷ “ Cx̂

(1.26)

où A et B décrivent la dépendance entrée-sortie et C décrit la dépendance état-sortie. La
matrice L est appelée matrice de gain et doit être choisie de manière à ce que l’erreur sur
l’état converge asymptotiquement vers 0.
En réalisant un bouclage u “ ´Kx̂, la dynamique du système bouclé s’écrit alors :

"

9x “ Ax´BKx̂
9̂x “ pA´BKqx̂` Lpy ´ Cx̂q

(1.27)

On fait le changement de variable suivant pour écrire l’erreur x̃ de la forme

x̃ “ x´ x̂,

d’où en remplaçant 9̃x “ 9x ´ 9̂x “ pA ´ LCqx̃, on obtient une nouvelle écriture en fonction de
l’état et de l’erreur :

ˆ

9x
9̃x

˙

“

ˆ

A´BK BK
0 A´ LC

˙ˆ

x
x̃

˙

.

Cette matrice est triangulaire par blocs. Il est donc faile de montrer que la convergence asymp-
totique vers zéro est équivalente à la stabilisabilité de pA,Bq et à la détectabilité de pA,Cq.

Définition 1.53. Soit un système régi par (1.25). On dit que ce système est asymptotiquement
stable si la matrice A est Hurwitz. Une matrice A est dite Hurwitz si toutes ses valeurs propres
sont à parties réelles strictement négatives.
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2.1 Introduction
Ce chapitre présente un état de l’art sur les techniques de stabilisation de l’équation de Vlasov-
Poisson.
L’équation de Vlasov-Poisson décrit l’évolution de la fonction de distribution des particules
chargées dans un plasma. De ce fait c’est une équation fondamentale dans le processus de fusion
nucléaire dont la réalisation et le rendement dépendent fortement de la façon de contrôler cette
équation [44, 123, 128].

Dans une réaction de fusion (à très haute température : plusieurs millions de °C) il est im-
portant de confiner les particules formant le plasma au centre du réacteur afin d’éviter tout
contacts avec la paroi du réacteur et éviter ainsi la détérioration de celle-ci. Pour réaliser cet

19



2.2. Modèle de Vlasov-Poisson

objectif, les ingénieurs ont mis en place un dispositif d’électro-aimants très puissants afin de
contrôler le confinement des particules chargées [82], c’est le principe de confinement magné-
tique utilisé dans le réacteur Tokamak.
C’est dans ce cadre, s’inscrit mes travaux de thèse qui portent sur le problème de confinement
des particules dans le système de Vlasov-Poisson.
Le système de Vlasov-Poisson est le système de base pour décrire les effets collectifs dans un
plasma. Il décrit l’évolution temporelle de la fonction de distribution d’un très grand nombre de
particules chargées électriquement. C’est une densité de probabilité qui dépend de la position
et de la vitesse. Ces particules se déplacent, dans le plasma, sous l’influence d’un champ
électrique qui est donnée par l’équation de Poisson. Le problème est soumis à un paramètre
de commande permettant de localiser et confiner les particules au centre de Tokamak. Ce
paramètre est géré par un champ magnétique extérieur qui agit sur les vitesses des particules
par une force magnétique dite force de Lorentz.
Dans ce contexte, le problème de commandabilité consiste à faire migrer les particules du paroi
de l’enceinte vers le milieu du Tokamak moyennant une action en boucle ouverte. Une fois le
problème de commandabilité est résolu, on peut de plus passer de l’état initial à l’état final
en minimisant un certain critère. On parle, alors, d’un problème de contrôle optimal qui a
pour but de minimiser l’énergie fournie pour garder l’ensemble des particules dans un endroit
adéquat au centre de Tokamak. Ce problème qui a été résolu dans la littérature ([74], [75] et
[76]) consiste à connaître d’abord les trajectoires joignant un ensemble initial près du bord
à une cible localisée au centre de la boite. Ensuite, en comparant leurs coûts, la solution du
problème optimal correspond à moindre coût et par conséquent à moindre énergie fournie.
Compte tenu du fait que les particules se déplacent à une vitesse semblable à celle de la lumière
p3ˆ 108m{sq, il est difficile de tracer leurs trajectoires. Pour cette raison, on fait recours à des
solutions numériques à travers la discrétisation. À ce propos, le problème de discrétisation a
été résolu par Knopf en utilisant l’approche de Galerkin. Ses résultats numériques ont un très
grand impact sur la conception du système de contrôle de fusion nucléaire et la compréhension
des phénomènes de transport dans les plasmas.
En outre, de nombreux travaux ont réslou le système de Vlasov-Poisson par la méthode de
Galerkin [28], des volumes finis [45] ou des différences finies [118]. Un dévoloppement par la
méthode PIC (Particle In Cell) de l’équation de Vlasov est réalisé dans [46]. Dans sa thèse
récemment soutenue [30], Amadou Cisse a traité la discrétisation du système de Vlasov-Poisson
en s’appuyant sur la méthode de Galerkin discontinue. Cette méthode est notamment utilisée
dans [54], [87] et [121].
Le problème de stabilistation consiste à mettre les particules dans les régions stables situées
au centre du Tokamak. La résolution de ce problème en étudiant le déplacement de particules
chargées est très importante pour l’obtention d’énergie de fusion.

2.2 Modèle de Vlasov-Poisson
Le système de Vlasov-Poisson est un modèle mathématique utilisé pour décrire le comporte-
ment d’un plasma. Il s’agit d’un couplage entre l’équation dite de Vlasov, qui décrit l’évolution
de la fonction de distribution des particules f en fonction de sa variation par rapport à la po-
sition x et la vitesse v, et celle de Poisson qui décrit l’évolution du potentiel électrique.
En dimension 1D, le système de contrôle de Vlasov-Poisson est composé de deux équations :
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1. L’équation de Vlasov

Btfpt,Xq “ ´vBxf ´
`

Ept, xq ` v ¨Bpt, xq
˘

Bvf, dans r0, T s ˆ Ωx ˆ Ωv, (2.1)

2. L’équation de Poisson

BxEpt, xq “

ż V

´V

fdv ´ 1, (2.2)

avec des conditions limites périodiques dans le tore Ωx de dimension 1, où Ωx “ r0, Ls, Ωv “

r´V, V s, X “ px, vq, E désigne le champ électrique, B représente le champ magnétique, pf, Eq
est l’état et u “ v ¨ Bpt, xq est la commande donné par la force de Lorentz pour agir sur les
particules chargées.
En théorie du contrôle, il y a de très peu de travaux sur le problème de Vlasov-Poisson. Par
conséquent, dans cette thèse, nous essayons d’aborder ce problème en répondant à quelques
questions sur la stabilisation de son système discrétisé.
En dimension finie, il existe plusieurs méthodes numériques pour résoudre le système discrétisé
de Vlasov-Poisson telles que la méthode des caractéristiques, la méthode des volumes finis,
la méthode des éléments finis et la méthode des différences finies. En termes de stabilisation
et de contrôle, plusieurs approches ont été proposées pour garantir la stabilité du système de
Vlasov-Poisson. Parmi ces approches, on peut citer la méthode des fonctions de Lyapunov qui
a pour objectif de garantir la stabilité globale ou asymptotique du système en utilisant des
outils de la théorie du contrôle et de l’analyse fonctionnelle.

2.3 Techniques de commandabilité et de stabilisation
utilisées

Depuis les travaux de Villani sur le sujet de l’amortissement Landau et la physique des par-
ticules sous divers aspects, nous citons par exemple, le célèbre article [124], le problème de
Vlasov-Poisson en tant que système de contrôle est en expansion rapide en particulier avec les
travaux de O. Glass et ses collaborateurs [49, 50].
Dans [49], l’auteur a étudié la commandabilité du système Vlasov-Poisson dans un domaine
périodique de Rn (un tore Tn :“ Rn{Zn). Le problème de commandabilité consiste à agir sur le
système à travers la frontière d’un ouvert non vide du tore de manière à ce que la solution du
système passe d’un état donné à un autre prescrit. La méthode sur laquelle repose l’auteur est
la méthode du retour de Coron. Dans une première étape, O. Glass a montré que le linéarisé
du système autour de la trajectoire triviale n’est pas commandable. Ensuite, il a construit une
autre trajectoire cible autour de laquelle il a donné le linéarisé du système, puis il a montré, en
se basant sur la réversibilité du système, que le système obtenu est commandable. Ensuite, par
des arguments de changements d’échelle en temps et en vitesse, il a montré la commandabilité
gloable. Le même problème a été traité par O. Glass et Han-Kwan [50] et la condition de
commandabilité est obtenue sous la présence d’un champ de force externe (à savoir un champ
de force borné ou un champ magnétique), au moyen d’une commande interne local. Également,
grâce à la méthode du retour, le résultat de commandabilité globale est obtenue.
Toutefois, rien n’a été fait dans le cadre de la stabilisation en temps fini ou temps fixe. Ceci fait,
dans un premier lieu, l’objet de notre travail. Dans sa thèse [8], A. Back a étudié le problème de
Vlasov-Maxwell, et elle a prouvé une invariance géométrique dans le système. En particulier,
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l’auteur a proposé un nouveau point de vue pour l’étude de la simulation de plasmas à l’aide
du modèle cinétique qui couple les équations de Vlasov pour la distribution des particules et
les équations de Maxwell pour la contribution des champs électromagnétiques.
Les techniques utilisées pour la stabilité en dimension finie du système de Vlasov-Poisson
reposent sur des concepts mathématiques avancés tels que l’analyse fonctionnelle, la théorie
de la stabilité, la théorie du contrôle et la théorie des équations aux dérivées partielles. Voici
quelques détails mathématiques sur les techniques les plus couramment utilisées :

1. Méthodes de Galerkin : Les méthodes de Galerkin consistent à approximer la solution
du système de Vlasov-Poisson en utilisant une base de fonctions, comme des fonctions
polynomiales ou la transformée de Fourier discrète. En général, on commence par dé-
composer la fonction de distribution fpt, x, vq en une somme pondérée de fonctions de
base :

fpt, x, vq “
ÿ

i

cipt, xqφipvq. (2.3)

Ensuite, les coefficients cipt, xq sont déterminés en résolvant un système d’équations
algébriques. La stabilité des schémas numériques (i.e. la convergence de la solution
approchée vers la solution exacte lorsque l’étape de discrétisation converge vers 0)
dépend du choix de la base de fonctions, du pas de discrétisation et de la norme utilisée
pour mesurer l’erreur.

2. Méthodes de Lyapunov : Les méthodes de Lyapunov sont basées sur la recherche d’une
fonction de Lyapunov, qui est une fonction définie positive sur l’espace d’état du sys-
tème de Vlasov-Poisson. En outre, une fonction de Lyapunov satisfait les conditions
suivantes :
(a) Elle est différentiable.
(b) Elle est définie positive sur tout l’espace des états.
(c) Elle décroit le long des trajectoires du système.
La recherche de cette fonction de Lyapunov peut être effectuée de manière analytique ou
numérique. En général, on cherche une fonction de Lyapunov quadratique, c’est-à-dire
une fonction de la forme :

V pfq “

ż ż

f 2
pt, x, vqdxdv. (2.4)

3. Méthodes de commande stabilisante (ou retour d’état stabilisant) : Les méthodes de
contrôle consistent à concevoir une loi de commande qui permet de stabiliser asymp-
totiquement le système de Vlasov-Poisson (c.à.d ramener en temps grand l’ensemble
des particules du système vers le centre de Tokamak). C’est la stabilisation. Le retour
stabilisant dans ce cas est composé du champ magnétique externe et de la force de
Lorentz. De façon naturelle, le système de Vlasov-Poisson est soumis souvent à des per-
turbations (provenant des déchets nucléaires) maitrisées (supposées bornées). L’objet
du contrôle est de compenser ces perturbations et de garantir la stabilité asymptotique
du système. On parle, alors, de retour d’état ou commande robuste.

Les techniques de contrôle utilisées pour la stabilisation du système discrétisé de Vlasov-
Poisson sont basées sur la théorie des systèmes bilinéaires.
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Depuis qu’elle est découverte par Polyakov [105], la notion de stabilité à temps fixe a reçu une
attention considérable de la communauté du contrôle, voir les travaux de [21, 51, 105, 107, 133] ;
parce qu’elle est utile et pratique pour savoir quand est-ce qu’un système de contrôle peut
atteindre son point d’équilibre dans un temps rapide avec une estimation plus élevée de son
temps de stabilisation. Dans [105], l’auteur a formulé l’idée de stabilité à temps fixe en donnant
une condition suffisante de Lyapunov caractérisant cette propriété. Basé sur des contrôleurs
de mode glissante, l’auteur a proposé des exemples de retour de stabilisation en temps fixe
pour des exemples classiques de systèmes de contrôle linéaire. Dans [83], les auteurs ont fourni
les conditions nécessaires et suffisantes garantissant qu’un système dynamique autonome est
stable en temps fixe. Clairement comme la stabilité en temps fini [16, Théorème 4.3], la condi-
tion nécessaire de Lyapunov prend en considération la continuité du temps de d’établissement.
Dans [133, Chap. 2], les auteurs ont fait une synthèse bibliographique sur le temps fixe, les
résultats et les outils sont présentés et utilisés pour le développement de la théorie du contrôle
pour les systèmes multi-agents avec différentes dynamiques d’agents. Dans [92], les auteurs
ont proposé des résultats traitant la robustesse de la stabilité à temps fixe. Quelques nou-
veaux résultats pour les systèmes scalaires globaux robustes en temps fixe, où les coefficients
exposants variables dépendent de l’état, sont donnés.
Dans [21, 51], les auteurs ont développé de nouveaux résultats sur le problème de stabilisation
des véhicules spatiaux flexibles en utilisant des retours de stabilisation en temps fixe. La
construction de ces retours est basée sur un contrôleur en mode glissante. En outre, un contrôle
adaptatif à temps fixe est élaboré.
Dans [122], les auteurs ont proposé un retour de stabilisation en temps fixe suivie par l’ob-
servateur et le retour de sortie pour le double intégrateur. La construction de ces retours est
basée sur la technique d’homogénéité bi-limite introduite par Andrieu et ses collaborateurs
dans [2]. Bien sûr, cette idée de technique a été utilisée par d’autres auteurs pour étudier la
stabilité en temps-fini / temps-fixe ; en particulier dans le papier [110], les auteurs ont présenté
un état de l’art de divers concepts de stabilité et de convergence des contrôleurs modernes en
mode glissement.
Parallèlement aux systèmes de dimension finie, les systèmes d’évolution dans un espace de
Hilbert ont gagné une attention considérable [106]. L’auteur a proposé, dans cet article, des
conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité en temps fini / temps fixe des système
d’évolution dans les espaces de Banach. Ces conditions sont basées sur la fonction de Lyapunov.
Le deuxième point évoqué dans cette thèse est la stabilisation en temps petit par des retours
instationnaires. Cette notion de stabilité est obtenues par des retours d’état techniques, nous
citons par exemple : [16, 17, 31, 33, 39, 40, 63, 66, 93, 94, 101, 107, 109, 120].

1. La fonction Lyapunov : il s’agit de construire une fonction de Lyapunov de contrôle
appropriée V de sorte que, le long du système, V obéit à l’inégalité différentielle 9V ď
´cV θ avec θ Ps0, 1r. Fondamentalement, cette approche a été développée par Bhat et
Bernstein in [16] et largement utilisée dans plusieurs contributions de la stabilité en
temps fini ou en temps petit ; voir encore [93] pour les systèmes discontinus.

2. La méthode de l’homogénéité : sommairement, cette contribution pour le temps fini
est due à Bhat et Bernstein [17], où les auteurs ont relaxé la condition de Lyapunov.
Ils ont prouvé qu’un système homogène est stable de temps fini si et seulement s’il est
asymptotiquement stable et admet un degré d’homogénéité négatif (voir encore [94])
pour les champs vectoriels discontinus. Une extension de cette théorie pour des systèmes
de dimension infinie a été donnée par Polyakov et ses collaborateurs dans [107, 109].
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La stabilité du temps fini est obtenue pour les systèmes homogènes dans les espaces
de Banach où la notion de dilatation est étendue. Les auteurs prouvent que la stabilité
asymptotique combinée avec l’homogénéité de degré négatif de l’ensemble du système
conduit à la stabilité en temps fini. Ce résultat est utilisé pour la construction de la
loi de stabilisation en temps fini pour les systèmes de contrôle linéaires et bilinéaires
[109, 120].

3. La technique du backstepping est considérée dans [40] pour résoudre la stabilité en
temps fini du double intégrateur et de l’intégrateur de Brockett. Les auteurs ont donné
une extension des techniques de backstepping standard, pour la stabilisation par des
lois de rétroaction régulière, à la stabilisation en temps fini par des lois Höldériennes,
et la construction est basée sur la méthode de desingularization [111]. Cette approche
est utilisée par plusieurs auteurs [56, 59].

Bien sûr, pour les systèmes de contrôle, le problème de stabilisation en temps fini ou temps
petit nécessite la construction de retours d’état appropriées rendant le système en boucle
fermée stable en temps fini / temps petit. Cependant, pour les systèmes infinis-dimensionnels,
la technique de backstepping a été étendue par Krstic [77] pour plusieurs EDP soumis à des
commandes de frontière, et devient une méthode utile pour la stabilisation rapide [3, 34, 43].
Pour les systèmes de contrôle hyperboliques, les auteurs ont donné le temps optimal pour la
stabilité en temps fini en termes de somme “itérée” d’intégrales d’inverses de valeurs propres
strictement positives d’opérateurs hyperboliques stricts.

2.4 Contributions
Avant de présenter les résultats de stabilisation du système discrétisé de Vlasov-Poisson, nous
avons focalisé nos efforts sur des systèmes dynamiques abstraits où on a développé des ré-
sultats, de stabilité en temps fixe et en temps petit, qui seront utiles par la suite dans des
exemples contrôlés de Vlasov-Poisson.
Notre principale contribution [68] est de développer certains résultats flexibles ou relaxés pour
le problème de la stabilité et la stabilisabilité en temps fixe des systèmes dynamiques ou des
systèmes de contrôle autonomes. Nos efforts se sont principalement concentrés sur de nouveaux
critères demandant si les systèmes dynamiques peuvent être stables à temps fixe ?
Nous avons prouvé que la stabilité à temps fixe peut être obtenue par la fusion de la stabilité
polynomiale [70] et de la stabilité en temps fini à condition que la fonction de Lyapunov
approprié soit la même pour les deux.
L’idée principale [68] est que la stabilité en temps fixe est obtenue à travers deux transitions
du système dynamique ; une phase lente correspond à la stabilité polynomiale qui permet aux
solutions d’accéder à un petit voisinage de l’origine en temps fixe, tandis que la deuxième
phase est rapide et permet aux solutions de converger vers zéro en temps fixe. Nous avons
illustré nos résultats par des applications de stabilité en utilisant des retours d’état menant à la
stabilité à temps fixe du système en boucle fermée. Ces applications concernent la stabilisation
non linéaire des systèmes de contrôle bilinéaires dans un espace de Hilbert et en particulier
des cas du système discrétisé de Vlasov-Poisson.
Également, nous avons étudié la dissipation des systèmes en temps petit et cela à travers
la dissipation de la fonction d’énergie représentée par la fonction de Lyapunov V . En effet,
on a montré que si on a l’inégalité 9V ď ´cptqV θ avec θ Ps0, 1r, et cp.q est une fonction

24



Chapitre 2. État de l’art

mesurable positive. La stabilité en temps fini est obtenue dans ce cas sous une hypothèse
supplémentaire sur cp.q qui est une fonction mesurable n’appartenant pas à l’espace Lebesgue
(i.e. c R L1r0, `8r). Dans ce travail, les systèmes que nous avons abordé, en temps petit,
sont des systèmes non autonomes définis sur r0, `8rˆRn. Nous avons relaxé la condition ci-
dessus pour certaines EDP simples lorsque la commande frontière est soumis à une excitation
persistante [88]. Ensuite, un retour d’état aux frontières variant dans le temps stabilisant en
temps petit le système en boucle fermée est construit.

2.5 Conclusion
Ce chapitre présente un bref aperçu de l’état de l’art de cette thèse. Nous avons évoqué, dans
ce contexte, les notions de stabilité rapide (en temps fixe et en temps petit) qui seront utilisées
dans l’analyse qualitative du système discrétisé de Vlasov-Poisson. En effet, pour ce système,
on construit les retours d’état adéquats qui stabilisent en temps fixe puis en temps petit le
système discrétisé. En faisnt la discrétisation, nous avons remarqué que le système discrétisé
ainsi obtenu prend la forme bilinéaire en dimension finie. C’est pourquoi, il est souhaitable de
traiter, dans les prochains chapitre, les systèmes bilinéaires génériques.
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Chapitre 3

Stabilisation rapide du système de
Vlasov-Poisson contrôlé en dimension

finie
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Dans ce chapitre, on s’intéresse à la stabilisation du système de Vlasov-Poisson de dimension
finie.
Des travaux existent sur la résolution numérique des équations de Vlasov-Maxwell. Citons par
exemple [8] où l’idée sous-jacente est de faire une discrétisation des formes différentielles en
utilisant les B-splines comme fonctions d’interpolation. Également, dans sa thèse, Nicolas [13]
a réalisé une étude numérique de l’équation de Vlasov-Poisson sur des maillages non structurés
de l’espace des phases.
De point de vue numérique, le problème d’extraction de particules d’un plasma, à frontière
libre, est transformé en un problème d’optimisation de formes 6 avec l’équation de Vlasov-
Poisson. Dans ce contexte, Bourdiec et al. [79] ont utilisé des méthodes spectrales comme
celles basées sur les transformées de Fourier avec des conditions aux limites périodiques. Cottet
et al. [35] ont traité le cas de Vlasov-Poisson en une dimension d’espace et de vitesse avec
des conditions aux limites périodiques et lorsque les particules sont initialement réparties
uniformément dans l’espace des phases. Également, les auteurs dans [14] et [113] ont utilisé
des méthodes semi-lagrangiennes qui consistent à approcher une fonction par un nombre fini
de particules définies par leurs positions et leurs poids. Cette idée est couramment utilisée
dans la communauté de simulation de l’équation Vlasov-Poisson. D’autre part, les auteurs

6. Le problème d’optimisation de forme consiste à minimiser une fonction coût selon des considérations
géométriques du domaine supposé borné
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dans [36] ont développé des méthodes euleriennes basées sur des schémas de volumes finis,
qui ont été appliquées, dans [55], pour des maillages non orthogonaux en dimension deux.
En outre, dans [103], les auteurs ont présenté une méthode utilisée pour la discrétisation
de l’équation de Vlasov par rapport à la vitesse. Cela nous a donné une motivation pour
donner une discrétisation, par la méthode des éléments finis, en 1D et 2D, par rapport à
l’espace x et la vitesse v, de l’équation contrôlée de Vlasov-Poisson. La commande, dans cette
situation, se manifeste par la présence d’un champ magnétique externe B. Ainsi, on obtient
un système bilinéaire contrôlé de dimension finie. Les matrices de stockage du système linéaire
contiennent des informations “quantiques” sur sa commandabilité. Ainsi, nous disposons d’un
critère qui permet le déplacement des particules dans tout l’espace d’état (c’est le problème
de commandabilité) sans tenir compte du temps T de commandabilité. Pour contourner le
problème de la stabilisation “aveugle” et éviter la possibilité que les particules peuvent franchir
les bords du domaine, nous construisons des retours d’état (” des forces magnétiques) de
bonnes régularités (au moins continus) permettant d’annuler les déplacements de ces entités
ioniques, en temps arbitrairement petit, tout en restant loin du bord (c’est le problème de
stabilisation en temps fixe ou bien en temps petit). Ensuite, dans le but de retrouver tous les
états de notre système, en disposant d’un minimum d’informations sur ses états, on met des
capteurs aux bords x “ 0 et x “ L appelés encore observateurs.

3.1 Commandabilité
Tout d’abord, nous présentons une formulation variationnelle du problème de contrôle de
Vlasov-Poisson, et nous prouvons que notre problème est bien posé dans un espace de Hilbert
adéquat. Dans la deuxième étape, nous donnons le schéma de discrétisation du problème et les
conditions de commandabilité du système discrétisé sont déduites. Enfin, une étude numérique
sera présentée.

3.1.1 Formulations variationnelles

3.1.1.1 Description du système

Dénotons par Ωx “ r0, Ls, Ωv “ r´V, V s et Ω :“ Ωx ˆ Ωv, X “ px, vq. L’ensemble Ω est un
domaine borné de frontière BΩ “ pBΩx ˆ Ωvq Y pΩx ˆ BΩvq.
On désigne par fpt, x, vq ě 0 la fonction de distribution des électrons dans l’espace des phases
(les constantes physiques telles que la masse, la charge et la permitivité sont normalisées à
un).
Le système de Vlasov-Poisson est donné par le système d’équations aux dérivées partielles
suivant :

Btf “ ´vBxf ´
`

Ept, xq ` v ^Bpt, xq
˘

Bvf “ 0, (3.1)
BxEpt, xq “ ρpt, xq, (3.2)

où Ep., .q : r0, T s ˆ Ωx ÝÑ R est le champ électrique, Bp., .q : r0, T s ˆ Ωx ÝÑ R est le champ
magnétique et ρpt, xq est la densité de charge définie sur Ωv par

ρpt, xq “

ż V

´V

fdv ´ 1.
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Dans l’espace px, vq, on considère un plasma périodique de période L. Alors la distribution f
et le champ E satisfont les conditions aux limites périodiques à savoir

fpt, 0, vq “ fpt, L, vq, @v P r´V, V s, t ě 0 (3.3)
Ept, 0q “ Ept, Lq, t ě 0. (3.4)

D’après (3.2), on a BxEpt, xq “
ż V

´V

fdv ´ 1 alors

1
L

ż L

0

ż V

´V

fpt, x, vqdvdx “ 1.

Ce qui donne
ż L

0
ρpt, xqdx “ 0.

Pour avoir un problème bien posé, on ajoute la condition suivante
ż L

0
Ept, xq “ 0, @t ě 0,

qui traduit que le champ électrique est à moyenne nulle. La condition initiale est donnée par

fp0, x, vq “ f0px, vq. (3.5)

Grâce aux travaux de thèse de Nicolas Besse [13], le champ électrique E satisfait l’équation à
noyau intégrale suivante

Ept, xq “

ż L

0
Kpx, yq

ˆ
ż V

´V

fpt, y, vqdv ´ 1
˙

dy, (3.6)

où

Kpx, yq “

$

’

’

&

’

’

%

y

L
´ 1 si 0 ď x ă y,

y

L
si y ă x ď L.

Également, on intègre l’équation de Vlasov-Poisson par rapport à v. On obtient l’équation dite
de la conservation de la charge

Btρ` Bxj “ 0,

où j “ jpt, xq est la densité de courant définie par

jpt, xq “

ż V

´V

vfpt, x, vqdv.

Ainsi, on a

BtEpt, xq “ ´

ż L

0
Kpx, yqByjpt, yqdy,
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et donc
BtEpt, xq “

1
L

ż L

0
jpt, xqdx´ jpt, xq. (3.7)

Les équations (3.1), (3.2) et (3.5) forment le système de Vlasov-Maxwell.
Pour l’existence, l’unicité et la régularité des solutions du système formé par (3.1, 3.2,3.5),
nous renvoyons le lecteur aux références [18] et [112].
On considère le système différentiel du premier ordre, [13], défini par :

"

BtXpt; s, x, vq “ Vpt; s, x, vq,
BtVpt; s, x, vq “ Ept,Xpt; s, x, vqq, (3.8)

tel que les courbes caractéristiques t ÞÑ pXpt; s, x, vq,Vpt; s, x, vqq sont des solutions de (3.8)
avec la condition initiale

Xps; s, x, vq “ x, Vps; s, x, vq “ v.

Alors la solution du problème (3.1)-(3.5) est donnée par

fppt, x, vq “ f
`

Xp0; t, x, vq,Vp0; t, x, vq
˘

, x, v P R, t ě 0. (3.9)

Toutefois, pour l’existence, l’unicité et la régularité des solutions du problème continu, on a
le résultat suivant.

Théorème 3.1. [13] On suppose f0 P C
1
c,perx

pΩq 7, positive, périodique par rapport à la variable
x de période L, à support compact par rapport à la variable v et Qp0q ď R avec R ą 0 et Qptq
est défini comme suit

Qptq “ 1` supt|v| : Dx P r0, Ls, τ P r0, ts { fpτ, x, vq ‰ 0u,

et
1
L

ż L

0

ż V

´V

f0px, vqdvdx “ 1.

Alors le système de Vlasov-Poisson périodique a une unique solution classique pf, Eq périodique
en x, de période L, pour tout temps t P r0, T s, tel que

f P C1
b p0, T ;C1

c,perx
pΩqq,

E P C1
b p0, T ;C1

b,perx
pRqq,

et
QpT q ď CT.

En outre, si f0 P C
m
c,perx

pΩqq, alors pour tout temps fini T , pf, Eq P Cm
b p0, T ;Cm

c,perx
pΩqq ˆ

Cm
b p0, T ;Cm

b,perx
pRqq.

La preuve de ce théorème correspond à celle faite dans [117]. L’idée consiste à utiliser le système

caractéristique (3.8). Pour majorer Qptq, il suffit d’approcher l’intégrale
ż t

0
Ept,Xptqqds.

7. C1
c,perx

pΩq désigne l’espace des fonctions continues, différentiables, à support compacte et périodique par
rapport à la variable x P Ω.
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3.1.1.2 Formulations faibles

3.1.1.2.1 Cas de l’équation de Poisson

Soit
W “ ts P H1

pΩxq tel que sp0q “ spLqu.

Pour w P W , la norme de w est notée par }w}H1pΩxq “ }w}L2pΩxq ` }∇w}L2pΩxq. Équipé du
produit intérieur standard de H1pΩxq, W est un sous espace fermé de H1pΩxq, donc il s’agit
d’un sous-espace vectoriel de Hilbert de H1pΩxq.
Multipliant l’équation (3.1) par une fonction test w et intégrant sur Ωx, on obtient

ż

Ωx
BxEpt, xqwpxqdx “

ż

Ωx

ż V

´V

fpt,Xqwpxqdv dx´

ż

Ωx
wpxqdx.

Par inégration par parties, on aura

´

ż

Ωx
Ept, xqBxwpxqdx`

ż

BΩx
Ept, xqwpt, xqdx “

ż

Ωx

ż V

´V

fpt,Xqwpxqdv dx´

ż

Ωx
wpxqdx.

Comme BΩx “ t0, 1u et λpt0, 1uq “ 0 (λ : mesure de Lebesgue sur R), on obtient

´

ż

Ωx
Ept, xqBxwpxqdx “

ż

Ωx

ż V

´V

fpt,Xqwpxqdv dx´

ż

Ωx
wpxqdx. (3.10)

3.1.1.2.2 Cas de l’équation de Vlasov

Soit g P H “ tg P H1pΩq s. t gp0, vq “ gpL, vqu . La norme d’une telle g P H1pΩq est notée par
}g}H1pΩq “ }g}L2pΩq ` }∇g}L2pΩq.
Muni du produit intérieur standard de H1pΩq, H est une partie de H1pΩq et donc il s’agit
d’un sous-espace vectoriel de Hilbert de H1pΩq.
Comme précedemment, multipliant l’équation (3.2) par une fonction test g et l’intégrant sur
Ω, on obtient :

ş

Ω Btfpt,XqgpXqdx dv “ ´
ş

Ω vBxfpt,XqgpXqdx dv
´
ş

Ω

“

Ept, xq ` v ¨Bpt, xq
‰

Bvfpt,XqgpXqdx dv.

Par une intégration par parties, par rapport à x et v, on obtient :
ż

Ω
Btfpt,XqgpXqdx dv “

ż

Ω
vfpt,XqBxgpXqdx dv ´

ż

BΩxˆΩv
vfpt,XqgpXqdx dv

`

ż

Ω

“

Ept, xq ` v ¨Bpt, xq
‰

fpt,XqBvgpXqdx dv

´

ż

ΩxˆBΩv

“

Ept, xq ` v ¨Bpt, xq
‰

fpt,XqgpXqdx dv.

Or
ż

BΩxˆΩv
vfpt,XqgpXqdx dv “ 0 (resp.

ż

ΩxˆBΩv

“

Ept, xq`v ¨Bpt, xq
‰

fpt,XqgpXqdx dv “ 0),

car λpBΩxq “ 0 (resp. λpBΩvq “ 0) où λ est la mesure de Lebesgue.
Nous avons ainsi

ż

Ω
Btfpt,XqgpXqdxdv “

ż

Ω

“

Ept, xq ` v ¨Bpt, xq
‰

fpt,XqBvgpXqdxdv

`

ż

Ω
vfpt,XqBxgpXqdxdv.

(3.11)
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3.1.2 Discrétisation et convergence
Dans cette section, nous présentons une approche de discrétisation 1D et 2D du problème

de Vlasov-Poisson en présence d’un champ magnétique externe.

3.1.2.1 Discrétisation 1D

Divers travaux sont réalisés sur la discrétisation du problème de Vlasov-Poisson modélisant
des problèmes ioniques sous l’effet d’un champ électrique [5]. Notre travail s’intéresse à la
discrétisation de l’espace et de la vitesse en présence d’un champ magnétique externe. Soit
Nx (resp. Nv) le nombre d’éléments du maillage suivant la direction de x (resp. suivant la
direction de v). Soit Ωh

x “ YiKi, i “ 1, ..., Nx´ 1 (resp . Ωh
v “ YjKj, j “ 1, ..., Nv ´ 1) l’espace

approché de Ωx (resp. de Ωv). Ensuite, le nombre total d’éléments du maillage est égal à
NG “ pNx ´ 1q ˆ pNv ´ 1q, le nombre total de nœuds du maillage est égal à N “ Nx ˆNv et
l’espace approximatif de Ω, qui est noté Ωh est tel que

Ωh
“ Ωh

x ˆ Ωh
v “ Yi,jKi ˆKj, i “ 1, ..., Nx ´ 1, j “ 1, ..., Nv ´ 1.

Les espaces Ωh
x , Ωh

v et Ωh sont générés respectivement par les fonctions de forme φi, i “
1, . . . , Nx , ψj, j “ 1, . . . , Nv et Φij “ xhi φi ` v

h
j ψj avec

φipxlq “

"

1 si i “ l
0 si i ‰ l

, ψjpvkq “

"

1 si j “ k
0 si j ‰ k

La famille tφ1, φ2, ¨ ¨ ¨ , φNxu est une base de Ωx et tΦ1,Φ2, ¨ ¨ ¨ ,ΦNu est une base de Ωv (et
donc pΦijqi,j est une base de Ω). On peut, ainsi, écrire :

fpt,Xq “
řN
k“1 f

h
k ptqΦkpXq “

řNx
i“1

řNv
j“1 f

h
i ptqφipxq ˆ f

h
j ptqψjpvq, (3.12)

Ept, xq “
Nx
ÿ

i“1
Eh
i ptqφipxq, (3.13)

et

Bpt, xq “
Nx
ÿ

i“1
Bh
i ptqφipxq. (3.14)

3.1.2.1.1 Formulation discrète de Poisson

Pour 1 ď j ď Nx, soit wpxq “ φlpxq. La formulation (3.10) devient

´

ż

Ωx

Nx
ÿ

i“1
Eh
i ptqφipxqBxφjpxqdx “

ż

Ωx

ż V

´V

N
ÿ

k“1
fhk ptqΦkpXqφjpxqdvdx´

ż

Ωx
φjpxq, (3.15)

ou bien

´
ş

Ωx

řNx
i“1E

h
i ptqφipxqBxφjpxqdx “

ş

Ωx

şV

´V

řNx
p“1

řNv
q“1 f

h
p ptqφppxqf

h
q ptqψqpvqφjpxqdvdx

´
ş

Ωx φjpxq,

(3.16)
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or φppxq ˆ φjpxq “ 0, @p ‰ j. Ainsi, on a

´
řNx
i“1E

h
i ptq

ş

Ωx φipxqBxφjpxqdx “
řNx
p“1 f

h
p ptq

ş

Ωx

ˆ

řNv
q“1 f

h
q ptq

şV

´V
ψqpvqdv

˙

φ2
ppxqdx

´
ş

Ωx φjpxq.

(3.17)

3.1.2.1.2 Formulation discrète de Vlasov

Pour 1 ď l ď N , soit gpXq “ ΦlpXq. La formulation (3.11) devient

ş

Ω Bt
řN
k“1 f

h
k ptqΦkpXqΦlpXqdx dv “

ş

Ω v
řN
k“1 f

h
k ptqΦkpXqBxΦlpXqdx dv

`
ş

Ω

“
řNx
i“1E

h
i ptqφipxq ` v.

řNx
i“1B

h
i ptqφipxq

‰
řN
k“1 f

h
k ptqΦkpXqBvΦlpXqdx dv.

(3.18)

ou bien
řN
k“1

9fhk ptq
ş

Ω ΦkpXqΦlpXq “
řN
k“1 f

h
k ptq

ş

Ω vΦkpXqBxΦlpXq,

`
řN
k“1 f

h
k ptq

ş

Ω

“
řNx
i“1E

h
i ptqφipxq `

řNx
i“1B

h
i ptqvφipxq

‰

ΦkpXqBvΦlpXq
(3.19)

qui peut être donnée par le système matriciel global suivant

M 9F “ KxF `

U
hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

pG1 ¨ E`G2 ¨ BqKvF, (3.20)

où F “ pfh1 , f
h
2 , . . . , f

h
Nq

tr, E “ pEh
1 , E

h
2 , . . . , E

h
Nxq

tr et B “ pBh
1 , B

h
2 , . . . , B

h
Nxq

tr sont trois
vecteurs de tailles respectivement N , Nx et Nv. Les matrices carrées M, Kx et Kv sont de
taille N , et U1 et U2 sont deux vecteurs de taille Nx tels que

Mij “

ż

Ω
ΦipXqΦjpXqdx dv,

Kx
ij “

ż

Ω
vΦipXqBxΦjpXqdx dv,

Kv
ij “

ż

Ω
ΦipXqBvΦjpXqdx dv,

G1i “

ż

Ωx
φidx, G2i “

ż

Ωx
vφidx.

Le système (3.20) est équivalent au problème

9F “M´1KxF ` UM´1KvF “ AF ` UBF, (3.21)

où A “M´1Kx, B “M´1Kv. Il s’agit bien d’un système bilinéaire de dimension finie.
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3.1.2.1.3 Calcul élémentaire

Passons de n’importe quel élément Kij à l’élément de référence K̂ “ r0, 1sˆr´1, 1s en utilisant
une transformation affine TK de K̂ dans Kij telle que

TKpx̂, v̂q “

ˆ

x
v

˙

“

ˆ

x “
ř2
k“1 xkφ̂kpx̂q

v “
ř2
k“1 xkψ̂kpv̂q

˙

,

avec pxk, vkq, k “ 1, 2 sont les coordonnées des nœuds de l’élément Kij.
De plus, par le théorème de changement de variable, on a

ż

Kij

fpt,Xqdxdv “

ż

K̂

fpt,Xq|detJ0|dx̂dv̂,

où detpJ0q est le déterminant de la matrice jacobienne suivante

J0px̂, v̂q “

ˆ

Bx
Bx̂
px̂, v̂q Bv

Bx̂
px̂, v̂q

Bx
Bv̂
px̂, v̂q Bv

Bv̂
px̂, v̂q

˙

.

Désignons par Φ̂1, Φ̂2, Φ̂3 et Φ̂4 les quatre fonctions de forme dans l’élément de référence K̂ .
Soit

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Φ̂1 “ φ̂1 ˆ ψ̂1 “
1
2p1´ x̂qp1´ v̂q,

Φ̂2 “ φ̂2 ˆ ψ̂1 “
1
2 x̂p1´ v̂q,

Φ̂3 “ φ̂2 ˆ ψ̂2 “
1
2 x̂p1` v̂q,

Φ̂4 “ φ̂1 ˆ ψ̂2 “
1
2p1´ x̂qp1` v̂q.

(3.22)

Pour rendre les résultats du calcul plus exacts, nous pouvons utiliser des éléments de références
en augmentant le nombre de nœuds de calcul. Soit, par exemple, un rectangle r0, 1s ˆ r´1, 1s
avec huit nœuds de calcul avec des fonctions de formes données par

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Φ̂1 “ φ̂1 ˆ ψ̂1 “ ´px̂´ 1qpx̂´ 1
2qp1´ v̂qv̂,

Φ̂2 “ φ̂2 ˆ ψ̂1 “ ´2x̂px̂´ 1
2qp1´ v̂qv̂,

Φ̂3 “ φ̂2 ˆ ψ̂2 “ 2x̂px̂´ 1
2qp1` v̂qv̂,

Φ̂4 “ φ̂1 ˆ ψ̂2 “ px̂´ 1qpx̂´ 1
2qp1` v̂qv̂,

Φ̂5 “ φ̂3 ˆ ψ̂1 “ ´2x̂p1´ x̂qp1´ v̂qv̂,
Φ̂6 “ φ̂2 ˆ ψ̂3 “ 2x̂px̂´ 1

2qp1´ v̂
2q,

Φ̂7 “ φ̂3 ˆ ψ̂2 “ 2x̂p1´ x̂qp1` v̂qv̂,
Φ̂8 “ φ̂1 ˆ ψ̂3 “ 2px̂´ 1qpx̂´ 1

2qp1´ v̂
2q.

(3.23)

ou le même élément en ajoutant un neuvième nœud de calcul dont la fonction de forme Φ9 est
donnée par

Φ̂9 “ φ̂3 ˆ ψ̂3 “ 4p1´ x̂qx̂p1´ v̂2
q. (3.24)

Notons qu’après ce calcul élémentaire, nous faisons l’assemblage de toutes les matrices totales.
Revenons aux systèmes (3.17) et (3.19). On va les résoudre dans n’importe quel élément
Kij “ Ki ˆKj (carré à quatre noeuds).
On note par Eeptq “ pE1

e ptq, E
2
e ptqq

T (resp. Beptq “ pB1
e ptq, B

2
e ptqq

T la valeur du vecteur E
(resp. de B) in Ki, Feptq “ pf 1

e ptq, f
2
e ptq, f

3
e ptq, f

4
e ptqq

T la valeur du vecteur f dans Kij, F x
e ptq “
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pf 1
e ptq, f

2
e ptqq

T la valeur du vecteur de f dans Ki.
Dans un élément Ki, nous pouvons écrire l’expression (3.17) comme suit

´
ř2
i“1

ř2
j“1E

h
i ptqφipxqBxφjpxq “

ř2
i“1

ř2
j“1 f

h
i ptq

`
řNv
j“1 f

h
j ptq

şV

´V
ψjpvqdv

˘

φ2
i pxq

´
ř2
i“1 φipxq.

(3.25)

Il s’agit d’un système matriciel élémentaire de la forme suivante :

Eeptq “ ´M
´1
e

“

pWeq
TF x

e ptq ´ Se
‰

, (3.26)

avec

Me “

ˆ

φ1pBxφ1q φ1pBxφ2q

φ2pBxφ1q φ2pBxφ2q

˙

,

Se “

ˆ

φ1
φ2

˙

.

De même, si nous écrivons l’expression (3.19) dans un élément Kij, nous obtenons

ř4
k“1

ř4
l“1

9fk
h
ptqΦkpXqΦlpXq “

ř4
k“1

ř4
l“1 f

h
k ptq

“
ř2
i“1E

h
i ptqφipxq `

ř2
i“1B

h
i ptqvφipxq

‰

ΦkpXqBvΦlpXq

`
ř4
k“1

ř4
l“1 f

h
k ptqvΦkpXqBxΦlpXq,

(3.27)

Nous devons, alors, résoudre le système élémentaire suivant

9Feptq “ pMeq
´1Kx

eFe ` UepMeq
´1Kv

eFe, (3.28)

Le système (3.28) s’écrit sous la forme

9Fe “ AhFe ` UeBhFe, (3.29)

où
Ah “ pMeq

´1Kx
e ,

Bh “ pMeq
´1Kv

e ,
Ue “ G1e ¨ Ee `G2e ¨ Be.

Ensuite, nous assemblons les pNx´1qˆpNv´1q matrices Ah, les pNx´1qˆpNv´1q matrices
Bh et les Nx ´ 1 vecteurs Ue. Nous obtenons les deux matrices carrées globales A et B ainsi
que le vecteur U.

Exemple 3.2. Dans l’élément rectangulaire r0, 1s ˆ r´1, 1s, notons par
ş

“
ş1
0

ş1
´1 ...dxdv.
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Ainsi, en faisant le calcul avec quatre noeuds, nous obtenons

Me “

¨

˚

˚

˝

ş

Φ2
1

ş

Φ1Φ2
ş

Φ1Φ3
ş

Φ1Φ4
ş

Φ2Φ1
ş

Φ2
2

ş

Φ2Φ3
ş

Φ2Φ4
ş

Φ3Φ1
ş

Φ3Φ2
ş

Φ2
3

ş

Φ3Φ4
ş

Φ4Φ1
ş

Φ4Φ2
ş

Φ4Φ3
ş

Φ2
4

˛

‹

‹

‚

,

Kx
e “

¨

˚

˚

˝

ş

vΦ1pBxΦ1q
ş

vΦ1pBxΦ2q
ş

vΦ1pBxΦ3q
ş

vΦ1pBxΦ4q
ş

vΦ2pBxΦ1q
ş

vΦ2pBxΦ2q
ş

vΦ2pBxΦ3q
ş

vΦ2pBxΦ4q
ş

vΦ3pBxΦ1q
ş

vΦ3pBxΦ2q
ş

vΦ3pBxΦ3q
ş

vΦ3pBxΦ4q
ş

vΦ4pBxΦ1q
ş

vΦ4pBxΦ2q
ş

vΦ4pBxΦ3q
ş

vΦ4pBxΦ4q

˛

‹

‹

‚

,

Kv
e “

¨

˚

˚

˝

ş

Φ1pBvΦ1q
ş

Φ1pBvΦ2q
ş

Φ1pBvΦ3q
ş

Φ1pBvΦ4q
ş

Φ2pBvΦ1q
ş

Φ2pBvΦ2q
ş

Φ2pBvΦ3q
ş

Φ2pBvΦ4q
ş

Φ3pBvΦ1q
ş

Φ3pBvΦ2q
ş

Φ3pBvΦ3q
ş

Φ3pBvΦ4q
ş

Φ4pBvΦ1q
ş

Φ4pBvΦ2q
ş

Φ4pBvΦ3q
ş

Φ4pBvΦ4q

˛

‹

‹

‚

,

et
G1e “ pφ1, φ2q

tr, G2e “ pvφ1, vφ2q
tr.

En utilisant les fonctions de formes définies par (3.22), on obtient

Me “

¨

˚

˚

˝

2
9

1
9

1
18

1
9

1
9

2
9

1
9

1
18

1
18

1
9

2
9

1
9

1
9

1
18

1
9

2
9

˛

‹

‹

‚

, Kx
e “

¨

˚

˚

˝

1
6 ´1

6 0 0
1
6 ´1

6 0 0
0 0 1

6 ´1
6

0 0 1
6 ´1

6

˛

‹

‹

‚

, Kv
e “

¨

˚

˚

˝

´1
6 ´ 1

12
1
12

1
6

´ 1
12 ´1

6
1
6

1
12

´ 1
12 ´1

6
1
6

1
12

´1
6 ´ 1

12
1
12

1
6

˛

‹

‹

‚

,

G1e “ p
1
2 ,

1
2q

tr et G2e “ pv
1
2 , v

1
2q

tr.

La matrice Me est inversible et son inverse est donné par

pMeq
´1
“

¨

˚

˚

˝

8 ´4 2 ´4
´4 8 ´4 2
2 ´4 8 ´4
´4 2 ´4 8

˛

‹

‹

‚

.

Le calcul de Ah et Bh donne

Ah “

¨

˚

˚

˝

2
3 ´2

3 ´1
3

1
3

2
3 ´2

3 ´1
3

1
3

´1
3

1
3

2
3 ´2

3
´1

3
1
3

2
3 ´2

3

˛

‹

‹

‚

,Bh “

¨

˚

˚

˝

´1
2 0 0 1

2
0 ´1

2
1
2 0

0 ´1
2

1
2 0

´1
2 0 0 1

2

˛

‹

‹

‚

.

Remarque 3.3. Dans l’élément rectangulaire r0, 1s ˆ r0, 1s, en utilisant les fonctions de formes
définies par

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Φ̂1 “ p1´ x̂qp1´ v̂q,
Φ̂2 “ x̂p1´ v̂q,
Φ̂3 “ x̂v̂,

Φ̂4 “ p1´ x̂qv̂,

(3.30)
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le calcul de Ah et Bh donne

Ah “

¨

˚

˚

˝

´1
6

1
6 ´1

6
1
6

´1
6

1
6 ´1

6
1
6

´1
6

1
6

5
6 ´5

6
´1

6
1
6

5
6 ´5

6

˛

‹

‹

‚

,Bh “

¨

˚

˚

˝

´1 0 0 1
0 ´1 1 0
0 ´1 1 0
´1 0 0 1

˛

‹

‹

‚

.

3.1.2.2 Convergence

Afin de prouver que la solution F ptq “
`

fh1 ptq, f
h
2 ptq, ..., f

h
Nptq

˘tr est une bonne approximation
de la solution exacte fpt, x, vq, nous devons calculer l’estimation de l’erreur.

Lemme 3.4. Il existe une constante C qui ne dépend pas du choix de l’espace d’approximation
Ωh tel que

}fpt, x, vq ´ F ptq}L2pΩq ď C inf
ghPΩh

}fpt, x, vq ´ ghptq}L2pΩq. (3.31)

Sachant que f est suffisamment régulière. Ainsi, il est possible de majorer la quantité

inf
ghPΩh

}fpt, x, vq ´ ghptq}L2pΩq “ dpfpt, x, vq,Ωh
q,

par un terme proportionnel à Cpfqhβ où Cpfq est indépendant de pas h avec β ą 0.
En effet,

}fpt, x, vq ´ F ptq}L2pΩq “ }fptq ´
řN
i,j f

hptqΦijpx, vq}L2pΩq,

“ }fptq ´
řNx`1
i“1

řNv`1
j“1 fhptqφipxq ˆ ψjpvq}L2pΩq,

ď }fptq ´
řNx`1
i“1 fhptqφipxq}L2pΩxq ` }fptq ´

řNv`1
j“1 fhptqψjpvq}L2pΩvq,

ď
řNx`1
i“1 }fptq ´ fhptqφipxq}L2pKiq `

řNv`1
j“1 }fptq ´ fhptqψjpvq}L2pKjq.

Puisque la mesure de Lebesgue de Ki est finie alors

}fptq ´ fhptqφipxq}L2pKiq ÝÝÑhÑ0
0.

De la même façon, vu que la mesure de Lebesgue de Kj est finie alors

}fptq ´ fhptqψjpvq}L2pKjq ÝÝÑhÑ0
0.

Donc, suite aux travaux de Ghattassi, ([47], [48]) nous pouvons prouver que si l’étape de
discrétisation, h converge vers 0, la solution approchée en dimension finie converge alors vers
la solution réelle en dimension infinie.

3.1.3 Critère de commandabilité
Dans cette partie, on va étudier la commandabilité du système distcrétisé de Vlasov obtenu
dans chaque élément Kij “ Ki ˆ Kj par le champ magnétique fixé à l’extérieur. Rappelons
que la forme matricielle du système de Vlasov, dans un élément Kij donnée par (3.27), résout
le système élémentaire suivant

9Fe “ AhFe ` UeBhFe, (3.32)
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Le problème de commandabilité à résoudre est le suivant : Le système (3.32) est commandable
si pour n’importe quel point pf0, f1q P ΩˆΩ, il y a un T ě 0 temps fini et une commande Ue
pour passer de f0 à f1 .
Ainsi, le système discrétisé (3.32) est un système bilinéaire qui prend la forme générale suivante

9y “ fpy, uq :“ Ay ` uBy, u P R. (3.33)

Toujours y P Rn l’état du système et u P R la commande, avec A et B deux matrices dans
MnpRq. Contrairement aux systèmes linéaires où on dispose de plusieurs critères de comman-
dabilité, dus aux travaux de Kalman [32], la commandabilité des systèmes bilinéaires en tant
que des systèmes non linéaires et difficile et on a de très peu de résultats dans la littérature.
Nous citons dans ce cadre les travaux de Jurdjevic-Sallet où un critère de commandabilité
complète pour les système bilinéaires a été donné [125]. Sussmann a proposé un critère de
commandabilité qui se base sur les mouvais et les bons crochets de Lie [32].
Ici, on se contente de donner un argument de commandabilité qui se base sur la technique de
linéarisation et la méthode quasi-statique de Coron [32]. Pour cela.

1. On linéarise le système (3.33) autour d’une trajectoire non triviale pȳ, ūq “ pγ0, γ1q

telle que
γ0 P KerpA` γ1Bq, γ0 R KerB.

Soit alors Ā :“ Bf
By
pγ0, γ1q “ A` γ1B, et B̄ :“ Bf

Bu
pγ0, γ1q “ Bγ0

2. On considère alors le système linéarisé suivant

9y “ pA` γ1Bqy ` pBγ0qu. (3.34)

Si la condition de Kalman est satisfaite pour le système (3.34), c’est à dire rgpA `
γ1B, Bγ0q “ n, alors le système linéarisé (3.34) est commandable. Par conséquent le
système non linéaire (3.33) est localement commandable autour de pȳ, ūq.

3. Pour la commandabilité du système non linéaire, on suit la technique de la déformation
quasi-statique de Coron [32]. Soit la fonction g P C2pr0, 1s, Rq telle que gp0q “ 0 et
gp1q “ 1. On définit ũ : r0, 1

ε
s Ñ R par

ũptq :“ γ1gpε tq, t P r0,
1
ε
s.

Maintenant, soit x̃ptq : r0, 1
ε
s Ñ Rn telle que

9̃xptq “ Ax̃ptq ` γ1 gptεqBx̃ptq, x̃p0q “ 0.

On montre que
lim
εÑ0

x̃p1{εqq “ γ0.

4. Cette idée utilise la technique des perturbations singulières sur des variétés lentes et
rapides [72].

L’utilisation des observateurs dans le retour d’état consiste à mesurer toutes les variables
d’état et à les renvoyer au contrôleur avec une commande ou un signal pour calculer ensuite
ce signal de commande appliquée. Ce qui est non valable lorsque nous ne pouvons pas mesurer
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tout l’état. En effet, si nous ne pouvons pas mesurer qu’un ensemble de variables de sortie,
une façon typique consiste à transmettre cette sortie à un observateur qui va estimer l’état du
système et le renvoyer au contrôleur afin de calculer le signal de commande.
Malgré la bonne fonction de ce type d’observabilité, il y a des difficultés liées à leur conception
tels que la non linéarité et l’incertitude. Pour relever ces problèmes, il s’agit d’utiliser des
observateurs à gain élevé [112] caractérisés par leur rapidité de récupérer les trajectoires d’état.
Dans notre cas, l’observabilité du système de Vlasov-Poisson consiste à réaliser une recons-
truction d’état à travers deux signaux de capteurs situés dans les positions x “ 0 et x “ L.
Soit le système

"

9yptq “ Ayptq ` uByptq :“ zpt, y, uq,
Y ptq “ Cyptq :“ hpt, y, uq,

(3.35)

où

C “

ˆ

1 0 ... 0
0 ... 0 1

˙

.

Nous cherchons à concevoir un retour de sortie. Afin de mettre en oeuvre le système (3.35)
sans contrôle, on peut construire un observateur donné par

9̂y “ Aŷ `Bu`H
`

Y ´ Cŷ
˘

,
“ Aŷ `Bu`HC

`

y ´ ŷ
˘

.
(3.36)

Le terme de correction H
`

Y ´ Cŷ
˘

fait apparître le gain de l’observateur H qui est relatif à
l’estimation d’erreur donnée par ỹ “ y ´ ŷ, dont sa dérivée est :

9̃y “ pA´HCqỹ.

Nous pouvons montrer que le système (3.35) est observable au sens de Fliess [90]. En effet, en
utilisant la formule de Leibniz pour calculer la dérivée d’ordre k, on cherche s’il existe k P N
tel que

Y pkq “ Coby,

où Cob est une matrice satisfaisant la condition d’observabilité de Kalman. Alors, nous pouvons
écrire une représentation d’espace d’état sous la forme canonique suivante :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

9ζ1 “ 9Y “ C 9y “ CpA` uBqy,
9ζ2 “ :Y “ CpA2 ` uAB ` 9uB ` uBA` u2B2qy,
9ζ3 “ Y p3q

...
9ζk´1 “ Y pk´1q

9ζk “ Y pkq

Y “ Cy “ ζ1.

La détermination de la matrice H revient à choisir les valeurs propres de la matrice A´HC
de façon qu’elle soit de Hurwitz.
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3.1.3.1 Test numérique

Dans le but de valider notre approche de discrétisation, sur des cas test, nous allons com-
mencer par le cas où le champ E est constant. Prenons la condition initiale de la fonction de
distribution suivante

f0px, tq “ p1` ε cospkxqq
1
?

2π
e´v

22, (3.37)

où k “ 0.2, ε “ 5ˆ 10´2, L “
2π
k
.

3.1.3.1.1 Cas v´transport pBxf “ 0q

En utilisant la méthode des caractéristiques, la solution exacte est donnée par :

fpx, v, tq “ f0px, v ´ Epxqtq.

La figure 3.1 représente la solution exacte donnée par l’expression (3.37).

Figure 3.1 – Solution exacte f0px, v, tq.

Figure 3.2 – Solution approchée à T “ 5.

3.1.3.1.2 Cas x´transport pE ” 0q

Dans ce cas, l’expression de la solution exacte est donnée par

fpx, v, tq “ f0px´ vt, vq.

Dans les figures 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6, on a représenté, pour chaque T , la fonction de distribution
dans le cas réduit de l’équation de Vlasov-Poisson.
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Figure 3.3 – Fonction de distribution à T “ 20.

Figure 3.4 – Fonction de distribution à T “ 30

Figure 3.5 – Fonction de distribution à T “ 40.
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Figure 3.6 – Fonction de distribution à T “ 100.

3.1.3.2 Discrétisation 2D

Soient t P r0, T s, x “ px1, x2q P Ωx “ r0, Ls ˆ r0, Ls et v “ pv1, v2q P Ωv “ r´V, V s ˆ r´V, V s.
Notons par Ω :“ Ωx ˆ Ωv et X “ px, vq.
Le problème de contrôle de Vlasov-Poisson, en dimension 2, décrivant l’évolution d’une fonction
de distribution f des particules, dans l’espace Ω par rapport au temps t ą 0, est modélisé
par :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Btfpt,Xq “ ´v∇xf ´ rEpt, xq ` v bBpt, xqs∇vf dans r0, T s ˆ Ω,

∇xEpt, xq “

ż V

´V

fdv ´ 1,

fpt, 0, vq “ fpt, L, vq,
Ept, 0q “ Ept, Lq,
fp0, Xq “ f0pXq,
fpT,Xq “ f1pXq.

(3.38)

où l’état et le contrôle sont respectivement pf, Eq et upt,Xq “ v bBpt, xq.
Soit g P H “ tg P H1pΩq s. t gpt, 0, vq “ gpt, L, vq, gpt, x,´V q “ gpt, x, V q sur BΩu .
Muni de la norme }g}H1pΩq “ }g}L2pΩq ` }∇g}L2pΩq, H est un espace de Hilbert.
Multipliant l’équation

∇xEpt, xq “

ż V

´V

fdv ´ 1,

par une fonction test w P W “ tw P H1pΩxq s. t wp0q “ wpLqu et intégrant sur Ωx. Alors, il
s’agit de résoudre une première équation

´

ż

Ωx
Ept, xq∇xwpxqdx`

ż

BΩx
Ept, xqwpxqdλ “

ż

Ωx

ż V

´V

fwpxqdv dx´

ż

Ωx
wpxqdx. (3.39)

En multipliant maintenant l’équation

Btfpt,Xq “ ´v∇xfpt,Xq ´

„

Ept, xq ` v bBpt, xq



∇vfpt,Xq,

42



Chapitre 3. Stabilisation rapide du système de Vlasov-Poisson contrôlé en dimension finie

par une fonction test g P H et intégrant sur Ω, on obtient une deuxième équation à résoudre

ş

Ω Btfpt,XqgpXq “
ş

Ω vf∇xgpXq `
ş

Ω

„

Ept, xq ` v bBpt, xq



fpt,Xq∇vgpXq

´
ş

BΩxˆΩv

ˆ

v
Ept, xq ` v bBpt, xq

˙ˆ

~nx
0

˙

fpt,XqgpXq

´
ş

ΩxˆBΩv

ˆ

v
Ept, xq ` v bBpt, xq

˙ˆ

0
~nv

˙

fpt,XqgpXq,

(3.40)

où ~nx (resp. ~nv) est la normale sortante à Ωx (resp. Ωv).
En prenant les conditions aux bords, on obtient les deux systèmes suivants

´

ż

Ωx
Ept, xq∇xwpt, xqdx “

ż

Ωx

ż

Ωv
fpt,Xqwpt, xqdv dx´

ż

Ωx
wpt, xq, (3.41)

et
ş

Ω Btfpt,XqgpXq “
ş

Ω vfpt,Xq∇xgpXq `
ş

Ω

„

Ept, xq ` v bBpt, xq



fpt,Xq∇vgpXq. (3.42)

Pour la discretization, 2D, on prend les Ki (resp. Kj) comme des rectangles.
Soit Ωh “ Ωh

x ˆ Ωh
v “ Yi,jKi ˆ Kj, i “ 1, . . . , Nx, j “ 1, . . . , N v, l’espace approché de Ω “

ΩxˆΩv avecNx et N v sont respectivement les nombres des éléments rectangulaires du maillage
suivant la direction x et la direction v. Notons par Nx et Nv respectivement les nombres des
éléments suivant x et v. Alors, pour ce maillage, on a le nombre total NG des éléments du
maillage ainsi que le nombre total des noeuds (N) tels que NG “ NxˆN v et N “ NxˆNv{2.
On obtient

´
řNx
i“1

ş

Ki
Ept, xq∇xwpt, xq “

řNx
i“1

ş

Ki

řNv
j“1

ş

Kj
fpt,Xqwpt, xq ´

řNx
i“1

ş

Ki
wpt, xqdx. (3.43)

et
řNx
i“1

ş

Ki

řNv
j“1

ş

Kj
Btfpt,XqgpXq “

řNx
i“1

ş

Ki

řNv
j“1

ş

Kj
vfpt,Xq∇xgpXq

`
řNx
i“1

ş

Ki

řNv
j“1

ş

Kj

„

Ept, xq ` v bBpt, xq



fpt,Xq∇vgpXq
(3.44)

les espaces Ωh
x , Ωh

v et Ωh sont générés respectivement par les fonctions de forme φi, i “
1, . . . , Nx , ψj, j “ 1, . . . , Nv et Φij est définie par le produit cartésien de φi et ψj.
Ainsi les formulations discrètes, dans un élément cubique à quatre noeuds, sont données par

´
řNx
i“1

ş

Ki

ř4
k“1

ř4
l“1E

hptqφlpxqw
hptq∇xφkpxq

“
řNx
i“1

řNv
j“1

ş

Ki

ş

Kj

ř4
k“1

ř4
l“1 f

hptqφlpXqw
hptqφkpxq ´

řNx
i“1

ş

Ki

ř4
k“1w

hptqφkpxq.
(3.45)

et
řNx
i“1

řNv
j“1

ş

Ki

ş

Kj

ř8
k“1

ř8
l“1

9fhptqΦlpXqg
hΦkpXq “

řNx
i“1

řNv
j“1

ş

Ki

ş

Kj

ř8
k“1

ř8
l“1 vf

hptqΦlpXqg
h∇xΦkpXq

`
řNx
i“1

řNv
j“1

ş

Ki

ş

Kj

ř8
k“1

ř8
l“1

ř4
kk“1

ř4
ll“1R1pXq,

(3.46)

avec
R1pXq “

„

Ehptqφllpxq ` v bB
hptqφkkpxq



ˆ fhptqΦlpXqg
h∇vΦkpXq. .
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Dans le calcul élémentaire, on va utiliser l’élément de référence K̂ “ r0, 1s2 ˆ r´1, 1s2. Notons
par φ̂i, i “ 1, ..., 4 (resp. ψ̂j, i “ 1, ..., 4) les quatre fonctions aux quatre noeuds de l’élément de
référence r0, 1s ˆ r0, 1s (resp. de l’élément de référence r´1, 1s ˆ r´1, 1s) tels que

$

’

’

’

&

’

’

’

%

φ̂1 “ p1´ x̂1qp1´ x̂2q,

φ̂2 “ x̂1p1´ x̂2q,

φ̂3 “ x̂1x̂2,

φ̂4 “ p1´ x̂1qx̂2.

et

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ψ̂1 “
1
4p1´ v̂1qp1´ v̂2q,

ψ̂2 “
1
4p1` v̂1qp1´ v̂2q,

ψ̂3 “
1
4p1` v̂1qp1` v̂2q,

ψ̂4 “
1
4p1´ v̂1qp1` v̂2q.

(3.47)

Ainsi on obtient les huit fonctions de forme dans l’élément de référence K̂ “ r0, 1s2 ˆ r´1, 1s2
telles que

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Φ̂1 “ φ̂1 ˆ ψ̂2 “
1
4p1´ x̂1qp1´ x̂2qp1` v̂1qp1´ v̂2q,

Φ̂2 “ φ̂2 ˆ ψ̂2 “
1
4 x̂1p1´ x̂2qp1` v̂1qp1´ v̂2q,

Φ̂3 “ φ̂3 ˆ ψ̂1 “
1
4 x̂1x̂2p1´ v̂1qp1´ v̂2q,

Φ̂4 “ φ̂4 ˆ ψ̂1 “
1
4p1´ x̂1qx̂2p1´ v̂1qp1´ v̂2q,

Φ̂5 “ φ̂1 ˆ ψ̂3 “
1
4p1´ x̂1qp1´ x̂2qp1` v̂1qp1` v̂2q,

Φ̂6 “ φ̂2 ˆ ψ̂3 “
1
4 x̂1p1´ x̂2qp1` v̂1qp1` v̂2q,

Φ̂7 “ φ̂3 ˆ ψ̂4 “
1
4 x̂1x̂2p1´ v̂1qp1` v̂2q,

Φ̂8 “ φ̂4 ˆ ψ̂4 “
1
4p1´ x̂1qx̂2p1´ v̂1qp1` v̂2q.

(3.48)

3.2 Stabilisation rapide en dimension finie
La stabilisation en temps fixe et la satbilisation en temps petit indiquent que le système at-
teindra un état stable en un temps de convergence rapide. Cette section présente quelques
conditions suffisantes pour la stabilisation en temps fixe et la stabilisation en temps petit à
l’aide d’un retour d’état instationnaire du système de Vlasov-Poisson discrétisé. Nous illus-
trons nos études par quelques exemples des systèmes de contrôle bilinéaires en donnant des
simulations numériques.

3.2.1 Stabilisation en temps fixe
Dans cette partie, nous présentons quelques conditions suffisantes pour la stabilisation en
temps fixe des systèmes de contrôle de dimension finie.

3.2.1.1 Introduction

De nos jours, la stabilité en temps fixe a connu une progression remarquable dans la théorie
du contrôle ([20], [51], [105], [107] et [133]). Il s’agit d’une stabilité en temps fini avec un
temps d’établissement uniformément borné par rapport à la donnée initiale. Les premières
idées remontent à Polyakov, [105], [106], qui a donné une caractérisation de stabilité en temps
fini et en temps fixe des systémes d’évolution dans des espaces de Banach. Ces conditions sont
exprimées en termes des fonctions de Lyapunov.
Quant à nous, on montre un résultat relaxant ceux obtenus par plusieurs auteurs et qui
consiste à fusionner la stabilité en temps fini [16] et la stabilité polynômiale [70]. Cette idée
est significative et semble être un phénomène naturel (la stabilité en temps fixe traduit la durée
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de vie de la solution d’un système dynamique). Elle peut être traduite de la façon suivante :
grâçe à la stabilité polynomiale, toutes les trajectoires du système peuvent atteindre en temps
fixe T1 une petite boule de l’équilibre ([78]), et donc par la deuxième propriété de la stabilité
en temps fini, les trajectoires qui seront à l’intérieur de la boule convergent vers zéro en temps
petit qui devient dans cette étape un second temps fixe T2 (puisque les conditions initiales
sont bornées dans la boule). Le temps fixe résultant T est alors la somme de T1 et T2.
Pour un tel système 9x “ Xpxq, une autre condition de stabilité en temps fixe peut être obtenue
à l’aide de la décomposition du champ de vecteur X du système en deux champs de vecteurs
X1 et X2 tels que les systèmes décrits par X1 et X2 sont respectivement stable en temps fini
et polynomialement stable.
Les propriétés mentionnées ci-dessus vont nous servir pour étudier la stabilité en temps fixe
du système discrétisé de Vlasov-Poisson. Ce dernier prend la forme d’un système bilinéaire de
dimension finie. Ainsi, pour étudier sa stabilisation, nous avons étudier, dans un cadre général,
les systèmes bilinéaires sur un espace réel de Hilbert noté H.
Considérons alors le système bilinéaire suivant :

#

9yptq “ Ayptq ` uptqByptq, t ą 0
yp0q “ y0

(3.49)

où, A : DpAq Ă H Ñ H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe linéaire de classe C0
sur un espace réel de Hilbert H avec un domaine DpAq, B : H Ñ H est un opérateur linéaire
borné, t ÞÑ yptq P H est l’état du système et la fonction scalaire t ÞÑ uptq P R est le contrôle.
Avant de présenter les résultats de cette partie, nous allons définir la stabilisation en temps
fixe du système bilinéaire (3.49).

Définition 3.5. On a parlé de cette définition dans l’aperçu des résultats (où on a pas bien
détaillé les résultats). Ainsi, dans le Chapitre 3, on a défini de manière rigoureuse la notion
de stabilisation en temps fixe ainsi que la construction des feedbacks stabilisants les systèmes
bilinéaires en dimension finie. On dit que le sysème (3.49) est stabilisable en temps fixe à
l’aide d’un retour d’état u : H Ñ R si le système bouclé 9yptq “ Ayptq ` upyqByptq satisfait les
propriétés suivantes :

1. Le système bouclé est stable en temps fini (i.e. D T pyp0qq tel que ypptq “ 0 @t ě T q.
2. Il existe Tmax indépendant de la donnée initiale tel que T pyp0qq ă Tmax et yptq “ 0 @t ě
Tmax.

On admet, pour le moment, le théorème suivant qui va être prouvé dans le chapitre 4.

Théorème 3.6. Supposons que :
1. La dilatation d sur H est strictement monotone, et le groupe associé Gd sur D Ă DpGdq

où D est dense dans H, satisfait

k1||z||
2
ď xGdz, zy ď k2||z||

2 pour k1, k2 ą 0 et pour tout z P D,

2. l’opérateur A génère un semi-groupe de contractions sur H tel que DpAq Ă DpGdq,

3. l’opérateur B est fortement positif, c.à.d., il existe k ą 0 tel que pour tout y P H, on a
xBy, yy ě k||y||2,
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4. l’opérateur A et B sont, respectivement, homogènes de degré m et 0 par rapport à la
dilatation d.

On définit les deux retours u1 et u2 tels que

u1pyq “

$

’

’

&

’

’

%

´
xBy, yy

||y||βd
si y ‰ 0

0 si y “ 0,

(3.50)

et
u2pyq “ ´||y||

θ
d, (3.51)

où ||.||d est la norme homogène associée à d, avec la condition 3b ą β ą 2a, où a et b sont
données dans le lemme 4.23 et θ ą 0. Alors, sous l’action du retour d’état upyq “ u1pyq`u2pyq,
le système en boucle fermée (3.49) est stable en temps fixe.

Ce résultat peut être utilisé lorsque les opérateurs A et B sont des matrices vérifiant les
hypothèses du théorème 3.6. Considérons donc le système bilinéaire dans Rn suivant :

9y “ Ay ` uBy, (3.52)

où A, B P Rnˆn sont deux matrices constantes, y P Rn est l’état et u P R est le contrôle. Soit
la dilatation

dpsq “ esGd (3.53)
telle que Gd est une matrice diagonale à coefficients strictement positifs. D’après [107], il existe
une matrice symétrique définie positive P tel que

Gd
trP ` PGd “ µP, µ Ps0, `8r, (3.54)

Définissons le produit scalaire sur Rn par xu, vy :“ utr P v et la norme ||u||2 :“ utr P u. Dans
ce cas, nous avons Gd fortement positif et λmin||y||

2 ď xGd y, yy ď λmax||y||
2 où λmin et λmax

sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre de Gd. De plus, nous avons
d

ds
||dpsqy||2 “ ytresGd

tr

pGd
trP ` PGdqe

sGdy (3.55)

“ µytresGd
tr

PesGdy (3.56)
“ µ||dpsqy||2. (3.57)

Par conséquent, nous en déduisons par intégration que

||dpsqy|| “ e
µ s
2
a

ytrPy,

En utilisant le fait que ||dp´sqy|| “ 1 nous concluons que

||y||d “ py
trPyq1{µ.

Il est clair qu’avec µ “ 2, ||y||d “
?
ytrPy.

On suppose, de plus, que AGd “ GdA et BGd “ GdB, alors, on a Adpsqy “ AesGdy “
esGdAy “ dpsqAy, et aussi Bdpsqy “ dpsqBy. Ainsi A et B sont homogènes avec un degré
d’homogénéité nul.
Remarquons dans notre cas que a et b dans le lemme 4.23 sont tel que a “ b “ 1. Ainsi, nous
avons le résultat suivant.
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Proposition 3.7. Supposons que la matrice A est dissipative (i.e ´A est positive), et B est
fortement positive. Considérons le retour u “ u1 ` u2 tel que

u1pyq “

$

’

’

&

’

’

%

´
pByqtrPy

pytrPyqβ{2
si y ‰ 0

0 si y “ 0,

(3.58)

où 2 ă β ă 3, et
u2pyq “ ´py

trPyqθ{2, θ ą 0. (3.59)

Alors, le retour u : y ÞÑ u1pyq ` u2pyq rend le système en boucle fermée (3.52) stable en temps
fixe.

3.2.1.2 Stabilisation en temps fixe du système discrétisé de Vlasov-Poisson

Dans cette partie, nous traitons la stabilisation en temps fixe du système discrétisé de Vlasov-
Poisson dont son système matriciel s’écrit sous la forme

"

9F ptq “ AF ptq ` UptqBF ptq, t ą 0,
F p0q ‰ 0, avec

$

’

’

&

’

’

%

A “M´1Kx,
B “M´1Kv,
F est l’état du système,
U “ G1E`G2B (le contrôle).

(3.60)

où A, B P RNˆN sont deux matrices constantes.
Dans l’objet d’appliquer la proposition 3.7 nous prouvons que la décomposition du système
initial (3.60) en deux sous-systèmes, un est stabilisable en temps fini et l’autre est polyno-
mialement stabilisable, conduit à sa stabilisation en temps fixe. Ceci étant à condition que les
deux stabilisations sont assignables par la même fonction de Lyapunov.
Pour la dilatation (3.53), on suppose que AGd “ GdA et BGd “ GdB. Alors, d’après [107],
les matrices A et B sont homogènes de degré zéro par rapport à la dilatation d. Autrement,
on a

"

AesGdF “ dpsqAF,
BesGdF “ dpsqbF.

Supposons que la matrice A est dissipative (c’est-à-dire que ´A est positif), et que B est
fortement positif. Considérer le retour d’état U “ u1 ` u2 où

u1pF q “

$

’

’

&

’

’

%

´
pBF qtrPF
pF trPF qβ{2

si F ‰ 0,

0 si F “ 0,

(3.61)

où β est tel que 2 ă β ă 3, et

u2pF q “ ´pF
trPF qθ{2, θ ą 0. (3.62)

Alors, le retour U : F ÞÑ u1pF q ` u2pF q rend le système en boucle fermée (3.60)
stable en temps fixe.
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3.2.1.3 Exemples

Pour illustrer l’approche de conception, des simulations numériques montrent des performances
élevées du retour stabilisant en temps fini et en temps fixe des systèmes bilinéaires. Les deux
exemples traitent la stabilisation en temps fixe.

3.2.1.3.1 Exemple 1

Nous considérons l’exemple d’équation suivant

:z ` z2 9z ` z “ 0. (3.63)

Afin de faire le lien avec le système bilinéaire (3.63), nous introduisons le contrôle u P R. Soit
y “ py1, y2q, alors le système (3.63) devient

9y “ Ay ` uBy,

avec le choix suivant de matrices A et B

A “

ˆ

0 1
´1 0

˙

et B “
ˆ

2 0
0 1

˙

.

Ce qui équivaut à la représentation analytique suivante

9y1 “ y2 ` 2y1u,
9y2 “ ´y1 ` y2u.

(3.64)

Dans (3.54), on prend P “ I2, alors la matrice Gd dans ce cas est I2. Par rapport à ce choix,

1. La matrice A est dissipative puisque xAy, yy “ 0,
2. La matrice B est fortement positive puisque

xBy, yy “ 2y2
1 ` y

2
2

ě 1
2py

2
1 ` y

2
2q

ě 1
2 ||py1, y2q||

2.

Par conséquent, le retour u “ u1 ` u2 où

u1pyq “

$

&

%

´
2y2

1 ` y
2
2

py2
1 ` y

2
2q
β{2 si py1, y2q ‰ p0, 0q

0 si py1, y2q “ p0, 0q,
(3.65)

où β est tel que 2 ă β ă 3, et

u2pyq “ ´py
2
1 ` y

2
2q
θ{2, θ ą 0, (3.66)

stabilise en temps fixe le système (3.77). La condition initiale est py1p0q, y2p0qq “ p1.5, ´1.5q.
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Figure 3.7 – Trajectoires des états y1 et y2 de (3.77).

Ce qui nous permet, d’après la figure 3.7 d’affirmer qu’à T “ 1.7, les particules se confinent
sous l’effet du champ magnétique.

3.2.1.3.2 Exemple 2

Le système bilinéaire suivant

9y1 “ ´y2 ´ y1 ` 2y1u,
9y2 “ y1 ´ 2y2 ` y2u,

(3.67)

est stabilisable en temps fixe par le retour d’état (3.65 - 3.66).
La condition initiale est py1p0q, y2p0qq “ p1.5, ´1.5q .

Figure 3.8 – Trajectoires des états y1 et y2 de (3.67).

Ainsi les trajectoires affichées dans la figure 3.8 nous permettent de dire que le temps de
confinement des particules est donné par T “ 1.

3.2.2 Stabilisation en temps petit des systèmes non autonomes
Contrairement à la stabilisation asymptotique, la stabilité en temps petit est souvent très
pratique car il est préférable de stabiliser un système pendant un temps petit. Ceci semble
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très adopté dans les exemples, des lancements des missiles ou satellites, des réactions chimiques
ou nucléaires, où les opérations sont faites pendant des courtes durées. Si bien, ce sujet a connu
des investigations intenses pendant ces dernières années et fait l’objectif de nombreux travaux.
Citons, par exemple, [4, 10, 16, 17, 23, 40, 41, 57, 62, 64, 65, 101, 108, 109, 116, 120].
Dans cette section, on va s’occuper des systèmes variants dans le temps de dimension finie
et de dimension infinie. L’idée sous-jacente est d’attaquer en premier lieu les systèmes de
dimension finie et les résultats seront appliqués sur le système discrétisé de VP en donnant
des tests numériques.

3.2.2.1 Stabilité un temps petit : conditions de Lyapunov

On considère le système non autonome défini sur r0, `8rˆRn par

9x “ fpt, xq, (3.68)

avec xp0q “ x0. On suppose de plus que fpt, 0q “ 0, @t ě 0 (0 est un point d’équilibre).
L’existence de solutions est assurée par le théorème de Péano. Ainsi, l’unicité des solutions
n’est pas garantie. Nous supposons plutôt que toutes les solutions de (3.68) sont continues à
posteriori [16].
Soit K8 l’espace de Hahn défini par :

K8 :“ tα : R` Ñ R`, continue, αp0q “ 0 et lim
tÑ`8

αptq “ `8u.

Dans la suite, on va définir la notion de stabilité en temps fini et de stabilisation du système
(3.68).

Définition 3.8. Le système (3.68) est dit stable en temps petit si @ε ą 0, @t0 ą 0 Dη “
ηpt0, εq ą 0 tels que

1. (}xpt0q} ă ηq ñ p}xptq} ă ε @t ě t0).
2. p}xpt0q} ă ηq ñ pxpεq “ 0q.

La notion de stabilité en temps petit a été définit par Coron et ses collaborateurs dans [40].
On exige la stabilité au sens de Lyapunov du système en question à l’aide du critère de η
et de ε. Le ε dans la deuxième ligne joue le rôle du facteur temps. On peut interpréter cette
définition de la façon suivante. Pour tout ε ą 0 aussi petit que l’on veut, il existe η ą 0 telle
que dès que xp0q P Bp0, ηq alors la solution xptq s’annule à l’instant pεq et y reste.
Soit le système dynamique

9x “ gpx, uq, x P Rn, u P Rm,
gp0, 0q “ 0, (3.69)

où g : Rn ˆ Rm Ñ Rn est une fonction continue.
Remarque 3.9. S’il existe un retour u “ upt, xq continu tel que upt, 0q “ 0 alors la première
équation du système (3.69) reprend la forme suivante :

9x “ gpx, upt, xqq » fpt, xq.

Définition 3.10. [40] Le système (3.69) est dit stabilisable en temps petit, s’il existe un retour
d’état u : Rn Ñ Rm de sorte que chaque solution du système en boucle fermée 9x “ gpx, upxqq
atteint le point d’équilibre en temps petit.
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Remarque 3.11. 1. Il a été remarqué dans [40] que “la stabilité en temps petit ùñ la
stabilité en temps fini”. En particulier, les deux notions sont équivalentes lorsque la
fonction temps de stabilisation est continue. Notons qu’il est prouvé dans [16, Example
2.2] qu’en général, la stabilité en temps fini n’implique pas que la fonction de temps de
stabilisation T est continue à l’origine.

2. Pour les systèmes variables dans le temps, on donne la définition suivante.
Définition 3.12. [40] Le système (3.69) est dit stable en temps petit par un retour variable
dans le temps s’il existe une carte u : r0, `8rˆRn Ñ Rm ; upt, 0q “ 0, et en boucle fermée la
solution xp.q telle que 9xptq “ gpx, upt, xqq, satisfait les conditions suivantes.

1. p 9xptq “ gpx, upt, xqq, xpsq “ 0q ñ pxptq “ 0 @ t ě sq, @ s P R
2. pour chaque ε ą 0, il existe η ą 0 tel que

p}xpsq} ă ηq ñ }xptq} ă ε, @ t ą s.

Considérons, dans RnˆRm, le système en boucle fermée 9x “ gpx, upxqq donné dans la définition
3.10. Une des conditions suffisantes connues, à condition que l’équilibre 0 P Rn est stable en
temps fini [16], est l’existence d’une fonction candidate C1 de Lyapunov V , un réel β Ps0, 1r
est une constante c ą 0 de telle sorte que le long du système 9V ď ´cV β.
La question qui se pose : comment généraliser cette condition suffisante pour des systèmes
variants dans le temps ?
Notre première situation est présentée dans le prochain théorème.
Théorème 3.13. On considère le système (3.68), et on suppose qu’il existe des fonctions
α1, α2 P K8, une constante β Ps0, 1r et une fonction C1´ différentiable V : R` ˆ Rn Ñ R`
tel que pour tout t P R`, on obtient

1. α1p}x}q ď V pt, xq ď α2p}x}q, @x P Rn.

2. 9V pt, xptqq ď ´cptqV βpt, xptqq.

où xptq “ xpt, x0q est la solution du système (3.68). Supposons que c : r0, `8rÑ r0, `8r une
fonction mesurable tel que

lim
tÑ`8

ż t

0
cpsqds “ `8. (3.70)

Alors le système (3.68) est globalement stable en temps petit avec le temps d’établissement T ˚
est défini par

ż T˚

0
cpsqds “

V 1´βpx0q

1´ β . (3.71)

Preuve. La preuve repose sur le principe de comparaison [72, page 110]. Soit V une fonction
positive permettant de résoudre l’équation différentielle

9V “ ´ cptqV β, β Ps0, 1r, (3.72)

avec la condition initiale V pxp0qq :“ V0. Cette solution est donnée par

V ptq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

rV 1´β
0 ´ p1´ βq

şt

0 cpsqdss
1{p1´βq, 0 ď t ď T ˚ et V0 ­“ 0,

0, si t ě T ˚ et V0 ­“ 0,

0, si V0 “ 0.

(3.73)
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où le temps T ˚ sera défini plus tard. Pour V0 ­“ 0, nous considérons la fonction dérivée h sur
r0, `8r définie par

hptq :“ V 1´β
0 ´ p1´ βq

ż t

0
cpsqds.

La dérivée temporelle de h est donnée par h1ptq “ ´p1 ´ βqcptq ď 0, alors h est une fonction
décroissante sur r0, `8r. Avec l’hypothèse (3.70) nous avons

lim
tÑ`8

hptq “ ´8.

On choisit c continue et positive sur r0, `8q. Par conséquent, par le théorème de valeur
intermédiaire (TVI), il existe un temps unique T ˚ :“ T ˚pV p0qq, (clairement T ˚pV0q est unique
car h est décroissante) tel que hpT ˚q “ 0, et donc le temps T ˚ est défini de telle sorte que

ż T˚

0
cpsqds “

V 1´βp0q
1´ β .

La fonction décroissante V converge vers zéro au moment T ˚ et par la suite pour t ě T ˚ nous
obtenons V pxptqq “ 0, et donc par la première condition du théorème, tel que xptq “ 0 pour
chaque t ě T ˚.

Nous allons maintenant donner deux contre-exemples montrant que [53, Théorème 1] est faux.
1. Pour p ě 1, nous considérons V positif défini par

V ptq “
1

p1` tqp , t ě 0.

Cette fonction satisfait
9V “ ´p

1
p1` tqp`1 “ ´p

1
p1` tq1` 2p

3
V 1{3

où la fonction continue et positive cp.q sur r0, `8r est définie par cptq “ p

p1` tq1` 2p
3
, t ě

0. Puisque 1` 2p
3 ą 1, alors clairement on a cp.q est Lebesgue intégrable et

ż `8

0
cpsqds :“M ă 8.

Toutes les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites, ici β “ 1
3 ă 1, en outre V ne

converge pas vers zéro en temps petit, parce que, il n’y a pas de temps T ˚ tel que
V ptq “ 0 pour t ě T ˚.

2. Le deuxième contre-exemple est le suivant :

V ptq “ e´t
2
, t ě 0.

Il est clair que V ne peut pas converger vers zéro en temps petit. De plus, cette fonction
V satisfait l’inégalité différentielle

9V ď ´cptqV 2{3,

où cptq “ 2te´t2{3 . On peut facilement vérifier que
ż `8

0
cpdqdt ă `8.
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L’hypothèse
ş`8

0 cpdqdt “ `8 est cruciale pour obtenir la stabilité en temps petit du système
dynamique 9x “ fpt, xq.

Remarque 3.14. Le cas où la fonction cp.q est constante, nous obtenons le résultat standard de
Bhat et Bernstein [16]. Dans ce cas, nous avons T ˚ “ V 1´βp0q

cp1´βq . Plus précisément, nous avons le
résultat suivant.

Lemme 3.15. ([16]) Supposons que V est une fonction définie positive et de classe C1 définie
sur r0, `8r, et

9V ď ´c V α, (3.74)

où c ą 0 et 0 ă α ă 1 sont deux constantes. Alors, il existe un temps de stabilisation T pV p0qq
dépendant de la condition initiale tels que

V “ 0, @ t ě T, et T ď V 1´αp0q
cp1´ αq .

Exemple 3.16. L’exemple suivant est proposé [53, Exemple 13], 9x “ ´
1´ sin t
1` t2 x1{3 n’est pas

stable en temps fini car la fonction donnée cptq “ 1´ sin t
1` t2 est Lebesgue-intégrable. De plus,

9x “ ´
1´ sin t

1` t x1{3 est stable en temps fini.

Exemple 3.17. Le système scalaire 9x “ ´p1` tqsgnpxq|x|a, a Ps0, 1r où sgnp.q est, habituel-
lement, la fonction signe (pour x P R, sgnpxq :“ x

|x|
, si x ­“ 0 et sgnp0q “ 0), est stable en

temps petit.

Corollaire 3.18. Considérons le système qui varie dans le temps (3.68) et supposons que
toutes les conditions du théorème 4.22 sont satisfaites, et que le long du système la fonction
candidate de Lyapunov V satisfait d’avantage

9V ď ´cptqV β
´ kV γ, (3.75)

pour certaines constantes strictement positives k, γ tel que γ ą 1. Alors (3.68) est stable en
temps fixe.

3.2.2.2 Application au système de Vlasov-Poisson discrétisé

Revenons au système discrétisé de contrôle de Vlasov bilinéaire défini par (3.60).
Cette partie est consacrée à l’étude de la stabilisation en temps petit du système de contrôle de
Vlasov-Poisson, en temps variable, au moyen d’un retour excité. Nous l’illustrons par quelques
exemples des systèmes de contrôle bilinéaires. En effet, pour construire un retour stabilisant en
temps petit le système (3.60), nous allons exciter uniformément les conditions aux limites et
ceci permet de renforcer la distribution des particules d’être confinées au centre du Tokamak
et ce confinement permet d’éviter leur contact avec les parois de l’enceinte. Cette notion des
conditions d’excitation persistante est très importante et semble une idée attrayante pour
stabiliser le système de contrôle de Vlasov-Poisson.
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La forme d’un tel retour U peut prendre la forme suivante

Upt, yq “

$

&

%

´fptq
xBy, yy
}y}β

y ‰ 0, β Ps0, 1r

0 sinon,
(3.76)

avec f non intégrable en temps.

3.2.2.3 Applications

Afin de montrer des performances élevées du retour stabilisant en temps petit des systèmes
bilinéaires, nous illustrons notre approche par des simulations numériques.
Dans les exemples ci-dessous, on va prendre

upt, yq “

$

&

%

´fptq
xBy, yy

}y}β
y ‰ 0, β Ps0, 1r

0 sinon,
avec

fptq “ p1` t2q.

3.2.2.3.1 Exemple 1

Soit y “ py1, y2q, u P R et la représentation
9y1 “ y2 ` 2y1u,
9y2 “ ´y1 ` y2u,

(3.77)

ce qui équivaut au système bilinéaire 9y “ Ay ` uBy avec le choix suivant de matrices A et B

A “

ˆ

0 1
´1 0

˙

et B “
ˆ

2 0
0 1

˙

.

Le retour u où

upt, yq “

$

&

%

´p1` t2q 2y2
1 ` y

2
2

py2
1 ` y

2
2q
β{2 si py1, y2q ‰ p0, 0q

0 si py1, y2q “ p0, 0q,
(3.78)

où β est telle que 2 ă β ă 3, stabilise en temps petit le système (3.77).
La condition initiale est py1p0q, y2p0qq “ p1.5, ´1.5q .

Figure 3.9 – Trajectoires des états y1 et y2 de (3.77)
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3.2.2.3.2 Exemple 2

Le système bilinéaire suivant

9y1 “ ´y2 ´ y1 ` 2y1u,
9y2 “ y1 ´ 2y2 ` y2u,

(3.79)

est équivalent au système bilinéaire 9y “ Ay ` uBy avec

A “

ˆ

´1 ´1
1 ´2

˙

, et, B “
ˆ

2 0
0 1

˙

.

Le système (3.79) est stabilisé en temps petit par le retour (3.78).
La condition initiale est py1p0q, y2p0qq “ p1.5, ´1.5q .

Figure 3.10 – Trajectoires des états y1 et y2 de (3.79)

3.3 Conclusion
Dans le but de réaliser le confinement des particules dans le système de Vlasov-Poisson, en
temps fixe ou en temps petit, nous avons utilisé le système discrétisé qui décrit le mouvement de
ces particules en dimension finie. Ainsi, en se basant sur la théorie d’homogénéité combinée avec
l’approche de Lyapunov, nous avons construit une famille de retours d’état stabilisant en temps
fixe le système en question. Des exemples illustratifs, justifiés par des simulations, sont donnés.
Également, nous avons montré des résultats de stabilité en temps petit qui couvrent une classe
de systèmes instationnaires. Ceci nous a permis de construire des retours instationnaires soumis
à des excitations non intégrables qui stabilisent en temps petit le système discrétisé de Vlasov-
Poisson et assurent, par la suite, le confinement des particules. Nos résultats théoriques sont
validés par des tests numériques.
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Stabilisation en temps fixe des
systèmes dynamiques
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4.1 Introduction
Le problème de la stabilité en temps fixe (ou bien extinction en temps fixe) est un sujet d’ac-
tualité qui a fait l’objet de nombreux articles et livres au cours des dix dernières années. Nous
citons les travaux suivants [21, 51, 58, 73, 83, 105, 107, 133], car d’un point de vue pratique,
il est préférable de savoir quand-est-ce qu’un système peut atteindre son point d’équilibre en
temps petit avec une bonne précision. Ce problème a été soulevé par Polyakov dans [105] où
l’auteur a introduit la notion de stabilité en temps fixe ; puis il l’a caractérisé en terme de
fonction de Lyapunov. Cette nouvelle idée de stabilité ouvre la porte aux diverses applications
en automatique. Par exemple, le même auteur a traité le problème de stabilisation en temps
fixe pour les systèmes mono-entrée et entrées multiples. La construction des retours d’état est
basée sur des surfaces glissantes.
Dans [84], les auteurs ont donné des conditions nécessaires et suffisantes de types Lypaunov
assurant la stabilité en temps fixe. Ils ont construit des retour d’état stabilisants pour tout
système avec dérive.
Dans un récent livre par Zuo et al. [133, Chap. 2], les auteurs ont repris les résultats de base
de la stabilité en temps fixe pour le développement d’algorithmes de coopération en temps
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fixe pour des systèmes multi-agents.
Dans [21, 51], les auteurs ont résolu le problème de stabilisation de l’attitude des engins spa-
tiaux flexibles en utilisant des retours stabilisants en temps fixe. Encore une fois, la construction
est basée sur la technique des modes glissants. En outre, les auteurs ont construit un retour
adaptatif en temps fixe pour les modèles génériques des engins spatiaux.
La contribution principale de ce chapitre est de présenter une nouvelle idée qui relaxe les
résultats existants pour le problème de stabilité en temps fixe des systèmes dynamiques. On
peut se demander quand-est-ce qu’un système dynamique est stable en temps fixe ? On montre
que cette stabilité en temps fixe peut être obtenue en fusionnant la stabilité polynomiale [70]
et la stabilité en temps fini. Cela nous permet de prouver, grâce à un théorème d’inversion
de type Lyapunov, qu’un système dynamique est stable en temps fixe si et seulement s’il est
décomposé en deux sous-systèmes l’un est stable en temps fini et l’autre est polynomialement
stable. Cette caractérisation semble pratique pour montrer la stabilité en temps fixe car on a
suffisamment de critères de stabilité en temps fini et de stabilité polynomiale.
La stabilité en temps fixe peut être qualifiée de “stabilité simultanée” (i.e. un mixage entre
une stabilité lente et une stabilité rapide). C’est un phénomène naturel 8 obtenu par deux
transitions du système dynamique ; une phase lente qui correspond à la stabilité polynomiale
et permet aux solutions d’accéder, en temps fixe, à un petit voisinage de l’équilibre, tandis que
la deuxième phase (stabilité en temps fini) est rapide et permet aux solutions de converger
vers zéro en temps petit (considéré fixe). Le temps fixe du processus dans ce cas est alors la
somme des deux temps fixes.
Ce chapitre fait citer notre contribution [68]. Il est organisé comme suit. On commence par
donner une nouvelle caractérisation de stabilité en temps fixe des systèmes dynamiques auto-
nomes. Nous prouvons que la fusion de la stabilité polynomiale et la stabilité en temps fini
conduit à une stabilité en temps fixe. Nous appliquons ce résultat pour construire des retours
d’état stabilisants en temps fixe le système classique du double intégrateur. Par la suite, la
construction d’un retour de sortie stabilisant en temps fixe utilisant un observateur. Puis, on
présente des résultats qui concernent les systèmes de dimension infinie avec des exemples de
systèmes bilinéaires.
Prenons, comme exemple, le système suivant

9x “ gpx, uq, x P Rn, u P Rm,
gp0, 0q “ 0, (4.1)

où g : RnˆRm Ñ Rn est une fonction continue, avec x P Rn est l’état et u P Rm est le contrôle.

Définition 4.1. Le système (4.1) est dit stabilisable en temps fixe par un retour continu s’il
existe un contrôle admissible x ÞÑ upxq P Rm avec up0q “ 0 et le système en boucle fermée
9x “ gpx, upxqq est stable en temps fixe. Plus précisément,

(a) l’origine de 9x “ gpx, upxqq, xp0q “ x0 est stable en temps fini avec un temps d’établis-

sement T pxp0qq,
ˆ

c.à.d. Dr ą 0 : }xp0q} ă r ñ xptq “ 0 pour t ě T
`

xp0q
˘

˙

.

(b) il existe un TF ą 0, indépendant de la condition initiale, tel que T pxp0qq ă TF et
xptq “ 0, @t ě TF .

8. La stabilité en temps fixe traduit la durée de vie des solutions du système dynamique.
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Exemple 4.2. Le système scalaire 9x “ u est stabilisable par le retour

upxq “ ´x
1
3 ´ x3.

De plus, il est prouvé, dans [133], que TF “
3
?

2
8 π.

Le théorème suivant caractérise la stabilité en temps fixe.

Théorème 4.3. [107] Supposons qu’il existe une fonction non bornée définie positive de classe
C1, V : Rn Ñ r0, `8r, tel que, le long du système 9x “ gpx, 0q :“ hpxq,

9V pxptqq ď ´c1 V
α
pxptqq ´ c2 V

β
pxptqq (4.2)

pour c1, c2 ą 0 et 0 ă α ă 1 ă β. Ainsi, l’origine du système 9x “ hpxq est stable en temps
fixe et le temps de stabilisation est donné par

T px0q ď
1

c1p1´ αq
`

1
c2pβ ´ 1q .

4.2 Nouvelle caractérisation de la stabilité en temps fixe
L’objet de cette section est de donner une nouvelle caractérisation de la stabilité en temps
fixe. Dans la suite, nous rappelons quelques définitions et résultats qui seront utilisés.

4.2.1 Définitions et résultats
Nous adoptons les notations suivantes : ||.|| désigne la norme euclidienne sur Rn et x, y son
produit scalaire, tr est le symbole de transposition, sgn est la fonction signe usuelle (sgnpxq “ 1
si x ą 0, sgnpxq “ ´1 si x ă 0 et sgnp0q “ 0).
L’ensemble des rationnels positifs impairs, noté Q`odd, est une partie de Q` définie par :

Q`odd “ tr P Q` : r “ p

q
, où p, q sont des entiers impairsu.

Avant de présenter quelques commentaires sur le théorème 4.3, qui repose sur la notion de
stabilité polynomiale, nous précisons la signification de cette stabilité et sa caractérisation au
sens de Lyapunov. Nous nous limitons au système en régime libre (c.à.d. sans contrôle)

9x “ gpx, 0q :“ hpxq, hp0q “ 0. (4.3)

Par usage d’utilité, nous rappelons, ici, la définition de la stabilité polynomiale.

Définition 4.4. [7, 70] Le système (4.3) est dit polynomialement stable s’il existe des nombres
positifs M, k et η ď 1 tel que si 9

`

D r ą 0 : p||xp0q|| ď r
˘

ñ ||xptq|| ď
M |xp0q|η

p1` |xp0q|k tqk , @ t ě 0.

9. Si cette deuxième condition s’applique à tout r ą 0, alors le système est dit globalement polynomialement
stable pour 9x “ hpxq.
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Remarque 4.5. Il est pratique, parfois, d’utiliser la définition suivante pour la stabilité poly-
nomiale [67, 89] : Le système (4.3) est dit polynomialement stable s’il existe r ą 0 et α ą 0
tel que

p||xp0q|| ď rq ñ p lim
tÑ`8

tα||xptq|| “ 0q.

Le réel α ą 0 est le taux de décroissance de la solution xptq.
Dans les travaux suivants [67, 69, 70], les auteurs ont prouvé des conditions nécessaires et
suffisantes pour la stabilité polynomiale du système continu (4.3). Ces conditions peuvent être
résumées dans le théorème suivant.

Théorème 4.6. Le système (4.3) est polynomialement stable si et seulement s’il existe une
fonction V : Rn Ñ R candidate de Lyapunov de classe C1 définie positive et deux constantes
α et c positives tel que le long de la trajectoire hp.q on a

9V pxptqq ď ´cV 1`α
pxptqq. (4.4)

Remarque 4.7. Du théorème 4.3, nous concluons que :
1. La condition 9V pxq ď ´c1 V

αpxq´c2 V
βpxq induit 9V pxq ď ´c1 V

αpxq avec 0 ă α ă 1 ; ce
qui implique que l’origine 0 P Rn est globalement stable en temps fini pour le système
9x “ hpxq, [16] et le temps d’établissement est continu à l’origine 10. La propériété globale
est déduite du fait que V est radialement non bornée.

2. De plus, la condition 9V pxq ď ´c1 V
αpxq´c2 V

βpxq induit 9V pxq ď ´c2 V
βpxq avec β ą 1,

ainsi à partir du théorème 4.6, l’origine 0 P Rn est globalement polynomialement stable
pour le système 9x “ hpxq. La fonction d’énergie V décroit comme 1

t1{β´1 , voir [70].

Notre résultat peut être formulé de la façon suivante.

Proposition 4.8. Considérons le système dynamique (4.3) et supposons que
1. Le système (4.3) est stable en temps fini et la fonction temps d’établissement T : x P

Rn ÞÑ T pxq est continue à l’origine.
2. Le système (4.3) est polynomialement stable.
3. Les deux types de stabilité sont assignables par la même fonction de Lyapunov.

Alors, le système (4.3) est stable en temps fixe.

Preuve. Considérons le système dynamique 9x “ hpxq, hp0q “ 0 et supposons que les conditions
de la proposition sont vérifiées.
Utilisons la première hypothèse, par le théorème de Lyapunov inverse [16, 65], il existe une
fonction candidate de Lyapunov W , une constante α Ps0, 1r et c1 ą 0 tel que le long de hp.q
on a

9W pxq ď ´c1W
α
pxq.

Grâce à la troisième hypothèse, la fonction de LyapunovW peut être utilisée pour caractériser
cette stabilité polynomiale. Il existe donc des constantes β ą 1 et c2 ą 0 tel que le long de

10. D’après l’inversion de Lyapunov, [16], la stabilité en temps fini n’est vraie que lorsque T p.q est continue
en 0.
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h on a 9W pxq ď ´c2W
βpxq. En combinant les deux propriétés, nous obtenons 2 9W pxq ď

´c1W
αpxq ´ c2W

βpxq et
9W pxq ď ´

c1

2 Wα
pxq ´

c2

2 W β
pxq.

Le résultat suivant peut être démontré par le thèorème 4.3.

Proposition 4.9. Si h admet sur Rn la décomposition h “ h1 ` h2, h1p0q “ h2p0q “ 0 avec
h1 est continue non-Lipschitzienne et h2 est continue, on suppose que

1. Il existe V : Rn Ñ R, une fonction de classe C1 et radialement non bornée tel que pour
x ­“ 0 on a x∇V pxq, h1pxqy ă 0 et x∇V pxq, h2pxqy ă 0.

2. La fonction h1 est homogène avec un degré négatif d1 ă 0 par rapport à une dilatation
δ1
εpxq et la fonction h2 est homogène avec un degré positif d2 ą 0 par rapport à une
dilatation δ2

εpxq.

Alors, le système 9x “ hpxq est globalement stable en temps fixe.

Discussion de la proposition 4.9
La première condition traduit la stabilité asymptotique des deux systèmes 9x “ h1pxq et 9x “
h2pxq. Or, puisque la fusion de la stabilité asymptotique et de l’homogénéité avec un degré
négatif (resp. avec un degré positif) conduit à la stabilité en temps fini, (resp. à la stabilité
polynomiale, voir [7, 17, 67]). Ainsi, le système 9x “ h1pxq est stable en temps fini et 9x “ h2pxq
est polynomialement stable. En outre, les deux systèmes sont assignables par la même fonction
de Lyapunov V . Par conséquent, la proposition 4.8 nous permet de conclure.

Exemple 4.10. Considérons le système scalaire donné par 9x “ ´sgnpxq|x|a ´ xp “ hpxq où
a Ps0, 1r et p est un nombre rationnel impair tel que p ą 1. Alors ce système est stable en temps
fixe. En effet, il est clair dans cet exemple, que pour chaque x P R, hpxq “ ´sgnpxq|x|a´xp “
h1pxq ` h2pxq où h1pxq “ ´sgnpxq|x|a et h2pxq “ ´xp. Le système dynamique 9x “ h1pxq
est stable en temps fini alors que le système 9x “ h2pxq est polynomialement stable. Pour
les deux systèmes, la fonction candidate de Lyapunov V “ 1

2x
2 est assignable. Ensuite, par

la proposition 4.8, le système 9x “ hpxq est stable en temps fixe. Un simple calcul montre que
9V “ ´|x|a`1´xp`1 ď ´c1V

pa`1q{2´c2V
pp`1q{2, avec la condition 0 ă pa`1q{2 ă 1 ă pp`1q{2.

En fait, ce principe de décomposition de la fonction h est général. Supposons par exemple que
h “ h1 ` h2 ` ... ` hn où pour chaque hi le système 9x “ hipxq satisfait la propriété en temps
fixe de la proposition 4.8. Alors le système 9x “ hpxq est stable en temps fixe.

Exemple 4.11. On considère le système scalaire 9x “ ´µ1sgnpxq ´ µ2sgnpxq|x|
a ´ xp où

µi ą 0, a Ps0, 1r et p ą 1 un nombre impair. Soit h1pxq “ ´µ1sgnpxq,h2pxq “ ´µ2sgnpxq|x|
a

et h3pxq “ ´x
p. Comme la partie droite du système est discontinue, alors les solutions sont

définies au sens de Filippov [94]. Il est clair que les trois systèmes sont asymptotiquement
stables et assignables par la fonction de Lyapunov V “ x2. En outre, h1 et h2 sont homogènes
avec un degré négatif par rapport à la dilatation δεx “ εx ; Plus précisément, on a d1 “ ´1
et d2 “ a ´ 1 ă 0, tandis que la fonction h3 est homogène avec un degré d’homogénéité
positif d3 “ p ´ 1 ą 0. Ainsi, toutes les conditions de la proposition 4.9 sont vérifiées, le
système est donc stable en temps fixe. D’autre part, nous avons, par un simple calcul, l’inégalité
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9V ď ´2µ1V
1{2´2µ2V

pa`1q{2´2V pp`1q{2. Pour simplifier, on prend µ1 “ µ2 “ 1, alors le temps
fixe TF satisfait la contrainte suivante

TF ď 1
2 min t2` 2

p´1 ,
2

1´a `
2
p´1u,

ď 1
2p2`

2
p´1q,

ď
p
p´1 .

(4.5)

Comme nous l’avons mentionné au début, nous présentons dans le prochain résultat une
condition nécessaire de stabilité en temps fixe par la décomposition du champ vectoriel X
en deux parties X1 et X2, tel que 9x “ X1pxq est stable en temps fini et 9x “ X2pxq est
polynomialement stable.

Théorème 4.12. [68] Supposons que le système (4.3) est stable en temps fixe avec une fonction
temps d’établissement continue T ainsi qu’une fonction escape-temps τ 11. Alors, il existe des
fonctions continues X1 et X2 : Rn Ñ Rn avec X1p0q “ X2p0q “ 0 et X admet la décomposition
X “ X1 `X2 où 9x “ X1pxq est stable en temps fini et 9x “ X2pxq est polynomialement stable.

Preuve. Comme le système 9x “ Xpxq est stable en temps fixe avec une fonction temps d’éta-
blissement cotinue T p.q ainsi qu’une fonction escape-temps d’évasion τ , alors, par le théorème
inverse [84, Theo 7], il existe une fonction de Lyapunov V , des constantes positives c1, c2 et
0 ă α ă 1 ă β tel que le long du système on a

9V pxq ď ´c1V
α
pxq ´ c2 V

β
pxq, x P Rn. (4.6)

Soit c ď minpc1, c2q. Grâce au théorème inverse de Lyapunov pour la stabilité en temps fini
(resp. la stabilité polynomiale) [7, 16], on définit les fonctions continues X1, K1 : Rn Ñ Rn

tels que X1p0q “ K1p0q “ 0,

´ c1 V
α
pxq ď x∇V pxq, X1pxqy ď ´c V

α
pxq, (4.7)

et
´ c2 V

β
pxq ď x∇V pxq, K1pxqy ď ´cV

β
pxq. (4.8)

De la partie droite de (4.7) et celle de (4.8), le système 9x “ X1pxq est stable en temps fini
tandis que 9x “ K1pxq est polynomialement stable.
Soit ϕ la fonction continue définie par

ϕ :“ X ´ pX1 `K1q.

Il est clair que

ϕp0q “ 0, et x∇V pxq, ϕpxqy “ x∇V pxq, Xpxqy ´ x∇V pxq, X1pxq `K1pxqy.

Pour chaque x P Rn, on a,

´x∇V pxq, pX1 `K1qpxqy ď c1V
α
` c2V

β

11. La notion d’escape-temps est liée à l’explosion de la solution en temps fini ex. 9x “ ´x2, xp0q “ ´1
explose à te “ 1. Le lecteur est invité à voir [84, Definition 3] pour la notion de stabilité en temps fixe.
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et d’après (4.6), on a, de plus

x∇V pxq, Xpxqy ď ´c1V
α
´ c2V

β,

alors, par addition, on obtient

x∇V pxq, ϕpxqy ď 0, @x P Rn. (4.9)

qui signifie que le système 9x “ ϕpxq est stable au sens de Lyapunov.
À partir de la construction ci-dessus, on peut affirmer que, le système 9x “ K1pxq `ϕpxq reste
polynomialement stable. On désigne alors par X2 :“ K1 ` ϕ. Ainsi, en construisant ϕ, on
obtient la décomposition X “ X1 `X2.

Remarque 4.13. Le théorème précédent présente une obstruction à la stabilité en temps fixe.
Par exemple, le système dynamique 9x “ ´x ´ x1{3 n’est pas stable en temps fixe. En effet,
selon la décomposition ci-dessus nous avons X1pxq “ ´x

1{3 et X2pxq “ ´x. On peut montrer
que le système 9x “ X1pxq est stable en temps fini alors que le système 9x “ X2pxq n’est pas
polynomialement stable ; Alors, d’après le théorème 4.12, le système global ne peut pas être
stable en temps fixe.

Théorème 4.14. [68] Supposons qu’il existe deux fonctions de Lyapunov V1 et V2 (V2 non
bornée) tel que

Dα ą 0, β ą 0 deux réels tel que αV2 ď V1 ď βV2. (4.10)
Da ą 0, b ą 0, c1 ą 0, c2 ą 0 avec 0 ă a ă 1 ă b et 9V1 ď ´c1V

a
1 ,

9V2 ď ´c2V
b

2 . (4.11)

Alors, le système (4.3) est stable en temps fixe.

Preuve. On définit la fonction de Lyapunov non bornée W :“ V1 ` V2. On a

9W ď ´c1V
a

1 ´ c2V
b

2 .

D’après l’hypothèse (4.10), on a V a
1 ě αa V a

2 . Ainsi, on obtient

´ 9W ě c1α
a V a

2 ` c2 V
b

2 (4.12)
ě minpc2, c1α

a
qpV a

2 ` V
b

2 q (4.13)
ě k1 pV

a
2 ` V

b
2 q, k1 :“ minpc2, c1α

a
q. (4.14)

De même, on a V b
2 ě

1
βb
V b

1 alors

´ 9W ě c1 V
a

1 `
c2

βb
V b

1 (4.15)

ě minpc1,
c2

βb
qpV a

1 ` V
b

1 q (4.16)

ě k2 pV
a

1 ` V
b

1 q, k2 :“ minpc1,
c2

βb
q. (4.17)

En utilisant les inégalités des puissances classiques (voir par exemple [58]) comme suit :

V a
1 ` V

a
ě pV2 ` V1q

a, car a Ps0, 1r,
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et
V b

2 ` V
b

1 ě 21´b
pV2 ` V1q

b, car b ą 1.

Ainsi, à partir de (4.12) et (4.15), on obtient

´2 9W ě pk1V
a

2 ` k2V
a

1 q ` pk1V
b

2 ` k2V
b

1 q (4.18)
ě minpk1, k2qpV

a
2 ` V

a
1 q `minpk1, k2qpV

b
1 ` V

b
1 q (4.19)

ě k1W a
` 21´bk1W b, (4.20)

et
9W ď ´

k1

2 W
a
´
k1

2bW
b. (4.21)

Ce qui nous permet de conclure que le système (4.3) est stable en temps fixe.

4.2.2 Applications

4.2.2.1 Stabilisation en temps fixe du double intégrateur

Le double intégrateur est un système auxiliaire qui apparaît, par transformation ou difféomor-
phisme, dans plusieurs systèmes mécaniques. Nous présentons une nouvelle construction de
retour stabilisant en temps fixe du double intégrateur.

9x “ y, 9y “ u. (4.22)

Les deux résultats suivants concernent les retours stabilisants en temps fixe. Le premier résultat
introduit un retour continu tandis que le second utilise un retour discontinu. Pour le deuxième
cas, le sens des solutions est défini au sens de Filippov [94].

Proposition 4.15. [68] Soient α et β deux nombres réels tels que α Ps0, 1r et β ą 2. Alors,
le système (4.22) est globalement stable en temps fixe sous l’action d’un retour de la forme

uα, βpx, yq “ ´sgnpxq|x|
α

2´α ´ sgnpyq|y|α

´ x|x|β´2 ´ y|y|
pβ´2q
β .

(4.23)

Preuve. Désignons par uαpx, yq :“ ´sgnpxq|x|
α

2´α´sgnpyq|y|α, uβpx, yq “ ´x|x|
β´2´y|y|

pβ´2q
β

et z :“ px, yq. D’après [17], le retour uα stabilise en temps fini le double intégrateur (4.22),
alors que le retour uβ stabilise polynomialement le système (4.22) (voir [67]). Considérons la

matrice de Hurwitz A “
ˆ

0 1
´1 ´1

˙

. Alors, le système plan 9z “ Az est asymptotiquement

stable. Par conséquent, il existe P “ P 1 ą 0 tel que PA`A1P “ ´Q (équation de Lyapunov)
où Q “ Q1 ą 0. On a 9V “ ´z1Qz ă 0, z ­“ 0. Nous allons prouver que la fonction de Lyapunov
V “ z1Pz est assignable (c.-à-d. une fonction candidate de Lyapunov) pour les deux systèmes
9z “ py, uαpzqq et 9z “ py, uβpzqq.
Le retour uα est homogène de degré α ´ 1 ă 0 par rapport à la dilatation δεz :“ pε2´αx, εyq
et stabilise en temps fini le système 9z “ py, uαpzqq pour tout α Ps0, 1r. Puis, par l’argument
du lemme de Tube [102], il existe ε0 Ps0, 1r tel que pour chaque α Ps0, ε0r la fonction V est
une fonction candidate de Lyapunov pour le système 9z “ py, uαpzqq et donc on a 9V ă 0
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pour z ­“ 0. La propriété d’homogénéité du système en boucle fermée donne 9V ď ´c1V
α, [17,

Théorème 7.2].
De même, le système en boucle fermée 9z “ py, uβpzqq est polynomialement stable [67] et
homogène avec un degré positif d “ β

2 ´ 1 par rapport à la dilatation ∆εz :“ px, εβ{2yq.
Comme β ą 2, alors la dilatation z ÞÑ ∆εz est de classe C1. En utilisant le lemme de Tube,
il existe ε1 ą 1 tel que, pour chaque β Ps1 ` ε1, `8r, la fonction de Lyapunov V satisfait
9V ď ´cV 1`m où m “

β{2´1
l

et l “ 3β{2 (voir [67, Prop. 4.3]). Ainsi, le long du système en
boucle fermée, nous avons 9V ď ´c1V

α ´ c2V
1`β´2

3β . Le théorème 4.3 permet de conclure.

Le résultat suivant concerne la stabilisation par un retour discontinu.

Proposition 4.16. [68] Soient a et b deux paramètres connus tel que a ą b ą 0 et α Ps1, `8r
un nombre réel. Alors, le système en boucle fermée (4.22) est stable en temps fixe par le retour
discontinu suivant

upx, yq “ ´2a sgnpxq ´ bsgnpyq ´ b|y|α. (4.24)

Preuve. Comme dans la preuve de la proposition 4.24, on désigne par u1px, yq “ ´a sgnpxq´
bsgnpyq, u2px, yq “ ´a sgnpxq ´ b|y|α et z “ px, yq. D’après [93], le système :z “ u1px, yq “
´a sgnpxq ´ bsgnpyq est stable en temps fini, et la fonction V “ a|x| ` 1

2y
2 est une candidate

de Lyapunov, homogène de degré m “ 2 par rapport à la dilatation δεpx, yq “ pε2x, εyq. De
plus, le système en boucle fermée :z “ u1px, yq est homogène de degré négatif d “ ´1.
Considérons maintenant le système en boucle fermée

:z “ u2px, yq ou bien 9z “ py, u2px, yqq. (4.25)

La dérivée de V est donnée par 9V “ ´b|y|α`1 ď 0. Soit V1 :“ b|y|α`1. Comme la partie
droite de l’équation (4.25) est discontinue alors le principe d’invariance ne fonctionne pas. On
considère la fonction potentielle définie par W “ xy, et on calcule la dérivée temporelle le
long du système en boucle fermée 9W “ y2 ´ a|x| ´ bx|y|αsgnpyq. Pour tout δ ą 0, on définit
l’ensemble Vδ “ tpx, yq : b|y|α`1 ď δu. Pour px, yq P Vδ, on a 9W ď y2´ a|x| ` b|x||y|α. Puisque
2 ă α ` 1 ă 3 alors |y|α`1 ď |y|2 ` |y|3 et |y|α ď |y| ` |y|2 ď p δ

b
q1{pα`1q ` p δ

b
q2{pα`1q. Par

conséquent 9W ď y2 ´ a|x| ` pp δ
b
q1{pα`1q ` p δ

b
q2{pα`1qq|x|. On choisit a suffisamment grand que

M :“ pp δ
b
q1{pα`1q ` p δ

b
q2{pα`1qq. On obtient, c ą 0 tel que 9W ď cV

2{pα`1q
1 ´ pa ´ Mq|x| où

W1 :“ cV
2{pα`1q

1 `pa´Mq|x| est définie positive. Alors, le système en boucle fermée (4.25) est
asymptotiquement stable [94].
Maintenant, un calcul simple montre que 9V est homogène de degré positif d “ α ` 1 par
rapport à la dilatation δεpx, yq “ pε2x, εyq. Ensuite, si α ` 1 ą 2 qui signifie α ą 1 alors, par
résultat prouvé dans [7, 67], le système en boucle fermée (4.25) est polynomialement stable
i.e. 9V ď ´cV

α`1
2 avec α`1

2 ą 1. En utilisant la proposition 4.8 on conclut que le système en
boucle fermée (4.25) est globalement stable en temps fixe.

4.2.2.2 Synthèse d’observateur en temps fixe pour le double intégrateur

Par application du résultat principal, nous faisons la synthèse d’un nouvel observateur en temps
fixe pour le système double intégrateur. Dans notre cas, nous allons utiliser la proposition 4.8.
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On considère le système
$

&

%

9x1 “ x2,
9x2 “ u,
y “ x1.

(4.26)

La dynamique de l’observateur d’état s’écrit comme suit :
#

9
px1 “ px2 ` ϕpy ´ px1q,
9
px2 “ u` ψpy ´ px1q.

(4.27)

Le système d’erreurs correspondant est donné par
"

9e1 “ e2 ´ ϕpe1q,
9e2 “ ´ψpe1q,

(4.28)

où e1 “ x1´ px1 et e2 “ x2´ px2. Le problème de la synthèse consiste à construire les fonctions
ϕ et ψ tel que pe1, e2q “ p0, 0q soit stable en temps fixe.
La conception d’observateurs pour les systèmes non linéaires reste un défi en particulier pour
le temps fini [12, 102, 104]. Cette construction est basée sur la propriété d’homogénéité donnée
dans la proposition 4.9.

Proposition 4.17. [68] Soit β tel que 1 ă β ă 2. En choisissant les fonctions ϕp.q et ψp.q
comme suit :

ϕpe1q “ 1{2pe1|e1|
pβ´1q{2 ` sgnpe1q|e1|

pβ`1q{2q,
ψpe1q “ 1{2pe1|e1|

β´1 ` sgnpe1q|e1|
βqq,

(4.29)

le système d’erreur (4.28) est globalement stable en temps fixe.

Preuve. Considérons la fonction candidate de Lyapunov V

V “
1

β ` 1 |e1|
β`1

`
1
2e

2
2.

On définit les fonctions

h1peq “ p
1
2e2´

1
2e1|e1|

pβ´1q{2,
1
2e1|e1|

β´1
q et h2peq “ p

1
2e2´

1
2sgnpe1q|e1|

pβ`1q{2,
1
2sgnpe1q|e1|

β
q.

Alors, on a 9e “ h1peq ` h2peq, où e “ pe1, e2q. En utilisant l’argument de la proposition 4.9,
on considère le système pS1q : 9e “ h1peq représenté par

9e1 “ f1pe1, e2q :“ 1{2pe2 ´ e1|e1|
pβ´1q{2q

9e2 “ f2pe1, e2q :“ 1
2e1|e1|

β´1.
(4.30)

La fonction V est radialement non bornée et

2 9V “ ´|e1|
p3β`1q{2

ď 0.

Par le principe d’invariance de LaSalle, l’ensemble tpe1, e2q P R2 : 9V “ 0u est réduit à tp0, 0qu.
Par conséquent pe1, e2q “ p0, 0q est globalement asymptotiquement stable.
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Soit la dilatation δεpe1, e2q :“ pε e1, ε
pβ`1q{2 e2q. Par un simple calcul, nous avons

f1pδεpe1, e2qq “ ε1`d1f1pe1, e2q

f2pδεpe1, e2qq “ εpβ`1q{2`d1f2pe1, e2q,
(4.31)

où
d1 “

β ´ 2
2 ă 0.

Alors (4.31) est homogène, avec un degré négatif, par rapport à la dilatation δε et donc (4.30)
est globalement stable en temps fini.
De plus, si on considère le système 9e “ h2peq dont sa représentation est :

9e1 “ g1pe1, e2q :“ 1{2pe2 ´ sgnpe1q|e1|
pβ`1q{2q

9e2 “ g2pe1, e2q :“ 1{2sgnpe1q|e1|
β,

(4.32)

Par un calcul simple la dérivée temporelle de V le long de (4.32), on obtient

2 9V “ ´|e1|
p3β`1q{2

ď 0,

et par le principe d’invariance de LaSalle nous concluons que (4.32) est globalement asymp-
totiquement stable. Comme dans la première étape, on a

g1pδεpe1, e2qq “ ε1`d2g1pe1, e2q

g2pδεpe1, e2qq “ εpβ`1q{2`d2g2pe1, e2q,
(4.33)

où
d2 “

β ´ 1
2 ą 0.

Alors le système (4.32) est globalement polynomialement stable. Par conséquent, le système
d’erreur 9e “ hpeq où h “ h1 ` h2 est globalement stable en temps fixe.

Théorème 4.18. [68] Soient uα0, β0px1, x2q le retour donné dans la proposition 4.8, et soient
ϕpe1q et ψpe1q comme dans la proposition 4.17. Alors, le système suivant

$

’

’

&

’

’

%

9x1 “ x2,
9x2 “ uα0, β0px1, x2 ´ e2q,
9e1 “ e2 ´ ϕpe1q,
9e2 “ ´ψpe1q,

(4.34)

est globalement stable en temps fixe.

4.2.2.3 Simulations numériques

Dans cette section, nous présentons des simulations numériques des exemples traités dans les
propositions 4.9, 4.15 et du théorème 4.18. La figure 4.1 représente la simulation du double
intégrateur pour le retour continu stabilisant en temps fixe. Dans ce cas, avec le choix de
α “ 0.7, β “ 2.7 et la condition initiale px1p0q, x2p0qq “ p´4, 5q, on remarque que TF u 4.5
est le temps fixe. Alors que, pour les retours discontinus, on remarque des phénomènes de
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chattering. Cela est dû à la présence de la fonction sign dans l’experssion du retour (voir 4.2
et 4.3). Pour cette simulation, nous avons pris px1p0q, x2p0qq “ p1.5,´1.5q.
En outre, les observateurs en temps fixe proposés et les retours de sortie du théorème 4.18
sont testés numériquement. La figure 4.5 représente le comportement en temps fixe du sys-
tème en boucle fermée (4.34). En particulier, l’état px1, x2q du double intégrateur et l’er-
reur pe1, e2q en temps fixe sont représentés. Dans ces simulations, les conditions initiales sont
px1p0q, x2p0q, e1p0q, e2p0qq “ p´3, 0.5, 2,´0.5q, avec β “ 0.7 comme dans la proposition 4.17.

Figure 4.1 – Évolution des trajectoires xptq et yptq.

Figure 4.2 – Évolution de la trajectoire xptq.

Figure 4.3 – Évolution de la trajectoire yptq.
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Figure 4.4 – Évolution des observateurs e1 et e2.

Figure 4.5 – Trajectoires des états x1, x2, e1, et e2.

4.3 Critère à base d’intégrales de la stabilité en temps
fixe

Dans cette section, on s’intéresse à la stabilité en temps fixe des systèmes de dimension infinie.

Théorème 4.19. [68] Soit E : r0, `8rÑ r0, `8r une fonction continue décroissante. Suppo-
sons qu’il existe une fonction continue r : RÑ R telle que la restriction de r|r0,`8r : r0, `8rÑ
r0, `8r est dans la classe K 12 et

ż `8

t

rpEpsqqds ď Eptq, t ě 0. (4.35)

Si le système scalaire 9x “ ´rpxq est stable en temps fixe alors E “ 0 en temps fixe.

Preuve. Observons que, si Ep0q “ 0, alors
ż `8

0
rpEqpsqds “ 0, d’où par la positivité de r sur

r0, `8r et l’argument de continuité de r et E, nous concluons que rpEqptq “ 0, @t ě 0; et

12. Une fonction α : R` Ñ R` est dite dans la classe K si αp0q “ 0 et α est continue et strictement
croissante.
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du fait que r P K sur r0, `8r, on déduit facilement que Eptq “ 0, @ t ě 0. On suppose que
Ep0q ­“ 0. On introduit la fonction positive F sur r0, `8r définie par

F ptq “

ż `8

t

rpEpsqqds.

Il est clair que la fonction F est différentiable et

9F ptq “ ´rpEptqq ď 0.

Comme r est croissante et F ptq ď Eptq, @ t ě 0, nous obtenons pour chaque t ě 0, rpF ptqq ď
rpEptqq et

9F ptq ď ´rpF q.

Nous utilisons l’hypothèse que, dans R le système, 9x “ ´rpxq est stable en temps fixe pour
déduire par le principe de comparaison [72, Lemme 3.4] que F ptq “ 0 en temps fixe, et par
conséquent Eptq “ 0 en temps fixe.

Remarque 4.20. Pour une telle fonction rp.q, on peut prendre comme exemple rpxq “ x1{p `

xp, x P R où p ą 1 est un nombre impair. Il est facile de voir, en appliquant le théorème 4.3
avec la fonction de Lyapunov V “

1
2x

2, que 9x “ ´rpxq est stable en temps fixe, et le temps
d’établissement est donné par

TF “
1

p´ 1
` p

2p1´pq{2p `
1

2pp´1q{2

˘

.

Corollaire 4.21. [68] On considère E et r comme dans le théorème précédent. Supposons, de
plus, qu’il existe v : RÑ R une fonction continue et croissante telle que vp0q “ 0, et r ­“ v´1.
Si l’inégalité suivante

ż `8

t

rpEpsqqds ď vpEptqq, t ě 0, (4.36)

est vraie et le système scalaire 9x “ ´r ˝ v´1pxq est stable en temps fixe alors E “ 0 en temps
fixe.

Preuve. Comme dans la preuve précédente, nous définissons la fonction différentiable F sur
r0, `8r par

F ptq “

ż `8

t

rpEpsqqds,

nous avons 9F ptq “ ´r
`

Eptq
˘

. D’après les définitions de r et v, il est clair que F satisfait
l’inégalité

9F ď ´r ˝ v´1
pF q.

Puisque le système scalaire 9x “ ´r ˝ v´1pxq est stable en temps fixe alors, par le principe de
comparaison [72, Lemme 3.4], nous obtenons F “ 0 en temps fixe et donc E converge vers
zéro en temps fixe.
Par exemple, l’inégalité intégrale

ş`8

t
pEpsq ` E9psqqds ď E3ptq conduit à la convergence vers

zéro de la fonction E en temps fixe. Il est clair, ici, que r ˝ v´1pxq “ x1{3 ` x3 et que les
solutions de 9x “ ´x1{3 ´ x3 convergent vers zéro en temps fixe T “ 3

?
2

8 π.
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4.3.1 Application sur les systèmes bilinéaires
Afin d’étudier la stabilité en temps fixe du système discrétisé de Vlasov-Poisson (3.19), nous
nous focalisons sur les systèmes bilinéaires, de dimension infinie, de la forme

#

9yptq “ Ayptq ` uptqByptq, t ą 0
yp0q “ y0

(4.37)

où, A : DpAq Ă H Ñ H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe linéaire de classe C0
sur un espace de Hilbert réel H avec un domaine DpAq, B : H Ñ H est un opérateur linéaire
borné, t ÞÑ yptq P H est l’état du système et la fonction scalaire t ÞÑ uptq P R est le contrôle.
Le système de la forme (4.37) décrit plusieurs modèles physiques tel que les systèmes quan-
tiques, économiques ou biologiques [19, 22, 37, 91, 127].
En dimension finie, [114], l’auteur montre sous certaines hypothèses sur les matrices A et B
que le système bilinéaire peut être stabilisé par un retour quadratique optimal. En outre, le
retour stabilisant est lent et la solution du système en boucle fermée décroit lentement comme
1
?
t
.

Le résultat de Quinn a été utilisé par de nombreux auteurs [27, 95, 131]. En particulier, dans
[27], l’auteur prouve une stabilisation rapide (i.e. exponentielle) d’un système bilinéaire en
utilisant des retours d’état uniformément bornés. En outre, la stabilisation globale en temps
fini des systèmes bilinéaires avec un retour d’état homogène est résolue dans [120]. De plus, le
retour d’état temps-variant et stabilisant en temps petit/prescrit est traité dans [67].
Théorème 4.22. [68] On considère le système bilinéaire (4.37) et on suppose que :

1. l’opérateur A est dissipatif et est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact
sur H.

2. l’opérateur B est fortement positif, c.-à-d., pour certains k ą 0, nous avons xBy, yy ě
k||y||2, @y P H.

Soit p un nombre rationnel impair tel que 1 ă p ă 2. On définit sur R la fonction scalaire r
telle que rpxq “ x1{p ` xp. Alors, le retour défini par

upyq “

$

’

’

&

’

’

%

´
rp||y||2q

xBy, yy
si y ‰ 0

0 si y “ 0,

(4.38)

stabilise en temps fixe le système en boucle fermée (4.37).

Preuve. Étape 1 : Problème bien posé.
En boucle fermée, le système (4.37) est une équation d’évolution de la forme 9y “ Ay `
F pyq, où A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe compact sur H, et F pyq “

´
rp||y||2q

xBy, yy
By, y ­“ 0, avec F p0q “ 0 ; alors F est continu sur H. En effet, comme B est

borné et fortement positif alors pour y ­“ 0, on obtient

||F pyq|| ď
||B||

k

p||y||2{p ` ||y||2pq

||y||
(4.39)

ď c
`

||y||p2{pq´1
` ||y||2p´1˘, (4.40)
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où c regroupe toutes les constantes. Vu que p Ps1, 2r, alors le côté droit de (4.40) tend vers zéro
lorsque y s’approche de zéro, ce qui réalise la continuité de F. De plus, F envoie tout ensemble
borné sur un ensemble borné, et donc le système en boucle fermée (4.37) possède une solution
faible maximale y définie sur r0, tmaxq (voir,[99, Théorème 2.1]). Du fait que xF pyq, yy ď 0,
nous déduisons la limite [9] que yptq est continu par rapport à y0 et

||yptq|| ď ||y0||, @ t P r0, tmaxq.

Cela signifie que la solution y est globale, c.à.d. tmax “ `8 ( voir [99, Théorème 2.2 pp. 192]).
Étape 2 : Stabilisation en temps fixe.
Pour cette étape, nous utilisons la fonction énergie Eptq :“ 1

2 ||yptq||
2 et nous calculons 9E, pour

presque tout t P r0, `8r, le long des courbes de (4.37). Nous obtenons, pour presque tout
t P r0, `8r, les inégalités suivantes

9E “ xAy, yy ` upyqxBy, yy

ď ´rp2Eq (car A est dissipative)
ď ´rpEq ď 0 (car r est une fonction croissante sur r0, `8r).

Il est clair que la fonction énergie E admet une limite finie en `8. Alors, si nous intégrons la
dernière inégalité sur rt, `8r, nous obtenons

ż `8

t

rpEpsqqds ď Eptq, @ t ě 0. (4.41)

Puisque le système scalaire 9x “ ´rpxq est stable en temps fixe, alors toutes les hypothèses
du théorème 4.19 sont vérifiées. Nous déduisons, ainsi, à partir de (4.41) que E converge vers
zéro en temps fixe. Plus précisément,

yptq “ 0 pour presque tout t ě TF “
1

p´ 1
` p

2p1´pq{2p `
1

2pp´1q{2

˘

.

4.3.2 Stabilisation par une fonction de Lyapunov homogène
Dans cette partie, nous résolvons la stabilisation en temps fixe de (4.37) en utilisant une
approche homogène pour l’espace de dimension infinie de Hilbert [107, 109]. Étant donné une
dilatation d définie sur H, le résultat suivant présente un lemme de comparaison entre la norme
habituelle ||.|| sur H et la norme homogène, généralement notée par, ||.||d.

Lemme 4.23. [107, Lemme 7.2] Si la dilatation d est strictement monotone sur H, alors :
1. Il existe des constantes a ě b ą 0 et M ě 1 tels que

1
M
||y||ad ď ||y|| ď ||y||

b
d, y P Bdp1q 13,

et
||y||bd ď ||y|| ďM ||y||ad, y P HzBdp1q.

13. L’ensemble Bdp1q “ ty P H : ||y||d ă 1u est la boule ouverte homogène centrée en zéro et de rayon 1.
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2. La norme homogène ||.||d satisfait la condition de Lipschitz sur la couronne

Kpr1, r2q :“ ty P H : r1 ď ||y|| ď r2u, 0 ă r1 ă r2.

Le résultat principal dans cette section est énoncé comme suit.

Proposition 4.24. [68] On considère le système bilinéaire (4.37). Supposons que :
1. La dilatation d sur H est strictement monotone, et le groupe associé Gd sur D Ă DpGdq

où D est dense dans H, satisfait

k1||z||
2
ď xGdz, zy ď k2||z||

2 pour k1, k2 ą 0 et pour tout z P D,

2. l’opérateur A génère un semi-groupe de contractions sur H tel que DpAq Ă DpGdq,

3. l’opérateur B est fortement positif, c.à.d., il existe k ą 0 tel que pour tout y P H, on a
xBy, yy ě k||y||2,

4. l’opérateur A et B sont, respectivement, homogènes de degré m et 0 par rapport à la
dilatation d.

Alors, avec le retour d’état suivant

u1pyq “ ´||y||
θ
d, θ ą 0, (4.42)

le système en boucle fermée (4.37) est polynomialement stable.

Preuve. Étape 1 : Problème bien posé. En boucle fermée, le système (4.37) est une
équation d’évolution de la forme 9y “ Ay ´ ||y||θdBy “ Ay ` F pyq, yp0q “ y0 ­“ 0 où
F pyq :“ ´||y||θdBy. Comme l’opérateur A génère un semi-groupe de contractions, alors, pour
prouver que le système est bien-posé, il suffit de prouver que F est localement Lipschitzienne
[99].
Soient ρ1, ρ2 ą 0 deux nombres réels et soit z, y P H tels que ρ1 ă ||y|| ď ||z|| ď ρ2, alors on a

F pyq ´ F pzq “ ||z||θdBz ´ ||y||
θ
dBy

“
`

||z||θd ´ ||y||
θ
d

˘

Bz ` ||y||θdBpz ´ yq.

Nous utilisons la deuxième propriété du lemme 4.23, qui indique que ||.||d satisfait la condition
de Lipschitz sur Kpρ1, ρ2q , pour avoir une constante c ą 0 tel que

| ||z||θd ´ ||y||
θ
d | ď c||z ´ y||.

D’après les inégalités précédentes, nous déduisons que

||F pyq ´ F pzq|| ď
`

pc` 1qρ2 ||B||
˘

||y ´ z||.

Ceci montre que F est localement Lipschitz.
Enfin, F est Lipschitz lorsque y “ 0 et z P Hzt0u voisin de zéro. En utilisant la partie gauche
de la première inégalité du lemme 4.23, on obtient facilement

||F pzq|| ď c1||z||1`θ{b pc1 regroupe toutes les constantesq,
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Il est clair que lorsque z s’approche de zéro, ||z||1`θ{b “ op||z||q. Ce qui signifie, qu’il existe
µ ą 0 tel que ||z||1`θ{b ď µ||z|| pour z près de zéro.
Par conséquent, le système en boucle fermée (4.37) admet une unique solution faible et maxi-
male. Et comme xF pyq, yy ď 0 alors cette solution maximale est définie sur r0, `8r. En outre,
d’après [99, Théorème 1.6, p. 189], pour y0 P DpAq dense dans H, cette solution faible est
classique 14.
Étape 2 : Stabilité polynomiale du système en boucle fermée. Nous considérons la
fonction candidate de Lyapunov définie par

Eptq “
1
α
||yptq||αd , @ y P H et α ą 1. (4.43)

Soit y0 P DpAq. Puisque DpAq Ă DpGdq et la fonction y ÞÑ V pyq est différentiable au sens de
Fréchet sur DpGdqzt0u, alors, de la dérivation de la norme homogène au sens de Fréchet [109,
Lemme 2], et pour tout t P r0, `8r, on a le long du système (4.37)

9Eptq “
xdp´ lnp||yptq||dqqpAyptq ` u1ptqqByptqq, dp´ lnp||yptq||dqqyptqy

xGddp´ lnp||yptq||dqqyptq, dp´ lnp||yptq||dqqyptqy
||yptq||αd .

En utilisant l’hypothèse 4 sur A et B, nous obtenons pour tout t P r0, `8r

9Eptq ď
1
k1
u1ptqxBdp´ lnp||yptq||dqqyptq, dp´ lnp||yptq||dqqyptqy||yptq||αd

et en boucle fermée, nous obtenons

9Eptq ď ´
1
k1
xBdp´ lnp||yptq||dqqyptq, dp´ lnp||yptq||dqqyptqy||yptq||α`θd ď 0.

Comme, pour y ­“ 0, on a
||dp´ lnp||yptq||dqqyptq|| “ 1; (4.44)

et B étant fortement positif alors on a
9Eptq ď ´c||yptq||α`θd , (4.45)

où c regroupe toutes les constantes.
En résumé, nous avons

9Eptq ď ´cEptq1`pα`θq{α, (4.46)
avec l’exposant 1`pα`θq{α ą 1. Ce qui prouve, par le théorème 4.6, que le système en boucle
fermée (4.37) est polynomialement stable.
Proposition 4.25. [67] On considère le système (4.37) selon les hypothèses de la proposition
4.24. Soit le retour d’état défini par

u2pyq “

$

’

’

&

’

’

%

´
xBy, yy

||y||βd
si y ‰ 0

0 si y “ 0,

(4.47)

où ||.||d est la norme homogène associée à d, avec la condition 3b ą β ą 2a, où a et b sont
données dans le lemme 4.23. Alors, par le retour upyq, le système en boucle fermée (4.37) est
stable en temps fini.

14. Pour 9y “ Ay ` uBy, la solution classique est de la forme yptq “ yp0q `
şt

0
`

Aypsq ` uBypsq
˘

ds.
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Comme conséquence des deux propositions, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 4.26. [68] Considérons le système (4.37) avec les hypothèses des deux propositions
4.24 et 4.25. Par le retour d’état y ÞÑ u1pyq`u2pyq, le système en boucle fermée (4.37) converge
vers le point d’équilibre en temps fixe.

Preuve. Le système en boucle fermée prend la forme 9y “ X1pyq ` X2pyq où X1pyq “
1
2Ay `

u1pyqBy et X2pyq “
1
2Ay ` u2pyqBy. Le système 9y “ X1pyq est polynomialement stable alors

que 9y “ X2pyq est stable en temps fini. Ainsi, le théorème 4.12 nous permet de conclure.

4.3.3 Cas particulier
On considère l’application de dualité J définie par

Jpxq :“ tx˚ P H˚ : ||x˚|| “ ||x||, xx, x˚y “ ||x||2u, @ x P H,

où H˚ désigne l’ensemble des formes linéaires continues sur H.
Il est connu que si A génère un semi-groupe de contractions sur H alors, pour x P DpAq, il
existe x˚ P Jpxq tel que xAx, x˚y ď 0.
Pour x P H, chaque élément de Jpxq est noté par fx. On dit que J est continue Lipschitzienne
si J est à valeur unique et l’application x ÞÑ fx est continue Lipschitzienne [130].
Dans cette partie, nous supposons comme dans [96] que

pKq : J est continue et Lipschitzienne.

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer à [130].
Notons que l’hypothèse (K) implique que la norme || ¨ ||2 est différentiable au sens de Fréchet
(voir [1]). Nous avons le lemme suivant.

Lemme 4.27 ([71]). Soit t ÞÑ fptq P H une fonction qui satisfait :
1. La fonction t ÞÑ ||fptq|| est différentiable presque partout sur R,
2. La dérivée faible f 1 de f existe presque partout sur R.

Alors, pour presque tout t P R, on a

||fptq||p
d

dt
||fptq||q “ xf 1ptq, x˚y, x˚ P Jpfptqq.

Le résultat suivant concerne la stabilisation en temps fixe du système bilinéaire sous l’hypo-
thèse pKq.

Proposition 4.28. [68] Supposons que l’opérateur A génère un semi-groupe compact de
contractions sur H, B est un opérateur borné, linéaire et fortement positif. Supposons, en
outre, que l’hypothèse pKq est vérifiée. Pour γi{2, i “ 1, 2 des nombres rationnels impairs,
nous définissons les retours d’état :

u1pyq “

$

’

’

&

’

’

%

´
||y||γ1

xBy, Jpyqy
, si y ‰ 0 et γ1 Ps1, 2r

0, si y “ 0,

(4.48)
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u2pyq “

$

’

’

&

’

’

%

´
||y||γ2

xBy, Jpyqy
, si y ‰ 0 et γ2 Ps2, `8r,

0, si y “ 0,

(4.49)

Alors, le retour upyq “ u1pyq ` u2pyq rend le système en boucle fermée (4.37) globalement
stable en temps fixe.

Preuve. Supposons que B est un opérateur borné et fortement positif ; c.à.d. il existe k ą 0
tel que pour tout y P H on a xBy, yy ě k||y||2. Ainsi, l’application F définie par F p0q “ 0, et
pour y ­“ 0, F pyq “ upyqBy est continue sur H. En effet, il suffit d’étudier la continuité de F
en zéro. Par une estimation simple de F selon les hypothèses du théorème et l’hypothèse pKq
nous obtenons pour tout y ­“ 0,

||F pyq|| ď
||y||γ1´1 ` ||y||γ2´1

k||J ||
.

La partie droite de cette inégalité tend vers zéro lorsque y tend vers zéro. Ce qui implique
que F est continue en zéro. Par conséquent, par la compacité de l’opérateur A, toutes les
hypothèses de [99, Théorème 2.1] sont vérifiées, et donc le problème de Cauchy (4.37-4.49)
admet une solution faible y. Et, comme l’application F envoie tout ensemble borné sur un
ensemble borné, alors la solution y est maximale sur r0, `8r, voir [99, Théorème 2.2, pp.
192].
Pour le résultat de stabilité, nous considérons la fonction d’énergie E définie par

Eptq “
1
2 ||yptq||

2.

D’après l’hypothèse pKq, pour presque tout t, la fonction E est différentiable, et pour presque
tout t, nous avons le long du système en boucle fermée (4.37)

9Eptq “ x 9y, Jpyqy

“ xAy, Jpyqy ` upyqxBy, Jpyqy.

Puisque A est dissipatif (car A génère un semi-groupe de contractions), nous obtenons

9E ď upyqxBy, Jpyqy,

ď ´||y||γ1 ´ ||y||γ2 ,

ď ´rpEq,

où r est une fonction croissante définie sur R par rpxq “ x
γ1
2 ` x

γ2
2 avec les exposants impairs

γ1

2 ă 1 et γ2

2 ą 1. Il est clair que le système scalaire 9x “ ´rpxq est stable en temps fixe, avec

un temps d’établissement donné par Tγ1, γ1 “
4

2pγ1`2q{4p2´ γ1q
`

4
2pγ2`2q{4pγ2 ´ 2q . Encore une

fois, par intégration sur rt, `8r on obtient l’inégalité
ż `8

t

rpEqpsqds ď E.
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Enfin, nous utilisons le fait que 9x “ ´rpxq est stable en temps fixe pour conclure par le
théorème 4.19, que E converge vers zéro en temps fixe et donc y “ 0 pour presque tout
t ě Tγ1, γ1 .

4.3.4 Exemple
On considère le système bilinéaire suivant 9y “ Ay`uBy, où A et B sont deux matrices choisies
comme suit

A “

ˆ

´2 0
1 ´1

˙

et B “
ˆ

2 1
0 3

˙

.

Par rapport à ce choix, la matrice A est dissipative, et la matrice B est fortement positive. Le
retour (4.38), dans ce cas, a l’expression suivante :

upyq “

$

&

%

´
py2

1 ` y
2
2q

10
3 ` py2

1 ` y
2
2q

3
5

2y2
1 ` y1y2 ` 3y2

2
si y ‰ 0

0 si y “ 0.
(4.50)

Figure 4.6 – Trajectoires des états y1 et y2.

La figure 4.6 montre que le retour d’état (4.50) stabilise en temps fixe le système 9y “ Ay`uBy.
Le temps d’établissement est T “ 0.65.

4.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouveau critère «simple» garantissant la stabilité en
temps fixe des systèmes dynamiques autonomes ; il s’agit de la fusion des stabilités rapides
et lentes du système dynamique à condition que les deux propriétés soient assignables par la
même fonction de Lyapunov. En tant qu’application, la stabilité du système double intégrateur
est résolue en temps fixe par divers retours d’état : continu et discontinu. Une extension à la
conception d’observateur d’état a également été établie. La deuxième application concerne la
stabilisation en temps fixe des systèmes bilinéaires de dimension infinie.
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Chapitre 5

Stabilisation en temps petit de
quelques systèmes en dimensin infinie
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5.1 Introduction

La notion de stabilité en temps petit a reçu beaucoup d’attention ces dernières années ; [11,
16, 17, 31, 33, 38, 39, 40, 63, 93, 94, 101, 107, 109, 120]. Toutefois, la plupart des méthodes
utilisées pour analyser cette stabilité sont principalement basées sur la théorie de Lyapunov.
Parmi ces méthodes, on trouve :

1. Stabilité en temps petit basée sur la construction d’une fonction de Lyapunov V conve-
nablement choisi de sorte que sa dérivée le long des trajectoires du système satisfait
la contrainte 9V ď ´cV θ avec θ Ps0, 1r. Cette idée est dû à Bhat et son collaborateur
Bernstein [16] et est largement utilisée pour établir la stabilité en temps fini, voir par
exemple ; [15, 37, 40, 59, 60, 105] ; et aussi [94] pour les systèmes avec second membre
discontinus

2. Approche basée sur l’homogénéité ; sommairement, cette contribution pour la stabilté
en temps fini est prouvé par Bhat et Bernstein [17], où les auteurs ont relaxé la condition
précédente de Lyapunov. Ils ont prouvé qu’un système homogène est stable en temps
fini si et seulement s’il est asymptotiquement stable et homogène de degré négatif par

79



5.1. Introduction

rapport à une dilatation appropriée. Des résultats dans le cadre des systèmes discontinus
sont aussi étendus par les travaux d’Orlov [94].
En se basant sur la théorie des semi-groupes [99, Chap 1], une extension de la théorie
d’homogénéité en dimension infinie a été reformulée dans les travaux de Polyakov et
ses collaborateurs [107, 109]. La stabilité en temps fini est obtenue pour les systèmes
homogènes dans des espaces de Banach où la notion de dilatation est étendue. Pour
une large classe de systèmes quasi-linéaires, les auteurs ont prouvé que la stabilité
asymptotique combinée avec l’homogénéité du système avec un degré négatif conduit
à la stabilité en temps fini. Ce résultat est utilisé pour la construction des lois des
commandes stabilisantes en temps fini pour les systèmes linéaires et bilinéaires [109,
120].

3. La technique du backstepping : c’est une approche couramment utilisée pour les sys-
tèmes ayant une structure en cascade [32, 40, 61, 111]. Cette approche est l’origine de
la construction des retours stabilisants soit en temps fini ou bien polynomialement de
divers systèmes comme, par exemple, le système double intégrateur et l’intégrateur de
Brockett. Plusieurs auteurs ont exploité l’idée de la méthode dite de desingularisation
[111] (qui correspond aux retours non différentiables) pour établir la stabilisation en
temps fini des systèmes chainés quasi-linéaires [56, 59].

Dans ce chapitre, nous étudions l’approche de Lyapunov, à savoir la dissipation de la fonction
énergie en temps petit selon la loi

9V ď ´cptqV θ, (5.1)

avec θ Ps0, , 1r, et cp.q est une fonction mesurable positive. La stabilité en temps fini est
obtenue dans ce cas avec une hypothèse supplémentaire sur cp.q qui est une fonction mesurable
n’appartenant pas à l’espace de Lebesgue ; c’est à dire c R L1r0, ,`8r. Nous prouvons, par des
contre-exemples, que le cas c P L1r0, ,`8r correspond à des systèmes qui ne sont pas stables
en temps fini et donc ils ne peuvent pas être stables en temps petit. La fonction t ÞÑ cptq
dans l’inégalité (5.1) joue le rôle d’une fonction excitatrice qui permet au système d’atteindre
le point d’équilibre en temps petit. C’est le concept souvent appelé excitation persistante
uniforme, largement étudié par A. Loria et ses collaborateurs au cours des dernières décennies
pour les systèmes variants dans le temps ; voir par exemple, [85, 86, 88, 97, 98]. Par conséquent,
dans ce travail, la classe des systèmes que nous aborderons - en temps petit/temps fini- est
instationnaire et continue sur r0, `8rˆRn (i. e. le champ vectoriel f est variant dans le temps
t). Nous avons relaxé les conditions de stabilité en temps petit/temps fini, en ajoutant un
“amortissement artificiel” soumis à ce qu’on appelle l’excitation persistante uniforme. Nous
avons appliqué nos résultats sur des exemples de dimension infinie lorsque le contrôle aux
frontières est soumis à une excitation persistante uniforme. Puis nous avons construits des
retours d’état aux frontières, variants dans le temps et stabilisant en temps petit de tels
systèmes en boucle fermée.
Ce chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, nous présentons une extension du
théorème de Lyapunov 4.22 pour des systèmes de dimension quelconque. Ensuite, nous traitons
le cas des systèmes non autonomes de dimension infinie. La méthode qui sera développée est
basée sur l’estimation en temps petit de l’énergie. Nous abordons en particulier l’équation de
transport, les systèmes bilinéaires et l’équation d’onde.
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5.2 Extensions pour une dimension quelconque
Dans cette section, nous présentons des extensions du Théorème 4.22, pour étudier la stabilité
en temps petit des systèmes en dimension infinie. En effet, le problème de stabilisation d’une
équation d’évolution par des retours d’état frontières, se traduit par une inégalité différentielle
de la forme suivante.

Lemme 5.1. Soit Eptq une fonction décroissante et positive sur r0, `8r satisfaisant l’inégalité
différentielle

9E ď ´c fptqEβ, (5.2)

où β Ps0, 1r, fp.q est une fonction continue positive et satisfait sur r0, `8r la “condition de

croissance”
ż t

0
fpsqds ě µ tm ą 0 avec µ, m ą 0.

Alors, il existe un temps d’établissement T ˚ tel que

Eptq “ 0, @ t ě T ˚.

Preuve. Nous utilisons le principe de comparaison [72, page 110]. Soit V une fonction positive
solution de l’équation différentielle

9V “ ´c fptqV β, c ą 0, β Ps0, 1r, (5.3)

avec la condition initiale V p0q :“ V0. Cette solution est donnée par

V ptq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

rV 1´β
0 ´ cp1´ βq

şt

0 fpsqdss
1{p1´βq, 0 ď t ď T ˚ et V0 ­“ 0,

0, si t ě T ˚ et V0 ­“ 0,

0, si V0 “ 0.

(5.4)

Cette solution est donnée par T ˚ qui sera défini plus tard. Clairement, pour V0 ­“ 0, nous
avons

V 1´β
0 ´ cp1´ βq

ż t

0
fpsqds ď V 1´β

0 ´ cp1´ βqµ tm. (5.5)

En effet, le premier cas est valable à condition que V 1´β
0 ´ cp1 ´ βq

şt

0 fpsqds ě 0, alors, si
V 1´β

0 ´ cp1´ βqµ tm ě 0 ô t ď
` V 1´β

0
cµp1´βq

˘1{m
, ainsi on prend dans ce cas

T ˚ :“
` V 1´β

0
cµp1´ βq

˘1{m
,

et pour t ě T ˚, nous avons V “ 0. Maintenant, nous considérons la condition initiale Ep0q :“
E0 tel que E0 ď V0. Par le principe de comparaison [72, page 110], on obtient

Eptq ď V ptq, @ t ě 0.

Par conséquent, l’énergie E converge vers zéro en temps petit.
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Lemme 5.2. Nous considérons les hypothèses du lemme 5.1 et nous supposons que la fonction
f satisfait la “condition uniforme d’excitation persistante”. [85].
(P) : Il existe c ą 0 tel que pour chaque t ě 0 et h ą 0 on a

1
h

ż t`h

t

fpsqds ě c.

Alors, l’énergie E converge vers zéro en temps petit.

Le lemme ci-dessus est un cas particulier de la proposition suivante.
Proposition 5.3. Soit 0 ă r ă 1, uptq une fonction positive localement lipschitzienne définie
sur r0, `8r. Soit f une fonction continue positive satisfaisant la propriété (P), k un nombre
réel positif. Nous supposons que nous avons l’inégalité

uptq ď upt0q ´ k

ż t

t0

fpsqurpsqds, t ě t0 ě 0. (5.6)

Alors la solution u converge vers zéro en temps petit.

Preuve. Puisque u est localement Lipschitz, alors la dérivée temporelle de u est définie dans
le sens de Dini par D`uptq :“ lim suphÑ0`

upt` hq ´ uptq

h
ă 8. Par conséquent, sous la

contrainte (5.6) nous obtenons D`uptq ď ´ lim suphÑ0` c

ż t`h

t

fpsqurpsq

h
ds ď 0, donc u est

une fonction décroissante sur rt0, `8r. Ainsi pour t ď s ď t ` h, on a ´urpsq ď ´urpt ` hq.
Prenant en compte la continuité de u et la condition de croissance (P), nous obtenons

D`uptq ď ´c k urptq.

Par le lemme 3.15 nous concluons que u converge vers zéro en temps petit.
Exemple 5.4. Le système scalaire 9x “ u peut être stabilisé en temps petit par upt, xq “
´αptqx1{3 sous la condition αptq ą 0 et

şt`h

t
αpsqds ě c h (excitation persistante).

En effet, la fonction candidate de Lyapunov V “ 1
2x

2 satisfait le long du système 9V ď

´αptqV 2{3. Le lemme 5.2 permet de conclure.

5.3 Stabilisation en temps petit des systèmes non auto-
nomes en dimension infinie

Dans cette section, nous commençons par rappeler la notion de stabilisation en temps fini des
systèmes dynamiques définis dans l’espace de Hilbert.

5.3.1 Critères de type intégrales
Soit le système :

9x “ gpx, uq, x P X , u P U ,
gp0, 0q “ 0, (5.7)

où g : X ˆ U Ñ X est une fonction continue, avec X et U sont des espaces Hilbert désignent
respectivement l’espace d’état et l’espace de contrôle.
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Définition 5.5. Le système (5.7) est dit stable en temps petit par un retour d’état insta-
tionnaire s’il existe une application u : r0, `8rˆX Ñ R tel qu’en boucle fermée la solution
Φpt, s, y0q satisfait les conditions suivantes.

1. Φpt, s, y0q “ 0, pour tout t ě s` T et tout y0, @T ą 0.
2. pour chaque ε ą 0, il existe η ą 0 tel que

p}y0} ă ηq ñ }Φpt, s, y0q} ă ε, @ t ą s.

Pour l’analyse de la stabilité en temps fini des systèmes de dimension infinie, nous utilisons la
proposition et le corollaire suivants.

Proposition 5.6. Soit E : r0, `8rÑ r0, `8r une fonction continue décroissante. Supposons
qu’il existe une fonction positive mesurable f : r0, `8rÑ r0, `8r tel que

ş`8

0 fpsqds “ `8,
α Ps0, 1r et c ą 0 où

ż `8

t

fpsqEα
psqds ď cEptq, t ě 0. (5.8)

Alors, il existe un temps d’établissement T ˚ :“ T pEp0q, fq tel que E “ 0 pour tout t ě T ˚.

Preuve. Si Ep0q “ 0, alors
ż `8

0
fpsqEα

psqds “ 0, donc par la continuité et la positivité de E,
nous concluons que E “ 0 pour tout t ě 0. Ensuite, sans perte de généralité, nous supposons
que Ep0q ­“ 0. Nous introduisons la fonction positive F définie par

F ptq “

ż `8

t

fpsqEα
psqds.

Il est clair que la fonction F est différentiable et

9F ptq “ ´fptqEα
ptq.

En utilisant l’inégalité F ptq ď cEptq, on obtient facilement

1
cα
fptqFα

ptq ď ´ 9F ptq ô 9F ptq ď ´
1
cα
fptqFα

ptq. (5.9)

La condition
ş`8

0 fpsqds “ `8 implique par le théorème 4.22, que F converge vers zéro en
temps fini T ˚ défini par

ż T˚

0
fpsqds “

cαF 1´αp0q
1´ α .

Comme corollaire de la proposition 5.6, nous avons :

Corollaire 5.7. Soit E : r0, `8rÑ r0, `8r une fonction continue décroissante. Supposons
que pour α et β deux réels positifs, c ą 0 et f : r0, `8rÑ r0, `8r une fonction mesurable tel
que

ż `8

0
fpsqds “ `8,
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nous avons
ż `8

t

fpsqEα
psqds ď cEβ

ptq, t ě 0. (5.10)

Si β ą α, alors E converge vers zéro en temps fini, c-à-d. il existe un temps de stabilisation
T ˚ :“ T ˚pEp0q, fq tel que E “ 0 pour chaque t ě T ˚.

Preuve. Soit F ptq “
ż `8

t

fpsqEα
psqds. Alors, F satisfait l’inégalité 9F ptq ď ´c1fptqFα{βptq où

c1 ą 0. La condition α{β ă 1 conduit à la stabilité en temps fini de F , et donc E converge
vers zéro en temps fini.

5.3.2 Application à l’équation de transport en dimension infinie
Soit T ą 0, nous considérons le système linéaire décrivant l’équation de transport

yt ` yx “ 0, 0 ă x ă 1, 0 ă t ă T, (5.11)
ypt, 0q “ uptq, 0 ă t ă T, (5.12)
yp0, xq “ y0pxq, 0 ă x ă 1, (5.13)

où uptq P R représente la commande du système et ypt, .q :s0, 1rÑ R est son état. Il est connu
(voir par exemple [32, section 2.1]) que pour chaque y0 P L

2s0, 1r et u P L2s0, T r le problème
de Cauchy (5.11)-(5.13) admet une solution faible unique dans L2ps0, 1rˆs0, T rq.
Dans cette partie, en utilisant l’approche de Lyapunov, nous prouvons la stabilisation en
temps fini de l’équation de transport par des retours d’état aux frontières à condition que la
condition d’excitation persistante uniforme soit satisfaite. Avant de présenter le retour d’état
stabilisant, nous remarquons que si ypt, 1q converge vers zéro pour tout t ě 0, alors la stabilité
en temps fini de (5.11)-(5.13) n’est pas possible. En effet, soit E la fonction énergie définie
par E :“

ş1
0 |ypt, xq|

2dx. Par un calcul simple, nous obtenons 9E “ ´py2pt, 1q ´ u2ptqq ce qui
implique que 9E “ u2 ě 0. Par conséquent, pour u “ 0, E est constante et la stabilisation en
temps fini est impossible. Pour uptq ą 0, nous concluons par la première méthode de Lyapunov
que (5.11)-(5.13) est instable [72].
Dans la suite, nous supposerons que ypt, 1q ­“ 0 pour t ě 0. Afin de traiter le problème, il
est possible d’exciter uniformément la condition limite ypt, 1q, et ceci permet la convergence
vers l’origine. La notion d’excitation persistante semble une idée attractive pour stabiliser de
nombreux systèmes de contrôle, voir par exemple [26, 29, 52, 85]. Pour les systèmes de dimen-
sion finie, cette idée est utilisée par Loria et ses collaborateurs [85, 88]. Pour les équations aux
dérivées partielles, la notion d’excitation persistante est utilisée dans [29, 52]. Pour l’analyse
de la stabilisation en temps fini de l’équation de transport, nous montrons qu’il est possible
d’obtenir le temps fini sous la condition d’excitation persistante uniforme.

Lemme 5.8. Soit E : r0, `8rÑ r0, `8r une fonction continue décroissante. Supposons
qu’il existe une fonction mesurable positive f : r0, `8rÑ r0, `8r satisfaisant la propriété de
persistance pQq : il existe deux constantes positives T et µ tel que

ż t`T

t

fpsqds ě µ, @ t ě 0,
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et
9E ď ´kfptqEα, où pα, kq Ps0, 1rˆs0, `8r.

Alors E “ 0 en temps fini.

Preuve. Il suffit de prouver que la condition pQq implique que
ż `8

0
fpsqds “ `8 et donc nous

concluons le résultat par le théorème 4.22.
Nous avons pour N un entier assez grand

ż `8

0
fpsqds :“ lim

NÑ`8

ż N

0
fpsqds et

ż N

0
fpsqds “

N´1
ÿ

n“0

ż n`1

n

fpsqds.

Deux cas peuvent être discutés.

Cas 1 : T ď 1. Ainsi par la propriété Q, nous avons µ ď
ż T

0
fpsqds ď

ż 1

0
fpsqds et alors

µ ď

ż n`T

n

fpsqds ď

ż n`1

n

fpsqds pour chaque n ě 0. Alors
ż N

0
fpsqds “

N´1
ÿ

n“0

ż n`1

n

fpsqds ě Nµ

et, en laissant la limite de N Ñ `8, nous obtenons
ż `8

0
fpsqds “ `8.

Cas 2 : T ą 1. On désigne par m :“ PepT q ě 1 (où Pep.q est la partie entière de T ), alors 1 ď

m ď T ă m`1. Par conséquent, pour chaque n nous avons µ ď
ż n`T

n

fpsqds ď

ż n`m`1

n

fpsqds.

Ainsi,
ż Npm`1q

0
fpsq “

ż 1`m

0
fpsqds`

ż 2p1`mq

m`1
fpsqds (5.14)

`

ż 3p1`mq

2pm`1q
fpsqds` ...`

ż Npm`1q

pN´1qpm`1q
fpsqds ě ppN ´ 1qpm` 1q ` 1qµ, (5.15)

puis en prenant la limite quand N Ñ `8.

Maintenant, nous passons au résultat principal de cette partie.

Théorème 5.9. Considérons le système (5.11)-(5.13). Supposons qu’il existe une fonction
mesurable k :s0, `8rÑs0, 1r de sorte que, pour la condition limite ypt, 1q, nous avons la
condition d’excitation persistante uniforme suivante pQ1q

DT, µ ą 0 :
ż t`T

t

p1´ k2
psqqy2

ps, 1qds ě µ, @ t ě 0. (5.16)

Alors pour chaque y0 P L
2s0, 1r, le retour frontière

upyq “ kptq ypt, 1q, (5.17)

stabilise en temps fini (5.11)-(5.13). Plus précisément, il existe un temps d’établissement T ˚
dépendant de la condition initiale tel que ypt, xq “ 0, @ t ě T ˚ pour presque tout x P r0, 1s.
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Preuve. Pour y0 P L
2ps0, 1rq, considérons le système en boucle fermée

yt ` yx “ 0, x Ps0, 1r, t ą 0, (5.18)
ypt, 0q “ kptqypt, 1q, (5.19)
yp0, xq “ y0pxq, x Ps0, 1r, (5.20)

On définit A : DpAq Ă L2ps0, 1rq Ñ L2ps0, 1rq l’opérateur linéaire tel que Af “ ´fx avec un
domaine DpAq :“ tf P H1ps0, 1rq : Af “ ´fx, et fp0q “ kfp1qu. Il est facile de voir que A est
monotone 15 maximale 16, le problème de Cauchy (5.18-5.20) est bien posé dans
C1`r0, T s;L2ps0, 1rq

˘
Ş

C0`r0, T s;H1ps0, 1rq
˘

[99].
Soit β ą 1 un nombre réel. On considère la fonction candidate de Lyapunov définie par

V “

ˆ
ż 1

0
|ypt, xq|2dx

˙β

. (5.21)

Nous obtenons

9V “ β

ˆ
ż L

0
|ypt, xq|2dx

˙β´1ˆ

2
ż L

0
ypt, xqytpt, xqdx

˙

“ ´β V
β´1
β

ˆ

y2pt, 1q ´ u2ptq

˙

.

(5.22)

Par conséquent, en vertu du retour d’état upyq “ kptq ypt, 1q, avec 0 ă kptq ă 1 comme dans
le théorème, nous obtenons

9V “ ´βp1´ k2
ptqq y2

pt, 1qV 1´ 1
β ď ´c fptqV α, (5.23)

où c :“ β ą 0, α :“ 1 ´ 1
β
Ps0, 1r et fptq :“ p1 ´ k2ptqqy2pt, 1q est positive, continue (la

continuité de la solution dans la limite est due à la régularité cachée, voir e. g. [32]) et satisfait
à la condition d’excitation persistante uniforme pQ1q. Ainsi, d’après le lemme 5.8, il existe un
temps d’établissement T ˚ tel que V ptq “ 0, @ t ě T ˚. Alors pour tout x Ps0, 1r, l’état ypt, xq
converge vers zéro en temps fini.

Remarque 5.10. Le retour d’état (5.17) assure la stabilité exponentielle et la stabilité en temps
fini de la condition (5.16). En effet, prenons l’exemple en dimension finie 9q “ u. Nous montrons
qu’avec le retour suivant

upt, qq “ ´fptqsgnpqq|q|α ´ q, α Ps0, 1r,

où f est une fonction mesurable positive (par exemple, fptq “ |sinptq|
1`t ) tel que

ż `8

0
fpsqds “ `8,

le système en boucle fermée est stable en temps fini. En effet, prenant la fonction de Lyapunov
V “ q2, nous avons

9V ď ´fptqV
α`1

2

et par conséquent qptq “ 0 en temps fini. En outre, par un simple calcul, nous avons
9V ď ´2V

et donc le système en boucle fermée est exponentiellement stable.
15. @f P DpAq, xAf, fy ě 0
16. La partie imaginaire ImpI `Aq “ L2s0, 1r, I est l’identité.
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5.3.3 Application aux systèmes bilinéaires
Dans cette section, on développe une solution générale du problème de la stabilisation en
temps petit des systèmes bilinéaires en dimension infinie. Ces derniers couvrent entre autres
le système de Vlasov-Poisson.
Considérons les systèmes de la forme :

#

9yptq “ Ayptq ` uptqByptq, t ą 0
yp0q “ y0

(5.24)

où, A : DpAq Ă H Ñ H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe linéaire de classe C0
sur un espace réel de Hilbert H avec un domaine DpAq, B : H Ñ H est un opérateur linéaire
borné, t ÞÑ yptq P H est l’état du système et t ÞÑ uptq P R représente la commande.
Pour résoudre le problème de stabilisation des systèmes bilinéaires dans l’espace de Hilbert,
nous utilisons la théorie d’homogénéité étendue par Polyakov et ses collaborateurs en dimen-
sion infinie [107, 108, 109, 110]. Le résultat principal de cette partie est le suivant.

Proposition 5.11. Considérons le système bilinéaire (4.37) et supposons que
1. Le groupe Gd associé à la dilatation d sur D Ă DpGdq où D est dense en H, satisfait

k1||z||
2
ď xGdz, zy ď k2||z||

2 pour certains k1, k2 ą 0 et pour tout z P D.

2. l’opérateur A génère un semi-groupe compact de contractions sur H tel que DpAq Ă
DpGdq,

3. l’opérateur B est fortement positif, c’est à dire qu’il existe k ą 0 tel que pour chaque
y P H, nous avons xBy, yy ě k||y||2,

4. les opérateurs A et B sont, respectivement, homogènes de degré p et 0 par rapport à la
dilatation d.

Soit y ÞÑ upyq le retour d’état

upt, yq “

$

’

’

&

’

’

%

´fptq
xBy, yy

||y||βd
si y ‰ 0

0 si y “ 0,

(5.25)

où ||.||d est la norme homogène associée à d, avec la condition 3b ą β ą 2a, où a et b
sont donnés par le lemme 4.23, f est une fonction continue positive par morceaux tel que
ş`8

0 fpsqds “ `8. Alors, en vertu de upt, yq, le système en boucle fermée (5.24) est stable en
temps fini.

Preuve. Par la condition 2a ă β ă 3b, l’application F définie par F pt, 0q “ 0 et F pt, yq “

´fptq
xBy, yy

||y||βd
By, y ­“ 0, est continue par rapport à t et y. En outre, A est un générateur

infinitésimal d’un semi-groupe compact sur l’espace Hilbert H, alors toutes les conditions
de [99, Théorème 2.1, pp. 191] sont satisfaites, le problème de Cauchy (5.24) admet donc
une solution mild 17 y. Comme l’application F envoie tout l’ensemble borné vers un ensemble
17. Pour un semi-groupe noté Sg, la solution mild, du système (5.24), s’écrit sous la forme yptq “ Sgptqy0 `

şt

0 Sgpt´ squBypsqds.
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borné, alors la solution y est maximale sur r0, `8r, voir [99, Théorème 2.2, pp. 192].
Nous considérons la fonction candidate de Lyapunov définie par

V pyq “
1
α

‖ y ‖αd , @ y P H avec α ` 2a ą β (5.26)

Soit y0 P DpAq. Puisque DpAq Ă DpGdq et la fonction y ÞÑ V pyq est différentiable au sens de
Fréchet sur DpGdqzt0u, la dérivation de la norme homogène au sens de Fréchet [109, Lemme
2], et pour presque chaque t P r0, `8r, donne :

d

dt
V pyptqq “

xdp´ lnp||yptq||dqqpAyptq ` upyptqqByptqq, dp´ lnp||yptq||dqqyptqy
xGddp´ lnp||yptq||dqqyptq, dp´ lnp||yptq||dqqyptqy

||yptq||αd .

Un calcul simple, sous les hypothèses 3) et 4), implique :

d

dt
V pyptqq ď ´c1fptqV

1`p2a´βq{α,

où c1 ą 0. Pour chaque t ě 0, nous avons
ż `8

t

fpsqV 1`p2a´βq{α
psqds ď

1
c1
V

Du fait que p2a ´ βq{α ă 0 et 1 ` p2a ´ βq{α ă 1, le corollaire 5.6 nous permet de conclure
que V “ 0 en temps petit, par conséquent y “ 0 en temps petit.

Exemple 5.12. Considérons le système (5.24). Soient

A “

ˆ

´2 ´1
1 ´3

˙

et B “
ˆ

2 0
0 3

˙

.

Par rapport à ce choix, la matrice A est dissipative puisque xAy, yy “ 0, et la matrice B est
fortement positive puisque

xBy, yy “ 2y2
1 ` 3y2

2
ě 1

2py
2
1 ` y

2
2q

ě 1
2 ||py1, yyq.||py1, y2q||

2.

Par conséquent, toutes les conditions de la proposition précédente sont vérifiées.
Ainsi, le retour d’état, donné par l’expression

upt, yq “

$

’

’

&

’

’

%

´fptq
2y2

1 ` 3y2
2

py2
1 ` y

2
2q
β{2 , 2 ă β ă 3 si y ‰ 0

0 si y “ 0,

(5.27)

rend le système (5.24) stable en temps petit.
Les figures suivantes sont obtenues avec la condition initiale est donnée par py1p0q, y2p0qq “
p1.5,´1.5q.
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Figure 5.1 – Trajectoire des états y1 et y2 de (5.24) utilisant la fonction d’excitation fptq “ t2.

Figure 5.2 – Trajectoire des états y1 et y2 de (5.24) utilisant la fonction d’excitation fptq “
t3

1` t .

5.3.4 Application aux équations d’onde avec condition au bord de
type Wentzell

La stabilisation d’onde par un retour d’état avec une condition de bord de Wentzell non
linéaire a été largement étudié dans de nombreux travaux [24, 25, 80, 81]. Dans [80], les auteurs
prouvent une propriété de stabilisation polynomiale avec un taux de décroissance optimal si
la frontière d’onde est activée par des conditions non linéaires de Wentzell, l’amortissement
est également non linéaire.
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5.3.4.1 Stabilization de l’équation d’onde en temps petit

On considère l’équation d’onde contrôlée au bord par l’équation de Wentzell :

ytt ´ yxx “ 0, x Ps0, 1r, t ě 0, (5.28)
ypt, 0q “ 0, t ě 0, (5.29)
yttpt, 1q “ uptq, t ě 0, (5.30)
yp0, xq “ α0

pxq, ytp0, xq “ β0
pxq, x Ps0, 1r. (5.31)

Prenons dans notre cas α0 P H1
p0qps0, 1rq 18 et β0 P L2ps0, 1rq.

L’espace vectoriel H1
p0qps0, 1rq est muni du produit scalaire suivant :

xf, gyH1
p0qps0, 1rq

:“
ż 1

0
fx gx dx.

Remarque 5.13. [80, Théorème 4.1] Si on utilise le contrôle aux frontières suivant upyq “
´ytpt, 1q ´ yxpt, 1q, le problème est bien posé et la solution du système en boucle fermée
décroit lentement en 1

t
avec un taux de décroissance optimal.

Nous montrerons, dans la suite, que sous un choix approprié de la fonction de Lyapunov, les
hypothèses du lemme 5.8 sont vérifiées et donc la stabilisation en temps petit de l’équation
d’onde est établie.
Avant de présenter le résultat principal, il est important de souligner quelques difficultés pour
montrer la stabilité en temps petit de l’équation d’onde.

Lemme 5.14. Si ytpt, 1q “ 0, alors le système d’onde (5.28)-(5.31) ne peut pas être stabili-
sable en temps petit.

Preuve. Pour le système (5.28)-(5.31), soit E la fonction énergie définie par :

E :“ 1
2

ż 1

0
p|yt|

2
` |yx|

2
qdx`

1
2 |ytpt, 1q|2.

En utilisant l’intégration par parties, nous obtenons

9E “ ytpt, 1qpyxpt, 1q ` uq, @ t ě 0.

Il est clair que si ytpt, 1q “ 0, @ t ě 0, on a 9Eptq “ 0, le système donc est conservatif. L’équation
d’onde (5.28)-(5.31) ne peut pas être stabilisable en temps petit ou de façon asymptotique.

Dans la suite, nous considérerons que ytpt, 1q ­“ 0 pour presque chaque t ą 0.

Théorème 5.15. Soit h une fonction continue positive par morceaux de telle sorte que t ÞÑ
hptqy2

t pt, 1q satisfait la propriété d’excitation persistante uniforme

pP 1
q : DT, µ ą 0;

ż t`T

t

hpsqy2
sps, 1qds ě µ, @ t ě 0. (5.32)

18. H1
p0qps0, 1rq :“ tα P H1ps0, 1rq : αp0q “ 0u.

90



Chapitre 5. Stabilisation en temps petit de quelques systèmes en dimensin infinie

Ainsi, pour tout α0 P H1
p0qps0, 1rq, β0 P L2ps0, 1rq, le contrôle aux frontières

upt, yq “ ´hptq ytpt, 1q ´ yxpt, 1q, (5.33)

stabilise l’équation d’onde (5.28) en temps petit. Plus précisément, il existe un temps d’établis-
sement T ˚ qui dépend de la condition initiale telle que pour presque chaque x P r0, Ls, ypt, xq “
0, @ t ě T ˚.

Preuve. Pour pα0, β0q P H1
0 ps0, 1rq ˆ L2ps0, 1rq, le système en boucle fermée est donné par

ytt ´ yxx “ 0, pt, xq Ps0, `8rˆs0, 1r, (5.34)
ypt, 0q “ 0, t ě 0, (5.35)
yttpt, 1q “ ´hptq ytpt, 1q ´ yxpt, 1q, t ě 0, (5.36)
yp0, xq “ α0

pxq, ytp0, xq “ β0
pxq, x Ps0, 1r. (5.37)

On définit la matrice A telle que

A

¨

˝

u
v
w

˛

‚“

¨

˝

v
uxx

´uxp1q ´ hvp1q

˛

‚,

avec DpAq “ tpu, v, wq P H2ps0, 1rq ˆH1ps0, 1rq ˆ R : up0q “ 0, w “ zp1qu où zp1q :“
´uxp1q ´ hvp1q.
En adoptant la même idée développée dans [80, 81, 99], on peut facilement prouver
que A est maximale monotone et par conséquent le système en boucle fermée est bien
posé dans H1

p0qps0, 1rq ˆ L2ps0, 1rq. Plus précisément, la solution est dans l’ensemble
C0`r0, 8r;H1

p0qps0, 1rq
˘
Ş

C1`r0, 8r;L2ps0, 1rq
˘

.

Soit α0 P H1
p0qps0, 1rq et β0 P L2ps0, 1rq. Pour le système (5.28)-(5.30), nous allons construire

une loi de commande donnée par la fonction de Lyapunov suivante

V “

ˆ

1
2

ż 1

0
p|yt|

2
` |yx|

2
qdx`

1
2 |ytpt, 1q|2

˙α

, α ą 1. (5.38)

En utilisant une intégration par parties, on a :

9V “ α

ˆ

1
2

ż 1

0
p|yt|

2
` |yx|

2
qdx`

1
2 |ytpt, 1q|2

˙α´1

ˆ

ˆ
ż 1

0
pytyxx ` yxytxqdx` ytpt, 1qu

˙

“ 2αV α´1
α ytpt, 1qpyxpt, 1q ` uq.

Si on choisit upt, yq “ ´yxpt, 1q ´ hptq ytpt, 1q, nous obtenons

9V ď ´α fptqV β, (5.39)

où β :“ α´1
α
Ps0, 1r, et fptq :“ hptqy2

t pt, 1q.
Grâce aux (5.38) et (5.39), on déduit que V admet une limite finie lorsque t Ñ 8 et par
conséquent ytpt, .q P L2ps0, 1rq. En particulier, en raison de la propriété de régularité de
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l’équation d’onde, nous avons encore ytpt, 1q P C0ps0, 8rq, ceci implique que t ÞÑ fptq :“
hptqy2

t pt, 1q est positive et continue par morceaux. Sous la condition de persistance (5.32),
toutes les conditions du lemme 5.8 sont vérifiées. Nous pouvons conclure que V converge vers
zéro en temps petit.
Soit T ˚ le temps de stabilisation, alors pour tout x P r0, 1s, yxpt, xq “ 0 pour t ě T ˚. En
utilisant l’inégalité de Poincaré dans H1

p0qps0, 1rq, on a :

||y||H1
p0qs0, 1r

ď c1||yx||L2s0, 1r, c
1
ą 0, (5.40)

qui implique à nouveau pour chaque x P r0, 1s

ypt, xq “ 0, @t ě T ˚.

Remarque 5.16. Une question importante peut être posée : le retour d’état donné par (5.33)
stabilise-t-il l’onde en présence d’une perturbation additive a (i.e. une perturbation interne) ?
Comme dans [132], on suppose que a appartient à L8pr0, `8rˆr0, 1sq et satisfait la condition
||a||8 ď r pour r ą 0. Dans la suite, nous apportons une réponse partielle à cette question
ouverte.
Supposons que apt, xq “ apxq ą 0, alors l’équation d’onde perturbée ytt ´ yxx ` apxqy “ 0,
avec le contrôle aux frontières (5.33) est stable en temps petit.

Preuve. Pour β ą 1, On considère la fonction candidate de Lyapunov V définie par

V :“
`1

2

ż 1

0
p|yt|

2
` |yx|

2
` a|y|2qdx`

1
2 |ytpt, 1q|2

˘α
.

Une intégration par parties implique :

9V “ αV 1´1{αytpt, 1qpu` ytpt, 1qq.

En utilisant (5.33), on a 9V ď ´α fptqV β où β :“ α´1
α
Ps0, 1r, et fptq :“ hptqy2

t pt, 1q. Les
arguments de la preuve du Théorème 5.15 nous permettent de conclure que le système converge
vers zéro en temps petit.

5.3.4.2 Simulation numérique

Dans cette section, la loi de commande instationnaire, pour stabiliser l’équation d’onde, est
testée numériquement. La discrétisation utilise la méthode des différences finies, où les condi-
tions initiales sont :

α0pxq “ sinpπ xq, x P r0, 1s
β0pxq “ cospπ xq. (5.41)

La fonction d’excitation est donnée par hptq “ et avec upt, yq “ ´yxpt, 1q ´ et ytpt, 1q et la
contrainte

ş`8

0 hpsqy2
sps, 1qds “ `8.

Nous avons comparé notre résultat avec les retours d’état proposés dans [80, Théorème 4.1]
où il s’agit d’une stabilité lente. Notre approche garantit une stabilité rapide en temps petit.
En utilisant Matlab, nous obtenons les figures suivantes.
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Figure 5.3 – Trajectoire de la solution yp., xq à T “ 1000s utilisant la fonction d’excitation
hptq “ e3t.

Figure 5.4 – Trajectoire de la solution yp., xq à T “ 1000s sans excitation.

5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons établi des conditions suffisantes pour la stabilisation, en temps
petit, d’une classe de systèmes temps-variant de dimension finie et infinie. Notre analyse est
basée sur l’utilisation d’une fonction de Lyapunov judicieuse et d’une fonction d’excitation
persistente temps-variant où le contrôle se fait par les bords. Plusieurs systèmes ont été traités
par cette approche : L’équation de transport, l’équation d’onde ou les systèmes bilinéaires.
Les performances de cette approche ont été testées à travers plusieurs exemples numériques,
avec succès.
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail, notre contribution porte sur la stabilisation rapide d’une classe de systèmes
dynamiques, nous citons les systèmes bilinéaires, le système double intégrateur, l’équation de
transport ou l’équation d’onde soumise à un contrôle par le bord de type Wentzell. Nous nous
sommes particulièrement focalisés sur le système de Vlasov-Poisson.
Pour ce dernier, en présence d’un champs magnétique externe, nous avons établi un schéma
de discrétisation basée sur la méthode des éléments finis garantissant la convergence vers la
solution réelle lorsque le pas converge vers zéro. Nous avons montré qu’il peut s’écrire sous
la forme d’un système bilinéaire de dimension finie. L’étude de l’observabilité peut se faire
aisément en se basant sur des transformations de types “éléments primitives différentielles”
développées [90]. D’autre part, autour d’une trajectoire de référence, nous avons établi des
conditions suffisantes de commandabilité du système bilinéaire obtenu.
Nous avons également établi des conditions suffisantes de stabilité en temps fixe relaxant les
résultats existants dans la littérature. Il s’agit de la fusion de la stabilité lente (i.e. polynomiale)
et de la stabilité rapide (i.e. en temps fini). Plusieurs exemples de systèmes bilinéaires sont
donnés. Également, pour les systèmes non autonomes de façon générale, la stabilisation en
temps fixe est obtenue par la décomposition d’un retour d’état en deux parties : une lente et
l’autre rapide.
Dans le cas des systèmes gouvernés par des équations aux dérivées partielles avec un contrôle
aux bords nous avons proposé un retour d’état instationnaire garantissant une stabilisation
en temps petit. Plus particulièrement, nous avons étudiés le cas des systèmes bilinéaires,
l’équation d’onde avec condition au bord de type Wentzell et l’équation de transport. Les
simulations numériques corroborent les résultats obtenus.
Parmi les perspectives qui se dégagent de ce travail, nous pouvons envisager l’étude de la
stabilisation polynomiale, en temps fini, en temps fixe ou en temps petit du système non
linéaire de Vlasov-Poisson sans passer par la discrétisation. Une autre perspective intéressante
serait d’étudier l’optimalité des retours d’état stabilisants et vérifier leur robustesse.
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