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Résumé

Dans cette thèse, on démontre quelques résultats de contrôlabilité des pour des systèmes cou-
plés d’équations de la chaleur. Ces résultats sont obtenus en exploitant la propriété de platitude
de ces systèmes. La platitude d’un système correspond à la possibilité d’en paramétrer l’état
et le contrôle par une fonction appelée sortie plate, qui peut être choisie librement. Dans nos
travaux, on construit explicitement des solutions sous forme de séries entières en espace dont les
coefficients sont des fonctions du temps. Le choix d’un nombre fini de ces coefficients permet de
décrire la trajectoire du système.
Cette thèse est rédigée par articles et on s’intéresse successivement à trois systèmes différents.
Tout d’abord, on montre des résultats de contrôlabilité pour un système de diffusion croisée à
frontière libre qui modélise un processus de fabrication de panneaux solaires. On s’attachera à
respecter des contraintes de signe sur l’état et les contrôles, imposées par la modélisation.
On s’intéresse ensuite à un problème de Stefan à deux phases, c’est un système de deux équations
de la chaleur à frontière libre qui modélise la transition solide liquide d’un corps pur. La position
de l’interface entre les deux phases est donnée par une équation différentielle qui fait intervenir
les solutions des deux équations de la chaleur. On établit des résultats de contrôlabilité pour
la température dans chaque phase ainsi que la position de l’interface. On cherche ici aussi à
respecter des contraintes de signe.
Enfin, on démontre des résultats de contrôlabilité pour un système de deux équations de la
chaleur en cascade. On améliore ainsi des résultats déjà connus sur ce système en construisant
explicitement des contrôles très réguliers.

Mots-clés: équation de la chaleur, platitude, contrôlabilité, systèmes couplés, diffusion croisée,
système en cascade, problème de Stefan, frontière libre.

Abstract

In this thesis, we prove some controllability results for coupled systems of heat equations.
These results are obtained by exploiting the flatness property of these systems. The flatness of a
system corresponds to the possibility to parameterize its state and control by a function called
flat output, which can be freely chosen. In our work, we explicitly construct solutions as integer
series in the space variable whose coefficients are functions of the time. The choice of a finite
number of these coefficients then determines the trajectory. This thesis is written by articles,
and we focus successively on three different systems. First, we show controllability results for
a cross-diffusion system with a free-boundary that models a solar panel manufacturing process.
The focus is on respecting sign constraints on the state and controls, imposed by the model.
We then turn to a two-phase Stefan problem, a system of two heat equations with a free boundary
modeling the solid-liquid transition of a pure substance. The position of the interface between the
two phases is given by a differential equation involving the solutions of the two heat equations.
Controllability results are established for the temperature in each phase and the position of the
interface. We aim here also to respect sign constraints. Finally, we demonstrate controllability
results for a cascade system of two heat equations. Already known results on this system are



improved by explicitly constructing very regular controls.

Keywords: heat equation, flatness, controllability, coupled system, cross-diffusion, cascade sys-
tem, Stefan problem, free boundary.
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Introduction

Dans cette thèse, on s’intéresse à la contrôlabilité de certains systèmes couplés d’équations
aux dérivées partielles (EDP) en une dimension d’espace. Les systèmes considérés sont consti-
tués d’équations de la chaleur. On s’intéresse, à deux problèmes à frontière libre non linéaires un
problème de Stefan et un système de diffusion croisée. Dans ces systèmes, la dynamique de la
frontière est régie par une équation différentielle ordinaire (EDO) dépendant de l’état du système
ou des contrôles. Ces systèmes étant issus de la physique, on impose des conditions de signe sur
l’état et les contrôles. On montrera que dans certains cas, il est possible de les contrôler tout
en respectant ces contraintes. On traitera aussi le cas d’équations de la chaleur en cascade, on
établit des théorèmes de contrôlabilité pour deux équations et on évoque une approche pour gé-
néraliser ces résultats à un système de n équations. La méthode employée tout au long de cette
thèse, est celle de la platitude différentielle, elle consiste à paramétrer l’état et les contrôles d’un
système par une fonction appelée sortie plate qui elle-même dépend de l’état et du contrôle et qui
peut être choisie librement. Cette approche, a pour avantage d’être constructive et de fournir des
contrôles très réguliers. De plus, elle s’adapte facilement à de nombreuses conditions aux bords.

La suite de cette introduction s’organise de la manière suivante :
On commence par rappeler des notions de contrôlabilité qui nous seront utiles pour le reste

de ce document. On présente ensuite une introduction à la platitude différentielle dans le cadre
de la dimension finie. Dans un troisième paragraphe, on s’intéresse aux fonctions de classe
Gevrey qui jouent un rôle central dans ce travail. Cela nous permet de présenter la platitude
pour les EDP et le cas particulier de l’équation de la chaleur. Enfin, on donne un résumé
détaillé des contributions de cette thèse, qui est rédigée par articles.
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1.1 Notions de contrôlabilité

Nous allons rappeler certaines notions de contrôlabilité puis nous intéresser plus particu-
lièrement au cas de l’équation de la chaleur qui est à la base des résultats présentés dans ce
document.

1.1.1 Définitions

Dans cette section, nous allons rappeler certaines notions de contrôlabilité qui apparaîtront
au sein de ce document. Le lecteur intéressé par le sujet pourra trouver, pour la dimension finie,
une littérature pléthorique. On se contentera donc de citer trois références extrêmement clas-
siques que sont, [55, 57, 108]. Concernant la contrôlabilité des équations aux dérivées partielles,
on renvoie le lecteur vers [19] pour un panorama général des méthodes existantes et vers [111]
pour une approche de la contrôlabilité des systèmes linéaires par le biais des semi-groupes.

Pour fixer les idées, on commence par définir les notions de contrôlabilité apparaissant dans
ce travail pour un système de dimension finie de la forme suivante.

ẋ = f(x, u) (1.1)

où x : [0, T ] → Rn est appelé l’état du système et u : [0, T ] → Rm est le contrôle appartenant
à un certain espace fonctionnel U . On verra ensuite sur un exemple comment ces définitions
s’adaptent aux cas qui nous intéressent. Regardons tout d’abord la notion de contrôlabilité la
plus élémentaire :

Définition 1.1.1. Soient x0, x1 ∈ Rn et T > 0, on dit que x1 est accessible depuis x0 en temps
T s’il existe u ∈ U tel que la solution de (1.1) vérifiant x(0) = x0 satisfasse x(T ) = x1.

Remarque 1.1.2. On pourrait vouloir contrôler le système à partir d’un temps t0 quelconque,
mais on peut toujours se ramener à t0 = 0 par translation.

Dans certains cas on peut prouver une notion assez forte de contrôlabilité qui ne dépend pas
des états initiaux et finaux :
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1.1. Notions de contrôlabilité

Définition 1.1.3. On dit que le système (1.1) est contrôlable si, pour tout x0, x1 ∈ Rn, il existe
T > 0 tel que x1 est accessible depuis x0 en temps T .

Définition 1.1.4. On dit que le système (1.1) est contrôlable en temps T > 0 si pour tout
x0, x1 ∈ Rn, il existe u ∈ U tel que la solution x de (1.1) vérifiant x(0) = x0 satisfasse x(T ) = x1.

Ces notions sont souvent trop fortes et l’on doit parfois se contenter de résultats plus faibles.
On définit ainsi :

Définition 1.1.5. Le système (1.1) est contrôlable à 0 ou nul-contrôlable, si pour tout x0 ∈ Rn,
il existe T > 0 tel que 0 est accessible depuis x0 en temps T .

Définition 1.1.6. On dit que le système (1.1) est contrôlable à 0 en temps T > 0 si pour tout
x0 ∈ Rn, il existe u ∈ U tel que la solution x de (1.1) vérifiant x(0) = x0 satisfasse x(T ) = 0.

On définit encore :

Définition 1.1.7. Soit x0 ∈ Rn alors le système (1.1) est localement contrôlable en x0 si, pour
tout T > 0, il existe ε > 0 tel que pour tout x1 ∈ Rn tel que |x1−x0| 6 ε, x1 est accessible depuis
x0 en temps T .

Il est possible de définir de nombreuses autres notions de contrôlabilité ou des notions asso-
ciées comme la contrôlabilité approchée, la contrôlabilité aux trajectoires ou encore la stabilisa-
tion.

Dans cette thèse, on s’intéresse à la contrôlabilité de certaines équations aux dérivées partielles
et plus particulièrement leur contrôlabilité au bord. Dans ce cas, la dynamique de l’état est régie
par une EDP et u apparaît comme l’une de ses conditions au bord. Par exemple :

∂ty(t, x)− ∂2
xy(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

∂xy(t, 0) = 0 t ∈ (0, T )

∂xy(t, 1) = u(t) t ∈ (0, T )

y(0, x) = y0(x) x ∈ (0, 1)

(1.2)

où y0 ∈ L2(0, 1).
Ici, l’état est noté y et le contrôle u agit sur le bord du domaine. Dans ce cas les conditions
initiales et finales y0 = y(0, .) et y1 = y(T, .) ne sont plus des constantes mais des fonctions de
x qui doivent être choisies dans des espaces fonctionnels appropriés, par exemple L2(0, 1). Les
définitions précédentes s’adaptent alors sans difficulté à ce système.

1.1.2 L’équation de la chaleur

Nous allons maintenant rappeler les différentes manières de contrôler l’équation de la chaleur
en une variable d’espace. On reprend donc l’exemple (1.2). De par son effet régularisant, il est
vain de vouloir contrôler l’équation de la chaleur vers un état quelconque, on montre donc sa
contrôlabilité à 0. On a en fait le théorème suivant :

Théorème 1.1.8 ([27,44,71,81]). Pour tout y0 ∈ L2(0, 1), pour tout T > 0 il existe u ∈ L2(0, T )
tel que la solution y de (1.2), associée à y0 et u, vérifie

y(T, .) = 0

3
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Remarque 1.1.9. On a en fait un théorème bien plus général qui s’applique en dimension n (ou
même sur des variétés à bord) pour un opérateur parabolique plus général et avec des conditions
aux bords plus générales. De même, on dispose de théorèmes semblables pour la contrôlabilité par
un terme source.

Remarque 1.1.10. L’équation (1.2) étant linéaire, sa contrôlabilité à 0 est équivalente à sa
contrôlabilité aux trajectoires, c’est à dire : si y1 est une solution de (1.2) si T > 0 et y0 ∈ L2(0, 1),
il existe u ∈ L2(0, T ) telle que la solution y de (1.2), associée à y0 et u, vérifie

y(T, .) = y1(T, .)

En effet :
Soient ū, ȳ fournis par le théorème 1.1.8 pour la condition initiale y0 − y1(0, .). Posons alors
u = ū+ ∂xy1(t, 1) et y la solution de (1.2) associée à y0 et u alors, y2 := y − y1 est solution de
l’équation de la chaleur et vérifie y2(0, .) = y0− y1(0, .), ∂xy2(t, 0) = 0 et ∂xy2(t, 1) = ū donc par
unicité des solutions de (1.2), y2 = ȳ d’où

y(T, .) = ȳ(T, .) + y1(T, .) = y1(T, .)

Il existe différentes approches du contrôle de la chaleur et donc différentes preuves du théo-
rème 1.1.8. La première, date de 1971 elle est due à Fattorini et Russel dans [27, Theorem 3.3].
Leur preuve ne fonctionne qu’en dimension 1 d’espace, les auteurs ramènent le problème de la
contrôlabilité à 0 à un certain problème de moment. Ils résolvent ce problème en construisant
une famille bi-orthogonale à la famille des (t 7→ e−λnt)n∈N, où les (λn)n∈N sont les valeurs propres
du laplacien. Des approches permettant de traiter la question en dimension quelconque ont été
publiées presque simultanément en 1995 et 1996 et exploitent toutes deux une inégalité de Car-
leman. Tout d’abord en 1995 par Lebeau et Robbiano dans [71, Théorème 2]. Dans cet article,
les auteurs utilisent la méthode qui porte maintenant leur nom dans laquelle ils exploitent une
inégalité d’observabilité pour les basses fréquences du laplacien. En 1996 dans [44, Theorem 2.3],
Fursikov et Imanuvilov prouvent directement la contrôlabilité à 0 en montrant une inégalité d’ob-
servation qui y est équivalente via les inégalités de Carleman. Finalement, comme nous le verrons
plus en détails en Section 1.4.2 dans [81, Theorem 3], Martin, Rosier et Rouchon prouvent le
théorème 1.1.8 en exploitant la platitude de l’équation de la chaleur en dimension 1 et obtiennent
ainsi un contrôle explicite dont ils prouvent la régularité Gevrey (voir définition 1.3.1).

1.2 Introduction à la platitude différentielle

1.2.1 Motivations et commentaire bibliographique

Les résultats de cette thèse sont obtenus en exploitant la propriété de platitude différentielle
des systèmes considérés. Qualitativement un système dynamique est dit différentiellement plat
si l’on peut paramétrer ses trajectoires par une sortie dite plate qui elle-même dépend de l’état.
Pour se donner une idée plus précise, considérons le système en dimension finie,

ẋ = f(x, u) (1.3)

avec pour état x : R+ → Rn et pour entrée u : R+ → Rm. On a alors
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Définition 1.2.1. Le système (1.3) est différentiellement plat s’il existe une fonction y : R+ →
Rn et des fonctions h, F et G, ainsi que des entiers α,β,γ tels que

y = h(x, u, u′, . . . , u(α))

x = F (y, y′, . . . , y(β))

u = G(y, y′, . . . , y(γ))

tels que l’on puisse choisir librement y. La fonction y est alors appelée sortie plate du système.

Le lecteur pourra se référer à [107, Chapitre 7] pour une définition plus précise dans ce
contexte particulier. La platitude peut être vue comme l’analogue pour les systèmes dynamiques
de la paramétrisation des systèmes d’équations linéaires sous-déterminés.

Exemple 1.2.2. Si l’on considère par exemple le système linéaire :
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

3x1 − x2 = 2

x1 + 5x2 + 2x3 = 4

alors, en posant y = x2 on a alors la paramétrisation suivante
x1 = 2

3 − 1
3y

x2 = y

x3 = 5
3 − 7

3y

x4 = −7
3 + 5

3y

Résoudre le système revient alors à choisir une valeur pour y, c’est la même idée pour la platitude.

Le concept a été formalisé pour la première fois pour la dimension finie, par Michel Fliess,
Jean Lévine, Philippe Martin et Pierre Rouchon dans [34]. La notion s’insère dans le contexte
plus large de la théorie algébrique des systèmes (cf. [31–33]). Le langage employé est celui de
l’algèbre différentielle. La contrôlabilité d’un système équivaut à la liberté d’un certain module,
et sa platitude, à l’existence d’une base (la sortie plate) ayant de bonnes propriétés. Les auteurs
démontrent entre autres que, dans le cas d’un système de contrôle linéaire ẋ = Ax+Bu, d’état
x à valeur dans Rn, et de contrôle u à valeurs dans Rm, avec A ∈ Mn(R) et B ∈ Mn,m(R), la
contrôlabilité est équivalente à la platitude. La Section 1.2.2 permet de comprendre ce résultat
en terme de paramétrisation.
Dans [35], les mêmes auteurs s’intéressent aux systèmes qui ne sont pas plats et fournissent des
exemples. Dans [36], ils présentent une nouvelle caractérisation de la platitude pour les systèmes
de la forme (1.3), ce qui permet à Pierre Rouchon de donner une condition nécessaire pour
la platitude de ce système dans [101] et à Jean Lévine d’obtenir une condition nécessaire et
suffisante en 2011 dans [72]. Le lecteur pourra se référer à la thèse de Philippe Martin [79] pour
une synthèse de ces deux approches.
Depuis ces travaux fondateurs, la platitude a été exploitée pour obtenir de nombreux résultats de
contrôlabilité, de stabilisation, de suivi de trajectoire, en temps discret et même de filtrage. Les
contributions sont trop nombreuses pour pouvoir faire un état de l’art exhaustif et on renvoie le
lecteur vers [107] et [100] pour une synthèse sur la platitude en dimension finie (et infinie).
La notion de platitude a été étendue de manière plus ou moins formelle en dimension infinie (voir
en particulier [39]), tout d’abord avec les systèmes à retard, notamment dans [38],[90],[89], puis
aux équations aux dérivées partielles, ce qui est le sujet de cette thèse et sur lequel on reviendra
plus tard dans cette introduction.
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1.2.2 L’exemple de l’équation ẋ = Ax+Bu

Dans ce paragraphe, adapté de [107, Paragraphe 2.4], on va exprimer en termes de paramé-
trisation la platitude d’un système de la forme ẋ = Ax+Bu.

Soient A ∈Mn(R), B ∈Mn,1(R). On considère l’EDO

ẋ = Ax+Bu. (1.4)

Notons,
K := [B,AB,A2B, . . . An−1B] ∈Mn(R)

la matrice de Kalman du système. Il est bien connu que l’inversibilité de cette matrice est
équivalente à la contrôlabilité du système (1.4). Nous allons montrer que l’inversibilité de K
implique la platitude du système. Nous allons montrer le théorème :

Théorème 1.2.3. Si K est inversible, le système (1.4) est différentiellement plat.

Démonstration. Comme K est inversible, on peut faire le changement de variable z = K−1x.
Alors z est solution de

ż = Cz + bu, (1.5)

avec C = KAK−1 et b = K−1B, dont les expressions en coordonnées sont

C =



0 0 0 . . . 0 −c0

1 0 0 . . . 0 −c1

0 1 0 . . . 0 −c2
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 −cn−2

0 0 0 . . . 1 −cn−1


et b =


1
0
...
0
0

 .

On a donc
ż1 = u− c0zn

et
∀i ∈ [[2, n]], żi = zi−1 − ci−1zn.

Si l’on pose y = zn, on a alors

∀i ∈ [[1, n− 1]], zi = y(n−i) +
n−1∑
k=i

cky
(k−i) (1.6)

u = y(n) +

n−1∑
k=0

cky
(k) (1.7)

En effet, posons temporairement u = z0, on a alors

∀i ∈ [[1, n]], żi = zi−1 − ci−1y.

Montrons par récurrence inversée sur i ∈ [[0, n]], zi = y(n−i) +
∑n−1

k=i cky
(k−i).

Le cas i = n est trivial.
Soit i ∈ [[1, n]] vérifiant l’hypothèse de récurrence, on a alors par la formule de récurrence :

zi−i = żi + ci−1y = y(n−i+1) +

n−1∑
k=i

cky
(k−i+1) + ci−1y = y(n−(i−1)) +

n−1∑
k=i−1

cky
(k−(i−1)).
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Par récurrence, on a bien les relations annoncées.
Pour montrer que y est une sortie plate de (1.4), il faut l’exprimer en fonction de x et u et
réciproquement.
Tout d’abord, y = zn et comme z = K−1x, on obtient y =

(
0 0 . . . 0 1

)
K−1x.

L’équation (1.7) nous donne une paramétrisation de u par y. De (1.6) et de z = K−1x, on tire :

x = K


y(n−1) +

∑n−1
k=1 cky

(k−1)

...
y(n−i) +

∑n−1
k=i cky

(k−i)
...
y

 .

Cela montre que le système (1.4) est plat et que y en est une sortie plate.

Intéressons nous maintenant à la contrôlabilité du système.
En exploitant la platitude du système, on va montrer le théorème suivant :

Théorème 1.2.4. Soient, x0, x1 ∈ Rn et T > 0, il existe u ∈ C∞([0, T ],R) telle que l’unique
solution x de (1.4) satisfaisant x(0) = x0 vérifie x(T ) = x1.

Démonstration. On va utiliser la paramétrisation précédente et choisir y de manière à satisfaire
les conditions initiales et finales.
Soit x : [0, T ] −→ Rn on a alors avec le changement de variable précédent :

(x(0) = x0 et x(T ) = x1)⇔ (z(0) = K−1x0 et z(T ) = K−1x1)

Et x est solution de (1.4) si et seulement si z = K−1x est solution de (1.5). Posons alors

z =


y(n−1) +

∑n−1
k=1 cky

(k−1)

...
y(n−i) +

∑n−1
k=i cky

(k−i)
...
y

 et u = y(n) +
n−1∑
k=0

cky
(k−i)

pour une fonction y ∈ C∞(R) que nous allons préciser et x = Kz. On vérifie alors sans peine que
z satisfait (1.5). On a de plus,

z(0) = K−1x0 ⇔ ∀i ∈ [[1, n]], y(n−i)(0) +
n−1∑
k=i

cky
(k−i)(0) =

(
K−1x0

)
i

et

z(T ) = K−1x1 ⇔ ∀i ∈ [[1, n]], y(n−i)(T ) +

n−1∑
k=i

cky
(k−i)(T ) =

(
K−1x1

)
i
.

Les vecteurs
(
y(0) y′(0) . . . y(n)(0)

)> et
(
y(T ) y′(T ) . . . y(n)(T )

)> sont alors imposés
comme solutions d’un système linéaire triangulaire. Notons

(
y0

1 y0
2 . . . y0

n

)> et(
y1

1 y1
2 . . . y1

n

)> les solutions de ces systèmes. Choisissons alors pour y un polynôme
vérifiant ∀i ∈ [[1, n]], y(i)(0) = y0

i et ∀i ∈ [[1, n]], y(i)(T ) = y1
i ainsi, x est l’unique solution de (1.4)

telle que x(0) = x0 et elle vérifie, x(T ) = x1.
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1.3 Fonctions de classe Gevrey

Comme nous le verrons par la suite, l’une des difficultés techniques de la platitude pour les
EDP est de garantir la convergence de séries de la forme

+∞∑
k=0

ϕ(k)(t)
x2k+1

(2k + 1)!
(t, x) ∈ I × R. (1.8)

Pour cela, on va choisir ϕ dans une classe de fonctions très régulières (quasi-analytique), les
fonctions de classe Gevrey du nom de Maurice Gevrey qui les a introduites dans [47].

Définition 1.3.1. Soit U ⊂ Rn. Une fonction f ∈ C∞(U,R) est dite Gevrey d’ordres
(σ1, . . . σn) ∈

(
R∗+
)n si pour tout K ⊂ U compact, il existe M,R1, ..., Rn > 0 tels que

∀α = (α1, . . . αn) ∈ Nn, |Dαf(x)| 6M
n∏
i=1

αi!
σi

Rαii
x ∈ K

Une fonction f ∈ C∞(U,Rm) est dite Gevrey d’ordre (σ1, . . . σn) si toutes ses applications coor-
données le sont.

Notation 1.3.2. Si I ⊂ R, on note GI(M,R, σ), avec M,R, σ > 0, l’ensemble des fonctions
f ∈ C∞(I,R) vérifiant :

∀k ∈ N, ‖f (k)‖L∞(I) 6M
k!σ

Rk

et on pose GR(M,R, σ) = G(M,R, σ).

Remarque 1.3.3. Soit I ⊂ R et soient σ,R,M > 0. Soient maintenant I ′ ⊂ I et M ′, R′, σ′ > 0
tels que σ′ > σ, 0 < R′ 6 R et M ′ >M . On a alors

GI(M,R, σ) ⊂ GI′(M ′, R′, σ′).

Outre [47], pour un traitement systématique du sujet, on renvoie le lecteur vers le para-
graphe Quasi-analytic classes de [102, Chapitre 19] ou vers [88, Partie VI, Chapitre 5, § 5]. On
pourra aussi s’intéresser à [99]. Dans le contexte de la platitude en dimension infinie, on pourra
se reporter à [64, Annexe C] et à [83], où les auteurs démontrent des théorèmes d’interpolations
Gevrey. Enfin dans [114], en utilisant une définition équivalente à la nôtre, l’auteur démontre
de nombreux résultats de stabilité et notamment un théorème d’inversion locale sur lequel nous
reviendrons. Dans la suite de ce paragraphe, nous allons démontrer des résultats de stabilité
pour les fonctions Gevrey. Nous utiliserons ensuite ces résultats pour construire des fonctions
particulières que nous utiliserons dans tout ce document. On montrera la convergence des séries
semblables à celle de (1.8). Nous conclurons en détaillant l’approche de Takesi Yamanaka dans
[114] qui permet d’obtenir un théorème des fonctions implicites pour les fonctions Gevrey, que
nous utiliserons au chapitre 2.

Remarque 1.3.4. Si dans la définition 1.3.1 l’un des σi 6 1, alors f est analytique en la variable
xi (voir par exemple [47, Paragraphe I.1]). En dimension 1 on reconnaît les inégalités de Cauchy.

Un des intérêts des fonctions de classes Gevrey d’ordres strictement supérieurs à 1 est de
permettre un bon contrôle des dérivées tout en étant moins rigides que les fonctions analytiques.
Ainsi, nous construirons des fonctions Gevrey d’ordre σ > 1 à support compact ou constantes
sur des intervalles.
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1.3.1 Théorèmes de stabilité

Nous allons maintenant énoncer et démontrer des résultats de stabilité (qui sont tous des cas
particuliers de théorèmes que l’on peut trouver dans [114]).
Tout d’abord, on montre facilement que :

Proposition 1.3.5. Soit U ⊂ Rn et σ1, . . . , σn > 0, alors l’ensemble des fonctions Gevrey
d’ordre (σ1, . . . , σn) sur U à valeurs dans R forme une algèbre.

Démonstration. La somme et la multiplication par un scalaire se montrant très facilement, on
ne détaille que le produit.
On considère la relation d’ordre � sur Nn donnée par

∀α, β ∈ Nn, β � α⇔ ∀i ∈ [[1, n]], βi 6 αi.

Soient maintenant K ⊂ U un compact, α ∈ Nn et f, g Gevrey d’ordres (σ1, . . . , σn) sur U . Par
la formule de Leibniz, on a :

|Dα(fg)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
β�α

n∏
i=1

(
αi
βi

)
DβfDα−βg

∣∣∣∣∣∣ .
En notant M,R1, . . . Rn des constantes de Gevrey pour f sur K et M̃, R̃1, . . . R̃n des constantes
de Gevrey pour g, on a alors

|Dα(fg)| 6
∑
β�α

MM̃
n∏
i=1

(
αi
βi

)
βi!

σi(αi − βi)!σi
Rβii R̃

αi−βi
i

.

En utilisant les inégalités βi!(αi − βi)! 6 αi! et
(
αi
βi

)
1

R
βi
i R̃

αi−βi
i

6 ( 1
Ri

+ 1
R̃i

)αi , on obtient

|Dα(fg)| 6MM̃

∑
β�α

1

 n∏
i=1

αi!
σi

(
1

Ri
+

1

R̃i

)αi
.

On a de plus
∑

β�α 1 =
∏n
i=1(αi + 1) et donc en remarquant que ∀k ∈ N, k + 1 6 2k on obtient

finalement

|Dα(fg)| 6MM̃

n∏
i=1

αi!
σi2αi

(
1

Ri
+

1

R̃i

)αi
.

Ce qui démontre le résultat voulu.

Remarque 1.3.6. Dans le cas où n = 1, les calculs précédents se simplifient et on obtient : si
f ∈ GI(M,R, σ) et g ∈ GI(M̃, R̃, σ) alors fg ∈ GI

(
MM̃, RR̃

R+R̃
, σ
)
.

On va maintenant énoncer un certain nombre de résultats de stabilité dont les preuves se
généralisent immédiatement au cas vectoriel.

On verra plus tard que la composée de deux fonctions Gevrey est elle-même Gevrey, dans
cette thèse, on utilise régulièrement le cas particulier suivant.

Proposition 1.3.7. Soit f Gevrey d’ordre σ sur R à valeurs dans R. Alors g définie par

∀t ∈ R, g(t) = f(at+ b)

est Gevrey d’ordre σ. Plus précisément, si f ∈ G(M,R, σ), alors g ∈ G
(
M, R|a| , σ

)
.
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On s’intéresse maintenant à des fonctions Gevrey à plusieurs variables. On a tout d’abord le
résultat suivant : les classes Gevrey sont stables par différentiation et intégration.

Proposition 1.3.8. Soit U ⊂ Rn et soit f : U −→ R une fonction Gevrey d’ordres (σ1 . . . , σn)
sur U .
Soit α ∈ Nn alors Dαf est Gevrey d’ordres (σ1 . . . , σn) sur U .

Démonstration. Par récurrence, on se ramène au cas des dérivées partielles d’ordre 1.
Soit i ∈ [[1, n]], soit α = (α1, . . . αn) ∈ Rn et soit K ⊂ U un compact. En appliquant l’inégalité
de la définition 1.3.1 à (α1, . . . , αi + 1 . . . , αn), on obtient

∀x ∈ K, |Dα∂xif(x)| 6M

 n∏
j=1,j 6=i

αj !
σj

R
αj
j

 (αi + 1)!σi

Rα
i+1
i

.

En utilisant proposition A.1.1 pour majorer (αi + 1)!, on a

|Dα∂xif(x)| 6M

 n∏
j=1,j 6=i

αj !
σj

R
αj
j

 2σi(αi+1)αi!
σi

Rαi+1
i

=
2σi

Ri
M

 n∏
j=1,j 6=i

αj !
σj

R
αj
j

 2σiαiαi!
σi

Rαii
.

Proposition 1.3.9. Soient I ⊂ R un intervalle, U ⊂ Rn−1 , soient (σ1, . . . , σn) ∈ (R∗+)n et f
une fonction Gevrey d’ordres (σ1, . . . , σn) sur U×I à valeurs dans R. Alors si t0 ∈ I, la fonction

F : (x, t) 7→
∫ t

t0

f(x, τ)dτ

est Gevrey d’ordres (σ1, . . . , σn) sur U × I.

Démonstration. On montre que F est C∞ sur U × I en combinant les théorèmes de régularité
pour les intégrales à paramètres et le fait que les dérivées en temps de F , sont des dérivées de f .
Soit α = (α1, . . . αn) ∈ Nn, soit K ⊂ U un compact et soit r > 0.
Si αn = 0, alors

∀x ∈ K, ∀t ∈ I, |t− t0| 6 r, |DαF (x, t)| =
∣∣∣∣∫ t

t0

Dαf(x, τ)dτ

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫ t

t0

|Dαf(x, τ)|dτ
∣∣∣∣ .

Donc, par l’inégalité induite par la définition 1.3.1 sur K × ([t0 − r, t0 + r] ∩ I), on a

|DαF (x, t)| 6
∣∣∣∣∣
∫ t

t0

M

n−1∏
i=1

αi!
σi

Rαii
dτ

∣∣∣∣∣ 6 |t− t0|M
n−1∏
i=1

αi!
σi

Rαii
6 rM

n−1∏
i=1

αi!
σi

Rαii
,

ce qui correspond bien à une inégalité de type Gevrey dans le cas où αn = 0.
Si αn 6= 0, alors, en posant β = (α1, . . . , αn − 1), on a,

DαF = Dβf

et on retrouve l’inégalité de type Gevrey en utilisant le fait que (αn − 1)! 6 αn!.
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On va maintenant énoncer un théorème issu de [114]. L’énoncé que nous donnons est justifié
par la discussion de la définition de Takesi Yamanaka (définition 1.3.19 dans la sous-section
éponyme).

Théorème 1.3.10 (Cas particulier du théorème 6.1 de [114]). Soient U ⊂ Rn et I ⊂ R des
ouverts. Soient f : U −→ I Gevrey d’ordres (σ1, . . . , σn) sur U et g : I −→ R une fonction
Gevrey d’ordre σ′. Alors, g ◦ f est Gevrey d’ordres (σ, . . . , σ) sur U , où σ = maxi{σi, σ′}.

De ce théorème, on déduit le corollaire suivant pour les fonctions à une variable :

Corollaire 1.3.11. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I −→ R une fonction Gevrey d’ordre
σ > 1 sur I. S’il existe A > 0 tel que ∀t ∈ I, f(t) > A alors 1

f est Gevrey d’ordre σ sur I.

Démonstration. Comme pour tout t ∈ I, f(t) > A, f est à valeurs dans J := (A2 ,+∞). Posons
g(t) = 1/t. Comme g est analytique sur J , elle y est en particulier Gevrey d’ordre σ. Le théorème
précédent assure alors que 1

f est Gevrey d’ordre σ sur I.

1.3.2 Construction de fonctions Gevrey

Nous allons maintenant utiliser les théorèmes précédents pour construire des fonctions Gevrey
particulières qui nous seront utiles tout au long de ce document. Nous conclurons ce paragraphe
en montrant que les séries du type (1.8) sont bien convergentes à condition de choisir ϕ correc-
tement.
Pour σ > 1, on peut construire une fonction Gevrey d’ordre σ nulle sur R− mais pas identique-
ment nulle.

Proposition 1.3.12. Soit σ > 0 alors la fonction

φσ(t) :=

{
e−

1
tσ si t > 0

0 sinon

est Gevrey d’ordre 1 + 1
σ sur R.

Démonstration. Cette preuve est adaptée de [78].
Le fait que φσ soit C∞ en 0 découle du théorème de croissance comparée car toutes ses dérivées
sur R∗+ sont de la forme P

(
1
tσ ,

1
t

)
e−

1
tσ , avec P ∈ R[X,Y ].

Il reste donc à montrer l’inégalité de Gevrey sur R∗+. Posons ∀t > 0, f(t) = e−
1
tσ et on étend f en

une fonction holomorphe du demi-plan complexe H := {z ∈ C,<(z) > 0} par la même formule
en utilisant la détermination principale du logarithme.
Soit t > 0 et r ∈ (0, 1) on note Γr(t) le lacet paramétré par θ 7→ t+ treiθ pour θ ∈ [−π, π)
Par la formule de Cauchy, on a

∀t > 0,∀n ∈ N, f (n)(t) =
n!

2iπ

∫
Γr(t)

f(z)

(z − t)n+1
dz, (1.9)

avec ∫
Γr(t)

f(z)

(z − t)n+1
dz =

∫ π

−π

f(t+ treiθ)irteiθ

(treiθ)n+1
dθ =

i

rntn

∫ π

−π
f(t+ treiθ)e−inθdθ.

11
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Donc ∣∣∣∣∣
∫

Γr(t)

f(z)

(z − t)n+1
dz

∣∣∣∣∣ 6 1

rntn

∫ π

−π
|f(t+ treiθ)|dθ 6 1

rntn

∫ π

−π
e
−<
(

1

(t+treiθ)σ

)
dθ.

Montrons qu’il existe r > 0 dépendant uniquement de σ, tel que

∀t > 0, ∀θ ∈ [−π, π], <
(

1

(t+ treiθ)σ

)
>

1

2tσ
.

On a

<
(

1

(t+ treiθ)σ

)
− 1

2tσ
=

1

tσ

(
<
(

1

(1 + reiθ)σ

)
− 1

2

)
. (1.10)

Or, par continuité de z 7→ <
(

1
(1+z)σ

)
en 0, il existe η > 0 tel que

∀z ∈ C, |z| 6 η ⇒
∣∣∣∣<( 1

(1 + z)σ

)
− 1

∣∣∣∣ 6 1

2
.

Donc,

∀z ∈ C, |z| 6 η, <
(

1

(1 + z)σ

)
> 1− 1

2
=

1

2
.

Donc, en fixant r ∈ (0, 1) tel que r 6 η, on a

∀θ ∈ [−π, π], |reiθ| = r 6 η,

et donc en appliquant à reiθ l’inégalité précédente dans (1.10), on trouve

<
(

1

(t+ treiθ)σ

)
− 1

2tσ
> 0 t > 0, θ ∈ [−π, π].

On peut donc choisir r > 0, assez proche de 0, ne dépendant que de σ, tel que

∀t > 0, ∀θ ∈ [−π, π], <
(

1

(t+ treiθ)σ

)
>

1

2tσ
,

ce qui donne

∀t > 0,

∣∣∣∣∣
∫

Γr(t)

f(z)

(z − t)n+1
dz

∣∣∣∣∣ 6 2π

rntn
e−

1
2tσ =

2π

rn
h

(
1

tσ

)
,

avec ∀t > 0, h(t) = t
n
σ e−

t
2 . On a,

∀t > 0, h′(t) = t
n
σ
−1e−

t
2

(
n

σ
− t

2

)
.

Donc h est maximale en t = 2n
σ , d’où

∀t > 0,

∣∣∣∣∣
∫

Γr(t)

f(z)

(z − t)n+1
dz

∣∣∣∣∣ 6 2π

rn
h

(
2n

σ

)
.

12



1.3. Fonctions de classe Gevrey

Or, en utilisant pour tout x > 0, pour tout k ∈ N, ex > xk

k! , on a,

h

(
2n

σ

)
=

(
2σ
−1

σσ−1

)n (
nne−n

) 1
σ 6

(
2σ
−1

σσ−1

)n
n!

1
σ .

En injectant la borne ainsi obtenue dans (1.9) on obtient :

∀t > 0, ∀n ∈ N, |f (n)(t)| 6
(

2σ
−1

rσσ−1

)n
n!1+ 1

σ ,

ce qui conclut.

Nous allons utiliser cette fonction pour construire des fonctions Gevrey particulières qui nous
seront très utiles pour la suite.

Corollaire 1.3.13. Si σ > 1, la fonction

θσ(t) :=


1 if t 6 0,

e−((1−t)−cσ)

e−((1−t)−cσ ) + e−(t−cσ )
if t ∈ (0, 1),

0 if t > 1,

(1.11)

avec cσ = (σ − 1)−1 est Gevrey d’ordre σ. De plus elle vérifie
1. ∀t ∈ R, 1 > θσ(t) > 0 ;
2. ∀t ∈ R, θσ(t) + θσ(1− t) = 1.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

∀t ∈ R, θσ(t) =
φcσ(1− t)

φcσ(1− t) + φcσ(t)
,

Avec pour tout t ∈ R, φcσ(1− t) + φcσ(t) > 0 et φcσ(1− t) + φcσ(t) −→
t→±∞

1 il existe donc A > 0

tel que pour tout t ∈ R, φcσ(1 − t) + φcσ(t) > A. Ainsi, par les propositions 1.3.5 et 1.3.7, le
corollaire 1.3.11 ainsi que la proposition 1.3.12, θσ est Gevrey d’ordre 1 + 1

cσ
= σ.

Remarque 1.3.14. Cette fonction a été introduite pour la première fois par François Malrait
dans un travail non publié à l’Ecole des mines (selon [23, Appendix B]) et est depuis utilisée
abondamment dans la littérature sur la platitude pour les équations aux dérivées partielles.

On peut utiliser cette fonction pour construire une fonction bulle :

Corollaire 1.3.15. Si σ > 1, la fonction

ησ(t) =
θσ(t)θσ(1− t)∫

R θσ(τ)θσ(1− τ)dτ
t ∈ R

est Gevrey d’ordre σ et vérifie :
1. ησ > 0 ;
2. supp(ησ) ⊂ [0, 1] ;
3.
∫
R ησ(t)dt = 1.
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Démonstration. Cela découle directement du théorème précédent et des propositions 1.3.5 et
1.3.7.

Remarque 1.3.16. Pour tout σ > 1, θσ et ησ sont constantes en dehors de [0, 1]. On peut donc
choisir M,R > 0 tels que θσ, ησ ∈ G(M,R, σ).

Remarque 1.3.17. On montre facilement que θσ converge ponctuellement vers une fonction
de Heaviside lorsque σ tend vers 1. Ainsi, si l’on veut éviter des explosions en implémentant
numériquement θσ et ses dérivées, il est préférable de prendre σ aussi loin de 1 que possible, et
donc proche de 2 dans les applications que l’on en fera. Ce phénomène est illustré en partie par
la figure 1.1.
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t
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0.2
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(a) Dépendance de θσ en σ.
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= 1.6
= 1.7
= 1.8
= 1.9

(b) Dépendance de ησ en σ.

Figure 1.1 – Evolution des graphes de θσ et ησ en fonction de σ.

Terminons en montrant que les séries semblables à (1.8) convergent :

Théorème 1.3.18. Soit I ⊂ R un intervalle. soit ϕ : I −→ R une fonction Gevrey d’ordre
σ ∈ [1, 2) et soit a ∈ R. Alors les fonctions

S(t, x) :=

+∞∑
k=0

akϕ(k)(t)
x2k+1

(2k + 1)!
et T (t, x) :=

+∞∑
k=0

akϕ(k)(t)
x2k

(2k)!
(t, x) ∈ I × R,

sont Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x. De plus, elles peuvent être dérivées terme à terme.

Démonstration. Montrons le résultat pour S, la preuve pour T est identique.
Posons

∀k ∈ N, fk(t, x) = akϕ(k)(t)
x2k

(2k)!
.

On a alors

∀l,m, k ∈ N, ∂lt∂mx fk(t, x) =

{
akϕ(k+l)(t) x2k+1−m

(2k+1−m)! si 2k + 1 > m,

0 sinon.
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1.3. Fonctions de classe Gevrey

Pour K ⊂ I un compact, r > 0 et M,R des constantes de Gevrey pour ϕ sur K, en utilisant
l’inégalité de la définition 1.3.1 et le fait que x ∈ [−r, r], on a

∀l, k ∈ N, ∀m 6 2k + 1, ∀(t, x) ∈ K × [−r, r],∣∣∣∂lt∂mx fk(t, x)
∣∣∣ 6 |a|k|ϕk+l(t)| |x|

2k+1−m

(2k + 1−m)!
6M |a|k (k + l)!σ

Rk+l

r2k+1−m

(2k + 1−m)!
.

Finalement, en utilisant la proposition A.1.1 et le fait que
(

2k+1
m

)
> 1, on a∣∣∣∂lt∂mx fk(t, x)

∣∣∣ 6M
|a|k2σkr2k+1k!σ

(2k + 1)!

2σll!σm!

Rlrm
.

Si l’on pose ∀k ∈ N, uk := M |a|k2σkr2k+1k!σ

(2k+1)!
2σll!σm!
Rlrm

, on a, comme 2 > σ,

uk+1

uk
=
|a|2σr2(k + 1)σ

(2k + 2)(2k + 3)
=

|a|2σr2(1 + 1
k )σ

k2−σ(2 + 2
k )(2 + 3

k )
−→
k→+∞

0.

Donc (uk) est sommable, donc S est C∞ et dérivable terme à terme. En sommant les inégalités
précédentes sur k, on trouve∣∣∣∂lt∂mx S(t, x)

∣∣∣ 6M

(
+∞∑
k=0

|a|k2σkr2k+1k!σ

(2k + 1)!

)
2σll!σm!

Rlrm
(t, x) ∈ K × [−r, r], l,m ∈ N,

ce qui prouve la régularité Gevrey voulue.

1.3.3 L’article de Yamanaka et un théorème des fonctions implicites

Afin de justifier le théorème 1.3.10 et de pouvoir énoncer un théorème des fonctions implicites
pour les applications Gevrey, il nous faut nous intéresser plus avant à l’article de Takesi Yamanaka
[114]. Dans cet article, l’auteur prend une définition de fonction Gevrey que l’on peut exprimer
sous la forme équivalente suivante avec les notations de la page 40.

Définition 1.3.19. Soit U ⊂ Rn. Une fonction f ∈ C∞(U,R) est dite Gevrey au sens de
Yamanaka d’ordre λ > 0 sur U si pour tout K ⊂ U compact, il existe C,L > 0 tels que

∀k ∈ N, ‖dkfx‖k,∞ 6 CLk
k!λ

(1 + k)2
x ∈ K.

Si l’on ne précise rien, "Gevrey" signifie toujours Gevrey au sens de la définition 1.3.1.

Remarque 1.3.20. Dans son article, Yamanaka prend en fait comme définition une inégalité
globale sur un ouvert U , mais comme notre définition est locale, ses résultats s’appliquent direc-
tement à la définition donnée ci-dessus pour U ouvert, en les appliquant sur toutes les boules
ouvertes contenues dans U .

On peut établir un lien entre ces deux définitions de fonction Gevrey :

Théorème 1.3.21. Soient U ⊂ Rn et f ∈ C∞(U,R).
Si f est Gevrey d’ordres (σ1, . . . , σn) au sens de la définition 1.3.1, alors f est Gevrey au sens
de Yamanaka d’ordre λ = maxi∈[[1,n]] σi.
Si f est Gevrey au sens de Yamanaka d’ordre λ, alors elle est Gevrey au sens de la définition 1.3.1
d’ordres (λ, . . . , λ).
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Démonstration. Soit K ⊂ U un compact.
Si f est Gevrey d’ordres (σ1, . . . , σn) sur U . Notons (e1, . . . , en) la base canonique de Rn. Pour
tous x ∈ K, k ∈ N et tous v1, . . . , vk ∈ Rn tels que ∀i ∈ [[1, k]], ‖vi‖∞ 6 1 et vi =

∑n
j=1 v

j
i ej , on a

|dkfx(v1, ..., vk)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

β∈J1,nKk

(
k∏
i=1

vβii

)
dkfx(eβ1 , ..., eβk)

∣∣∣∣∣∣
6

∑
β∈J1,nKk

|dkfx(eβ1 , ..., eβk)|.

En utilisant le fait que pour tout β ∈ J1, nKk, il existe α ∈ Nn, |α| = k et tel que
dkfx(eβ1 , ..., eβk) = Dαf(x), on obtient

|dkfx(v1, ..., vk)| 6 nkmax
|α|=k
|Dαf(x)|

6 nkC

∏n
i=1 αi!

σi∏n
i=1R

αi
i

pour α ∈ arg max
|β|=k
|Dβf(x)|.

Comme αi!σi 6 αi!
λ, on a,

|dkfx(v1, ..., vk)| 6M
nk

min(Ri)k

n∏
i=1

(αi!)
λ.

Finalement, en utilisant le fait que la suite
(

(1+k)2

2k

)
k∈N

est bornée (car elle converge vers 0) et

en majorant,
∏n
i=1 αi! grâce à la proposition A.1.3 on trouve

|dkfx(v1, ..., vk)| 6M

(
2N

minRi

)k (1 + k)2

2k
(k!)λ

(1 + k)2

6 CLk
(k!)λ

(1 + k)2
.

On a donc

∀k ∈ N, ‖dkfx‖k,∞ 6 CLk
(k!)λ

(1 + k)2
x ∈ K,

ce qui prouve que f est Gevrey au sens de Yamanaka d’ordre λ = maxi∈[[1,n]] σi.
Réciproquement, si f est Gevrey au sens de Yamanaka d’ordre λ. Pour x ∈ K et α ∈ Nn il existe
v ∈ (Rn)|α| formé de vecteurs de la base canonique de Rn tel que

Dαf(x) = d|α|fx(v)

et donc

|Dαf(x)| = |d|α|fx(v)|

6 ‖d|α|fx‖|α|,∞
|α|∏
i=1

‖vi‖∞.
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En utilisant ‖vi‖∞ 6 1 et l’inégalité de la définition, on a,

|Dαf(x)| 6 CL|α|
(|α|!)λ

(1 + |α|)2
.

Finalement, en majorant |α|! grâce au corollaire A.1.2, on trouve

|Dαf(x)| 6 C2n|α|
∏n
i=1(αi)!

λ∏n
i=1 L

−αi

= C

∏n
i=1(αi)!

λ∏n
i=1(2nL)−αi

.

On a donc

∀α ∈ Nn, |Dαf(x)| 6 C

∏N
i=1(αi)!

λ∏N
i=1(2nL)−αi

x ∈ K,

donc f est bien Gevrey sur U d’ordres (λ, . . . , λ).

Remarque 1.3.22. Pour n = 1, l’ordre d’une fonction Gevrey et son ordre au sens de Yamanaka
sont les mêmes.

Cette équivalence, justifie l’énoncé que l’on a donné du théorème 1.3.10.
On donne maintenant une première version du théorème des fonctions implicites qui nous inté-
resse :

Théorème 1.3.23 (Cas particulier du théorème 8.1 de [114]). Soient I et J deux intervalles
ouverts de R. Soit g : I → J une fonction continue et soit f : I × J → R une fonction C∞ telle
que

∀t ∈ I, f(t, g(t)) = 0.

S’il existe A,B,L > 0 et σ > 1 tels que :

∀(t, x) ∈ I × J, |∂xf(t, x)| > A

et

∀i, j ∈ N, i+ j > 2, |∂it∂jxf(t, x)| 6 BLi+j−2 (i+ j − 2)!σ

(i+ j − 1)2
(t, x) ∈ I × J,

alors g est Gevrey d’ordre σ sur I.

On va traduire le résultat précédent en un corollaire dans lequel l’inégalité sur les dérivées
de f est remplacée par son appartenance à une certaine classe Gevrey.

Corollaire 1.3.24. Soient I, J des intervalles ouverts de R. Soit f : I×J −→ R Gevrey d’ordres
(σ1, σ2), avec σ1, σ2 > 1 sur I × J . Soit g : I → J une fonction continue telle que

∀t ∈ I, f(t, g(t)) = 0.

S’il existe A > 0 tel que ∀(t, x) ∈ I × J, |∂xf(t, x)| > A, alors g est Gevrey d’ordre
σ := max(σ1, σ2) sur I.
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Démonstration. Quitte à travailler sur toute boule ouverte incluse dans I × J , on peut supposer
que les inégalités de la définition 1.3.1 sont globales sur I × J .
Pour que f vérifie toutes les hypothèses du théorème précédent, il faut montrer qu’il existe
B,L > 0 tels que

∀i, j ∈ N, i+ j > 2, ∀(t, x) ∈ I × J |∂it∂jxf(t, x)| 6 BLi+j−2 (i+ j − 2)!σ

(i+ j − 1)2
.

Par le théorème 1.3.21, f est Gevrey au sens de Yamanaka d’ordre σ sur I × J . On peut donc
prendre C,L > 0 tels que

‖dkf(t,x)‖k,∞ 6 CLk
k!σ

(1 + k)2
k ∈ N, (t, x) ∈ I × J.

Ainsi en notant (e1, e2) la base canonique de R2, on a

∀i, j ∈ N, i+ j > 2, ∀(t, x) ∈ I × J, |∂it∂jxf(t, x)| = |di+jf(t,x)(e1, . . . , e1, e2 . . . e2)|

6 CLi+j
(i+ j)!σ

(1 + i+ j)2

6 CL2Li+j−2 (i+ j)σ(i+ j − 1)σ(i+ j − 2)!σ

(1 + i+ j)2
.

En multipliant et en divisant par 2i+j−2(i+ j − 1)2, on obtient

|∂it∂jxf(t, x)| 6 CL2(2L)i+j−2 (i+ j)σ(i+ j − 1)σ+2

(i+ j + 1)22i+j−2

(i+ j − 2)!σ

(i+ j − 1)2
.

Finalement, on utilise le fait que la suite ( (k)σ(k−1)σ+2

(k+1)22k−2 )k∈N converge vers 0 pour obtenir

|∂it∂jxf(t, x)| 6 B(2L)i+j−2 (i+ j − 2)!σ

(i+ j − 1)2
,

avec B > 0 une constante telle que pour tout k ∈ N, CL2 (k)σ(k−1)σ+2

(k+1)22k−2 6 B. Cela donne l’inégalité
voulue, on peut donc appliquer le théorème en question à f et g.

1.4 Platitude des équations aux dérivées partielles, l’exemple de
l’équation de la chaleur.

1.4.1 État de l’art

Après s’être intéressée aux systèmes à retard, la communauté scientifique de la platitude a
étudié aux équations aux dérivées partielles comme autre exemple de système plat de dimension
infinie. Tout d’abord en se ramenant aux systèmes à retard comme dans [91] qui s’intéresse à
l’équation des ondes ou étendant le concept de π-liberté (dans le contexte de la théorie algébrique
des systèmes, cela correspond à l’existence d’une sortie plate dans un espace plus large que celui
considéré initialement, voir par exemple [39]) introduit pour les systèmes à retards comme dans
[40]. Parmi les travaux pionniers pour les EDP, on peut aussi citer [97] où les auteurs s’intéressent
à du suivi de trajectoire pour l’équation d’une chaîne pesante, [37] où les auteurs résolvent un
problème de filtrage pour l’équation des télégraphistes, ou encore [22] dans lequel les auteurs
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proposent une méthode de suivi de trajectoire ainsi qu’un schéma numérique pour l’équation de
Saint-Venant. Ces travaux fondateurs ont pour points communs de ne pas s’intéresser directe-
ment à des problèmes de contrôles, mais plutôt à des problèmes de planification de trajectoire et
de souvent s’appuyer sur le calcul opérationnel (que ce soit par le formalisme la transformation
de Laplace ou celui des opérateurs de Mikusiński voir l’appendice A.2) pour trouver une para-
métrisation des solutions.

Pour une approche plus générale de la platitude pour les EDP, il faut attendre la thèse de
Béatrice Laroche [64] et les articles attenants [69],[68],[67]. Dans ces travaux, l’approche propo-
sée est d’essayer de généraliser les méthodes de la dimension finie par la construction de familles
de Brunovsky, pour généraliser la forme normale de Brunovsky, ou l’utilisation du déterminant de
Fredholm, qui généralise le polynôme caractéristique. On voit aussi apparaître la décomposition
des solutions sous forme de séries entières, comme ce qui est décrit au paragraphe suivant. Dans
ces travaux, la difficulté de contrôler l’EDP en partant d’une condition initiale quelconque est
clairement soulignée. Pour palier à ce problème, les auteurs établissent des résultats de contrô-
labilité approchée en utilisant la densité de certains ensembles de fonctions pour lesquelles le
contrôle exact par platitude est facile. On pourra aussi noter les travaux plus récents de Béatrice
Laroche dans le domaine [66][65].

Dans les années 2010, Lionel Rosier, Pierre Rouchon et Philippe Martin ont démontré un certain
nombre de résultats de contrôlabilité exacte (souvent à 0), pour l’équation de la chaleur [81], une
classe d’équations paraboliques [82], l’équation de Schrödinger [84], et avec Ivonne Rivas pour
l’équation de Korteweg-de Vries [80]. Ces résultats s’appuient sur des propriétés régularisantes
des équations considérées pour gérer des conditions initiales générales. Mentionnons aussi [93]
où Iván Moyano, adoptant la même approche, parvient à montrer la contrôlabilité à 0 d’une
équation parabolique fortement dégénérée. Dans l’article [70], Camille Laurent et Lionel Rosier
obtiennent des résultats de contrôlabilité semblables aux précédents, basés sur la platitude, pour
une équation de la chaleur non linéaire. L’approche y est différente des papiers précédents, car
au lieu de chercher directement à décomposer l’état sous forme de série pour en trouver une
paramétrisation comme nous le verrons au paragraphe suivant, les auteurs en obtiennent une de
manière implicite en s’appuyant sur un théorème de Cauchy original.
En exploitant la platitude, dans [83] (un résultat similaire se trouve dans [80]), les auteurs ont pu
caractériser une partie des états atteignables par le contrôle au bord de l’équation de la chaleur.
Leurs résultats ont ensuite été généralisés par d’autres méthodes dans [20],[52], pour finalement
aboutir à une détermination totale des états atteignables dans [56].

Une école allemande de la platitude s’est formée autour de Joachim Rudolph, Frank Woittennek
et Jan Winkler. Parmi leurs articles notables, on peut citer : [78] qui s’apparente aux premiers
articles cités en décomposant les solutions à une certaine classe d’EDP sous forme de séries ; [92]
et [113] où les auteurs exploitent les opérateurs de Mikusiński et les ultradistributions pour para-
métrer les solutions de certaines équations ; [63] et [112] où au lieu de paramétrer explicitement les
trajectoires des équations qu’ils considèrent, les auteurs traduisent la platitude en terme d’injec-
tivité de certains opérateurs. On pourra aussi s’intéresser au livre qu’ils ont écrit sur le sujet [103].

On notera que la majorité des problèmes traités par platitude sont en dimension 1 d’espace,
les rares exceptions se trouvant dans [64] et [81] ; ces deux résultats s’appuyant sur une géomé-
trie particulière.
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1.4.2 L’exemple de l’équation la chaleur

Dans ce paragraphe on va introduire la méthode de platitude pour les EDP en s’appuyant
sur l’exemple de l’équation de la chaleur et l’article [81] (voir aussi [69]). Considérons le système

∂ty(t, x)− ∂2
xy(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1)

∂xy(t, 0) = 0 t ∈ (0, T )

∂xy(t, 1) = u(t) t ∈ (0, T )

y(0, x) = y0(x) x ∈ (0, 1)

(1.12)

où y0 ∈ L2(0, 1). Dans [81], les auteurs prouvent le théorème suivant :

Théorème 1.4.1. [81, Theorem 3] Soient y0 ∈ L2(0, 1), T > 0, et σ ∈ (1, 2). Il existe u de
classe Gevrey d’ordre σ sur [0, T ], tel que la solution y de (1.12) vérifie

y(T, .) = 0.

De plus, y est de classe Gevrey d’ordre σ en t et σ
2 en x sur [ε, T ]× [0, 1] pour tout ε > 0.

Ce résultat est basé sur la platitude et nous allons voir comment se traduit cette propriété
pour une EDP et comment l’exploiter pour prouver ce théorème. Le but est de paramétrer les
solutions de (1.12) par une sortie plate. Pour ce faire, on cherche une solution y de (1.12) sous
la forme :

y(t, x) =
+∞∑
k=0

αk(t)
xk

k!
(t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1],

où l’on suppose les coefficients αk aussi réguliers que nécessaire. On a alors formellement :

∂ty(t, x)− ∂2
xy(t, x) =

+∞∑
k=0

α̇k(t)
xk

k!
−

+∞∑
k=2

αk
xk−2

(k − 2)!

=
+∞∑
k=0

α̇k(t)
xk

k!
−

+∞∑
k=0

αk+2
xk

k!
.

Donc, si les calculs précédents sont justifiés, on obtient, par unicité des coefficients d’une série
entière,

∀k ∈ N, αk+2 = α̇k. (1.13)

De la condition ∂xy(t, 0) = 0, on tire α1 = 0. On a ainsi par récurrence immédiate avec (1.13) :

∀k ∈ N, α2k+1 = 0.

De même on obtient
∀k ∈ N, α2k = α

(k)
0 .

En posant α0 = α, on obtient alors

y(t, x) =

+∞∑
k=0

α(k)(t)
x2k

(2k)!
(t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]. (1.14)
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Le contrôle u est alors imposé par la condition

∂xy(t, 1) =
+∞∑
k=0

α(k+1)(t)
1

(2k + 1)!
= u(t). (1.15)

Une sortie plate du système est donc α(t) = y(t, 0).
Pour justifier les calculs précédents, on démontre le lemme suivant :

Lemme 1.4.2. Soit I ⊂ R un intervalle. Si α est une fonction Gevrey d’ordre σ ∈ [1, 2) sur
I. Alors, la fonction y définie par (1.14) est bien définie, Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur
I × [0, 1] et peut être dérivée terme à terme. De plus, y vérifie :{

∂ty − ∂2
xy = 0 dans I × [0, 1]

∂xy(t, 0) = 0 dans I

Démonstration. Le fait que y est bien définie et sa régularité est assurée par le théorème 1.3.18. Le
fait qu’elle vérifie les équations annoncées, provient de nos calculs précédents qui sont maintenant
pleinement justifiés par la dérivation terme à terme.

On est à présent en mesure de démontrer le théorème suivant, qui est semblable au théo-
rème 1.4.1 mais plus proches des résultats que l’on montrera par la suite.

Théorème 1.4.3. Soient y0 ∈ L2(0, 1), T > 0, et σ ∈ (1, 2). Il existe u de classe Gevrey d’ordre
σ sur [0, T ], tel que la solution y de (1.12) vérifie

y(T, .) = 0.

De plus, y est de classe Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur (0, T ]× [0, 1].

Démonstration. Soit (α0
k) ∈ `2(N) les coefficients de y0 dans la base hilbertienne (à

√
2 près) des

(cos(kπx))k∈N. On pose, ȳ la solution de (1.12) pour u = 0 et ȳ(0, ·) = y0. On a alors

ȳ(t, x) =
+∞∑
k=0

α0
ke
−k2π2t cos(kπx) (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1].

La première étape de la preuve consiste à utiliser cette formule pour mettre ȳ sous la forme
donnée par (1.14). En décomposant les cosinus en série entières, on obtient

ȳ(t, x) =
+∞∑
k=0

α0
ke
−k2π2t

(
+∞∑
i=0

(−1)i
(kπx)2i

(2i)!

)
(t, x) ∈ (0, T ]× [0, 1].

On veut intervertir ces deux sommes. Soit ε > 0. On a, pour tous k, i ∈ N, t ∈ (ε, T ] et x ∈ [0, 1] :∣∣∣∣α0
ke
−k2π2t(−1)i

(kπx)2i

(2i)!

∣∣∣∣ 6Me−k
2π2ε (kπ)2i

(2i)!
,

avec M tel que pour tout k ∈ N,M > |α0
k|. Prenons maintenant 0 < r < 1 on a, en utilisant

l’inégalité précédente et le fait que pour tout x > 0 et tout k ∈ N, ex > xk

k! ;∣∣∣∣α0
ke
−k2π2t(−1)i

(kπx)2i

(2i)!

∣∣∣∣ 6Me−k
2π2ε

( kπ√
r
)2i

(2i)!
ri 6Me

kπ√
r
−k2π2ε

ri ∈ L1(N× N).
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Cette inégalité justifie l’inversion des deux séries et comme cela est vrai pour tout ε > 0, on
obtient :

ȳ(t, x) =
+∞∑
i=0

(
+∞∑
k=0

α0
ke
−k2π2t(−1)i(kπ)2i

)
x2i

(2i)!
(t, x) ∈ (0, T ]× [0, 1].

On pose pour tout i ∈ N et pour tout t ∈ (0, T ], ᾱi(t) =
∑+∞

k=0 α
0
ke
−k2π2t(−1)i(kπ)2i. En majorant

comme précédemment l’exponentielle sur (ε, T ] et en utilisant le théorème d’holomorphie sous
l’intégrale, on montre aisément que ᾱi est une fonction analytique sur (0, T ]. En particulier, ᾱi
est Gevrey d’ordre σ sur (0, T ]. En dérivant ᾱ0, on trouve que pour tout i ∈ N, ᾱi = ᾱ

(i)
0 et donc,

ȳ(t, x) =

+∞∑
i=0

ᾱ
(i)
0

x2i

(2i)!
(t, x) ∈ (0, T ]× [0, 1].

Ainsi, ȳ se met sous la forme donnée par le lemme 1.4.2 sur (0, T ] × [0, 1] donc, en particulier,
elle y est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x. Maintenant que l’on a mis ȳ sous la forme (1.14),
on va construire y en utilisant le lemme 1.4.2 qui coïncide avec ȳ pendant un temps court pour
ensuite rejoindre 0. On choisit 0 < τ < T et on pose

α(t) = θσ

(
1− t− τ

T − τ

)
ᾱ0(t) t ∈ R

où θσ est donné par le corollaire 1.3.13. Comme t 7→ θσ

(
1− t−τ

T−τ

)
Gevrey d’ordre σ sur R et

nulle sur (−∞, τ ] et que ᾱ0 est Gevrey d’ordre σ sur (0,+∞), α est Gevrey d’ordre σ sur R.
Soit alors, ỹ donnée par le lemme 1.4.2. Pour tout t ∈ (−∞, τ ], ỹ(t, ·) = 0. De plus, on montre
facilement avec les propriétés de θσ et la formule de Leibniz que pour tout k ∈ N, α(k)(T ) =

ᾱ
(k)
0 (T ) d’où ỹ(T, ·) = ȳ(T, ·). Donc, si l’on pose y = ȳ − ỹ, y est par linéarité solution de (1.12)

avec u donné par la trace au bord de la solution. Cette fonction est Gevrey d’ordre σ en t et 1
en x sur (0, T ] car c’est le cas pour ȳ et ỹ. On a de plus

y(0, ·) = ȳ(0, ·)− ỹ(0, ·) = ȳ(0, ·) = y0

et
y(T, ·) = ȳ(T, ·)− ỹ(T, ·) = 0.

Enfin, on a u(t) = ∂xȳ(t, 1)− ∂xỹ(t, 1) = −∂xỹ(t, 1) donc u est bien Gevrey d’ordre σ sur [0, T ]
et est donné par (1.15).

Remarque 1.4.4. Satisfaire les conditions initiales et finales constitue souvent la partie la plus
technique des preuves comme on le verra par la suite.

Remarque 1.4.5. La méthode de la platitude s’adapte facilement à des conditions au bord
variées. Par exemple, si l’on remplaçait ici les conditions de Neumann par celles de Dirichlet ou
de Robin il suffirait d’adapter la condition de récurrence sur les αk et la base hilbertienne utilisée
pour adapter la preuve ci -dessus. Dans la suite de cette thèse, on aura l’occasion de rencontrer
des conditions aux bords assez variées.

Remarque 1.4.6. Contrairement à ce qui se passe en dimension finie, on a ici une paramétri-
sation de l’état et du contrôle par un nombre infini de dérivées de la sortie plate.
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Remarque 1.4.7. On peut se demander pourquoi chercher des solutions sous cette forme parti-
culière, concernant l’équation de la chaleur, on pourra trouver une justification dans l’approche
présentée dans [39]. Regardons (1.12) posée sur R+ × (0, 1) avec y0 = 0 et prenons la trans-
formée de Laplace en temps de la solution. On note ŷ cette transformée de Laplace, elle vérifie
l’équation :

sŷ(t, x)− ∂2
xŷ(s, x) = 0 <(s) > 0, x ∈ [0, 1]

À s fixé, x 7→ ŷ(s, x) est donc solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, en choi-
sissant une racine carrée pour s notée

√
s on a alors,

ŷ(s, x) = A(s)ex
√
s +B(s)e−x

√
s

et donc ∂xŷ(s, x) =
√
s(A(s)ex

√
s − B(s)e−x

√
s) et donc, de la condition ∂xŷ(s, 0) = 0 on tire

B(s) = A(s) et donc, indépendamment du choix de
√
s, on a :

ŷ(s, x) = 2A(s) cosh(x
√
s) = 2A(s)

+∞∑
k=0

skx2k

(2k)!

Par conséquent, en cherchant A sous la forme α̂
2 avec ∀k ∈ N, α(k)(0) = 0 on a

ŷ(s, x) =
+∞∑
k=0

α̂(k)(s)
x2k

(2k)!

si bien que l’on trouve

y(t, x) =

+∞∑
k=0

α(k)(t)
x2k

(2k)!
.

Cela donne une intuition sur la forme sous laquelle chercher y.
Bien que pour de nombreuses équations, on cherche une paramétrisation sous la forme∑+∞

k=0 αk(t)
xk

k! , ce n’est pas toujours le cas ; dans [82], les auteurs cherchent des solutions sous une
forme de série plus adaptée à l’équation considérée. Dans le chapitre portant sur la publication
[16], on cherchera à développer la solution en série entières autour de la frontière libre et non
en 0.

On va maintenant démontrer un résultat facile obtenu par platitude qui nous permettra
d’illustrer la méthode que nous avons développée pour garantir des contraintes de signe sur
l’état ou les contrôles. On s’intéresse aux états stationnaires de (1.12), ils sont donnés par la
formule

ȳ(x) = ȳ ∈ R.

On montre alors,

Proposition 1.4.8. Soient, y0 > 0 et ȳ > 0 deux états stationnaires. Soit σ ∈]1, 2[. Alors, il
existe T0 > 0 tel que pour tout T > T0 il existe u Gevrey d’ordre σ sur [0, T ] tel que : la solution
y de (1.12) vérifiant y(0, .) = y0 satisfasse y(T, .) = ȳ et

y(t, .) > 0 t ∈ [0, T ].

De plus, y est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x.
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Démonstration. Posons :

ᾱ(t) = y0θσ(t) + ȳθσ(1− t) t ∈ R

On a pour tout t ∈ R, ᾱ(t) > min(y0, ȳ) =: m > 0.
On pose à présent α(t) := ᾱ

(
t
T

)
t ∈ [0, T ].

On définit alors y par le lemme 1.4.2 et u par (1.15). Cela assure la régularité annoncée et que
l’on construit bien une solution de (1.12). Il est aisé de vérifier que les conditions initiales et
finales désirées sont respectées quelle que soit la valeur de T .
Montrons à présent l’existence de T0. On a :

y(t, x) =

+∞∑
k=0

α(k)(t)
x2k

(2k)!

= ᾱ

(
t

T

)
+

+∞∑
k=1

ᾱ(k)
(
t
T

)
T k

x2k

(2k)!
> m+

+∞∑
k=1

ᾱ(k)
(
t
T

)
T k

x2k

(2k)!
.

Soient M,R > 0 tels que

‖ᾱ(k)‖L∞(R) 6M
k!σ

Rk
k ∈ N

et donc pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1] on a∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

ȳ(k)
(
t
T

)
T k

x2k

(2k)!

∣∣∣∣∣ 6M
+∞∑
k=1

k!σ

T kRk
1

(2k)!

6
M

T

(
+∞∑
k=1

k!σ

Rk(2k)!

)
=

T→+∞
O

(
1

T

)
.

Donc pour T assez grand∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

ȳ(k)
(
t
T

)
T k

x2k

(2k)!

∣∣∣∣∣ 6 m

2
(t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]

et donc
y(t, x) >

m

2
> 0 (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1].

1.5 Plan de la thèse et résumé des contributions

Cette thèse est rédigée par article. Après cette introduction, on trouve trois chapitres qui
sont la reproduction intégrales d’articles publiés ou en cours de publication. Ils sont suivis par
un chapitre de conclusion et une annexe.

1.5.1 Un système de diffusion croisée

Dans le chapitre 2 qui correspond à la publication [17], on présente des résultats de contrô-
labilité pour un système de diffusion croisée. Ce système modélise le processus industriel de
dépôt physique par phase vapeur (physical vapor deposition PVD). On se place ici dans le cadre
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des articles [6, 15] où ce processus intervient dans la fabrication de panneaux solaires. On dé-
montre des résultats de contrôlabilité d’état stationnaire à état stationnaire tout en préservant
des contraintes physiques de signe.
On injecte n+ 1 espèces chimiques numérotées de 0 à n sous forme de flux gazeux sur une fine
plaque de métal où elles se solidifient pour occuper l’épaisseur [0, e(t)]. Chaque espèce a à chaque
instant t et en tout point x de [0, e(t)] une fraction volumique ui(t, x). On agit sur le système
via les flux ϕ0, . . . , ϕn de chaque espèce que l’on injecte. De par la nature des objets introduits,
on a les conditions physiques suivantes

n∑
k=0

uk = 1, uk > 0 (0 6 k 6 n) (1.16)

et
ϕk > 0 (0 6 k 6 n). (1.17)

La dynamique de l’épaisseur e est donnée par

e(t) = e0 +

∫ t

0

(
n∑
k=0

ϕk(s)

)
ds (t > 0). (1.18)

Les flux ϕ0, . . . , ϕn constituent le contrôle par lequel il est possible d’agir sur le système. En
posant

u := (u1, . . . , un)> ∈ Rn et ϕ := (ϕ1, . . . , ϕn)> ∈ Rn,
on a les équations suivantes :

∂tu−A(u)∂2
xu= 0 t > 0, x ∈ (0, e(t)),

A∂xu(t, 0) = 0 t > 0,
A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) = ϕ(t) t > 0,

u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, e0),

(1.19)

avec A une matrice qui dépend de u. Il s’agit d’un système de diffusion croisée, c’est-à-dire
un système d’équations paraboliques fortement interconnectées. De tels systèmes apparaissent
naturellement dans la modélisation de nombreux systèmes biologiques ou physiques (dynamique
des populations, pompes à ions, croissance tumorale, mélange de différentes espèces chimiques...).
Le lecteur intéressé pourra se reporter à [54, Chapitre 4]. Pour l’exemple précis du processus PVD,
on renvoie le lecteur vers [85]. Dans notre cas, en fonction du choix de A, la dynamique d’une
espèce chimique peut impacter plus ou moins fortement les autres.
Dans le cadre de notre étude, on supposera que A est une matrice constante de taille n × n
avec A ∈ GLn(R). On s’intéresse à la contrôlabilité de ce système où l’état est (u, e) (u0 étant
donné par (1.16)) et le contrôle (ϕ0, ϕ). Concernant le caractère bien posé ou non du système, on
pourra se référer à [6], où les auteurs utilisent une méthode d’entropie. Pour plus d’informations
sur cette méthode et les systèmes de diffusion croisée, on dirige le lecteur vers [53, 54]. Quant
à la contrôlabilité du système, le seul autre résultat à notre connaissance est un résultat de
stabilisation obtenu dans [15]. Les auteurs obtiennent un résultat de stabilisation pour un système
linéarisé dans lequel A est une matrice constante diagonalisable, ce qui permet de découpler les
différentes équations. Ce résultat est obtenu grâce à la méthode de backstepping.
L’ensemble des états stationnaires physiquement pertinents est :

S :=

{
(e, u) ∈ Rn+1 ; e > 0, uk > 0 (1 6 k 6 n),

n∑
k=1

uk ∈ (0, 1)

}
. (1.20)

Dans [17], on montre les résultats suivants :
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Théorème 1.5.1 (Théorème 2.2.1 du chapitre 2). Soient σ ∈ (1, 2), T > 0, (e0, u0) ∈ S et
e1 > e0. Alors il existe ε > 0 tel que, pour tout u1 ∈ Rn tel que (e1, u1) ∈ S et |u0 − u1| < ε, il
existe un contrôle (ϕk)k∈[[0,n]] Gevrey d’ordre σ vérifiant (1.17) sur (0, T ), et une solution (e, u)
de (1.18)-(1.19) telle que e est Gevrey d’ordre σ, u est Gevrey d’ordre σ en temps et 1 en espace.
De plus, (e(t), u(t, x)) ∈ S pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× (0, e(t)) et

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1.

Théorème 1.5.2 (Théorème 2.2.2 du chapitre 2). Soit σ ∈ (1, 2). Considérons (e0, u0), (e1, u1) ∈
S avec

e0

(
1−

n∑
k=1

u0
k

)
= e1

(
1−

n∑
k=1

u1
k

)
. (1.21)

Alors il existe T0 > 0 tel que, pour tout T > T0, il existe un contrôle (ϕk)k Gevrey d’ordre σ
avec ϕ0 ≡ 0 et une solution (e, u) de (1.18)-(1.19) telle que e est Gevrey d’ordre σ, u est Gevrey
d’ordre σ en temps et 1 en espace, (e(t), u(t, x)) ∈ S, pour tout t ∈ [0, T ] et x ∈ (0, e(t)), et

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1.

Théorème 1.5.3 (Théorème 2.2.5 du chapitre 2). Soient σ ∈ (1, 2) et T > 0. On considère
(e0, u0), (e1, u1) ∈ S. Alors il existe un contrôle (ϕk)k∈{0,...,n} Gevrey d’ordre σ et une solution
(e, u) de (1.18)-(1.19) telle que, e est Gevrey d’ordre σ, u est Gevrey d’ordre σ en temps et 1 en
espace, (e(t), u(t, x)) ∈ S, (t, x) ∈ [0, T ]× (0, e(t)) et

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1.

Les preuves de ces théorèmes reposent sur le résultat de platitude suivant :

Proposition 1.5.4. Soient σ ∈ (1, 2) et α ∈ C∞(R,Rn) Gevrey d’ordre σ sur R. Alors la fonction

u(t, x) =

+∞∑
i=0

x2i

(2i)!
A−iα(i)(t) (t, x) ∈ R2

est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur R2 et satisfait{
∂tu− ∂2

x(Au) = 0 (t > 0, x > 0)

A∂xu(t, 0) = 0 (t > 0).

Le fait que l’ensemble de nos résultats soient établis entre états stationnaires provient en
partie de la difficulté à écrire une solution générale de (1.19) sous la forme donnée par la propo-
sition 1.5.4.

Idée de la preuve du théorème 1.5.1. On pose :

α(t) := θσ

(
t

T

)
u0 +

(
1− θσ

(
t

T

))
u1 ∈ Rn (t ∈ R)

où θσ est donnée par le corollaire 1.3.13.
Posons aussi

e(t) :=
e1 − e0

T
t+ e0 t ∈ [0, T ].
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On prend alors u donné par la proposition 1.5.4. Il est facile de vérifier que les conditions initiales
et finales voulues sont satisfaites. Le couple (e, u) a alors la régularité désirée. On peut ainsi
définir :

ϕ(t) := A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) et ϕ0(t) := e′(t)−
n∑
k=1

ϕk(t).

Par le théorème 1.3.10 ϕ et ϕ0 sont Gevrey d’ordre σ. Avec ces choix, (e, u) est solution de
(1.18)-(1.19) et possède la régularité voulue. En exprimant soigneusement toutes ces quantités
en fonction de α et en utilisant une méthode semblable à la preuve de la proposition 1.4.8, on
montre que si on prend |u0 − u1| assez petit, (e, u), ϕ et ϕ0 satisfont les conditions de signe
désirées.

Idée de la preuve du théorème 1.5.2. Comme précédemment, on pose

α(t) := θσ

(
t

T

)
u0 +

(
1− θσ

(
t

T

))
u1 ∈ Rn (t ∈ R).

Contrairement au théorème précédent, on ne peut pas fixer e à loisir, car la condition ϕ0 = 0 et
(1.18) imposent

e′(t) =

n∑
k=1

ϕk(t) t ∈ [0, T ]

et ϕ ne peux donc pas être défini par la condition au bord

A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) = ϕ(t) t > 0 (1.22)

pour n’importe quel e. On a de ce fait besoin d’informations supplémentaires sur le système. On
a le résultat suivant :

Lemme 1.5.5. Soit u ∈ C∞(R+ × R+;Rn) vérifiant{
∂tu− ∂2

x(Au) = 0 (t > 0, x > 0)

A∂xu(t, 0) = 0 (t > 0)

et soit u0 := 1−∑n
k=1 uk. Alors pour e donné,(1.18) et (1.22) sont équivalents à

d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x)dx = ϕk(t) k ∈ [[0, n]], t > 0

et e(0) = e0.

On en déduit alors :

Corollaire 1.5.6. Si (e, u) est une solution régulière de (1.18)-(1.19) avec ϕ0 ≡ 0, alors∫ e(t)

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, x)

)
dx =

∫ e0

0

(
1−

n∑
k=1

u0
k(x)

)
dx.

Ce corollaire montre tout d’abord que la condition imposée à (e0, u0) et (e1, u1) dans l’énoncé
du théorème 1.5.2 est en fait une condition nécessaire.
Définissons à présent u par la proposition 1.5.4. On vérifie facilement que u(0, .) = u0 et
u(T, .) = u1. En utilisant des bornes sur les coefficients de u0 et de u1, l’expression de α et en
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raisonnant comme pour la proposition 1.4.8, on construit un r > 0 explicite tel que :
pour tout T > 0 assez grand :

∀k ∈ [[1, n]], uk(t, x) > 0 et
n∑
k=1

uk(t, x) < 1 (t, x) ∈ R+ × [−r, r].

De plus, r est tel que la fonction

U(t, x) :=

∫ x

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, y)

)
dy

vérifie U(t, 0) = 0 et U(t, r) > e0
(
1−∑n

k=1 u
0
k

)
. Donc, pour tout t > 0, il existe un unique

e(t) ∈ [0, r] tel que ∫ e(t)

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, x)

)
dx = e0

(
1−

n∑
k=1

u0
k

)
.

Par la proposition 1.3.9 et le théorème des fonctions implicites pour les fonctions Gevrey 1.3.24,
on montre que e est Gevrey d’ordre σ. Par unicité de e(t), e(0) = e0. Enfin, on montre, en
utilisant la relation imposée à (e0, u0) et (e1, u1) que e(T ) = e1. On pose alors

ϕk(t) :=
d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x)dx k ∈ [[1, n]], t > 0.

On vérifie ensuite que
d

dt

∫ e(t)

0
u0(t, x)dx = 0.

Donc, par le lemme 1.5.5, (e, u) est une solution de (1.18)-(1.19) satisfaisant les propriétés dési-
rées.

Idée de la preuve du théorème 1.5.3. La preuve est similaire à celle du théorème 1.5.1, avec

e(t) := e0θσ

(
3t

T

)
+ εT 1/2

(
θσ

(
1− 3t

T

)
− θσ

(
3− 3t

T

))
+ e1θσ

(
3− 3t

T

)
,

avec ε ∈ (0, 1) à préciser par la suite, et

α(t) := θσ

(
3t

T
− 1

)
u0 +

(
1− θσ

(
3t

T
− 1

))
u1 ∈ Rn (t ∈ R).

On définit encore une fois u par la proposition 1.5.4 et ϕ et ϕ0 par (1.22) et (1.18).
L’idée derrière ces choix est de chercher à contrôler indépendamment e et u : en maintenant u
constant à u0, il est possible d’amener e de e0 à L := εT

1
2 en temps arbitrairement petit, ici T3 .

Puis, en raisonnant comme pour la preuve de la proposition 1.4.8, on écrit u sous la forme de
α+O(L), avec α > 0 et le O(L) tendant vers 0 quand L tend vers 0. En choisissant L et donc ε
assez petits et en maintenant e = L, il est donc possible de faire passer u de u0 à u1 en gardant
u > 0 en temps arbitrairement petit (à nouveau T

3 ). Enfin, on fait passer e de L à e1 en temps
T
3 tout en maintenant u à u1. Cette construction est rendue possible par le fait que le choix de
ϕ0 étant libre, il est possible de choisir u et e à loisir.

28



1.5. Plan de la thèse et résumé des contributions

Remarque 1.5.7. On peut montrer en se ramenant à l’équation de la chaleur et en appliquant
[75, Théorème 2] que lorsque A possède une valeur propre réelle, il existe (e0, u0) et (e1, u1) tels
que la condition T > T0 > 0 dans le théorème 1.5.2 est une condition nécessaire pour effectuer
le contrôle.

On va maintenant s’intéresser à l’aspect numérique du problème. Pour illustrer les théorèmes
1.5.2 et 1.5.3, on va approximer u en tronquant la série donnée par la proposition 1.5.4, dont on
peut démontrer que les sommes partielles convergent rapidement. Les dérivées successives de α
sont obtenues en calculant par récurrence celles de θσ, par le procédé décrit dans [84, Annexe
A]. Pour calculer e dans le théorème 1.5.2, on utilise le résultat suivant qui est obtenu à partir
du corollaire 1.5.6 :

Corollaire 1.5.8. Si (e, u) est une solution de (1.18)-(1.19) donnée par le théorème 1.5.2, alors
e est solution du problème de Cauchy :

e′(t) =

∑n
k=1(A∂xu)k(t, e(t))

1−∑n
k=1 uk(t, e(t))

t ∈ [0, T ] avec e(0) = e0.

On peut donc utiliser un solveur d’EDO pour obtenir e.

On fait les choix suivants pour A (justifié dans l’article), e0, u0 et u1 :

A :=


3.65 0.3 0.3 0
1.2 6.55 0.6 0.2
1.25 0.5 5.7 1
0.4 0.2 0.6 6.7



e0 = 1/2, u0 =
1

10


1
2

2.5
1

 et u1 =
1

10


2.5
4.5
1

1.5

 . (1.23)

Les relations de compatibilité du théorème 1.5.2 imposent

e1 =
7

2
. (1.24)
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(b) Graphes des contrôles.
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(c) Représentation de u1(t, ·) et la légende associée.

Figure 1.2 – Simulations numériques avec T = 4, N = 10 et σ = 2− 1
32 . Les valeurs de e

0, u0

et u1 sont données dans (1.23).

On illustre dans la figure 1.2 le théorème 1.5.2. Le choix de T = 4 n’est pas anodin, on observe
numériquement que les conditions de signes ne sont pas respectées pour des T plus petits. On va
maintenant illustrer dans la figure 1.3 comment, avec le théorème 1.5.3, il est possible d’effectuer
le même contrôle en temps petit.
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(b) Graphes des contrôles.

Figure 1.3 – Simulations numériques avec T = 0.25, N = 10, ε = 0.1 (voir la preuve du
théorème 1.5.3) et σ = 2− 1

32 . Les valeurs de e
0, u0, e1 et u1 sont données en (1.23) et en (1.24).

1.5.2 Un problème de Stefan

Dans le chapitre 3, qui correspond à l’article [16], on s’intéresse à un problème de Stefan à
deux phases et on établit des résultats de contrôlabilité vers les états stationnaires, un de ses
résultats préservant des contraintes physiques de signe.

`b(t)0 x

xb(t) `0

Phase solide

Position de l’interface

Température

θm

θ−(t, ·)

θ+(t, ·)

Phase liquide

Contrôle u0 Contrôle u1

1

Figure 1.4 – Représentation schématique du problème de Stefan à deux phases.

Le problème de Stefan est la modélisation d’un phénomène de transition solide liquide dans
un corps pur. On considère le problème à deux phases en une dimension d’espace. On a alors une
phase solide à la température θ−(t, x), une phase liquide à la température θ+(t, x) et l’interface
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entre les deux, dont la position b(t) varie au cours du temps (voir la figure 1.4). La température
dans chaque phase est régie par une équation de la chaleur tandis que la dynamique de b est
donnée par le saut des dérivées normales. Par un changement de variable on peut toujours se
ramener au cas où on a un matériau de longueur 1 et de température de fusion 0. De plus, le
modèle impose la continuité de la température à l’interface. On a donc les équations suivantes :

∂tθ−(t, x)− c−∂2
xθ−(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× (0, b(t))

θ−(t, 0) = u0(t) t ∈ (0, T )

θ−(t, b(t)) = 0 t ∈ (0, T )

θ−(0, .) = θ0
− x ∈ (0, b0)

(1.25)


∂tθ+(t, x)− c+∂

2
xθ+(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× (b(t), 1)

θ+(t, 1) = u1(t) t ∈ (0, T )

θ+(t, b(t)) = 0 t ∈ (0, T )

θ+(0, .) = θ0
+ x ∈ (b0, 1)

(1.26)

{
ḃ(t) = ∂xθ−(t, b(t))− ∂xθ+(t, b(t)) = 0 t ∈ (0, T )

b(0) = b0
(1.27)

avec c−, c+ > 0. Pour satisfaire le modèle physique, on a les contraintes :

b(t) ∈ (0, 1) t ∈ [0, T ] (1.28)
θ−(t, x) > 0 (t, x) ∈ [0, T ]× (0, b(t)) (1.29)
θ+(t, x) > 0 (t, x) ∈ [0, T ]× (b(t), 1) (1.30)

On cherche donc à contrôler le système dont l’état est (b, θ−, θ+) par les biais des contrôles u0

et u1.
Concernant le caractère bien posé du système, on pourra se référer à [42] en dimension n ou à
[25] pour le cas particulier de la dimension 1. Concernant la contrôlabilité du système, on pourra
se référer à [21],[29] et [30] pour des résultats de contrôlabilité locale à 0 de la température en
dimension 1 et 2 pour des domaines étoilés. Dans ces résultats, les auteurs ne cherchent pas à
atteindre une cible particulière pour l’interface. Dans [11], les auteurs prouvent la contrôlabilité
aux trajectoires pour le problème à une phase, en linéarisant le problème et en utilisant une
inégalité de Carleman. Dans [45], les auteurs prouvent la contrôlabilité d’un système linéarisé.
Des résultats de contrôlabilité locale sont obtenus dans [46] pour un système similaire au nôtre.
On mentionnera aussi [59],[60], et [61] où les auteurs obtiennent des résultats de stabilisation
pour le système à une et deux phases par la méthode de backstepping. La platitude différentielle
a déjà été appliquée au problème de Stefan dans [23],[24] et [104]. Dans ces trois articles, les
auteurs utilisent des séries similaires à celles que nous utilisons et qui sont décrites dans la suite
de ce paragraphe, mais obtiennent leur rayon de convergences comme racine d’un certain poly-
nôme, ce qui force ce rayon à être fini. Par conséquent, leurs résultats reposent sur des conditions
de petitesse. Dans nos résultats, nous montrons que ce rayon de convergence est infini, ce qui
évite toute hypothèse de petitesse. Dans [23], les auteurs s’intéressent à un problème de suivi
de trajectoire pour une version du problème de Stefan à une phase, dans lequel l’équation de la
chaleur contient un terme non linéaire. Dans cet article, ils étudient attentivement le rayon de
convergence mentionné précédemment. Dans [24] et [104], seule la contrôlabilité d’état station-
naire à état stationnaire est mentionnée là où nous traitons des données C1. De plus, les résultats
ne garantissent pas les conditions de signes, ce que nous arrivons à faire pour la contrôlabilité
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d’état stationnaire à état stationnaire en temps long.

Dans [16], on démontre les résultats suivants,

Théorème 1.5.9 (Théorème 3.2.1 du chapitre 3). Soient b0 ∈ (0, 1), θ0 ∈ C1([0, 1] \ {b0}) ∩
C0([0, 1]) telle que θ0 6 0 sur [0, b0], θ0 > 0 sur [b0, 1], θ0(0) < 0 et θ0(1) > 0. Alors, pour tous
T > 0, σ ∈ (1, 2), b̄ ∈ (0, 1) et v̄ ∈ R, il existe des contrôles u0, u1 Gevrey d’ordre σ sur [0, T ]
tels que la solution (b, θ−, θ+) de (1.25)-(1.26)-(1.27)vérifie

θ−(0, x) = θ0(x) x ∈ [0, b0] et θ−(T, x) = v̄(x− b̄) x ∈ [0, b̄]

θ+(0, x) = θ0(x) x ∈ [b0, 1] et θ−(T, x) = v̄(x− b̄) x ∈ [b̄, 1]

b(0) = b0 et b(T ) = b̄.

De plus, pour tout ε > 0, b est Gevrey d’ordre σ sur [ε, T ] et il existe S− et S+ des fonctions
Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur [ε, T ]× R telles que :

θ−(t, x) = S−(t, x− b(t)) (t, x) ∈ [ε, T ]× [0, b(t)]

θ+(t, x) = S+(t, x− b(t)) (t, x) ∈ [ε, T ]× [b(t), 1]

Si on se restreint à considérer le contrôle du système d’état stationnaire à état stationnaire,
on démontre le théorème suivant :

Théorème 1.5.10 (Théorème 3.2.2 du chapitre 3). Si dans le théorème 1.5.9, on suppose v̄ > 0
et que l’on prend θ0 sous la forme

θ0(x) = v0(x− b0)

avec v0 > 0 et b0 ∈ (0, 1), alors il existe T0 > 0 tel que pour tout T > T0, les conclusions
du théorème 1.5.9 s’appliquent pour ε = 0. De plus, la solution (b, θ−, θ+) ainsi obtenue vérifie
(1.28),(1.29) et (1.30).

Les preuves de ces théorèmes reposent sur la paramétrisation de l’état sous la forme

θ−(t, x) =

+∞∑
i=0

α−,i
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
+

+∞∑
i=1

β−,i
(x− b(t))2i

(2i)!
(t, x) ∈ [0, T ]× [0, b(t)] (1.31)

θ+(t, x) =
+∞∑
i=0

α+,i
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
+

+∞∑
i=1

β+,i
(x− b(t))2i

(2i)!
(t, x) ∈ [0, T ]× [b(t), 1] (1.32)

b′(t) = α−,0 − α+,0 t ∈ [0, T ] (1.33)

et les coefficients des séries sont donnés par les relations de récurrence :{
β−,i+1 = 1

c−
β′−,i − 1

c−
b′α−,i

α−,i+1 = 1
c−
α′−,i − 1

c−
b′β−,i+1

et

{
β+,i+1 = 1

c+
β′+,i − 1

c+
b′α+,i

α+,i+1 = 1
c+
α′+,i − 1

c+
b′β+,i+1

avec β−,0 = β+,0 = 0. Donc, α−,0 = ∂xθ−(t, b(t)) et α+,0 = ∂xθ+(t, b(t)) jouent le rôle de sortie
plate. Contrairement au cas de (1.12), les coefficients ne s’expriment pas simplement en fonction
de α−,0 et α+,0, on doit ainsi établir des estimations sur les normes de ces coefficients pour
garantir que les séries convergent avec un rayon infini. On démontre par récurrence le résultat
suivant :
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Proposition 1.5.11 (Proposition 3.4.4 du chapitre 3). Soient σ > 1,Mf ,Mα,Mβ, R, χ > 0. Soit
f ∈ G(Mf , R, σ). On considère les suites (αi)i∈N et (βi)i∈N définies par

α0 ∈ G(Mα, R, σ), β0 ∈ G(Mβ, R, σ)

et pour tout i > 0, {
βi+1 = χβ′i − χfαi
αi+1 = χαi − χfβi+1.

Alors, pour tout ρ > 0 tel que :

ρ 6
23−σR

3
et ρ 6

2Mα

3χ
(
Mβ

R +MαMf

)
Mf

,

on a pour tout i, l ∈ N :

‖α(l)
i ‖L∞(R) 6

Mαχ
i

Rlρi
(l + 2i)!σ

i!2−σ(2i)!σ−1
,

‖β(l)
i+1‖L∞(R) 6

(
Mβ

R
+MαMf

)
χi+1

Rlρi
(l + 2i+ 1)!σ

i!2−σ(2i+ 1)!σ−1
.

Si β0 = 0, on peut prendre Mβ = 0 dans ce qui précède.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.12 (Corollaire 3.4.6 du chapitre 3). Sous les hypothèses de la proposition 1.5.11,
si σ < 2, la fonction

S(t, x) :=

+∞∑
i=0

αi(t)
x2i+1

(2i+ 1)!
+

+∞∑
i=0

βi(t)
x2i

(2i)!
(t, x) ∈ R2

est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x et peut être dérivée terme à terme.

Nous pouvons a présent donner une idée des preuves des théorèmes 1.5.9 et 1.5.10.

Idée de la preuve du théorème 1.5.9. On pose :

ũ0(t) := θ0(0) < 0 et ũ1(t) := θ0(1) > 0.

En utilisant [43], on prouve que la solution (b̃, θ̃−, θ̃+) de (1.25)-(1.26)-(1.27) avec les contrôles
précédents peut se mettre sous la forme (1.31)-(1.32)-(1.33) sur (0, T ], avec des coefficients α̃±,i
et β̃±,i.
On construit alors en utilisant le corollaire 1.5.12 , une solution de (1.25)-(1.26)-(1.27) qui coïncide
avec (b̃, θ̃−, θ̃+) sur [0, τ ] pour un certain τ > 0 et qui atteint la valeur désirée en T . Les contrôles
u0 et u1 sont alors donnés par les traces de θ− et θ+ aux bords.

Idée de la preuve du théorème 1.5.10. Posons

α(t) := v0θσ(t) + v̄θσ(1− t) t ∈ R

avec θσ donné par le corollaire 1.3.13 et on choisit :

si b0 > b, α−,0 := α

(
t

T

)
, α+,0 := α

(
t

T

)
+
b0 − b
T

ησ

(
t

T

)
(t ∈ R),
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et

si b0 < b, α−,0 := α

(
t

T

)
+
b− b0
T

ησ

(
t

T

)
, α+,0 := α

(
t

T

)
(t ∈ R).

Donc

b(t) := b0 +
(
b− b0

) ∫ t/T

0
ησ(s) ds,

où ησ est donné par le corollaire 1.3.15.
On définit alors (θ−, θ+) par le corollaire 1.5.12. On choisit ensuite, pour u0 et u1 les traces
de ces fonctions aux bords. On raisonne ensuite, comme pour la proposition 1.4.8, en utilisant
proposition 1.5.11, pour montrer que les conditions de signes sont satisfaites si T est assez grand.

On va maintenant s’intéresser à l’aspect numérique de l’article. Pour illustrer le théorème 1.5.10
on va calculer des séries tronquées qui ont une convergence rapide. Cependant, contrairement au
cas précédent, les coefficients αi et βi ne s’obtiennent pas simplement en dérivant la sortie plate,
mais par des relations de récurrence plus complexes. Afin de calculer ces coefficients, on a donc
recours à du calcul formel. On évalue ensuite les expressions obtenues aux points d’intérêts. Cette
méthode est coûteuse, on ne calcule donc qu’un nombre restreint de termes (on va jusque α7 et
β7). Cependant, grâce à la convergence rapide des séries, on observe une convergence numérique,
même avec un petit nombre de termes. On obtient la valeur de b(t) par intégration numérique
avec la formule (1.33). Dans les figures 1.5 et 1.6, on illustre le théorème 1.5.10, en traçant l’état
et les contrôles.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

u 0
(t)

,u
1(
t)

u0
u1

(a) Contrôles.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

0.50

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

b(
t)

b

(b) Position de l’interface.

Figure 1.5 – Illustration des contrôles et de la position de l’interface dans le théorème 1.5.10
avec T = 1, (b0, v0) = (1/2, 1), (b, v) = (3/4, 4), c− = c+ = 1.
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Figure 1.6 – Illustration du profil des températures dans le théorème 1.5.10 avec T = 1,
(b0, v0) = (1/2, 1), (b, v) = (3/4, 4), c− = c+ = 1.

Dans l’article, on mène quelques investigations numériques sur l’influence des choix de T et σ
sur les contrôles.

1.5.3 Un système d’équations de la chaleur en cascade

Dans le chapitre 4, on retrouve des résultats de contrôlabilité pour un système de deux
équations de la chaleur en cascade. Ce chapitre porte sur la publication [18].
On considère le système :

∂ty1 − ∂2
xy1 = 0 in (0, T )× (0, 1),

∂ty2 −
1

d
∂2
xy2 = y1 in (0, T )× (0, 1),

y1(t, 0) = 0, y1(t, 1) = u(t) in (0, T ),
y2(t, 0) = y2(t, 1) = 0 in (0, T ),

y1(0, ·) = y0
1, y2(0, ·) = y0

1 in (0, 1),

(1.34)

avec d > 0. On cherche à contrôler à 0 ce système de deux équations par le biais de l’unique
contrôle u. La question est entièrement résolue dans [4]. En démontrant une inégalité d’obser-
vabilité grâce à la méthode des moments pour un problème plus général, les auteurs montrent
que :

Théorème 1.5.13. Théorèmes 6.8 et 6.17 et Proposition 6.20 de [4]

1. Si d = 1, le système (1.34) est contrôlable à 0 pour tout temps T > 0, avec u ∈ H−1(0, 1).

2. Si d 6= 1 et
√
d ∈ Q, le système (1.34) n’est pas contrôlable dans H−1(0, 1).
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3. Si
√
d /∈ Q, il existe Td ∈ [0,+∞] tel que le système (1.34) est contrôlable à 0 en tout

temps T > Td et non contrôlable en tout temps T < Td, avec u ∈ H−1(0, 1). De plus, pour
tout τ ∈ [0,+∞], il existe d > 0 avec

√
d /∈ Q tel que Td = τ .

Les points 1 et 2 du théorème précédent ont été démontrés initialement dans [28]. On pourra
aussi se référer à [2, 3, 77] pour plus d’informations sur le système (1.34) et sur les systèmes
paraboliques distribués en général.

Le temps minimal est connu explicitement (voir encore [4]), on a, en fait, Td = c(Λd), l’in-
dice de condensation de la suite Λd :=

{
(πn)2

d , (πn)2
}
n>1

des valeurs propres de l’opérateur que
l’on considère, soit encore :

c(Λd) = max(l1, l2), l1 := lim sup
n→∞

− ln
∣∣∣sin( πn√

d

)∣∣∣
π2n2

d

, l2 := lim sup
n→∞

− ln
∣∣∣sin(πn√d)∣∣∣
π2n2

. (1.35)

Dans [18], on redémontre les résultats de contrôlabilité précédents lorsque la contrôlabilité est
assurée en exploitant la platitude du système, ce qui nous permet de construire explicitement des
contrôles de classe Gevrey. On démontre aussi que la contrôlabilité du système d’état stationnaire
à état stationnaire est possible pour tout d > 0 et en tout temps T > 0. On a les résultats
suivants :

Théorème 1.5.14 (Théorème 4.2.1 du chapitre 4). Supposons que
√
d /∈ Q avec c(Λd) < +∞.

Alors, pour tout σ ∈ (1, 2), T > c(Λd) et (y0
1, y

0
2) ∈ L2(0, 1), il existe un contrôle u Gevrey

d’ordre σ sur [0, T ] tel que la solution (y1, y2) de (1.34) est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur
(0, T ]× [0, 1] et tel que

y1(T, ·) = y2(T, ·) = 0.

Théorème 1.5.15 (Théorème 4.2.2 du chapitre 4). Supposons que d = 1. Alors, pour tout
σ ∈ (1, 2), T > 0 et (y0

1, y
0
2) ∈ L2(0, 1), il existe un contrôle u Gevrey d’ordre σ sur [0, T ] tel que

la solution (y1, y2) de (1.34) est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur (0, T ]× [0, 1] et tel que

y1(T, ·) = y2(T, ·) = 0.

Il est facile de montrer que les états stationnaires de (1.34) sont de la forme

y1(x) = ux, y2(x) =
d

6
u
(
x− x3

)
(x ∈ [0, 1]),

avec ū ∈ R. On montre alors :

Théorème 1.5.16 (Théorème 4.2.4 du chapitre 4). Si d > 0, pour tous σ ∈ (1, 2), T > 0 et tous
états stationnaires (ȳ

(1)
1 , ȳ

(1)
2 ) et (ȳ

(2)
1 , ȳ

(2)
2 ), il existe un contrôle u Gevrey d’ordre σ sur [0, T ] tel

que la solution (y1, y2) de (1.34) est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x sur [0, T ]× [0, 1] et tel que

y1(0, ·) = ȳ
(1)
1 , y2(0, ·) = ȳ

(1)
2

et
y1(T, ·) = ȳ

(2)
1 , y2(T, ·) = ȳ

(2)
2 .

Ces résultats reposent sur la platitude du système :
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Proposition 1.5.17. Soient σ ∈ (1, 2), T > 0, d > 0 et a et b des fonctions Gevrey d’ordre σ
sur [0, T ]. Alors les fonctions (y1, y2) définies par

y1(t, x) =
∞∑
k=0

a(k)(t)
x2k+1

(2k + 1)!
, y2(t, x) =

∞∑
k=0

(
dkb(k)(t)− dd

k − 1

d− 1
a(k−1)(t)

)
x2k+1

(2k + 1)!
, si d 6= 1,

y1(t, x) =
∞∑
k=0

a(k)(t)
x2k+1

(2k + 1)!
, y2(t, x) =

∞∑
k=0

(
b(k)(t)− ka(k−1)(t)

) x2k+1

(2k + 1)!
, si d = 1,

sont bien définies, Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x et vérifient
∂ty1 − ∂2

xy1 = 0 dans (0, T )× (0, 1),

∂ty2 −
1

d
∂2
xy2 = y1 dans (0, T )× (0, 1),

y1(t, 0) = 0 dans (0, T ),

y2(t, 0) = 0

Dans le résultat précédent, il reste à prendre en compte la condition au bord y2(t, 1) = 0. On
a donc besoin du lemme suivant :

Lemme 1.5.18. Si dans la proposition 1.5.17, on prend a et b définies par

a(t) =

∞∑
m=0

dm

(2m+ 1)!
f (m)(t), b(t) =

∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

f (m−1)(t)

(2m+ 1)!
si d 6= 1

et

a(t) =

∞∑
m=0

f (m)(t)

(2m+ 1)!
, b(t) =

∞∑
m=1

m
f (m−1)(t)

(2m+ 1)!
si d = 1,

alors y2 vérifie
y2(t, 1) = 0 t ∈ [0, T ].

Remarque 1.5.19. L’intuition derrière le lemme précédent est détaillée dans [18]. Elle repose
sur la réécriture de la condition au bord par la transformée de Laplace.

Les preuves des théorèmes 1.5.14 et 1.5.15 étant très similaire, nous ne donnons l’idée que
pour le premier.

Idée de la preuve du théorème 1.5.14. En utilisant la proposition 1.5.17 et le lemme 1.5.18, on
va construire une solution (y1, y2) de (1.34) nulle en t = 0 et qui intercepte la solution libre
(ỹ1, ỹ2) (avec u = 0) du système pour les conditions initiales (y0

1, y
0
2). Notre solution sera alors

la différence entre ces deux autres. Comme d’habitude, le contrôle u sera donné par la trace de
la solution au bord.
On pose, pour tout n ∈ N∗, λ1,n = (πn)2

d et λ2,n = (πn)2. Ce sont les valeurs propres de notre
opérateur. En utilisant la décomposition de (y0

1, y
0
2) dans la "base hilbertienne" des sin(nπx)

et en raisonnant comme pour la preuve du théorème 1.4.3, on décompose pour tout t > 0, la
solution libre sous la forme :

ỹ1(t, x) =
∑
k>0

∑
n>1

(−1)kα2,n(nπ)2k+1e−λ2,nt
x2k+1

(2k + 1)!
,

ỹ2(t, x) =
∑
k>0

∑
n>1

(−1)k(nπ)2k+1

[
α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)(nπ)2
α2,ne

−λ2,nt
]

x2k+1

(2k + 1)!
.
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En identifiant les coefficients, on se rend compte que l’on veut construire a et b de la proposi-
tion 1.5.17 de manière à avoir au voisinage de T ,

a(k)(t) =
∑
n>1

(−1)kα2,n(nπ)2k+1e−λ2,nt,

b(k)(t) =
∑
n>1

[
(nπ) (−λ1,n)k α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)nπ
α2,n (−λ2,n)k e−λ2,nt

]
.

Cela revient à chercher f , du lemme 1.5.18, telle qu’au voisinage de T , elle coïncide avec une
fonction f̃ vérifiant :

∞∑
m=0

dm

(2m+ 1)!
f̃ (m+k)(t) =

∑
n>1

(nπ)α2,n(−λ2,n)ke−λ2,nt,

∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

f̃ (m+k−1)(t)

(2m+ 1)!
=
∑
n>1

[
(nπ) (−λ1,n)k α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)nπ
α2,n (−λ2,n)k e−λ2,nt

]
.

Ces formules nous incitent à chercher f̃ sous la forme :

f̃(t) :=
∑
n>1

β1,ne
−λ1,nt +

∑
n>1

β2,ne
−λ2,nt.

En injectant ces formules dans les équations caractérisant f̃ et en inversant les sommes, on trouve

β1,n := α1,n
π4n4(d− 1)

d5/2 sin
(
πn√
d

) , β2,n := α2,n
π2n2

√
d

sin(πn
√
d)
.

En utilisant (1.35), on montre que l’on obtient ainsi des séries normalement convergentes pour
tout t > c(Λd). Pour garantir la valeur 0 en 0 et la convergence pour 0 6 t 6 c(Λd), on choisit
T0 tel que c(Λd) < T0 < T et on pose

f(t) = θσ

(
1− t− T0

T − T0

)
.

On vérifie que ce choix fonctionne.

Idée de la preuve du théorème 1.5.16. On vérifie que prendre

f(t) :=
(
u(2) − u(1)

)
θσ

(
t

T

)
+ u(1),

dans le lemme 1.5.18, convient.

1.5.4 Conclusion et annexes

Dans le chapitre 5 on proposera une approche pour essayer de généraliser les arguments du
chapitre précédent à n équations de la chaleur en cascade. On donne ensuite une conclusion
générale à ce travail. La conclusion est suivie d’appendices démontrant des résultats utilisés dans
ce travail, et d’un appendice où l’on construit une famille bi-orthogonale de fonctions Gevrey
résultat intéressant mais qui ne trouvait pas sa place dans le corps de cette thèse.
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1.6 Notations

1.6.1 Ensembles

— On note classiquement les ensembles N,Z,Q,R et C. Si rien n’est précisé, K désigne in-
différemment R ou C.

— On noteMn,m(K) l’ensemble des matrices à n lignes et m colonnes à coefficients dans K.
On note

Mn(K) :=Mn,n(K).

— Si E et F sont des espaces vectoriels, on note L(E,F ) l’espace des applications linéaires
continues de E dans F , si k ∈ N on note Lk(E,F ) l’espace des applications k−linéaires
continues de E dans F .

— On désigne par [[p, q]] où p, q ∈ N ave p 6 q, l’ensemble {p, p+ 1, . . . , q}.
— Si X est un espace mesuré, on note classiquement, Lp(X) l’ensemble des fonctions dont

la puissance p est intégrable sur X.
— Si U ⊂ Rn et m ∈ N, on note Hm(U) l’espace de Sobolev des fonctions qui ont m dérivées

dans L2(U). On désigne par H1
0 (U) l’adhérence des fonctions C∞ à support compact

sur U . Enfin, on désigne par H−1(U) le dual topologique de H1
0 (U).

1.6.2 Normes

— |.| désigne classiquement la valeur absolue sur R et le module sur C. Si α = (α1, . . . , αn) ∈
Nn est utilisé comme un multi-indice on pose

|α| =
n∑
i=1

αi.

Dans certains cas que l’on précisera cela pourra désigner une autre norme.

— Si p > 1 ‖.‖p, désigne la norme p classique sur Kn, à savoir

∀x ∈ Kn, ‖x‖p =

(
n∑
k=1

|xi|p
) 1

p

et ‖.‖∞ désigne la norme infinie, à savoir

∀x ∈ Kn, ‖x‖∞ = max
i∈[[1,n]]

|xi|.

— Sur Lk(Rn,Rm), on note ‖.‖k,∞ la norme

∀L ∈ Lk(Rn,Rm), ‖L‖k,∞ = sup
‖v1‖∞61,...,‖vk‖∞61

‖L(v1, . . . , vk)‖∞
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1.6.3 Calcul différentiel

Soit U ⊂ Rn et f : U −→ Rm est une fonction différentiable en x ∈ U, dfx la différentielle de
f en x et pour α ∈ Nn, on note

Dαf = ∂α1
x1 . . . ∂

αn
xn f.

On notera parfois ḟ = ∂tf et on utilise aussi les notations classiques f ′ et f (k) pour k ∈ N, pour
les fonctions d’une variable.

1.6.4 Autre

Si i, j ∈ N, on note δi,j l’application delta de Kronecker i.e,

δi,j =

{
1 si i = j

0 sinon.
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2

Controllability results for a cross
diffusion system with a free boundary

by a flatness approach

Ce chapitre fait l’objet de la publication [17] co-écrite avec Jérôme Lohéac et Takéo
Takahashi.
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2.1 Abstract

We study a one-dimensional cross diffusion system with a free boundary modeling the Physical
Vapor Deposition. Using the flatness approach, we show several results of boundary controllability
for this system in spaces of Gevrey class functions. One of the main difficulties consists in the
physical constraints on the state and on the control. More precisely, the state corresponds to
volume fractions of the n + 1 chemical species and to the thickness of the film produced in
the process, whereas the controls are the fluxes of the chemical species. We obtain the local
controllability in the case where we apply n+ 1 nonnegative controls and a controllability result
for large time in the case where we apply n controls without any sign constraints. We also show
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in this last case that the controllability may fail for small times. We illustrate these results with
some numerical simulations.

2.2 Introduction and statement of our results

We consider controllability properties of a cross diffusion system with moving boundaries
that can model the Physical Vapor Deposition (PVD) process involved in the fabrication of solar
panels. Over a substrate, n + 1 chemical species are introduced in gaseous state and solidify to
generate a film occupying a domain of the form (0, e(t)) at time t > 0. We follow here the model
considered in [6, 15]. For more information about the physical process, we refer to [85].

We denote by uk the volume fraction of the species k ∈ {0, . . . , n} and by ϕk its flux. The
physical conditions on these quantities are

n∑
k=0

uk = 1, uk > 0 (0 6 k 6 n) (2.1)

and
ϕk > 0 (0 6 k 6 n). (2.2)

We have denoted by e(t) > 0 the thickness of the film at time t and its relation with the fluxes is

e(t) = e0 +

∫ t

0

n∑
k=0

ϕk(s) ds (t > 0). (2.3)

In what follows, the state variables of the system are e and

u := (u1, . . . , un)> ∈ Rn,

since u0 can be obtained from u with the relation (2.1). We also set

ϕ := (ϕ1, . . . , ϕn)> ∈ Rn.

Then the model considered here is (see [15])
∂tu−A∂2

xu= 0 t > 0, x ∈ (0, e(t)),
A∂xu(t, 0) = 0 t > 0,

A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) = ϕ(t) t > 0,
u(0, x) = u0(x) x ∈ (0, e0).

(2.4)

To be more precise in the model considered in [6], the matrix A ∈Mn(R) can depend on u. Here
we assume that A is independent of u, and invertible :

A ∈ GLn(R). (2.5)

The existence of solutions to the above system has been proven under some particular conditions
on the function A(u) that give a gradient flow structure to (2.4) and permit to use the bounded-
ness by entropy technique (see [10,53]). For an introduction to this method and to general cross
diffusion systems, one can refer to the book [54]. One can see (2.3)–(2.4) as a controlled system
where the state is (e, u) and the controls are the fluxes ϕk. To our knowledge, the only work
dealing with the controllability of the above system is [15] where the authors show the finite-time
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stabilization of the linearized system around some equilibrium states. Their result is based on
the backstepping method.

In our work, we use a different approach to control the system : the differential flatness.
This method, which comes from the finite-dimensional framework, has been successfully applied
to several partial differential equations : the heat equation [81, 83], general parabolic equations
[82], the Schrödinger equation [84], the linear Korteweg–de Vries equation [80] and a class of
semilinear heat equations [70]. The authors of the present paper have used this method to show
some controllability properties of another free boundary model, the Stefan problem, in [16].

As for the Stefan problem, the difficulties to handle (2.3)–(2.4) are the free-boundary and the
physical restrictions that impose bounds on the solutions or on the controls. Here we want to use
the controls ϕk to pass from a stationary state to another with the restrictions (2.1) and (2.2).
With these two constraints, we obtain a local controllability result (theorem 2.2.1). To go further,
we also investigate the problem where (2.1) is satisfied and where there is no sign constraints
on the controls (theorems 2.2.2 and 2.2.5). The set of “physically reasonable” stationary states
of (2.3)–(2.4) is

S :=

{
(e, u) ∈ Rn+1 ; e > 0, uk > 0 (1 6 k 6 n),

n∑
k=1

uk ∈ (0, 1)

}
. (2.6)

In order to state our mains results, we first recall the notion of Gevrey functions. A function
f : R→ R is a Gevrey function of order σ > 1 if it is C∞ and if for any compact subset K of R,
there exist M,R ∈ R∗+ such that its derivatives satisfy∣∣∣f (`)(t)

∣∣∣ 6M
`!σ

R`
(` ∈ N, t ∈ K).

Similarly, g : R2 → R is a Gevrey function of order (σ1, σ2) if it is C∞ and if for any compact
subset K of R2, there exist M,R1, R2 ∈ R∗+ such that∣∣∣∂`t∂kxg(t, x)

∣∣∣ 6M
`!σ1

R`1

k!σ2

Rk2
(`, k ∈ N, (t, x) ∈ K).

These definitions can be extended to vector-valued functions. The interest for such functions is
due to the fact that for any σ > 1, the function

θσ(t) :=


1 if t 6 0,

e−((1−t)−cσ)

e−((1−t)−cσ ) + e−(t−cσ )
if t ∈ (0, 1),

0 if t > 1,

(2.7)

with cσ = (σ − 1)−1 is a Gevrey function of order σ (see, for instance [23, Appendix B]). More
precisely one can show the existence of M,R > 0 such that∣∣∣θ(i)

σ (t)
∣∣∣ 6M

(i!)σ

Ri
(i ∈ N, t ∈ R). (2.8)

For more information on the Gevrey functions, we can refer for instance to [99,102,114].
We are now in position to give the main results of this paper. The first main result states as

follows :
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Theorem 2.2.1. Assume (2.5), σ ∈ (1, 2), T > 0 and (e0, u0) ∈ S. Let us consider (e1, u1) ∈ S
and assume that e1 > e0 > 0. There exists ε > 0 such that if∣∣u0 − u1

∣∣ 6 ε, (2.9)

then there exist a control (ϕk)k∈{0,...,n} Gevrey of order σ satisfying (2.2) in (0, T ), and a solution
(e, u) of (2.3)–(2.4) such that e is Gevrey of order σ, u is Gevrey of order σ in time and 1 in
space, (e(t), u(t, x)) ∈ S, for every t ∈ [0, T ] and x ∈ (0, e(t)) and

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1.

In the case where we do not consider the condition (2.2), we can control globally the system
(2.3)–(2.4). First we consider the case where ϕ0 ≡ 0, that is we have only n scalar controls
ϕ1, . . . , ϕn acting on (2.3)–(2.4). Our second main result is stated below :

Theorem 2.2.2. Assume (2.5) and σ ∈ (1, 2). Let us consider (e0, u0), (e1, u1) ∈ S with

e0

(
1−

n∑
k=1

u0
k

)
= e1

(
1−

n∑
k=1

u1
k

)
. (2.10)

Then there exists T0 > 0 such that for any T > T0, there exist a control (ϕk)k Gevrey of order σ
with ϕ0 ≡ 0 and a solution (e, u) of (2.3)–(2.4) such that e is Gevrey of order σ, u is Gevrey of
order σ in time and 1 in space, (e(t), u(t, x)) ∈ S, for every t ∈ [0, T ] and x ∈ (0, e(t)), and

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1.

Remark 2.2.3. The compatibility condition (2.10) is necessary if ϕ0 ≡ 0 and it will be justified
by the corollary 2.3.2.

To complete theorem 2.2.2, we show that for ϕ0 ≡ 0, there are cases where the problem is
not controllable for small times T > 0 :

Proposition 2.2.4. Assume (2.5) and that A has a real eigenvalue. Then, there exist (e0, u0), (e1, u1) ∈
S satisfying (2.10) and T0 > 0 such that if there exist a control (ϕk)k with ϕ0 ≡ 0 and a solution
(e, u) of (2.3)–(2.4) such that (e(t), u(t, x)) ∈ S, for every t ∈ [0, T ] and x ∈ (0, e(t)) and

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1,

then
T > T0.

In the case where we use the n+1 controls and where we do not consider the condition (2.2),
then the system is controllable for any time T > 0 :

Theorem 2.2.5. Assume (2.5), σ ∈ (1, 2) and T > 0. Let us consider (e0, u0), (e1, u1) ∈ S.
Then there exist a control (ϕk)k∈{0,...,n} Gevrey of order σ and a solution (e, u) of (2.3)–(2.4)
such that e is Gevrey of order σ, u is Gevrey of order σ in time and 1 in space, (e(t), u(t, x)) ∈ S,
t ∈ [0, T ] and x ∈ (0, e(t)) and

e(T ) = e1, u(T, ·) = u1.

The outline of the paper is the following : in Section 2.3, we give some preliminary results
and recall the flatness method that we use in our main results. Then we show these main results
in Section 2.4. Finally, we present some numerical illustrations of our results in Section 2.5.
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2.3 Preliminaries and the flatness method

2.3.1 Property of the system (2.4)

One of the difficulties to deal with our system is the boundary condition in (2.4) :

A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) = ϕ(t) (t > 0). (2.11)

We show that condition (2.11) can be written in different and more convenient ways :

Lemma 2.3.1. Assume u ∈ C∞(R+ × R+;Rn) satisfies{
∂tu− ∂2

x(Au) = 0 (t > 0, x > 0),
A∂xu(t, 0) = 0 (t > 0),

(2.12)

and let set u0 := 1−
n∑
k=1

uk. Then (2.3), (2.11) are equivalent to

d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x) dx = ϕk(t) (0 6 k 6 n, t > 0), e(0) = e0. (2.13)

Proof. Using (2.12), we have that for k ∈ {1, . . . , n},

d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x) dx =

∫ e(t)

0
∂tuk(t, x) dx+ e′(t)uk(t, e(t))

= ∂x[Au(t, e(t))]k + e′(t)uk(t, e(t)). (2.14)

Then

d

dt

∫ e(t)

0
u0(t, x) dx =

d

dt

∫ e(t)

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, x)

)
dx

= e′(t)−
n∑
k=1

d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x) dx. (2.15)

We can now show the equivalence : if (2.13) holds, then (2.14) yields (2.11) and (2.15) yields

e′(t) =
n∑
k=0

ϕk(t) (2.16)

which, combined with e(0) = e0, implies (2.3). Conversely, (2.3) implies e(0) = e0 and (2.16).
Then (2.14) and (2.11) yield

d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x) dx = ϕk(t)

for k ∈ {1, . . . , n} and the case k = 0 is obtained from (2.16) and from (2.15).

We deduce the following compatibility conditions for the reachable states if ϕ0 ≡ 0 :

Corollary 2.3.2. Assume (e, u) is a smooth solution of (2.3)–(2.4) with ϕ0 ≡ 0. Then for any
t > 0, ∫ e(t)

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, x)

)
dx =

∫ e0

0

(
1−

n∑
k=1

u0
k(x)

)
dx. (2.17)
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Remark 2.3.3. This result justifies the condition (2.10) between the initial and the final condi-
tions in theorem 2.2.2. Moreover, it can be used to obtain a numerical algorithm in the case where
ϕ0 ≡ 0. This corresponds to the result below.

Corollary 2.3.4. Assume (e, u) is a smooth solution of (2.3)–(2.4) in [0, T ], with ϕ0 ≡ 0 and
such that (e(t), u(t, x)) ∈ S, for every t ∈ [0, T ] and x ∈ [0, e(t)]. Then for any t > 0, e is the
solution of the Cauchy problem

e′(t) =

∑n
k=1 (A∂xu)k (t, e(t))

1−∑n
k=1 uk(t, e(t))

(t ∈ [0, T ]), e(0) = e0. (2.18)

Proof. Differentiating (2.17) with respect to time, we obtain that

e′(t)

(
1−

n∑
k=1

uk(t, e(t))

)
=

∫ e(t)

0

n∑
k=1

∂tuk(t, x) dx.

Then using the first two equations of (2.4), we deduce that

e′(t)

(
1−

n∑
k=1

uk(t, e(t))

)
=

n∑
k=1

(A∂xu)k(t, e(t)).

Using that
n∑
k=1

uk(t, e(t)) ∈ (0, 1),

we deduce the result.

Remark 2.3.5. The above result allows us to solve numerically (2.3)–(2.4) if ϕ0 ≡ 0. By the
flatness method described in the next section, we obtain a smooth solution of (2.12) that can be
approximated through a truncation. Then, we can solve (2.18) by a standard numerical method,
provided that

∑n
k=1 uk < 1. Note that, with this condition, the Cauchy problem (2.18) admits a

unique local solution thanks to the Cauchy-Lipschitz theorem. In the proof of theorem 2.2.2, we
use directly corollary 2.3.2 instead of corollary 2.3.4 to obtain the existence and uniqueness of e.

2.3.2 The flatness approach

theorems 2.2.1, 2.2.2 and 2.2.5 are based on the flatness approach. This strategy was introdu-
ced in [81] for the heat equation, and we follow here the same strategy by searching the solution
u of (2.4) in the form

u(t, x) :=

∞∑
i=0

x2i

(2i)!
A−iα(i)(t) ((t, x) ∈ R2), (2.19)

where α : R→ Rn is Gevrey of order σ ∈ (1, 2), i.e., there exist M1, R1 > 0 such that∣∣∣α(i)(t)
∣∣∣ 6M1

(i!)σ

Ri1
(i ∈ N, t ∈ R). (2.20)
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Here and in what follows, we use the notation | · | for the maximum norm of Rn. Formally, we
see that for all (t, x), we have the following relations

∂tu(t, x)−A∂2
xu(t, x) =

∞∑
i=0

x2i

(2i)!
A−iα(i+1)(t)−

∞∑
i=1

x2i−2

(2i− 2)!
A−(i−1)α(i)(t) = 0,

∂xu(t, 0) = 0.

To justify the above property, we need to show that u given by (2.19), with α given later by (2.38),
is well-defined and is a Gevrey function. First, we set

fi(t, x) :=
x2i

(2i)!
A−iα(i)(t) ((t, x) ∈ R2, i ∈ N).

If 2i < k, then ∂`t∂kxfi ≡ 0, and if 2i > k, then (2.20) yields∣∣∣∂`t∂kxfi(t, x)
∣∣∣ 6M1

((`+ i)!)σ

R`+i1

‖A−1‖i |x|
2i−k

(2i− k)!
, (2.21)

where here ‖ · ‖ denotes the matrix norm induced by the maximum norm in Rn. Using that (`+
i)! 6 2`+i`!i! and the Stirling formula, we deduce that u given by (2.19), with α satisfying (2.20),
is well-defined. Furthermore, for every r > 0, there exist M > 0 such that∣∣∣∂`t∂kxu(t, x)

∣∣∣ 6M
(`!)σ

(R1/2σ)`
k!

rk
(`, k ∈ N, t > 0, |x| 6 r).

We have thus obtained the following result :

Proposition 2.3.6. Assume α satisfies (2.20). Then u given by (2.19) is Gevrey of class σ in
time and 1 in space and is a solution of (2.12).

2.4 Proof of the main results

2.4.1 Proof of Theorem 2.2.1

We consider u given by (2.19) with α given by

α(t) := θσ

(
t

T

)
u0 +

(
1− θσ

(
t

T

))
u1 ∈ Rn (t ∈ R), (2.22)

where θσ is defined by (2.7). We also set

e(t) :=
e1 − e0

T
t+ e0 (t ∈ [0, T ]). (2.23)

In particular,

e′(t) =
e1 − e0

T
> 0 and e0 6 e(t) 6 e1 (t ∈ [0, T ]).

Applying proposition 2.3.6, we deduce the regularity of (e, u) and that (2.3)–(2.4) hold with the
controls given by

ϕ(t) := A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) and ϕ0(t) := e′(t)−
n∑
k=1

ϕk(t) (t > 0). (2.24)
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Moreover, using the properties (2.7) of θσ, we also have

u(t, x) = u0 if t 6 0, u(t, x) = u1 if t > T. (2.25)

There exists d ∈ (0, 1) such that

d 6 min
k∈{1,...,n}

u0
k and

n∑
k=1

u0
k 6 1− d. (2.26)

Taking ε 6 d/2 in (2.9), we deduce from the above estimates and from (2.22) that

d

2
6 min

k∈{1,...,n}
αk and

n∑
k=1

αk 6 1− d

2
in (0, T ). (2.27)

Now, we can write

n∑
k=1

uk(t, x) =

n∑
k=1

αk(t) +

∞∑
i=1

x2i

(2i)!

n∑
k=1

[
A−iα(i)(t)

]
k

(2.28)

and

uk(t, x) = αk(t) +

∞∑
i=1

x2i

(2i)!

[
A−iα(i)(t)

]
k

(1 6 k 6 n). (2.29)

Using (2.8) and (2.9), we have∣∣∣α(i)(t)
∣∣∣ 6 εM

(i!)σ

(RT )i
(i ∈ N∗, t ∈ R) (2.30)

and thus∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x2i

(2i)!

[
A−iα(i)(t)

]
k

∣∣∣∣∣ 6Mε

∞∑
i=1

(‖A−1‖(e1)2

RT

)i
(i!)σ

(2i)!

(t ∈ [0, T ], x ∈ [0, e(t)]). (2.31)

Taking ε small enough, we deduce that

d

4
6 min

k∈{1,...,n}
uk(t, x) and

n∑
k=1

uk(t, x) 6 1− d

4

(t ∈ [0, T ], x ∈ [0, e(t)]) . (2.32)

Finally, from (2.24) and (2.29), we have

ϕk(t) = e′(t)αk(t) +
∞∑
i=1

e(t)2i−1

(2i− 1)!

[
A−(i−1)α(i)(t)

]
k

+ e′(t)
∞∑
i=1

e(t)2i

(2i)!

[
A−iα(i)(t)

]
k

(t > 0, 1 6 k 6 n) (2.33)
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2.4. Proof of the main results

and

ϕ0(t) = e′(t)

(
1−

n∑
k=1

αk(t)

)
−
∞∑
i=1

e(t)2i−1

(2i− 1)!

n∑
k=1

[
A−(i−1)α(i)(t)

]
k

− e′(t)
∞∑
i=1

e(t)2i

(2i)!

n∑
k=1

[
A−iα(i)(t)

]
k

(t > 0). (2.34)

The relations in (2.23) and (2.27) yield

e′(t)αk(t) >
e1 − e0

T

d

2
> 0, e′(t)

(
1−

n∑
k=1

αk(t)

)
>
e1 − e0

T

d

2
> 0

(t ∈ [0, T ]). (2.35)

On the other hand, for any k ∈ {1, . . . , n},∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

e(t)2i−1

(2i− 1)!

[
A−(i−1)α(i)(t)

]
k

∣∣∣∣∣ 6Mε

∞∑
i=1

‖A−1‖i−1
(
e1
)2i−1

(RT )i
(i!)σ

(2i− 1)!

(t ∈ [0, T ]) (2.36)

and ∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

e(t)2i

(2i)!

[
A−iα(i)

]
k

(t)

∣∣∣∣∣ 6Mε
∞∑
i=1

(‖A−1‖(e1)2

RT

)i
(i!)σ

(2i)!
(t ∈ [0, T ]). (2.37)

Taking ε small enough, and combining (2.33)–(2.37), we deduce (2.2) in (0, T ).
This concludes the proof of theorem 2.2.1.

2.4.2 Proof of Theorem 2.2.2

We consider u given by (2.19) with α defined through the function θσ given in (2.7) :

α(t) := θσ

(
t

T

)
u0 +

(
1− θσ

(
t

T

))
u1 ∈ Rn (t ∈ R). (2.38)

Using (2.8), we have ∣∣∣α(i)(t)
∣∣∣ 6M1

(i!)σ

(RT )i
(i ∈ N∗, t ∈ R) (2.39)

Applying proposition 2.3.6, we deduce the regularity of u, and that it satisfies (2.12), and

u(0, x) = u0, u(T, x) = u1 (x ∈ R).

Note that we have for (t, x) ∈ R2,

n∑
k=1

uk(t, x) =

n∑
k=1

αk(t) +

∞∑
i=1

x2i

(2i)!

n∑
k=1

[
A−iα(i)(t)

]
k

(2.40)

and

uk(t, x) = αk(t) +
∞∑
i=1

x2i

(2i)!

[
A−iα(i)(t)

]
k

(1 6 k 6 n). (2.41)
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From (2.39), we deduce that if |x| 6 r and T > 1, then∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x2i

(2i)!

[
A−iα(i)(t)

]
k

∣∣∣∣∣ 6 f(r)

T
,

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x2i

(2i)!

n∑
k=1

[
A−iα(i)(t)

]
k

∣∣∣∣∣ 6 nf(r)

T
, (2.42)

where

f(r) := M1

∞∑
i=1

(
r2‖A−1‖

R

)i
(i!)σ

(2i)!
<∞. (2.43)

Now, let us consider d ∈ (0, 1) such that

d 6 min
k∈{1,...,n}

u0
k,

n∑
k=1

u0
k 6 1− d, d 6 min

k∈{1,...,n}
u1
k, and

n∑
k=1

u1
k 6 1− d, (2.44)

Then, the above relations and (2.38) yield

d 6 min
k∈{1,...,n}

αk and
n∑
k=1

αk 6 1− d. (2.45)

We then set

r :=
2

d
e0

(
1−

n∑
k=1

u0
k

)
> 0 (2.46)

and we consider T > 1 such that
nf(r)

T
6
d

2
.

Combining (2.40)–(2.42), (2.45) and the above relation, we deduce

d

2
6 min

k∈{1,...,n}
uk(t, x) and

n∑
k=1

uk(t, x) 6 1− d

2
(t > 0, |x| 6 r). (2.47)

In particular, the function

U(t, x) :=

∫ x

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, y)

)
dy

is increasing in x ∈ [0, r], and satisfies U(t, 0) = 0, and, with (2.46),

U(t, r) > r
d

2
= e0

(
1−

n∑
k=1

u0
k

)
.

Therefore, there exists a unique e(t) ∈ [0, r] such that∫ e(t)

0

(
1−

n∑
k=1

uk(t, x)

)
dx = e0

(
1−

n∑
k=1

u0
k

)
.

One can check that U is Gevrey of order σ in time and 1 in space. Thus using the Implicit Gevrey
map theorem (see [114, Theorem 8.1]), we deduce that e is Gevrey of order σ. We have e(0) = e0

and if we set

ϕk(t) :=
d

dt

∫ e(t)

0
uk(t, x) dx (1 6 k 6 n, t > 0)
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then we see that
d

dt

∫ e(t)

0
u0(t, x) dx = 0

and thus (2.13) holds and from lemma 2.3.1, we deduce that (e, u) is a solution of (2.3)–(2.4).
From (2.47) and e(t) 6 r, we deduce that (e(t), u(t)) ∈ S for all t ∈ [0, T ].
This concludes the proof of theorem 2.2.2.

2.4.3 Proof of Proposition 2.2.4

We now prove that the controllability of the system can fail for small times.
We denote by A> the transpose of A and by hypothesis, there exist a ∈ Rn, a 6= 0 and λ 6= 0

such that
A>a = λa.

Since a 6= 0, there exist u0, u1 ∈ Rn such that

u0 · a 6= u1 · a,

together with

min
k∈{1,...,n}

u0
k > 0, min

k∈{1,...,n}
u1
k > 0,

n∑
k=1

u0
k < 1,

n∑
k=1

u1
k < 1.

We also choose e0 > 0 and e1 > 0 such that (2.10) holds. Let us consider a control (ϕk)k with
ϕ0 ≡ 0 and a solution (e, u) of (2.3)–(2.4) satisfying (e(t), u(t, x)) ∈ S, for every t ∈ [0, T ] and
x ∈ (0, e(t)), and

e(T ) = e1, u(T, x) = u1 (x ∈ (0, e1)).

We set

v := u · a+

n∑
k=1

|ak|, v0 := u0 · a+

n∑
k=1

|ak|, v1 := u1 · a+

n∑
k=1

|ak|

and we have v0 6= v1 and v0, v1 > 0. Since (e(t), u(t, x)) ∈ S for all t ∈ [0, T ], we have v(t, x) > 0,
for all (t, x). From corollary 2.3.2, we deduce

e(t) > L :=

∫ e0

0

(
1−

n∑
k=1

u0
k(x)

)
dx > 0.

Taking the inner product of the first equation of (2.4) with a, and using the above results, we
deduce that 

∂tv − λ∂2
xv = 0 in (0, T )× (0, L),

v(t, 0) > 0, v(t, L) > 0 t ∈ (0, T ),
v(0, x) = v0 > 0, v(T, x) = v1 > 0 x ∈ (0, L).

If λ > 0, we can apply [75, Theorem 2.1] to deduce the existence of T0(v0, v1, L, λ) > 0 such that

T > T0.

If λ < 0, we can perform the change of variable t 7→ T − t and apply [75, Theorem 2.1] to deduce
the result.
This concludes the proof of proposition 2.2.4.
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2.4.4 Proof of Theorem 2.2.5

We end this section by the proof of the controllability result in arbitrarily small time, using
n+ 1 controls which are not subject to any sign constraint.

Using ϕ0, we can control e independently of u. More precisely, let us set

e(t) := e0θσ

(
3t

T

)
+ εT 1/2

(
θσ

(
1− 3t

T

)
− θσ

(
3− 3t

T

))
+ e1θσ

(
3− 3t

T

)
, (2.48)

with ε ∈ (0, 1) small enough that we specify later. We define u with (2.19) where α is defined
through the function θσ given in (2.7) :

α(t) := θσ

(
3t

T
− 1

)
u0 +

(
1− θσ

(
3t

T
− 1

))
u1 ∈ Rn (t ∈ R). (2.49)

We have that α satisfies (2.39). Then, applying proposition 2.3.6, we deduce the regularity of
(e, u) and that it satisfies (2.3)–(2.4) with the controls given by

ϕ(t) := A∂xu(t, e(t)) + e′(t)u(t, e(t)) and ϕ0(t) := e′(t)−
n∑
k=1

ϕk(t) (t > 0). (2.50)

Using the properties (2.7) of θσ, we also have

u(t, x) = u0 if t 6
T

3
, u(t, x) = u1 if t >

2T

3
, (2.51)

and

e(t) = e0 if t 6 0, e(t) = εT 1/2 if t ∈
(
T

3
,
2T

3

)
, e(t) = e1 if t > T (2.52)

and e(t) > min(e0, e1, εT 1/2) > 0 in the other intervals. It only remains to show that

0 < min
k∈{1,...,n}

uk(t, x) and
n∑
k=1

uk(t, x) < 1 (t ∈ (0, T ), x ∈ (0, e(t))). (2.53)

Using (2.51), we deduce the above relations for t /∈
(
T
3 ,

2T
3

)
. If t ∈

(
T
3 ,

2T
3

)
, we use (2.19) to write

(2.40), with

n∑
k=1

αk(t) = θσ

(
3t

T
− 1

) n∑
k=1

u0
k +

(
1− θσ

(
3t

T
− 1

)) n∑
k=1

u1
k ∈ (0, 1)

(t ∈ (0, T )).

As in the proof of theorem 2.2.2, we only need to estimate the sum in the right-hand side of
(2.40) : using (2.52), e(t) = εT 1/2 and combining it with (2.39), we obtain∣∣∣∣∣

∞∑
i=1

x2i

(2i)!

n∑
k=1

[
A−iα(i)(t)

]
k

∣∣∣∣∣ 6M1nε
2
∞∑
i=1

(‖A−1‖
R

)i
(i!)σ

(2i)!
(x ∈ (0, εT 1/2)). (2.54)

In particular, taking ε small enough, we conclude that
n∑
k=1

uk ∈ (0, 1)

(
t ∈
(
T

3
,
2T

3

)
, x ∈ (0, e(t))

)
.

The other relation in (2.53) is obtained similarly by taking ε possibly smaller.
This concludes the proof of theorem 2.2.5.
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2.5 Numerical illustrations

Within the flatness method, one can deduce naturally a numerical algorithm to approximate
the solution of (2.4). Assuming that the solution u is given by (2.19), where α : R → Rn is a
Gevrey function of order σ ∈ (1, 2) satisfying (2.20), one can approach u by its partial sums :

uN (t, x) :=
N∑
i=0

x2i

(2i)!
A−iα(i)(t) ((t, x) ∈ R2). (2.55)

The following result gives an estimate of the error between u and uN . The proof is standard, but
we recall it for completeness.

Lemma 2.5.1. Assume σ ∈ (1, 2), and let L > 0. There exists a constant C > 0 such that for
any Gevrey function α satisfying (2.20), there exists N0 ∈ N∗ such that for any N > N0, u and
uN , given respectively by (2.19) and (2.55), satisfy

‖u− uN‖L∞(R×[−L,L]) 6 CM1

√
N

lnN

(
L2
∥∥A−1

∥∥
4R1

)N
1

(N !)2−σ . (2.56)

Proof. From (2.20) and the Stirling formula, there exist a constant C > 0 and N0 ∈ N∗ such
that for any L > 0, x ∈ [−L,L] and i > N0,∣∣∣∣ x2i

(2i)!
A−iα(i)(t)

∣∣∣∣ 6 CM1

(
L2
∥∥A−1

∥∥ e2−σ

4R1

)i
ii(σ−2)+ 1

2
(σ−1). (2.57)

We thus set

K :=
L2
∥∥A−1

∥∥ e2−σ

4R1
, g(y) := (2− σ)y ln y − σ − 1

2
ln y − y lnK

so that (2.57) can be written as ∣∣∣∣ x2i

(2i)!
A−iα(i)(t)

∣∣∣∣ 6 CM1e
−g(i). (2.58)

Using that σ ∈ (1, 2), we deduce that taking N0 large enough, we have

g′(y) > g′(N) >
2− σ

2
ln(N) > 0 (y > N > N0).

Therefore, we deduce from the above relation, together with (2.19), (2.55) and (2.58) that

‖u− uN‖L∞(R×[−L,L]) 6 CM1

∫ ∞
N

e−g(y) dy 6
CM1

ln(N)
e−g(N).

We conclude the proof of this lemma by using the Stirling formula.

We will now give different illustrations of our results. All the calculations are performed using
Matlab.
For (t, x) ∈ R2, u(t, x) from (2.19) is approximated by (2.55). Thanks to the previous proposition,
one does not need to take N to be very large (most of the time, we use N = 100 nonetheless) one
can observe in figure 2.3a that the convergence is fast. The derivatives of α are computed induc-
tively as in the appendix of [84]. As θσ from (2.7) converges pointwise to a Heaviside function
when σ goes to 1 in order for the numerical computation to go well and to avoid an explosion (see
figure 2.3b) one will benefit from taking σ close to 2 therefore, we chose to work with σ = 2− 1

32 .
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Remark 2.5.2. According to [15] (see also [6]) a matrix form which is of physical interest for
this system is given by A(u) = (Ai,j(u))i,j∈{1,...,n} with

Ai,i(u) =
∑

16k 6=i6n
(Ki,k −Kk,0)uk +Kk,0, for 1 6 i 6 n,

Ai,j(u) = −(Ki,j −Ki,0)ui, for 1 6 i 6= j 6 n,

where for every 0 6 i 6= j 6 n, Ki,j = Kj,i > 0.

All the computations are done with n = 4, and A = A(u0) constructed as in the previous
remark with :

(Ki,j)i,j∈{1,...,n} =


∗ 2 2 5
2 ∗ 5 7
2 5 ∗ 3
5 7 3 ∗

 and (Ki,0)i∈{1,...,n} =


5
8
7
9

 .

2.5.1 Illustrations for Theorem 2.2.2.

For this part, we take,

e0 = 1/2, u0 =
1

10


1
2

2.5
1

 and u1 =
1

10


2.5
4.5
1

1.5

 . (2.59)

Recall that when ϕ0 is set to 0, u0, u1, e0 and e1 satisfy the compatibility condition (2.3.4). With
the values given in (2.59), this leads to

e1 = 7/2. (2.60)

Here, we compute e as the solution of the Cauchy problem given in corollary 2.3.4 using
the ode45 function from Matlab by approximating u and ∂xu with truncated series as described
before, ϕ and ϕ0 are then computed from uN and e using (2.24). The result can be seen in figures
2.1,2.2. In figure 2.1a we can see that the condition (2.10) is numerically verified (as e1 isn’t used
in the algorithm that computes e), and in figure 2.1b, the fact that ϕ0 ≡ 0 is also numerically
verified. In figure 2.2 we give the graphs of u(t, ·) for different values of t which allows us to see
that the transition from u0 to u1 is quite smooth.
In figure 2.3a one can observe the fast convergence of ϕ1 with respect to N . In fact the control
has numerically converged for N = 4. Finally, in figure 2.3b we illustrate the dependence of the
control with respect to σ. We see in particular the fact that for σ close to 1, the control becomes
singular. In fact, at a given time T > 0, taking σ close to 1 leads to a violation of the state
constraints. Roughly speaking, the more σ is small the larger T has to be. As example, the state
constraint is still violated for σ = 1.3 and T = 100.

2.5.2 Illustration of Theorem 2.2.5

To numerically illustrate theorem 2.2.5, we take e0, u0, e1 and u1 as in the previous paragraph,
i.e., they are given by (2.59) and (2.60). Here, e is given by (2.48) and ϕ0, . . . , ϕn are obtained
through (2.24). In (2.48), we chose ε = 0.1, recall that this value has to be chosen small enough
to ensure the state constraints on u.
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(a) Graph of e.
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(b) Graphs of the controls.

Figure 2.1 – Numerical test with T = 4, N = 100 and σ = 2− 1
32 . The values of e0, u0 and u1

are given in (2.59).

Using ϕ0 we are able to control our system from the same steady states as in the previous
case and with the same parameters in arbitrarily small time (we take T = 0.25 for the numerical
illustration). Recall that in the n controls case a minimal time is required to ensure that

∑n
i=1 ui <

1, and this constraint is violated even for T = 3 (when ϕ0 ≡ 0). On figure 2.4, we have displayed
the trajectory of e and the controls ϕ0, . . . , ϕ4.

57



Chapitre 2. Controllability results for a cross diffusion system with a free boundary by a flatness approach

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
x

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

u 0
(t,

.)

(a) Representation of u0(t, ·).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
x

0.100

0.125

0.150

0.175

0.200

0.225

0.250

0.275

u 1
(t,

.)
(b) Representation of u1(t, ·).
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(d) Representation of u3(t, ·).
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(e) Representation of u4(t, ·).
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(f) Legend of the previous graphs.

Figure 2.2 – Representation of u(t, ·) for different values of t. The parameters are given in
figure 2.1.
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Figure 2.3 – Dependency of ϕ1 with respect to N or σ. The values of e0, u0 and u1 are given
in (2.59).
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(b) Graphs of the controls.

Figure 2.4 – Numerical test with T = 0.25, N = 100, ε = 0.1 (see (2.48)) and σ = 2− 1
32 . The

values of e0, u0, e1 and u1 are given in (1.23) and (1.24).
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3

Controllability of the Stefan problem
by the flatness approach

Les résultats présentés dans ce chapitre font l’objet de la publication [16] réalisée en
collaboration avec Jérôme Lohéac et Takéo Takahashi.
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3.1 Abstract

We show the boundary controllability to stationary states of the Stefan problem with two
phases and in one dimension in the space variable. In the case of an initial condition that is
a stationary state and for a time of control large enough, we also obtain the controllability to
stationary states with the sign constraints associated with the problem. Our method is based on
the flatness approach that consists in writing the solution and the controls through two outputs
and their derivatives. We construct these outputs as Gevrey functions of order σ so that our
solution and controls are also in a Gevrey class.

3.2 Introduction and main results

In this article, we consider the controllability of the Stefan problem with two phases and in
dimension 1 in space. This system can model a solid-liquid phase transition, and is illustrated
on figure 3.1. One of the main difficulties in the study of this system is that it contains a
free boundary, that is the interface between the two phases. In dimension 1 in space, the system
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couples two heat equations and a differential equation for the motion of the interface. There is an
important literature devoted to the study of the Stefan problem. Concerning the well-posedness,
one can quote for instance in the one-dimensional case [12–14, 25, 26, 41, 51]. In [43], the author
obtains the analyticity of the interface between the two phases. Let us also mention [42] where the
author shows the existence and uniqueness of weak solutions for the Stefan problem in dimension
n > 1 and analyzes their properties. The regularity of the free boundary in that case is studied
in [58].

Concerning the controllability of the Stefan problem, let us mention [21, 29, 30] where the
authors tackle the local null-controllability of Stefan problem in dimension 1 or in dimension 2
in star-shaped domains. The method is based on a linearization of the system, a fixed point
argument and Carleman estimates to handle the controllability of the corresponding parabolic
system. Note that in their results, the temperature is lead to zero but there is no constraint on
the interface position. Recently, in [11], the controllability to trajectories of the Stefan problem
with one phase and dimension 1 in space is shown. The method is based again on a linearization
of the system after a change of variables and the controllability of the linear system is obtained
by using Carleman estimates. In that case, the authors control both the temperature and the
position of the interface. Let us also mention [45], where the authors obtain the controllability
of the linearized Stefan problem with surface tension and [46] where the authors show the local
exact controllability to stationary trajectories of a system similar to the one considered here.
Finally, in the case of feedback stabilization, we can quote for instance [59, 61, 62]. The method
used to stabilize the Stefan problem is based on the backstepping method. We would also like to
mention some results concerning the inverse problem associated with the Stefan system : [48,49].

In this article, our aim is to obtain the controllability to the steady states, and in order
to do this, we are going to use the flatness method that we recall in the next section. In this
approach, the state and the controls are described by series. Such an approach was already
applied for the heat equation [81], general parabolic equations [82], the Schrödinger equation
[84], the linear Korteweg–de Vries equation [80] and semilinear heat equations [70]. We would
like to mention in particular that the flatness approach was already applied to the Stefan problem
for motion planning questions in [23] for the one phase Stefan problem and in [24, 104] for the
two phases Stefan problem. In these results, the authors decompose the solutions as series of
power with coefficients depending on time (as it is done in the next section). However, to ensure
the convergence of the power series, they need a lower bound of the radius of convergence of the
series. In the three above mentioned papers, this bound is computed as the root of a polynomial
of degree 3, and in [23] several computations are done in order to obtain more information on
this bound. If the obtained radius of convergence is not large enough, the series cannot be used
as solutions of the Stefan problem. In the present paper, we manage to refine the estimates for
the coefficients of the series. In particular, we show that the radius of convergence is infinite. Let
us note that we propose here a control for any regular enough (typically C1, see theorem 3.2.1)
initial data, while [24, 104] are only devoted to the transition between stationary states. In this
article, we also tackle the controllability issue with the sign constraints on the state. In the
Stefan problem, the temperature satisfies physical sign constraints : the temperature in the
liquid (respectively solid) phase is above (respectively below) the melting temperature. Using
the flatness approach, we can obtain a controllability result with these conditions in the case of
where the initial and final conditions are stationary states (with the physical sign constraints)
and for a time of control large enough (see theorem 3.2.2).
Let us now describe precisely our system and our results.
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1

Figure 3.1 – Schematic representation of the problem.

First we consider the Stefan problem :

∂tθ = c∂2
xθ (t > 0, x ∈ (0, 1) \ {b(t)}), (3.1a)

θ(t, b(t)) = 0 (t > 0), (3.1b)
b′(t) = ∂xθ(t, b(t)

−)− ∂xθ(t, b(t)+) (t > 0), (3.1c)

with initial condition :
b(0) = b0, θ(0, ·) = θ0. (3.2)

At the boundaries, we impose two controls :

θ(t, 0) = u0(t), θ(t, 1) = u1(t) (t > 0). (3.3)

In the above system, θ denotes the temperature of the material, and we assume that this material
is liquid for x < b(t) and solid for x > b(t). If necessary, we write

θ−(t, x) := θ(t, x) (x < b(t)) and θ+(t, x) := θ(t, x) (x > b(t)).

Both temperatures are equal at the interface and by a change of variables we can assume that
θ−(t, b(t)) = θ+(t, b(t)) which permits to use the global variable θ as a function continuous at
b(t). The motion of the interface depends on the jump of the derivatives of θ at x = b(t). Here,
we have assumed that the diffusion coefficient is constant on each state of the material :

c :=

{
c− if x < b(t),
c+ if x > b(t),

(3.4)

where c−, c+ ∈ R∗+. Note that by some change of variables we can assume that all the other
physical parameters are equal to 1. A natural physical condition for the above system consists
in imposing

θ(t, x) < 0 (x ∈ (0, b(t))) and θ(t, x) > 0 (x ∈ (b(t), 1)) (t > 0). (3.5)
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Our aim is to use the controls u0 and u1 in order to reach a stationary state
(
b, θ
)
of (3.1)

in a finite time T > 0. Such a stationary state satisfies b ∈ (0, 1) and for some constant v ∈ R :

θ(x) = v(x− b). (3.6)

In our first result, we show that we can reach such a stationary state by using the flatness
approach. Note that in this result, we do not impose the condition (3.5).

Theorem 3.2.1. Assume

b0 ∈ (0, 1), θ0 ∈ C1([0, 1] \ {b0}) ∩ C0([0, 1]),

θ0 6 0 in [0, b0], θ0 > 0 in [b0, 1], θ0(0) < 0, θ0(1) > 0.
(3.7)

Then for any T > 0, σ ∈ (1, 2), b ∈ (0, 1) and v ∈ R, there exist two controls u0, u1 Gevrey of
order σ in [0, T ] such that the solution (b, θ) of (3.1)–(3.3) satisfies

b(T ) = b, θ(T, x) = v(x− b) (x ∈ [0, 1]). (3.8)

Moreover, for any ε > 0, b is Gevrey of order σ in [ε, T ] and there exist S− and S+ in [ε, T ]×R
Gevrey of order σ in time and 1 in space such that

θ−(t, x) = S−(t, x− b(t)) (t ∈ [ε, T ], x ∈ [0, b(t)]),

θ+(t, x) = S+(t, x− b(t)) (t ∈ [ε, T ], x ∈ [b(t), 1]).

In order to respect the sign condition (3.5), the stationary states, described by (3.6), need
to satisfy v > 0. The second result states that one can use the controls u0 and u1 to pass from
such a stationary state to another, and to keep the sign condition (3.5) during the evolution of
the system. To obtain such a result, we need a time of control large enough.

Theorem 3.2.2. Assume

b0 ∈ (0, 1), v0 > 0, θ0(x) = v0(x− b0) (3.9)

and suppose that v > 0. Then there exists T1 with the following property : if T > T1 one can
choose the controls u0 and u1 such that the same properties of theorem 3.2.1 hold with ε = 0 (in
particular (3.8)) and such that (3.5) holds for all t ∈ [0, T ].

Since the problem is nonlinear, it is quite complicated to estimate the cost of the controls, but
in the framework of the above theorem, and using T large enough, we can obtain the following
result

Corollary 3.2.3. Assume the same hypotheses as theorem 3.2.2 and let us set

u0 := −vb, u1 := v
(
1− b

)
. (3.10)

Then there exist C, T1 > 0 such that for any T > T1, the controls u0 and u1 in theorem 3.2.2
satisfy

|u0(t)− u0| 6 v
∣∣b− b0∣∣+

∣∣v0 − v
∣∣max(b, b0) +

C

T

(∣∣b− b0∣∣+
∣∣v0 − v

∣∣) . (3.11)

|u1(t)− u1| 6 v
∣∣b− b0∣∣+

∣∣v0 − v
∣∣ (1−min(b, b0)

)
+
C

T

(∣∣b− b0∣∣+
∣∣v0 − v

∣∣) . (3.12)
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The quantities u0 and u1 correspond to boundary values of the stationary state (3.6).

Remark 3.2.4. In the proof of theorems 3.2.1 and 3.2.2, one can see that in fact our controls u0

and u1 are constructed from two Gevrey functions of order σ : α−,0, α+,0 and their derivatives.

Remark 3.2.5. We recall that f is Gevrey of order σ in a domain I ⊆ R if f ∈ C∞(I) and if
for any compact set K ⊂ I, there exist M,R > 0 such that

∥∥∥f (n)
∥∥∥
L∞(K)

6M
(n!)σ

Rn
(n ∈ N).

If σ = 1, it is thus an analytic function. As explained for instance in [81], one of the interests
of such a class of functions here is that for σ > 1, there exist step functions that are Gevrey of
order σ (see Section 3.4). The notion of Gevrey function for several variables in similar : for
instance for two variables as above, f is Gevrey of order σ1 in time and σ2 in space if there exist
M,R1, R2 > 0 such that

‖∂mt ∂nxf‖L∞(K) 6M
(m!)σ1

Rm1

(n!)σ2

Rn2
(m,n ∈ N).

Remark 3.2.6. An important feature in our two results is that we do not linearize the system,
and consequently, we do not have any smallness assumptions as this is the case for the results in
[21,29,30]. With respect to previous systems studied with the flatness approach (see [70,80–82,84]),
we consider here a nonlinear problem coupling PDEs and ODEs and with a free boundary.

Remark 3.2.7. Let us mention some results for the controllability of parabolic equations with a
sign constraint on the control or on the state : [73–76, 86, 105], etc. It is proved in particular in
[75, Theorem 3] that to control the heat equation under non negativity constraints on the state,
one need a minimal time. Let us also quote a similar result [98, Theorem 1.1] in the case of the
wave equation under a nonnegative control constraint.

Remark 3.2.8. Let us mention that in this paper, we have chosen Dirichlet boundary controls,
but this is not required for the flatness approach. For instance, similar results could have been
obtained with Neumann or Robin boundary controls.

The outline of the article is as follows. In Section 3.3, we describe the flatness approach in the
case of the Stefan problem. Then in Section 3.4, we present some results on the Gevrey functions.
Several of these results are well-known, but we point out that a key point in the proof of the main
results is proposition 3.4.4. In the proof of theorem 3.2.1, we need to show that the solutions
of the Stefan is regular enough for any positive time. In order to do this we use [43] where the
time regularity is proved and standard methods to obtain the regularity in space. Gathering
the results of the previous sections, we prove, in Section 3.6, our main results, theorems 3.2.1
and 3.2.2. Section 3.7 is devoted to some numerical illustrations of our method and we end this
article with Section 3.8 where we discuss some related open problems.
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Chapitre 3. Controllability of the Stefan problem by the flatness approach

3.3 The flatness approach

In this section, we present the flatness approach for the Stefan problem. We decompose the
solution of (3.1) as follows

θ(t, x) :=
∞∑
i=0

α−,i(t)
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
+
∞∑
i=0

β−,i(t)
(x− b(t))2i

(2i)!
(x < b(t)), (3.13a)

θ(t, x) :=

∞∑
i=0

α+,i(t)
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
+

∞∑
i=0

β+,i(t)
(x− b(t))2i

(2i)!
(x > b(t)). (3.13b)

Note that formally (3.1b) yields β±,0 = 0. The separation between odd and even powers is due
to the case of the heat equation, see [81,82] where only the odd or the even powers appear.

Formally, for both (3.13a) and (3.13b), we have

∂tθ − c∂2
xθ =

∞∑
i=0

α′i(t)
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
−
∞∑
i=0

αi(t)b
′(t)

(x− b(t))2i

(2i)!

+
∞∑
i=0

β′i(t)
(x− b(t))2i

(2i)!
−
∞∑
i=0

βi+1(t)b′(t)
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!

− c
∞∑
i=0

αi+1(t)
(x− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
− c

∞∑
i=0

βi+1(t)
(x− b(t))2i

(2i)!
,

so that (3.1a) yields that αi and βi satisfy the recurrence formula{
β−,i+1 = 1

c−
β′−,i − 1

c−
b′α−,i,

α−,i+1 = 1
c−
α′−,i − 1

c−
b′β−,i+1,

{
β+,i+1 = 1

c+
β′+,i − 1

c+
b′α+,i,

α+,i+1 = 1
c+
α′+,i − 1

c+
b′β+,i+1,

(i > 0). (3.14)

Finally, (3.1c) imposes,
b′ = α−,0 − α+,0. (3.15)

We thus see that all the coefficients of θ, that is (α±,i), (β±,i), and b′ are completely given by
α−,0 and α+,0. The idea of the flatness method consists in constructing α−,0 and α+,0 so that θ
and b satisfy the initial and final conditions and then, the controls u0 and u1 are given by

u0(t) := −
∞∑
i=0

α−,i(t)
b(t)2i+1

(2i+ 1)!
+

∞∑
i=0

β−,i(t)
b(t)2i

(2i)!
, (3.16a)

u1(t) :=

∞∑
i=0

α+,i(t)
(1− b(t))2i+1

(2i+ 1)!
+

∞∑
i=0

β+,i(t)
(1− b(t))2i

(2i)!
. (3.16b)

The proof of theorem 3.2.1 relies on the above formal computation that we justify by using
the Gevrey functions.

3.4 Gevrey functions

We recall here some standard results on the Gevrey functions, and we study systems of the
form (3.14) when the first two terms are Gevrey of order σ. Let us quote for instance [99,102,114]
for some references on the Gevrey functions.
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3.4. Gevrey functions

Notation 3.4.1. For M,R > 0 and σ > 1, we denote by G(M,R, σ) the set of functions
f ∈ C∞(R) such that ∥∥∥f (n)

∥∥∥
L∞(R)

6M
(n!)σ

Rn
(n ∈ N).

We recall the following results

Lemma 3.4.2. Assume σ > 1. Then there exist φσ : R → [0, 1] and ησ : R → R+ two Gevrey
functions of order σ such that

φσ(t) =

{
1 if t 6 0,

0 if t > 1,
φσ(t) + φσ(1− t) = 1 (t ∈ R),

supp ησ ⊂ [0, 1], ησ > 0,

∫
R
ησ ds = 1.

(3.17)

In particular, there exist M0, R0 > 0 such that φσ, ησ ∈ G(M0, R0, σ).

Proof. We set k := (σ − 1)−1 and we consider the Gevrey function of order σ

φσ(t) :=


1 if t 6 0,

e−((1−t)−k)

e−((1−t)−k) + e−(t−k)
if t ∈ (0, 1),

0 if t > 1.

Then, we set

ησ :=
φσ(t)φσ(1− t)∫

R
φσ(s)φσ(1− s) ds

(t ∈ R).

One can check that φσ and ησ satisfy the properties of the lemma.

Lemma 3.4.3. Assume `, i, j ∈ N and σ > 1. Then

∑̀
m=0

(
`

m

)
(`−m+ i)!σ (m+ j)!σ 6

(
i!j!(i+ j + `+ 1)!

(i+ j + 1)!

)σ
.

We have the following crucial result

Proposition 3.4.4. Assume σ > 1, Mf ,Mα,Mβ, R, χ ∈ R∗+. Suppose f ∈ G(Mf , R, σ) and let
us consider the sequences (αi)i∈N and (βi)i∈N defined by

α0 ∈ G(Mα, R, σ), β0 ∈ G(Mβ, R, σ)

and for any i > 0, {
βi+1 = χβ′i − χfαi,
αi+1 = χα′i − χfβi+1.

(3.18)

Then, for any ρ > 0 such that

ρ 6
23−σR

3
and ρ 6

2Mα

3χ
(
Mβ

R +MαMf

)
Mf

, (3.19)
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Chapitre 3. Controllability of the Stefan problem by the flatness approach

we have, for any `, i ∈ N,∥∥∥α(`)
i

∥∥∥
L∞(R)

6
Mαχ

i

R`ρi
(`+ 2i)!σ

i!2−σ(2i)!σ−1
, (3.20)∥∥∥β(`)

i+1

∥∥∥
L∞(R)

6

(
Mβ

R
+MαMf

)
χi+1

R`ρi
(`+ 2i+ 1)!σ

i!2−σ(2i+ 1)!σ−1
. (3.21)

If β0 = 0, then one can take Mβ = 0 in the above statements.

Remark 3.4.5. Note that in [23], the authors show an induction result similar to proposi-
tion 3.4.4 (see [23, Theorem 2.1]). More precisely, they can deal with more general non-linearities
as the one associated with the Stefan problem, but they also need a smallness condition that we
avoid here.

Proof of proposition 3.4.4. We consider ρ > 0 satisfying (3.19). We show (3.20)–(3.21) by in-
duction on i. For i = 0, (3.20) is a consequence of α0 ∈ G(Mα, R, σ). Then, using that f ∈
G(Mf , R, σ), α0 ∈ G(Mα, R, σ), and β0 ∈ G(Mβ, R, σ) combined with the Leibniz rule, we de-
duce,

∣∣∣β(`)
1

∣∣∣ 6 χ
∣∣∣β(`+1)

0

∣∣∣+χ ∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
α

(`−m)
0 f (m)

∣∣∣∣∣ 6 χ
Mβ (`+ 1)!σ

R`+1
+
χMαMf

R`

∑̀
m=0

(
`

m

)
(`−m)!σ (m!)σ .

Using lemma 3.4.3, we obtain (3.21) for i = 0.
Assume now (3.20)–(3.21) for i ∈ N. Then (3.18) and the Leibniz rule imply

∣∣∣α(`)
i+1

∣∣∣ 6 χ
∣∣∣α(`+1)
i

∣∣∣+ χ

∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
β

(`−m)
i+1 f (m)

∣∣∣∣∣ . (3.22)

Using (3.20) and that σ > 1, we have

χ
∣∣∣α(`+1)
i

∣∣∣ 6 Mαχ
i+1

R`ρi+1

(`+ 2 + 2i)!σ

(i+ 1)!2−σ(2i+ 2)!σ−1

ρ

R

(i+ 1)2−σ(2i+ 2)σ−1(2i+ 1)σ−1

(`+ 2 + 2i)σ

6
Mαχ

i+1

R`ρi+1

(`+ 2 + 2i)!σ

(i+ 1)!2−σ(2i+ 2)!σ−1

ρ2σ−2

R
. (3.23)

Using (3.21) and that f ∈ G(Mf , R, σ), we have that

χ

∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
β

(`−m)
i+1 f (m)

∣∣∣∣∣ 6 χi+2

R`ρi

(
Mβ

R +MαMf

)
Mf

(i)!2−σ(2i+ 1)!σ−1

∑̀
m=0

(
`

m

)
(`−m+ 2i+ 1)!σ (m!)σ .

Applying lemma 3.4.3 and using that σ > 1, we find

χ

∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
β

(`−m)
i+1 f (m)

∣∣∣∣∣ 6 Mαχ
i+1

R`ρi+1

(`+ 2 + 2i)!σ

(i+ 1)!2−σ(2i+ 2)!σ−1

ρχ
(
Mβ

R +MαMf

)
Mf

2Mα
.

Using the above estimate and (3.23), in (3.22), together with the condition (3.19) on ρ, we deduce
(3.20) for αi+1.
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3.4. Gevrey functions

We proceed similarly for βi+1 : applying the Leibniz rule on (3.18), we deduce

∣∣∣β(`)
i+2

∣∣∣ 6 χ
∣∣∣β(`+1)
i+1

∣∣∣+ χ

∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
α

(`−m)
i+1 f (m)

∣∣∣∣∣ . (3.24)

From (3.21), we have

χ
∣∣∣β(`+1)
i+1

∣∣∣ 6 (Mβ

R
+MαMf

)
χi+2

R`ρi+1

(`+ 2i+ 3)!σ

(i+ 1)!2−σ(2i+ 3)!σ−1

ρ2σ−2

R
. (3.25)

Using (3.20) and that f ∈ G(Mf , R, σ), we have that

χ

∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
α

(`−m)
i+1 f (m)

∣∣∣∣∣ 6 MαMf

R`
χi+2

ρi+1

1

(i+ 1)!2−σ(2i+ 2)!σ−1

∑̀
m=0

(
`

m

)
(`−m+ 2i+ 2)!σm!σ.

The above estimate and lemma 3.4.3 imply

χ

∣∣∣∣∣∑̀
m=0

(
`

m

)
α

(`−m)
i+1 f (m)

∣∣∣∣∣ 6 1

3

(
Mβ

R
+MαMf

)
χi+2

R`ρi+1

(`+ 2i+ 3)!σ

(i+ 1)!2−σ(2i+ 3)!σ−1
.

Inserting the above estimate and (3.25) into (3.24), we deduce∣∣∣β(`)
i+2

∣∣∣ 6 (1

3
+
ρ2σ−2

R

)(
Mβ

R
+MαMf

)
χi+2

R`ρi+1

(`+ 2i+ 3)!σ

(i+ 1)!2−σ(2i+ 3)!σ−1
.

Using (3.19), the above inequality implies (3.21) for βi+1.

Corollary 3.4.6. With the assumptions of proposition 3.4.4, if σ < 2, then the function defined
by

S(t, x) :=
∞∑
i=0

αi(t)
x2i+1

(2i+ 1)!
+
∞∑
i=0

βi(t)
x2i

(2i)!
(t, x ∈ R), (3.26)

is Gevrey of order σ in time and 1 in space and

∂`t∂
n
xS(t, x) =

∑
2i+1>n

α
(`)
i (t)

x2i+1−n

(2i+ 1− n)!
+
∑
2i>n

β
(`)
i (t)

x2i−n

(2i− n)!
(t, x ∈ R). (3.27)

Moreover, for any r > 0, there exist C, r̃ > 0 such that∣∣∣∂`t∂nxS(t, x)
∣∣∣ 6 C

n!

rn
(`!)σ

r̃`
(t, x ∈ R, |x| 6 r). (3.28)

Proof. Applying proposition 3.4.4, we deduce the existence of C > 0 such that for t, x ∈ R,∣∣∣∣α(`)
i (t)

x2i+1−n

(2i+ 1− n)!

∣∣∣∣ 6 C
χi

R`ρi
|x|2i+1−n (`+ 2i)!σ

i!2−σ(2i)!σ−1

1

(2i+ 1− n)!
. (3.29)

∣∣∣∣β(`)
i (t)

x2i−n

(2i− n)!

∣∣∣∣ 6 C
χi+1

R`ρi
|x|2i−n (`+ 2i+ 1)!σ

i!2−σ(2i+ 1)!σ−1

1

(2i− n)!
. (3.30)

Using that
(`+ 2i)! 6 2`+2i`!(2i)!, (2i)! 6 22i(2i+ 1− n)!(n− 1)!
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and similar relations for βi, we deduce that if |x| 6 r,∣∣∣∣α(`)
i (t)

x2i+1−n

(2i+ 1− n)!

∣∣∣∣+

∣∣∣∣β(`)
i (t)

x2i−n

(2i− n)!

∣∣∣∣ 6 C
n!

rn

(
2σ

R

)`
(`!)σ

1

i!2−σ

(
χ4σ+1r2

ρ

)i
. (3.31)

Since σ < 2, ∑
i>0

1

i!2−σ

(
χ4σ+1r2

ρ

)i
<∞,

Therefore, the function S defined by (3.26) is C∞ in time and space and satisfies for any t, x ∈ R,
|x| 6 r, ∣∣∣∂`t∂nxS(t, x)

∣∣∣ 6 C
n!

rn

(
2σ

R

)`
(`!)σ.

3.5 Analyticity of the solutions of the Stefan problem

In this section, we show that the solutions of the Stefan problem are analytic in the time
and space variables for any positive time and more precisely that we can write θ under the form
(3.13) provided that we choose the controls adequately. The proof is based on results of [43] that
we recall here.

Let us assume that θ0 and b0 satisfy (3.7). We consider u0, u1 : [0, T ]→ R analytic and such
that u0(0) = θ0(0), u1(0) = θ0(1), u0 < 0 and u1 > 0. One can for instance take u0 and u1

as constant functions. Then from [43], the system (3.1)–(3.3) admits a unique solution (b, θ) in
[0, T ]. Moreover, b is analytic in time and after a change of variable, the temperature is also
analytic in time. Let us precise this result.

First, we consider the map

T(t) :=

∫ t

0

1

b(s)2
ds.

We have that T is a bijection from [0, T ] onto [0, Tb], where Tb :=
∫ T

0
1
b2
ds, and we can define

f(τ) := u0(T−1(τ)) (τ ∈ [0, Tb]),

v(τ, y) := θ(T−1(τ), yb(T−1(τ)))− (1− y)f(τ) (τ ∈ [0, Tb], y ∈ [0, 1]).

It is proven in [43] that for any closed interval I in (0, Tb], there existM > 0, Kτ > 0 and Ky > 0
such that for all τ ∈ I and y ∈ [0, 1],∣∣∂nτ ∂qyv(τ, y)

∣∣ 6MKn
τK

q
y(n+ q)! (n > 0, q ∈ {0, 1, 2}). (3.32)

The above estimates yield in a standard way the analyticity of v in time and space. For sake
of completeness, let us give a sketch of proof of this property. First, we deduce from (3.1a) that
for τ ∈ [0, Tb], and y ∈ [0, 1],

∂τv − c∂yyv = b(T−1(τ))b′(T−1(τ))y (∂yv − f(τ))− (1− y)f ′(τ)

and thus
∂yyv =

1

c
∂τv + yd(τ)∂yv + f0(τ) + yf1(τ) (3.33)
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with d, f0, f1 analytic in (0, T ]. By taking possibly M and Kτ larger, we can also assume that
for all τ ∈ I, ∣∣∣d(n)(τ)

∣∣∣+
∣∣∣f (n)

1 (τ)
∣∣∣ 6MKn

τ n! (n > 0). (3.34)

We can also suppose that

Ky >
1

c
Kτ + 2M + 1. (3.35)

Then we can show by induction on q that for any τ ∈ I, y ∈ [0, 1], and n > 0,∣∣∂nτ ∂qyv(τ, y)
∣∣ 6MKn

τK
q
y(n+ q)!. (3.36)

From (3.33), we deduce

∂nτ ∂
3
yv =

1

c
∂n+1
τ ∂yv +

n∑
k=0

(
n

k

)
d(n−k)∂kτ ∂yv + y

n∑
k=0

(
n

k

)
d(n−k)∂kτ ∂

2
yv + f

(n)
1 (τ) (3.37)

From (3.32) and (3.34), the above relation yields

∣∣∂nτ ∂3
yv(τ, y)

∣∣ 6 1

c
MKn+1

τ Ky(n+2)!+M2Kn
τKyn!(n+1)2+M2Kn

τK
2
yn!(n+2)(n+1)2+MKn

τ n!

= MKn
τK

2
y (n+3)!

(
1

c

Kτ

Ky

1

n+ 3
+
M

Ky

n+ 1

(n+ 2)(n+ 3)
+M

n+ 1

n+ 3
+

1

K2
y

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

)
.

Combining this relation with (3.35), we obtain (3.36) for q = 3. The induction for q > 4 is
completely similar.

We deduce from (3.36) the existence of ε > 0 such that for y ∈ [1− ε, 1] and τ ∈ I,

v(τ, y) =
∞∑
q=1

vq(τ)
(y − 1)q

q!
.

Thus, for any interval J of (0, T ], we can decompose θ as (3.13a) for t ∈ J and for x ∈
[(1 − ε)b(t), b(t)]. We can proceed similarly for x ∈ [b(t), (1 + ε̃)b(t)] and we obtain (3.13b).
Due to (3.36), the formal computation done in Section 3.3 is justified, and we obtain (3.14) and
(3.15). We can thus apply proposition 3.4.4 (with σ = 1) and corollary 3.4.6. This shows that
the decompositions (3.13a) and (3.13b) hold for x ∈ [0, b(t)] and x ∈ [b(t), 1].

3.6 Proof of the main results

We are now in position to prove theorems 3.2.1 and 3.2.2.

Proof of theorem 3.2.1. We set

ũ0(t) := θ0(0) < 0 and ũ1(t) := θ0(1) > 0.

From Section 3.5, the corresponding solution (̃b, θ̃) of (3.1)–(3.3) with the above controls satisfies
(3.13) for t ∈ (0, T ]. The corresponding coefficients α̃±,i and β̃±,i verify β̃±,0 = 0, (3.14) and
(3.15). Since b̃ ∈ (0, 1) in (0, T ], there exists ε ∈ (0, 1) such that

εT

3

∥∥∥b̃′∥∥∥
L∞(0,T )

< b̃

(
T

3

)
< 1− εT

3

∥∥∥b̃′∥∥∥
L∞(0,T )

.
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We consider now φσ and ησ satisfying the property of lemma 3.4.2. The function defined by

b̂(t) := b̃

(
T

3

)
+

∫ t

T
3

b̃′(s)φσ

(
3s− T
εT

)
ds (3.38)

satisfies b̂(t) ∈ (0, 1) for t > T/3 and is constant after t > (1 + ε)T/3. We denote by b̂0 the value
of b̂(t) after t > (1 + ε)T/3, and we introduce,

γ(t) :=
3
(
b̂0 − b

)
T (2− ε) ησ

(
3t− T (1 + ε)

T (2− ε)

)
(t ∈ R)

and for τ ∈ (0, T ),

α−,0(t) := α̃−,0(t)φσ

(
3t− T
εT

)
+ vφσ

(
T − t
T − τ

)
(t ∈ (0, T ]), (3.39)

α+,0(t) := α̃+,0(t)φσ

(
3t− T
εT

)
+ vφσ

(
T − t
T − τ

)
+ γ (t) (t ∈ (0, T ]). (3.40)

We define b by b = b̃ in [0,min(τ, T/3)] and satisfying (3.15) in [min(τ, T/3), T ]. Taking the
difference between (3.39) and (3.40), we can check that

b(t) := b̂(t) +
(
b− b̂0

)∫ (3t−T (1+ε))/(T (2−ε))

−(1+ε)/(2−ε)
ησ(s) ds (t ∈ [T/4, T ]).

In particular, we have b(t) = b̂(t) for t < T (1 + ε)/3.
We also define α±,i and β±,i with (3.14) and with β±,0 = 0. From the properties of φσ and ησ
(see lemma 3.4.2), we deduce that

α±,i = α̃±,i, β±,i = β̃±,i (i > 0, t ∈ (0,min(τ, T/3)]),

α−,0(T ) = v, α+,0(T ) = v, α±,i(T ) = 0 (i > 1), β±,i(T ) = 0 (i > 0), b(T ) = b.

Moreover, there exist M,R > 0 such that α−,0, α+,0, b
′ ∈ G(M,R, σ). We can apply proposi-

tion 3.4.4 and corollary 3.4.6 and define θ by (3.13). Following the computation of Section 3.3,
we deduce that θ and b satisfy (3.1) with

(b, θ) = (̃b, θ̃) in (0,min(τ, T/3)] and b(T ) = b, θ(T, x) = v(x− b) (x ∈ [0, 1]).

Proof of theorem 3.2.2. We define

α(s) := v0φσ(s) + vφσ(1− s) (s ∈ R). (3.41)

Then, we set

if b0 > b, α−,0 := α

(
t

T

)
, α+,0 := α

(
t

T

)
+
b0 − b
T

ησ

(
t

T

)
(t ∈ R), (3.42a)

and

if b0 < b, α−,0 := α

(
t

T

)
+
b− b0
T

ησ

(
t

T

)
, α+,0 := α

(
t

T

)
(t ∈ R). (3.42b)
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We also set

b(t) := b0 +
(
b− b0

) ∫ t/T

0
ησ(s) ds (3.43)

and we consider α±,i and β±,i for i > 1 given by (3.14) with β±,0 = 0. We can check that (3.15)
holds true.

We assume T > 1, and we thus deduce from the above construction that there exist M > 0
and R > 0 such that α−,0, α+,0 ∈ G(M,RT, σ) and b′ ∈ G

(
M
T , RT, σ

)
. We apply proposi-

tion 3.4.4 : the condition (3.19) writes

ρ 6
23−σRT

3
and ρ 6

2T 2

3χM2
. (3.44)

In particular, for T large enough, one can take

ρ := ρ0T, with ρ0 :=
23−σR

3
.

With this choice, we can apply corollary 3.4.6 and define θ by (3.13). Following the computation
of Section 3.3, we deduce that θ and b satisfy (3.1) with

(b(0), θ(0, ·)) = (b0, v0(· − b0)) and (b(T ), θ(0, ·)) = (b, v(· − b)).

From the property of ησ, we have that b is monotone and thus b(t) ∈ (0, 1) for any t ∈ [0, T ]. We
also deduce that

α±,0(t) > min(v0, v) > 0. (3.45)

Moreover, we have the following estimates, for any i ∈ N :

‖α±,i‖L∞(R) 6
Mχi

ρi0T
i

(2i)!

i!2−σ
, ‖β±,i+1‖L∞(R) 6

M2

T

χi+1

ρi0T
i

(2i+ 1)!

i!2−σ
. (3.46)

Thus

δ(t, x) :=
∞∑
i=1

α−,i(t)
(x− b(t))2i

(2i+ 1)!
+
∞∑
i=1

β−,i(t)
(x− b(t))2i−1

(2i)!

satisfies for 0 < x < b(t),

|δ(t, x)| 6 Cδ
T

where Cδ :=
∞∑
i=1

Mχi

ρi0

1

i!2−σ
+
∞∑
i=0

M2χi+1

ρi0

1

i!2−σ
<∞.

We thus deduce from (3.13a), the above relation and (3.45) that for T large enough

θ(t, x)

x− b(t) = α−,0(t) + δ(t, x) >
1

2
min(v0, v) > 0 (x < b(t))

and with a similar argument, one can show that for T large enough,

θ(t, x)

x− b(t) >
1

2
min(v0, v) > 0 (x > b(t)).

Let us now show the estimate of the cost of the controls for large time and in the framework
of theorem 3.2.2 :
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Proof of corollary 3.2.3. We can assume that b0 < b (the other case can be treated similarly). In
that case, α±,0 are given by (3.41) and (3.42b) and β±,0 = 0. We obtain α±,i and β±,i for i > 1
with (3.14). First, according to (3.43), we have for every t ∈ [0, T ]

b0 6 b(t) 6 b. (3.47)

From (3.16a), (3.10) and the above relation, we deduce that

|u0(t)− u0| 6
∣∣vb− α−,0(t)b(t)

∣∣+
∞∑
i=1

|α−,i(t)|
(2i+ 1)!

+
∞∑
i=1

|β−,i(t)|
(2i)!

.

Combining this with (3.41) and (3.42b) yields

|u0(t)− u0| 6 v
∣∣b− b0∣∣+ b

∣∣v0 − v
∣∣+

∣∣b− b0∣∣
T

‖ησ‖L∞(R) +

∞∑
i=1

|α−,i(t)|
(2i+ 1)!

+

∞∑
i=1

|β−,i(t)|
(2i)!

. (3.48)

Similarly,

|u1(t)− u1| 6 v
∣∣b− b0∣∣+

∣∣v0 − v
∣∣ (1− b0)+

∞∑
i=1

|α+,i(t)|
(2i+ 1)!

+

∞∑
i=1

|β+,i(t)|
(2i)!

. (3.49)

Now, from (3.14), (3.15), (3.41) and (3.42b)

β−,1 = − 1

c−

b− b0
T

ησ

(
t

T

)((
v0 − v

)
φσ

(
t

T

)
+ v +

b− b0
T

ησ

(
t

T

))
,

and

α−,1 =
1

c−T

((
v0 − v

)
φ′σ

(
t

T

)
+
b− b0
T

η′σ

(
t

T

))
− 1

c−

b0 − b
T

ησ

(
t

T

)
β−,1.

We have similar expressions for α+,1 and β+,1. Consequently, for T large enough,

β±,1, α±,1, b′ ∈ G
(
M

T
,RT, σ

)
with M of the form

M = M0

(∣∣b− b0∣∣+
∣∣v0 − v

∣∣)
and where M0 > 0 depends on c±, b, v, b0 and v0. We now apply proposition 3.4.4 : as in the
proof of theorem 3.2.2, one can take

ρ := ρ0T, with ρ0 :=
23−σR

3

so that for T large enough, condition (3.19) is satisfied. We then deduce for i > 1,

‖α±,i‖L∞(R) 6
Mχi−1

ρi−1
0 T i

(2i− 2)!

(i− 1)!2−σ
, ‖β±,i+1‖L∞(R) 6

(
M

R
+M2

)
χi

ρi−1
0 T i+1

(2i− 1)!

(i− 1)!2−σ
,

(3.50)
with χ = max(c−, c+). From the above estimates, we obtain,

∞∑
i=1

|α±,i(t)|
(2i+ 1)!

+

∞∑
i=1

|β±,i(t)|
(2i)!

6
C

T

(∣∣b− b0∣∣+
∣∣v0 − v

∣∣) . (3.51)

Combining these estimates with (3.48) and (3.49) yields the conclusion.
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3.7 Numerical illustrations

In this section, we present some numerical tests based on our theoretical results. First, we
estimate the error associated with the truncation of the series defining the solutions, see (3.13).

Corollary 3.7.1. Assume the same hypotheses of proposition 3.4.4 and that σ < σ′ < 2. Then
the series defined by (3.26) satisfies the following property :∥∥∥∥∥

∞∑
i=N

αi(t)
x2i+1

(2i+ 1)!
+
∞∑
i=N

βi(t)
x2i

(2i)!

∥∥∥∥∥
L∞((0,T )×(0,1))

= o

(
1

(lnN)(N !)2−σ′

)
. (3.52)

Proof. Using (3.20) and (3.21),∥∥∥∥∥
∞∑
i=N

αi(t)
x2i+1

(2i+ 1)!
+
∞∑
i=N

βi(t)
x2i

(2i)!

∥∥∥∥∥
L∞((0,T )×(0,1))

= o

( ∞∑
i=N

1

i!2−σ′

)
. (3.53)

Now, using Stirling formula,

∞∑
i=N

1

i!2−σ′
6
∞∑
i=N

exp

(
−(2− σ′)

(
i+

1

2

)
ln i− i

)
.

Since the function g(x) :=
(
x+ 1

2

)
lnx − x is increasing and convex in [1,∞), we deduce from

the above estimate that
∞∑
i=N

1

i!2−σ′
6
∫ ∞
N

exp
(
−(2− σ′)g(x)

)
dx 6

exp (−(2− σ′)g(N))

(2− σ′) lnN
.

Using again the Stirling formula, we deduce the result.

Now to illustrate the construction of our controls, we presented below some numerical tests
obtained through a code in Matlab available at https://hal.science/hal-03889209v1

First, we follow for instance the proof of theorem 3.2.2 to pass from a stationary state to
another. We only need some functions φσ and ησ, and we can use the explicit formula given in
lemma 3.4.2. This allows us to build α±,0 and b. Then we use (3.14) for i = 1, . . . , N and build
the approximations of the solutions with the formula (3.13) where the series are truncated at
i = N . Due to corollary 3.7.1, we know that the convergence of these series is quite quick which
allows us to consider small values of N . In figure 3.4, we illustrate the convergence of the controls
u0 and u1 with respect to N . In this test, we take c− = c+ = 1, T = 1, b0 = 1/2, v0 = 1, b = 3/4
and v = 4.

Let us mention that in order to compute the coefficients α±,i and β±,i defined by induction
in (3.14), we use the symbolic calculus in Matlab to differentiate the formulas.

With the same parameters as above, figure 3.2 corresponds to the numerical test for N = 7.
We represent the two controls u0 and u1, and the evolution of b and of θ with respect to time.

Finally, in figure 3.3, we consider the dependence of the controls u0 and u1 with respect to T .
We see in particular that for T = 0.5, the control u0 have positive values whereas for T = 0.75
and for T = 1, this control remains negative. We can observe the convergence of the controls
when N is growing on figure 3.4 where we observe a “smoothing effect”. On figures 3.3 and 3.4,
the controls are almost constant for abscissa less than 0.25 and larger than 0.75 and thus those
areas are excluded from these figure.
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Figure 3.2 – Numerical test with T = 1, N = 7, (b0, v0) = (1/2, 1), (b, v) = (3/4, 4), c− = c+ =
1.

Figures 3.2,3.3 and 3.4 correspond to the case where our controls are of Gevrey order σ = 3/2.
We display in figures 3.6,3.5 the dependence of the controls with respect to σ ∈ (1, 2). As σ
decreases and gets close to 1, the approximation φσ of the Heaviside type function can show
more singularities (see the expression of φσ in the proof of lemma 3.4.2) and so can the controls
we are constructing.
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Figure 3.3 – Dependence of the controls with respect to T . Test done with N = 4, (b0, v0) =
(1/2, 1), (b, v) = (3/4, 4), c− = c+ = 1.
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Figure 3.4 – Convergence of the controls with N . Test done with T = 1, (b0, v0) = (1/2, 1),
(b, v) = (3/4, 4), c− = c+ = 1.

Let us also mention that we do not observe, as it is the case for the minimal L2-norm control
(see [50, 94]), a singular behavior of the control at the final time. This is due to our method
where we use regular solutions and controls. In particular here the control and all its derivatives
cancel at the final time. Note also that for T small, the terms in the series for the solution or for
the control (see the proof of theorem 3.2.2) behave like powers of 1/T . Hence, the convergence
of the numerical computation is delicate to handle for small values of T .
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Figure 3.5 – Controls for different values of σ ∈ (1, 2). Tests done withN = 4, (b0, v0) = (1/2, 1),
(b, v) = (3/4, 4), c− = c+ = 1 and T = 1.
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Figure 3.6 – L∞ norm of the controls for different values of σ ∈ (1, 2) in log scale. Tests done
with N = 4, (b0, v0) = (1/2, 1), (b, v) = (3/4, 4), c− = c+ = 1 and T = 1.

3.8 Conclusion

In this article, we have shown how one can obtain some controllability results for the Stefan
problem by using the flatness approach. In the case where the initial and the final state are
stationary states, we can show that for T large enough, the solutions satisfies the sign constraints
related to the physical model.

There are several perspectives :
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— It would be interesting to extend the controllability results with the sign constraints for
more general initial conditions. One could also investigate the value of the minimal time
T1 > 0 for the controllability result with the sign constraint.

— The flatness method naturally leads to consider boundary controls as the controls are
obtained as the traces of the solutions. It is possible however to construct an internal
control by combining the boundary controllability, see [82, Corollary 1.2]. One can also
wonder if it is possible to use the flatness method with other controls such as a lumped
control of the form u(t)g(x).

— Let us also mention that we could have considered the Stefan problem with only one
phase as in [11, 21, 29, 30]. In that case, the stationary states are reduced to the null
function, and we could not show the controllability with a sign condition. We refer to cite
[23, Section 3], for the use of the maximum principle to get the behavior of the solution,
when sign constraints are imposed on the one phase Stefan problem. Without the sign
constraint, our method can be extended to show a controllability result for the one phase
Stefan problem, similar to theorem 3.2.1.

— Finally, an interesting question is to see if the flatness approach can be used to construct
optimal controls (in a sense to be defined).
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4

Flatness approach for the boundary
controllability of a system of heat

equations

Cette section reprend l’article [18], co-écrit avec Jérôme Lohéac et Takéo Takahashi.
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4.1 Abstract

We study the boundary controllability of 2× 2 system of heat equations by using a flatness
approach. According to the relation between the diffusion coefficients of the heat equation, it is
known that the system can be not null-controllable or null-controllable for any T > T0 where
T0 ∈ [0,∞]. Here we recover this result in the case that T0 ∈ [0,∞) by using the flatness
method, and we obtain an explicit formula for the control and for the corresponding solutions.
In particular, the state and the control have Gevrey regularity in time and in space.
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4.2 Introduction

We consider the boundary controllability of the following system coupling two heat equations :

∂ty1 − ∂2
xy1 = 0 in (0, T )× (0, 1),

∂ty2 −
1

d
∂2
xy2 = y1 in (0, T )× (0, 1),

y1(t, 0) = 0, y1(t, 1) = u(t) in (0, T ),
y2(t, 0) = y2(t, 1) = 0 in (0, T ),

y1(0, ·) = y0
1, y2(0, ·) = y0

1 in (0, 1),

(4.1)

where d > 0. This is a “cascade” system : the control u acts on y1 (at x = 1) whereas y2 is
controlled through y1. The controllability of coupled heat equations has been studied by several
authors, and we refer the reader to the survey paper [3] for results until 2011. In the case of
distributed controls, it is possible to obtain general results such as Kalman criterion to show
the null-controllability of the corresponding system for any time T > 0 (see [1] and also [109]
in the case of Stokes systems instead of heat equations). In the case of boundary controls, we
can quote for instance [4, 5, 7] where the authors obtain in particular that the minimal time of
controllability can be positive. Let us also mention [106] where the author considers a system
similar to system (4.1), where the coupling term in the second equation is of the form qy1,
q ∈ L∞(0, 1) instead of y1. In that case, using the block moment method introduced in [7], he
obtains a characterization of the time of controllability.

For system (4.1), the controllability properties depend on the coefficient d : if d = 1, then the
system is null-controllable for any T > 0 (see [2] and [28]), whereas if d 6= 1 and

√
d ∈ Q, then the

system is not null-controllable for any T > 0. In the case
√
d /∈ Q, the system is null-controllable

at any time T > c(Λd) and not null-controllable for any T < c(Λd) (see [4, Theorem 6.17]), where
c(Λd) is the index of condensation of the sequence

Λd :=

{
(πn)2

d
, (πn)2

}
n>1

.

In that case, one can show (see [4, Relation (6.16)]) that

c(Λd) = max(l1, l2), l1 := lim sup
n→∞

− ln
∣∣∣sin( πn√

d

)∣∣∣
π2n2

d

, l2 := lim sup
n→∞

− ln
∣∣∣sin(πn√d)∣∣∣
π2n2

. (4.2)

Using the differential flatness, our aim is to show that the system is null-controllable, as soon
as d = 1 or

√
d /∈ Q with c(Λd) < ∞. The flatness approach comes from the study of finite-

dimensional control systems and has already been applied to several partial differential equations :
the heat equation [81, 83], general parabolic equations [82], the Schrödinger equation [84], the
linear Korteweg-de Vries equation [80] and a class of semi-linear heat equations [70]. The authors
of the present paper have used this method to show some controllability properties of some free
boundary models : the Stefan problem, in [16] and a cross-diffusion problem in [17].

In order to state our mains results, we first recall the notion of Gevrey functions. A function
f : R→ R is a Gevrey function of order σ > 1 if it is C∞ and if for any compact subset K of R,
there exist M,R ∈ R∗+ such that its derivatives satisfy∣∣∣f (`)(t)

∣∣∣ 6M
`!σ

R`
(` ∈ N, t ∈ K).
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Similarly, g : R2 → R is a Gevrey function of order (σ1, σ2) if it is C∞ and if for any compact
subset K of R2, there exist M,R1, R2 ∈ R∗+ such that∣∣∣∂`t∂kxg(t, x)

∣∣∣ 6M
`!σ1

R`1

k!σ2

Rk2
(`, k ∈ N, (t, x) ∈ K).

One of the interests in such functions for controllability properties comes from the fact that one
can construct Gevrey function with compact support or which are constant on some intervals.
For instance, for any σ > 1, the function

θσ(t) :=


0 if t 6 0,

e−(t−cσ)

e−((1−t)−cσ ) + e−(t−cσ )
if t ∈ (0, 1),

1 if t > 1,

(4.3)

with cσ = (σ − 1)−1 is a Gevrey function of order σ (see, for instance [23, Appendix B]). In
particular, this function satisfies

θ(`)
σ (0) = θ(`)

σ (1) = 0 (` > 1),

and one can show the existence of M,R > 0 such that∣∣∣θ(`)
σ (t)

∣∣∣ 6M
`!σ

Ri
(` ∈ N, t ∈ R).

For more information on the Gevrey functions, one can refer for instance to [99,102,114].
We are now in position to state our main results.

Theorem 4.2.1. Assume d 6= 1 and
√
d /∈ Q with c(Λd) < ∞. For any σ ∈ (1, 2), T > c(Λd)

and (y0
1, y

0
2) ∈ L2(0, 1)2, there exists a control u Gevrey of order σ in [0, T ] such that the solution

(y1, y2) of (4.1) is Gevrey of order (σ, 1) in (0, T ]× [0, 1] and such that

y1(T, ·) = y2(T, ·) = 0.

Theorem 4.2.2. Assume d = 1. For any σ ∈ (1, 2), T > 0 and (y0
1, y

0
2) ∈ L2(0, 1)2, there exists

a control u Gevrey of order σ in [0, T ] such that the solution (y1, y2) of (4.1) is Gevrey of order
(σ, 1) in (0, T ]× [0, 1] and such that

y1(T, ·) = y2(T, ·) = 0.

Remark 4.2.3. We recall that if
√
d is irrational and algebraic, then c(Λd) = 0. Moreover, for

any T0 > 0, there exists d such that c(Λd) = T0 (see [4, Proposition 6.20]).

We also consider the particular case where the initial and final conditions of our control
problem are stationary states, that is, solutions of

−∂2
xy1 = 0 in (0, 1),

−1

d
∂2
xy2 = y1 in (0, 1),

y1(0) = 0, y1(1) = u,
y2(0) = 0, y2(1) = 0,
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for u ∈ R. The explicit solutions of the above system are

y1(x) = ux, y2(x) =
d

6
u
(
x− x3

)
(x ∈ [0, 1]). (4.4)

For such particular control problem, one obtain the exact controllability for any d > 0 and any
T > 0 :

Theorem 4.2.4. Assume d > 0, T > 0 and σ ∈ (1, 2). For any stationary states
(
y1

(1), y2
(1)
)

and
(
y1

(2), y2
(2)
)
, there exists a control u Gevrey of order σ in [0, T ] such that the solution (y1, y2)

of (4.1) is Gevrey of order (σ, 1) in (0, T ]× [0, 1] and such that

y1(0, ·) = y1
(1), y2(0, ·) = y2

(1) in (0, 1)

and
y1(T, ·) = y1

(2), y2(T, ·) = y2
(2) in (0, 1).

The outline of the paper is the following : in Section 4.3, we recall the flatness method that we
use in our main results. Then we show theorem 4.2.1 in Section 4.4, theorem 4.2.2 in Section 4.5
and theorem 4.2.4 in Section 4.6. Finally, the Section 4.7 conclude this paper with some open
problems.

4.3 Flatness approach

4.3.1 The general method

Following the approach developed in [81] for a single heat equation, we look for solutions
of (4.1) of the form

y1(t, x) =

∞∑
k=0

ak(t)
x2k+1

(2k + 1)!
, y2(t, x) =

∞∑
k=0

bk(t)
x2k+1

(2k + 1)!
.

Inserting these expressions into the two first equations of (4.1) leads to the following induction
formulae :

ak+1 = a′k, bk+1 = d(b′k − ak) (k > 0)

so that the sequences (ak) and (bk) can be expressed through a := a0 and b := b0. More precisely,
we obtain

y1(t, x) =
∞∑
k=0

a(k)(t)
x2k+1

(2k + 1)!
, y2(t, x) =

∞∑
k=0

(
dkb(k)(t)− dd

k − 1

d− 1
a(k−1)(t)

)
x2k+1

(2k + 1)!
, if d 6= 1,

(4.5)

y1(t, x) =

∞∑
k=0

a(k)(t)
x2k+1

(2k + 1)!
, y2(t, x) =

∞∑
k=0

(
b(k)(t)− ka(k−1)(t)

) x2k+1

(2k + 1)!
, if d = 1,

(4.6)

where we denote by a(k) the k-th derivative of a.

Remark 4.3.1. We could also add in the solutions a series for the even powers of x, but, as in
the case of the heat equation alone (see, [81]), one can see that the corresponding coefficients are
0 due to the homogeneous Dirichlet boundary conditions at x = 0.
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In order to have that (4.5) or (4.6) are well-defined, we will search a and b as Gevrey functions
and use the following result.

Lemma 4.3.2. Assume that a and b are Gevrey functions of order σ ∈ (1, 2) in R. Then
y1 and y2 defined either by (4.5) or (4.6) are well-defined and are Gevrey functions of order
(σ, 1) in R2. They satisfy the two first equations of (4.1) and the Dirichlet boundary conditions
y1(t, 0) = y2(t, 0) = 0 for all t.

Proof. We only show that y1 and y2 are well-defined and are Gevrey functions of order (σ, 1)
in R2, the fact that they satisfy the two first equations of (4.1) and the Dirichlet boundary
conditions at x = 0 can be obtained by standard computations.

To show that the series in (4.5) or (4.6) are convergent and correspond to Gevrey functions,
we see that they have the general form

y(t, x) =
∞∑
k=0

ck(t)
x2k+1

(2k + 1)!
, (4.7)

where ck are C∞ functions such that for any compact K of R, there exist M,R ∈ R∗+ such that

∣∣∣c(`)
k (t)

∣∣∣ 6M
(`+ k)!σ

R`+k
(`, k ∈ N, t ∈ K).

Let us consider r > 0 and let us set

gk(t, x) := ck(t)
x2k+1

(2k + 1)!
.

Then, ∂`t∂
j
xgk = 0 if 2k + 1 < j, and if 2k + 1 > j, we have

∣∣∣∂`t∂jxgk(t, x)
∣∣∣ 6M

(`+ k)!σ

R`+k
r2k+1−j

(2k + 1− j)! (t ∈ K, |x| 6 r).

Combining this relation with the formula (`+ k)! 6 2`+k`!k!, leads to

∣∣∣∂`t∂jxgk(t, x)
∣∣∣ 6 2Mr

2σ``!σj!

R`rj

(
4(2σ)r2

R

)k
k!σ

(2k + 1)!
(t ∈ K, |x| 6 r).

Since σ < 2, we have ∑
k>0

(
4(2σ)r2

R

)k
(k)!σ

(2k + 1)!
<∞

and we deduce that formula (4.7) defines a C∞ function y and that there exist M1, R1 > 0 such
that ∣∣∣∂`t∂jxy(t, x)

∣∣∣ 6M1
(`)!σj!

R`1r
j

(t ∈ K, |x| 6 r).

This concludes the proof of the lemma.
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4.3.2 The boundary conditions at x = 1

The control u will be given by the trace of y1 at x = 1, that is

u(t) =
∞∑
k=0

a(k)(t)

(2k + 1)!
, (4.8)

but it remains to deal with the Dirichlet boundary condition of y2 at x = 1 :

y2(t, 1) = 0 (t ∈ (0, T )). (4.9)

One of the main difficulties in this method based on the flatness approach for the controllability
of partial differential equations is coming from such a boundary condition. The particular form
of the solutions ((4.5), (4.6)) yields directly the boundary conditions at x = 0 but it can be quite
difficult to check any boundary condition at x = 1.

Let us start by a formal computation in the case d 6= 1 (the case d = 1 can be treated
similarly). First, using (4.5), we write (4.9) as

∞∑
k=0

dk

(2k + 1)!
b(k)(t) =

∞∑
k=1

d
dk − 1

d− 1

a(k−1)(t)

(2k + 1)!
(t ∈ (0, T )). (4.10)

Let us assume that
a(k)(0) = b(k)(0) = 0 (k > 0) (4.11)

and let us consider the Laplace transforms of a and b :

â(s) :=

∫ ∞
0

e−tsa(t) dt, b̂(s) :=

∫ ∞
0

e−tsb(t) dt (s > 0).

Then, the relation (4.10) for T =∞ yields that

∞∑
k=0

dksk

(2k + 1)!
b̂(s) =

∞∑
k=1

d
dk − 1

d− 1

sk−1

(2k + 1)!
â(s) (s > 0).

One possible solution of the above equation is

â(s) =

∞∑
k=0

dksk

(2k + 1)!
f̂(s), b̂(s) =

∞∑
k=1

d
dk − 1

d− 1

sk−1

(2k + 1)!
f̂(s) (s > 0),

for some function f . If we assume that f satisfies the same property (4.11) as a and b, this leads
us to consider the following form for a and b (if d 6= 1) :

a(t) =

∞∑
m=0

dm

(2m+ 1)!
f (m)(t), b(t) =

∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

f (m−1)(t)

(2m+ 1)!
. (4.12)

In the case d = 1, a similar formal computation leads to the following formulae

a(t) =

∞∑
m=0

f (m)(t)

(2m+ 1)!
, b(t) =

∞∑
m=1

m
f (m−1)(t)

(2m+ 1)!
. (4.13)
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Remark 4.3.3. Without condition (4.11), the relation (4.10) for T =∞ yields a formula of the
form

∞∑
k=0

dksk

(2k + 1)!
b̂(s)−

∞∑
k=1

d
dk − 1

d− 1

sk−1

(2k + 1)!
â(s) = R(s) (s > 0),

for a function R that can be expressed as a series of s. Such a Bézout identity may be difficult
to solve in the general case and one can quote the recent article [96] where the author presents
a practical algorithm for computing this kind of Bézout relations. A similar difficulty appears
for the controllability by a flatness approach of the beam equation where there are four boun-
dary conditions : the authors in [40] are using Mikusiński’s operators (see [87]) to overcome this
problem.

The following result gives a rigorous framework to the above formal computations :

Lemma 4.3.4. Assume f is a Gevrey function of order σ ∈ (1, 2). Then formulae (4.12) (respec-
tively (4.13)) define Gevrey functions a and b of order σ. Moreover, if (y1, y2) is defined by (4.6)
(respectively (4.5)), then y2 satisfies (4.9).

Proof. Assume K is a compact of R and consider M,R such that∣∣∣f (m)(t)
∣∣∣ 6M

m!σ

Rm
(m ∈ N, t ∈ K).

Then ∣∣∣∣ d`dt`
(

dm

(2m+ 1)!
f (m)

)
(t)

∣∣∣∣ 6M
2σ``!σ

R`

(
2σd

R

)m m!σ

(2m+ 1)!
(`,m ∈ N, t ∈ K)

and we deduce that a defined by (4.12) or (4.13) is a C∞ function satisfying∣∣∣a(`)(t)
∣∣∣ 6M1

2σ``!σ

R`
(` ∈ N, t ∈ K)

for some M1 > 0. This shows that a is a Gevrey function of order σ. A similar estimate holds
for b, leading to the fact that b is a Gevrey function of order σ.

Moreover, a similar computation shows that we can apply the Fubini theorem in the following
computations.
If d 6= 1, using (4.5), deduce that

y2(t, 1) =

∞∑
k=0

dk
b(k)(t)

(2k + 1)!
−
∞∑
k=1

d
dk − 1

d− 1

a(k−1)(t)

(2k + 1)!

=

∞∑
k=0

∞∑
m=1

dk+1d
m − 1

d− 1

f (m+k−1)(t)

(2k + 1)!(2m+ 1)!
−
∞∑
k=1

∞∑
m=0

dm+1d
k − 1

d− 1

f (m+k−1)(t)

(2m+ 1)!(2k + 1)!

= 0.

If d = 1, using (4.6), we find similarly

y2(t, 1) =
∞∑
k=0

b(k)(t)

(2k + 1)!
−
∞∑
k=1

k
a(k−1)(t)

(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

∞∑
m=1

m
f (m+k−1)(t)

(2k + 1)!(2m+ 1)!
−
∞∑
k=1

∞∑
m=0

k
f (m+k−1)(t)

(2m+ 1)!(2k + 1)!

= 0.
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Remark 4.3.5. We notice that in lemma 4.3.4, we do not need the condition (4.11) for a, b
or f . In particular, by combining lemmas 4.3.2 and 4.3.4, we have obtained that for any Gevrey
function f of order σ ∈ (1, 2), the formulas (4.5) and (4.12) (for d 6= 1) and (4.6) and (4.13)
(for d = 1) yield Gevrey functions y1 and y2 satisfying the first four equations of (4.1) with the
control u defined by (4.8).

It remains to determine f so that the corresponding solutions satisfy the desired initial and
final conditions. This is the aim of the next sections.

4.4 Proof of theorem 4.2.1

With the above section, we can construct solutions of (4.1) by using the formulas (4.5)
and (4.12) (for d 6= 1) or (4.6) and (4.13) (for d = 1). In this construction, we need to determine
a suitable function f . To this end, we first consider the operator associated with (4.1)

D(A) :=
[
H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1)
]2
, A : D(A)→ L2(0, 1)2,

[
y1

y2

]
7→
[
−∂2

xy1

−1
d∂

2
xy2 − y1

]
. (4.14)

The operator −A is the infinitesimal generator of an analytic semigroup and if there is no control
(that is if u = 0), the system (4.1) writes

d

dt

[
y1

y2

]
+A

[
y1

y2

]
= 0,

[
y1

y2

]
(0) =

[
y0

1

y0
2

]
. (4.15)

One can compute the eigenvalues and eigenvectors of A in classical way, and we have the following
standard result (see, for instance, [4]).

Proposition 4.4.1. Assume d 6= 1. The spectrum of A is composed of eigenvalues

σ(A) = {λ1,n, λ2,n}n>1 , λ1,n =
(πn)2

d
, λ2,n = (πn)2 (4.16)

and a corresponding family of eigenfunctions is

ψ1,n(x) =

[
0

sin(nπx)

]
, ψ2,n(x) =

[
sin(nπx)
d

(1−d)(nπ)2
sin(nπx)

]
(x ∈ [0, 1]).

The eigenvalues of A are simple if and only if
√
d /∈ Q.

In particular, if (y0
1, y

0
2) ∈ L2(0, 1)2, then the solution of (4.1) with u = 0 (or equivalently

of (4.15)) has the form[
y1

y2

]
(t) =

∑
n>1

α1,nψ1,ne
−λ1,nt +

∑
n>1

α2,nψ2,ne
−λ2,nt, (4.17)

with (α1,n)n, (α2,n)n ∈ `2(N∗). This shows in particular, that (y1, y2) is analytic at any (t, x) ∈
(0, T ]× [0, 1] and we have

y1(T, x) =
∑
n>1

α2,n sin(nπx)e−λ2,nT , (4.18)

y2(T, x) =
∑
n>1

α1,n sin(nπx)e−λ1,nT +
∑
n>1

α2,n
d

(1− d)(nπ)2
sin(nπx)e−λ2,nT . (4.19)
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In order to prove theorem 4.2.1, we use the linearity of our system, and we construct our solution
as the difference of the solution (4.17) associated with the initial conditions (y0

1, y
0
2) ∈ L2(0, 1)2

and with u = 0 and a solution with initial conditions

y1(0, ·) = y2(0, ·) = 0 in (0, 1) (4.20)

and with the final conditions given by (4.18) and (4.19). As explained in Section 4.3, to build
such solutions, we only need to define the Gevrey function f of order σ ∈ (1, 2) such that the
corresponding solution (y1, y2) satisfies the above initial and final conditions.

Remark 4.4.2. Finding a suitable function f can be a difficult task in general. In order to do
this, we can start by searching a function f̃ such that the solutions (4.17) can be written formally
under the form (4.5) and (4.12) where in the last relation f is replaced by f̃ . Relation (4.17)
implies

y1(t, x) =
∑
k>0

∑
n>1

(−1)kα2,n(nπ)2k+1e−λ2,nt
x2k+1

(2k + 1)!
,

y2(t, x) =
∑
k>0

∑
n>1

(−1)k(nπ)2k+1

[
α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)(nπ)2
α2,ne

−λ2,nt
]

x2k+1

(2k + 1)!
.

By identifying with (4.5), we obtain that

a(k)(t) =
∑
n>1

(−1)kα2,n(nπ)2k+1e−λ2,nt,

dkb(k)(t)− dd
k − 1

d− 1
a(k−1)(t) =

∑
n>1

(−1)k(nπ)2k+1

[
α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)(nπ)2
α2,ne

−λ2,nt
]
.

Combining these two equations, we deduce

b(k)(t) =
∑
n>1

[
(nπ) (−λ1,n)k α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)nπ
α2,n (−λ2,n)k e−λ2,nt

]
.

We thus need to find a function f̃ such that (see (4.12)) :
∞∑
m=0

dm

(2m+ 1)!
f̃ (m+k)(t) =

∑
n>1

(nπ)α2,n(−λ2,n)ke−λ2,nt, (4.21)

∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

f̃ (m+k−1)(t)

(2m+ 1)!
=
∑
n>1

[
(nπ) (−λ1,n)k α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)nπ
α2,n (−λ2,n)k e−λ2,nt

]
.

(4.22)

This suggests to search f̃ under the form

f̃(t) :=
∑
n>1

β1,ne
−λ1,nt +

∑
n>1

β2,ne
−λ2,nt. (4.23)

By using the above expression for f̃ and by switching the series, we formally obtain

∞∑
m=0

dm

(2m+ 1)!
f̃ (m+k)(t) =

∑
n>1

β1,n(−λ1,n)k

(
+∞∑
m=0

(−λ1,nd)m

(2m+ 1)!

)
e−λ1,nt

+
∑
n>1

β2,n(−λ2,n)k

(
+∞∑
m=0

(−λ2,nd)m

(2m+ 1)!

)
e−λ2,nt (4.24)
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and

∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

f̃ (m+k−1)(t)

(2m+ 1)!
=
∑
n>1

β1,n(−λ1,n)k

( ∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

(−λ1,n)m−1

(2m+ 1)!

)
e−λ1,nt

+
∑
n>1

β2,n(−λ2,n)k

( ∞∑
m=1

d
dm − 1

d− 1

(−λ2,n)m−1

(2m+ 1)!

)
e−λ2,nt. (4.25)

From (4.16), we have
∞∑
m=0

(−λ1,nd)m

(2m+ 1)!
= 0,

∞∑
m=0

(−λ2,nd)m

(2m+ 1)!
=

sin(πn
√
d)

πn
√
d

,

∞∑
m=0

(−λ1,n)m

(2m+ 1)!
= sin

(
πn√
d

) √
d

πn
,

∞∑
m=0

(−λ2,n)m

(2m+ 1)!
= 0.

(4.26)

Combining (4.24), (4.25) and (4.26), the equations (4.21) and (4.22) become∑
n>1

β2,n
sin(πn

√
d)

πn
√
d

(−λ2,n)ke−λ2,nt =
∑
n>1

(nπ)α2,n(−λ2,n)ke−λ2,nt

and∑
n>1

β1,n(−λ1,n)k
d2

(d− 1)(πn)2
sin

(
πn√
d

) √
d

πn
e−λ1,nt

+
∑
n>1

β2,n(−λ2,n)k
d

(1− d)(πn)2

sin(πn
√
d)

πn
√
d

e−λ2,nt

=
∑
n>1

[
(nπ) (−λ1,n)k α1,ne

−λ1,nt +
d

(1− d)nπ
α2,n (−λ2,n)k e−λ2,nt

]
.

We can check that the solution of the above equations is given by

β1,n := α1,n
π4n4(d− 1)

d5/2 sin
(
πn√
d

) , β2,n := α2,n
π2n2

√
d

sin(πn
√
d)
. (4.27)

With these values of (β1,n) and (β2,n), f̃ defined by (4.23) (formally) satisfies (4.21) and (4.22).
Finally, to recover (4.20), we use a Gevrey function η equal to 0 for t 6 0 and equal to 1 for
t > T , and we then set f := f̃η. In what follows, we apply this strategy to prove theorem 4.2.1.

Proof of theorem 4.2.1. Let us consider T > T0 > c(Λd), σ ∈ (1, 2) and let us define

η(t) := θσ

(
t− T0

T − T0

)
,

where θσ is given by (4.3). The function η is Gevrey of order σ and satisfies η ≡ 0 in (−∞, T0],
η(T ) = 1 and η(k)(T ) = 0 for all k > 1. We then define f̃ by (4.23) and (4.27) and f := f̃η.
From (4.2), for any τ > c(Λd), there exists a constant C > 0 such that for all n > 1,∣∣∣∣∣∣α1,n

π4n4(d− 1)

d5/2 sin
(
πn√
d

)
∣∣∣∣∣∣ 6 C |α1,n| eτλ1,n ,

∣∣∣∣∣α2,n
π2n2

√
d

sin(πn
√
d)

∣∣∣∣∣ 6 C |α2,n| eτλ2,n .
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This shows that f̃ is an analytic function in (c(Λd),∞) and f is a Gevrey function of order σ in
R. Moreover, we have

f (m) =
m∑
j=0

(
m

j

)
f̃ (j)η(m−j)

so that

f (m)(0) = 0, f (m)(T ) = f̃ (m)(T ) =
∑
n>1

β1,n (−λ1,n)m e−λ1,nT +
∑
n>1

β2,n (−λ2,n)m e−λ2,nT .

In particular, from (4.12), for every k > 0 we have

a(k)(0) = b(k)(0) = 0, (4.28)

a(k)(T ) =

∞∑
m=0

dm

(2m+ 1)!

(∑
n>1

β1,n (−λ1,n)m+k e−λ1,nT +
∑
n>1

β2,n (−λ2,n)m+k e−λ2,nT
)
, (4.29)

b(k)(T ) =
∞∑
m=0

dm − 1

d− 1

d

(2m+ 1)!

(∑
n>1

β1,n (−λ1,n)m+k−1 e−λ1,nT

+
∑
n>1

β2,n (−λ2,n)m+k−1 e−λ2,nT
)
. (4.30)

Using (4.26) into the above relations and applying the Fubini theorem, we deduce

a(k)(T ) =
∑
n>1

β2,n (−λ2,n)k
sin(πn

√
d)

πn
√
d

e−λ2,nT ,

b(k)(T ) =
∑
n>1

−d
d− 1

β1,n sin

(
πn√
d

) √
d

πn
(−λ1,n)k−1 e−λ1,nT

+
∑
n>1

d

d− 1
β2,n

sin(πn
√
d)

πn
√
d

(−λ2,n)k−1 e−λ2,nT .

Finally, using these formulae into (4.5) leads to

y1(T, x) =
∑
n>1

β2,n
sin(πn

√
d)

πn
√
d

e−λ2,nT
∞∑
k=0

(−λ2,n)k
x2k+1

(2k + 1)!
,

y2(T, x) =
∞∑
k=0

dk
x2k+1

(2k + 1)!

∑
n>1

−d
d− 1

β1,n sin

(
πn√
d

) √
d

πn
(−λ1,n)k−1 e−λ1,nT

+

∞∑
k=0

dk
x2k+1

(2k + 1)!

∑
n>1

d

d− 1
β2,n

sin(πn
√
d)

πn
√
d

(−λ2,n)k−1 e−λ2,nT

−
∞∑
k=0

d
dk − 1

d− 1

∑
n>1

β2,n (−λ2,n)k−1 sin(πn
√
d)

πn
√
d

e−λ2,nT
x2k+1

(2k + 1)!
.
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The above relation can be written as

y1(T, x) =
∑
n>1

β2,n
sin(πn

√
d)

π2n2
√
d

sin(nπx)e−λ2,nT , (4.31)

y2(T, x) =
∑
n>1

d5/2

π4n4(d− 1)
β1,n sin

(
πn√
d

)
sin(nπx)e−λ1,nT

+
∑
n>1

d

n2π2(1− d)
β2,n

sin(πn
√
d)

π2n2
√
d

sin(nπx)e−λ2,nT .

(4.32)

Using (4.27) into (4.31) and (4.32) yields (4.18) and (4.19). This concludes the proof of theo-
rem 4.2.1.

Remark 4.4.3. As explained in the introduction, from [4, Theorem 6.17], we know that (4.1)
is not null-controllable if T < c(Λd). In the above proof, we can see that we need the hypothesis
T > c(Λd) since our construction of f̃ by (4.23) and (4.27) leads to an analytic function in
(c(Λd),∞). If T < c(Λd) , then we deduce from (4.2) that T < l1 or T < l2. If for instance
T < l1 (the reasoning is similar in the other case), then, there exists an increasing function
ϕ : N∗ −→ N∗ such that ∣∣∣∣sin(πϕ(n)√

d

)∣∣∣∣ < e−
(πϕ(n))2

d
T .

Hence, using (4.27), there exists C > 0 such that∣∣β1,ϕ(n)

∣∣ e−λ1,ϕ(n)t > C
∣∣α1,ϕ(n)

∣∣ϕ(n)4eλ1,ϕ(n)(T−t) (n ∈ N∗).

In particular, there exist sequences (α1,n)n ∈ `2(N∗) such that the first series in (4.23) for the
definition of f̃ is not convergent for all t ∈ [0, T ].

4.5 Proof of theorem 4.2.2

The proof of theorem 4.2.2 is similar to the proof of theorem 4.2.1. We start by considering
the spectral analysis of the operator A defined by (4.14) (with d = 1).

Proposition 4.5.1. Assume d = 1. The spectrum of A is composed of simple eigenvalues

σ(A) = {λn}n>1 , λn = (πn)2,

with algebraic multiplicity equal to 2. A corresponding family of generalized eigenfunctions is

ψ1,n(x) =

[
0

sin(nπx)

]
, ψ2,n(x) =

[
sin(nπx)

0

]
(x ∈ [0, 1]).

In particular, if (y0
1, y

0
2) ∈ L2(0, 1)2, then the solution of (4.1) with u = 0 (or equivalently

of (4.15)) has the form[
y1

y2

]
(t) =

∑
n>1

α1,nψ1,ne
−λnt +

∑
n>1

α2,nψ2,ne
−λnt +

∑
n>1

α2,nψ1,nte
−λnt,
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with (α1,n)n, (α2,n)n ∈ `2(N∗). This shows that (y1, y2) is analytic at any (t, x) ∈ (0, T ] × [0, 1]
and we have

y1(T, x) =
∑
n>1

α2,n sin(nπx)e−λnT , (4.33)

y2(T, x) =
∑
n>1

α1,n sin(nπx)e−λnT +
∑
n>1

α2,n sin(nπx)Te−λnT . (4.34)

In order to prove theorem 4.2.2, we are going to construct a solution of (4.1) with initial conditions

y1(0, ·) = y2(0, ·) = 0 in (0, 1)

and with the final conditions given by (4.33) and (4.34). As explained in Section 4.3, we build
such solutions in the form (4.5), where a and b are given by (4.12). It remains to define the
Gevrey function f of order σ ∈ (1, 2) such that the corresponding solution (y1, y2) satisfies the
above initial and final conditions.

Let us consider T0 ∈ (0, T ) and let us define

η(t) := θσ

(
t− T0

T − T0

)
,

where θσ is given by (4.3). The function η is Gevrey of order σ and satisfies η ≡ 0 in (−∞, T0],
η(T ) = 1 and η(k)(T ) = 0 for all k > 1. We now set

β1,n := 2(−1)n+1(nπ)3

(
α1,n −

3

2(nπ)2
α2,n

)
, β2,n := 2(−1)n+1(nπ)3α2,n (4.35)

and we define

f̃(t) :=
∑
n>1

β1,ne
−λnt +

∑
n>1

β2,nte
−λnt, f := f̃η.

In particular, f̃ is an analytic function in (0,∞) and f is a Gevrey function of order σ in R.
Moreover, we have

f (m) =
m∑
j=0

(
m

j

)
f̃ (j)η(m−j)

so that

f (m)(0) = 0,

f (m)(T ) = f̃ (m)(T ) =
∑
n>1

β1,n (−λn)m e−λnT +
∑
n>1

β2,n

(
(−λn)m T +m (−λn)m−1

)
e−λnT .
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In particular, from (4.13), for every k > 0 we have

a(k)(0) = b(k)(0) = 0, (4.36)

a(k)(T ) =

∞∑
m=0

1

(2m+ 1)!

(∑
n>1

β1,n (−λn)m+k e−λnT

+
∑
n>1

β2,n

(
(−λn)m+k T + (m+ k) (−λn)m+k−1

)
e−λnT

)
,

(4.37)

b(k)(T ) =
∞∑
m=0

m

(2m+ 1)!

(∑
n>1

β1,n (−λn)m+k−1 e−λnT

+
∑
n>1

β2,n

(
(−λn)m+k−1 T + (m+ k − 1) (−λn)m+k−2

)
e−λnT

)
.

(4.38)

We also have
∞∑
m=0

(−λn)m

(2m+ 1)!
= 0,

∞∑
m=0

m (−λn)m−1

(2m+ 1)!
=

1

2

(−1)n+1

(nπ)2
,

∞∑
m=0

m(m− 1) (−λn)m−2

(2m+ 1)!
=

3

4

(−1)n+1

(nπ)4
.

Using the above formula into (4.37) and (4.38), we deduce

a(k)(T ) =
∑
n>1

β2,n (−λn)k
1

2

(−1)n+1

(nπ)2
e−λnT

b(k)(T ) =
∑
n>1

β1,n (−λn)k
1

2

(−1)n+1

(nπ)2
e−λnT

+
∑
n>1

β2,n

(
1

2

(−1)n+1

(nπ)2
(−λn)k T + k (−λn)k−1 1

2

(−1)n+1

(nπ)2
+ (−λn)k

3

4

(−1)n+1

(nπ)4

)
e−λnT .

Finally, using these formulae into (4.6) leads to

y1(T, x) =
∑
n>1

β2,n
(−1)n+1

2(nπ)3
sin(nπx)e−λnT ,

y2(T, x) =
∑
n>1

β1,n
(−1)n+1

2(nπ)3
sin(nπx)e−λnT +

∑
n>1

β2,n
(−1)n+1

2(nπ)3
sin(nπx)Te−λnT

+
∑
n>1

β2,n
3

4

(−1)n+1

(nπ)5
sin(nπx)e−λnT

and in particular,

y2(T, x) =
∑
n>1

(−1)n+1

2(nπ)3

(
β1,n +

3

2

β2,n

(nπ)2

)
sin(nπx)e−λnT +

∑
n>1

β2,n
(−1)n+1

2(nπ)3
sin(nπx)Te−λnT .

By using the formula (4.35) into the above relations we deduce (4.33) and (4.34), which ends the
proof of theorem 4.2.2.
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4.6 Proof of theorem 4.2.4

In order to prove theorem 4.2.4, we follow again the strategy of Section 4.3 and build solutions
in the form (4.5) or (4.6), where a and b are given by (4.12) or (4.13). It remains to define the
Gevrey function f of order σ ∈ (1, 2) such that the corresponding solution (y1, y2) satisfies the
above initial and final conditions.

Let us consider two stationary states
(
y1

(1), y2
(1)
)
and

(
y1

(2), y2
(2)
)
. They are given by the

formula (4.4) for some u(1), u(2) ∈ R.
Let us define

f(t) :=
(
u(2) − u(1)

)
θσ

(
t

T

)
+ u(1),

where θσ is given by (4.3). The function f is Gevrey of order σ and satisfies

f(0) = u(1), f(T ) = u(2), f (m)(0) = f (m)(T ) = 0 (m > 1).

In particular, since a and b are given by (4.12) or (4.13), we have

a(0) = u(1), a(T ) = u(2), a(k)(0) = a(k)(T ) = 0 (k > 1),

b(0) = d
6u

(1), b(T ) = d
6u

(2), b(k)(0) = b(k)(T ) = 0 (k > 1).

In particular, y1 and y2 given by (4.5) or (4.6) satisfy

y1(0, x) = u(1)x, y2(0, x) =
d

6
u(1)(x− x3),

y1(T, x) = u(2)x, y2(T, x) =
d

6
u(2)(x− x3).

This ends the proof of theorem 4.2.4.

4.7 Conclusion

We have obtained the null-controllability of a coupled system of heat equations in dimension
1 in space by using the flatness approach. The system is in “cascade”, with a control acting only
on one boundary of the first equation. This is a particular example of the general case treated
in [4] 

∂ty − (D∂2
x +A)y = 0 in (0, T )× (0, 1),
y(t, 0) = 0 in (0, T ),

y(t, 1) = Bu(t) in (0, T ),
y(0, ·) = y0 in (0, 1),

(4.39)

where y = (y1, . . . , yn), A ∈ Mn(R), D = diag
(

1
d1
, . . . , 1

dn

)
, u = (u1, . . . , um) and B ∈

Mn,m(R). We have treated the case n = 2 and m = 1, with

A =

[
0 0
1 0

]
and B =

[
1
0

]
.

For this particular example, we have managed to recover the controllability results in [4] with
the flatness method. Note that we avoid in particular the use of any bi-orthogonal basis as it is
standard for the study of the controllability of such systems.
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In the future, we would like to generalize our result and in particular to deal with general
systems of the form (4.39). Another interesting problem would be to consider, as in [106] (see
also [7]), the case where in the equation of y2 in (4.1) we replace the right-hand side by cy1 with
a function c depending on x. In addition, one could try to extend the results obtained here in the
case where the operator ∂2

x is replaced by a general operator y 7→ ∂x(p(x)∂xy) + q(x)∂xy+ r(x)y,
where the coefficients can be degenerate or singular. In order to do this, one can follow the general
flatness approach proposed in [82] to handle such an operator. Finally, one could wonder if this
flatness method can be applied to systems of heat equations coupled from the boundary : see, for
instance [8], where the coupling is done with Robin boundary condition, or [9], with Kirchhoff
boundary conditions.
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5

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, on va commencer par proposer une approche pour généraliser les résultats
du chapitre 4. On donnera ensuite une conclusion générale à ce travail en formulant un certain
nombre de questions ouvertes sur la platitude des EDP qui pourraient faire l’objet de travaux
futurs.

Sommaire
5.1 Vers un système en cascade pour l’équation de la chaleur . . . . . . 97
5.2 Conclusion générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.1 Vers un système en cascade pour l’équation de la chaleur

On va essayer de généraliser l’approche du chapitre précédent au cas de n équations de la
chaleur avec des coefficients de diffusion égaux à 1. On s’intéresse donc au système :

∂ty1(t, x)− ∂2
xy1(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

∂tyi(t, x)− ∂2
xyi(t, x) = yi−1 (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1), i ∈ [[2, n]],

yi(t, 0) = 0 t ∈ (0, T ), i ∈ [[1, n]],

y1(t, 1) = u(t) t ∈ (0, T ),

yi(t, 1) = 0 t ∈ (0, T ), i ∈ [[2, n]],

yi(0, x) = y0
i (x) x ∈ (0, 1), i ∈ [[1, n]].

(5.1)

Comme d’habitude, on va chercher à montrer que ce système est plat. Pour tout i ∈ N, on
cherche yi sous la forme :

yi(t, x) =
+∞∑
k=0

ai,k(t)
x2k+1

(2k + 1)!
+

+∞∑
k=0

bi,k(t)
x2k

(2k)!
.

En injectant ces expressions dans les équations de la chaleur précédentes, on trouve les relations
de récurrence :

ai,k+1 = ȧi,k − ai−1,k i ∈ [[1, n]], k ∈ N (5.2)

et
bi,k+1 = ḃi,k − bi−1,k i ∈ [[1, n]], k ∈ N (5.3)
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En utilisant la condition au bord yi(t, 0) = 0 et l’équation 5.3 on vérifie sans mal que l’on doit
avoir bi,k = 0 pour tout i ∈ [[1, n]] et tout k ∈ N. En résolvant la récurrence sur les ai,k, on en
vient à démonter le résultat suivant :

Proposition 5.1.1. Soient σ ∈ (1, 2), T > 0. Soient a1, . . . an des fonctions Gevrey d’ordre σ
sur [0, T ], alors les fonctions (yi)i∈[[1,n]] définies par

yi(t, x) =

+∞∑
k=0

(
i−1∑
m=0

(−1)m
(
k

m

)
a

(k−m)
i−m (t)

)
x2k+1

(2k + 1)!

sont Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x. De plus, ces fonctions vérifient
∂ty1(t, x)− ∂2

xy1(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

∂tyi(t, x)− ∂2
xyi(t, x) = yi−1 (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1), i ∈ [[2, n]],

yi(t, 0) = 0 t ∈ (0, T ), i ∈ [[1, n]].

Démonstration. La preuve de la régularité Gevrey se fait comme pour le théorème 1.3.18, en
utilisant le fait que pour m ∈ [[1, n]],(

k

m

)
=

∏m−1
j=0 (k − j)

m!
6 km 6 kn 6 C2k k ∈ N,

pour un certain C > 0. La vérification de yi(t, 0) = 0 est immédiate tout comme le fait que
y1 vérifie l’équation de la chaleur, son expression étant la même qu’en (1.14). Pour garantir les
autres équations, il suffit de vérifier que les fonctions ai,k :=

∑i−1
m=0(−1)m

(
k
m

)
a

(k−m)
i−m satisfont

(5.2). Or, pour i > 2, on a :

ai,k+1−ȧi,k + ai−1,k

=

i−1∑
m=0

(−1)m
(
k + 1

m

)
ak+1−m
i−m −

i−1∑
m=0

(−1)m
(
k

m

)
a

(k−m+1)
i−m +

i−2∑
m=0

(−1)m
(
k

m

)
a

(k−m)
i−m−1

=

i−1∑
m=0

(−1)m
(
k + 1

m

)
ak+1−m
i−m −

i−1∑
m=0

(−1)m
(
k

m

)
a

(k−m+1)
i−m −

i−1∑
m=1

(−1)m
(

k

m− 1

)
a

(k−m+1)
i−m

= 1− 1 +

i−1∑
m=1

(−1)m
((

k + 1

m

)
−
(
k

m

)
−
(

k

m− 1

))
ak+1−m
i−m = 0.

Dans la dernière ligne, on a utilisé la formule de Pascal.

Si on veut continuer à adapter la méthode du chapitre 4, il nous faut un analogue du
lemme 1.5.18, pour gérer la condition au bord en x = 1. Pour l’obtenir on va recourir une
nouvelle fois au calcul opérationnel, mais pour que celui-ci puisse lui-même fournir une preuve
et ne pas être un simple guide pour l’intuition, on va se servir des opérateurs de Mikusiński (voir
l’appendice A.2). Pour adapter la preuve du chapitre 4, on va chercher à construire une solution
de (5.1) nulle à l’origine, qui intercepte la solution libre de l’équation.
Soient σ ∈ (1, 2) et a1, . . . an des fonctions Gevrey d’ordre σ sur R+ telles que

∀k ∈ N, ∀i ∈ [[1, n]] a(k)(0) = 0.
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On considère les fonctions y1, . . . , yn fournies par la proposition 5.1.1. On a :

∀i ∈ [[2, n]], yi(t, 1) = 0⇔
+∞∑
k=0

 i−1∑
m=0

(−1)m

m!

m−1∏
j=0

(k − j)a(k−m)
i−m (t)

 1

(2k + 1)!
= 0.

Cela peut se réécrire dansM, en utilisant le théorème A.2.7, par récurrence, en

∀i ∈ [[2, n]], yi(t, 1) = 0⇔
i−1∑
m=0

(−1)m

m!
Fmai−m = 0, (5.4)

avec

∀m ∈ [[0, n− 1]], Fm =

+∞∑
k=0

m−1∏
j=0

(k − j) sk−m

(2k + 1)!
∈M.

Remarque 5.1.2. Les opérateurs Fm sont bien définis dansM, comme la limite opérationnelle
de leurs sommes partielles ce que l’on peut voir en les multipliant par exemple par θσ (voir le
corollaire 1.3.13), la convergence se montrant comme pour la proposition 5.1.1.
On a pour tout m, Fm+1 = dFm

ds et on peut donner un sens dansM à l’expression
F0 = sinh(

√
s)/
√
s.

On montre facilement (c’est en fait la preuve de régularité de la proposition 5.1.1) :

Lemme 5.1.3. Soit ϕ une fonction Gevrey d’ordre σ sur R+ telle que pout tout k ∈ N, ϕ(k)(0) =
0. Alors, pour tout m ∈ [[0, n− 1]], Fmϕ possède les mêmes propriétés.

On peut alors démontrer un lemme analogue au lemme 1.5.18 pour le système (5.1).

Lemme 5.1.4. Soit σ ∈ (1, 2), soit ϕ une fonction Gevrey d’ordre σ sur R+ dont toutes les
dérivées sont nulles en 0. On définit la famille d’opérateurs, donnée par

Q1 = 1 et ∀i ∈ [[1, n− 1]], Qi+1 =
i∑

m=1

(−1)i−m

(i+ 1−m)!
Fi−m+1F

i−m
0 Qm.

Alors, la famille
∀m ∈ [[1, n]], am := Fn−m0 Qmϕ

est telle que pour tout m ∈ [[1, n]], am est Gevrey d’ordre σ sur R+ et a toutes ses dérivées nulles
en 0. De plus, en appliquant la proposition 5.1.1 à a1 . . . an, les fonctions yi obtenues, vérifient :

yi(t, 1) = 0 t ∈ R+, i ∈ [[1, n]].

Démonstration. La régularité et la valeur en 0 des dérivées de a1 . . . an sont assurées par le lemme
précédent et le fait que les Qi sont des polynômes en les Fi. Concernant les conditions au bord,
il suffit de vérifier que les ai résolvent le système linéaire (5.4).
En ré-indexant la somme, (5.4) se réécrit sous la forme :

∀i ∈ [[2, n]],

i∑
m=1

(−1)i−m

(i−m)!
Fi−mam = 0.
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Pour i ∈ [[2, n]] on a

i∑
m=1

(−1)i−m

(i−m)!
Fi−mam =

i∑
m=1

(−1)i−m

(i−m)!
Fi−mF

n−m
0 Qmϕ

=
i−1∑
m=1

(−1)i−m

(i−m)!
Fi−mF

n−m
0 Qmϕ+ Fn−i+1

0 Qiϕ

=

(
i−1∑
m=1

(−1)i−m

(i−m)!
Fi−mF

n−m
0 Qm

)
ϕ

+ Fn−i+1
0

(
i−1∑
m=1

(−1)i−1−m

(i−m)!
Fi−mF

i−1−m
0 Qm

)
ϕ = 0

Pour pouvoir généraliser la preuve du chapitre 4 à (5.1), il faudrait tout d’abord montrer que
les solutions libres de (5.1) se mettent sous la forme de la proposition 5.1.1, ce qui est facile à
faire. Il faut ensuite montrer que l’on peut choisir ϕ dans le lemme 5.1.4 de manière à intercepter
la solution libre en temps T , ce qui est difficile à faire en raison de la nature combinatoire des
opérateurs Qi et de la difficulté à manipuler ponctuellement ces opérateurs. Une bonne approche
pour poursuivre dans cette voie pourrait être de donner un sens différent aux opérateurs Fi qui
permettraient de les manipuler ponctuellement.

5.2 Conclusion générale

Nous avons vu dans ce travail qu’il est possible d’adapter la platitude à un certain nombre de
situations : non-linéarités, problèmes à frontières libres, conditions aux limites variées, plus faible
nombre de contrôles que d’équations... Cependant, la méthode souffre encore d’un certain nombre
de limitations et pourrait être améliorée par de futurs travaux. De plus, certaines questions
mérites d’êtres soulevées :

— A part de très rares cas, cette méthode est vissée à la dimension 1. Les articles démontrant
des résultats en dimension n s’appuient sur des géométries particulières. On pourrait
se demander s’il est possible d’adapter la méthode en dimension supérieure pour des
domaines quelconques.

— Il est possible de définir la platitude pour des systèmes discrets (voir par exemple [107,
Chapitre 5]) on peut ainsi se demander s’il est possible pour un système différentiellement
plat de construire un schéma numérique préservant la platitude.

— En dimension infinie, on manque d’une définition précise et d’une théorie générale de la
platitude. Développer une telle théorie permettrait peut-être de répondre à certaines ques-
tions importantes, comme caractériser les EDP différentiellement plates, ou savoir s’il est
possible d’établir un analogue au théorème de la dimension finie, qui établit l’équivalence
entre la platitude et la contrôlabilité pour les systèmes linéaires.
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A

Appendices

A.1 Diverses inégalités

Dans cet appendice, on énonce et démontre certaines inégalités utilisées tout au long du
manuscrit.

Proposition A.1.1. Soient i, j ∈ N, alors

(i+ j)! 6 2i+ji!j!.

Démonstration. Posons n := i+ j. On a alors

(
n

i

)
6

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n,

soit, en remplaçant n par sa valeur : (i+j)!
i!j! 6 2i+j .

Corollaire A.1.2. Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, alors(
n∑
k=1

αk

)
! 6 2n|α|

n∏
k=1

(αk)!

avec |α| = ∑n
i=1 αi.

Démonstration. On prouve, par récurrence sur n ∈ N, H(n) :

∀α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn,

(
n∑
k=1

αk

)
! 6 2n|α|

n∏
k=1

(αk)!.

H(0) est vraie car 0! = 1 6 1.
Soit n ∈ N, H(n). Soit α = (α1, . . . , αn+1) ∈ Nn+1, on a alors
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(
n+1∑
k=1

αk

)
! =

(
αn+1 +

n∑
k=1

αk

)
!

6 2αn+1+(
∑n
k=1 αk)αn+1!

(
n∑
k=1

αk

)
!

6 2αn+1+(
∑n
k=1 αk)2n(

∑n
k=1 αk)αn+1!

n∏
k=1

(αk)!

6 2(n+1)|α|
n+1∏
k=1

(αk)!

C’estH(n+1). Dans la première inégalité, on a utilisé la proposition A.1.1 et dans la deuxième,H(n).

Proposition A.1.3. Soit m ∈ N,m > 2. Soient n ∈ N et k1, . . . , km ∈ N tels que
∑m

i=1 = n.
On pose (

n

k1, . . . , km

)
=

n!∏n
i=1 ki!

,

alors
(

n
k1,...,km

)
= n!∏n

i=1 ki!
∈ N∗. D’où, en particulier,

n! >
n∏
i=1

ki!

Démonstration. On va prouver la propriété plus forte suivante :
Si l’on pose

∀i ∈ [[1,m]], Si =

i∑
j=1

ki

alors (
n

k1, . . . , km

)
=

n∏
i=1

(
Si
ki

)
.

Prouvons, par récurrence sur l ∈ [[1,m]], H(l) :(
Sl

k1, . . . , kl

)
=

l∏
i=1

(
Si
ki

)
H(1) est triviale. Si l ∈ [[1,m− 1]] tel que H(l), alors(

Sl+1

k1, . . . , kl+1

)
=

Sl+1!∏l+1
i=1 ki!

=
Sl!
∏Sl+1

i=Sl+1 i(∏l
i=1 ki!

)
kl+1!

=

(
Sl

k1, . . . , kl

)∏Sl+1

i=Sl+1 i

kl+1!

=

(
Sl

k1, . . . , kl

)∏kl+1−1
k=0 (Sl+1 − k)

kl+1!
=

(
Sl

k1, . . . , kl

)(
Sl+1

kl+1

)
=

(
l∏

i=1

(
Si
ki

))(
Sl+1

kl+1

)
=

l+1∏
i=1

(
Si
ki

)
.
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C’est H(l + 1). Dans la quatrième égalité, on a posé i = Sl+1 − k et dans l’avant-dernière, on a
utilisé H(l). H(m) donne le résultat voulu.

Les deux résultats suivants permettent de prouver le lemme 3.4.3 du chapitre 3.

Lemme A.1.4. Soient l ∈ N,α, c1, ..., cl > 1 et b1, ..., bl > 0 alors,

l∑
k=1

ck(bk)
α 6

(
l∑

k=1

ckbk

)α

Démonstration. On commence par prouver le cas particulier suivant :

∀c > 1,∀a, b > 0, caα + bα 6 (ca+ b)α. (A.1)

Soit c > 1. On pose :

f(t) :=
c+ tα

(c+ t)α
t > 0.

On a alors :

f ′(t) =
cα(c+ t)α−1(tα−1 − 1)

(c+ t)2α
t ∈ R+.

Donc, f est décroissante sur [0, 1] et croissante sur [1,+∞]. De plus, f(0) = 1
cα−1 6 1 et

lim
t→+∞

f(t) = 1 on a ainsi, pour tout t ∈ R+, f(t) 6 1.

Prouvons (A.1) Soient a, b > 0 :
Si a = 0, le résultat est évident.
Si a 6= 0, soit t > 0 tel que b = ta, on a alors, caα+bα

(ca+b)α = f(t) 6 1. Ce qui démontre (A.1).
On peut à présent prouver le lemme A.1.4.
Montrons par récurrence sur l ∈ N, H(l) :

∀c1, ...cl > 1, ∀b1, ..., bl > 0,
l∑

k=1

ck(bk)
α 6

(
l∑

k=1

ckbk

)α
.

H(0) est triviale.
Soit l ∈ N, H(l), soient c1, ..., cl+1 > 1 et b1, ..., bl+1 > 0.
On a :

l+1∑
k=1

ck(bk)
α = cl+1(bl+1)α +

l∑
k=1

ck(bk)
α 6 cl+1(bl+1)α +

(
l∑

k=1

ckbk

)α

6

(
cl+1bl+1 +

l∑
k=1

ckbk

)α
6

(
l+1∑
k=1

ckbk

)α
.

C’est H(l + 1). Dans la première inégalité on a utilisé H(l), et dans la deuxième, (A.1).

Lemme A.1.5. Pour tous i, j, l ∈ N :

i!j!(i+ j + l + 1)!

(i+ j + 1)!
=

l∑
k=0

(
l

k

)
(j + k)!(i+ l − k)!.
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Démonstration. On prend comme convention si k < 0 et n ∈ N alors,
(
n
k

)
= 0 ainsi, la formule

de Pascal s’applique pour k = 0.
Montrons par récurrence sur l ∈ N, H(l) :

∀i, j ∈ N,
i!j!(i+ j + l + 1)!

(i+ j + 1)!
=

l∑
k=0

(
l

k

)
(j + k)!(i+ l − k)!.

H(0) est vraie car pour tous i, j ∈ N,
(

0
0

)
j!i! = i!j! = i!j!(i+j+1)!

(i+j+1)! .
Soit l ∈ N tel que H(l). Soient i, j ∈ N on a,

l+1∑
k=0

(
l + 1

k

)
(j + k)!(i+ l + 1− k)!

=

(
l + 1

l + 1

)
(j + l + 1)!i! +

l∑
k=0

(
l + 1

k

)
(j + k)!(i+ l + 1− k)!.

En utilisant la formule de Pascal, on trouve :

l+1∑
k=0

(
l + 1

k

)
(j + k)!(i+ l + 1− k)!

= (j + l + 1)!i! +
l∑

k=0

(
l

k

)
(j + k)!(i+ l + 1− k)! +

l∑
k=0

(
l

k − 1

)
(j + k)!(i+ l + 1− k)!

= (j + l + 1)!i! +A+B.

En appliquant H(l) à l, j et i+ 1 on trouve,

A =
(i+ 1)!j!(i+ j + l + 2)!

(i+ j + 2)!
.

En utilisant le le fait que
(
l
−1

)
= 0 on trouve,

B =
l∑

k=1

(
l

k − 1

)
(j + k)!(i+ l + 1− k).

En ré-indexant cette somme, on a

B =

l−1∑
k=0

(
l

k

)
(j + k + 1)!(i+ l − k)!

=

l∑
k=0

(
l

k

)
(j + k + 1)!(i+ l − k)!−

(
l

l

)
(j + l + 1)!i!.

An appliquant H(l) à j + 1 et i, on trouve

B =
i!(j + 1)!(i+ j + l + 2)!

(i+ j + 2)!
− (j + l + 1)!i!.

104



A.2. Les opérateurs de Mikusiński

Finalement, en rassemblant tous les termes, on obtient :

l+1∑
k=0

(
l + 1

k

)
(j + k)!(i+ l + 1− k)! =

(i+ 1)!j!(i+ j + l + 2)!

(i+ j + 2)!
+
i!(j + 1)!(i+ j + l + 2)!

(i+ j + 2)!

=
i!j!(i+ j + 2)(i+ j + l + 2)!

(i+ j + 2)!
=
i!j!(i+ j + l + 2)!

(i+ j + 1)!
.

C’est H(l + 1).

Pour prouver le lemma 3.4.3, il suffit d’appliquer le lemme A.1.4 a α = σ avec ck =
(
l
k

)
et

bk = (l − k + i)!(k + j)!, puis de conclure avec le lemme A.1.5.

A.2 Les opérateurs de Mikusiński

Il existe plusieurs façons de formaliser le calcul opérationnel d’Heaviside, la plus répandue
est la transformée de Laplace. Un défaut de cette dernière est que de nombreuses fonctions
ne possèdent pas de transformée de Laplace. Pour palier à ce problème, certain ont proposé
des constructions alternatives. Nous allons ici nous intéresser aux bases de l’une d’entre elles,
les opérateurs de Mikusiński. Proposée par Jan Mikusiński, cette approche permet, par une
construction algébrique de donner un sens à la formule f ′ = sf − f(0). Nous en donnons ici les
bases que nous utilisons au chapitre 5. Les références majeures sur le sujet, d’où est entièrement
tirée cette présentation succincte, sont [87] et [88].
Considérons l’ensemble A = L1

loc(R+), l’ensemble des fonctions localement intégrales sur R+. On
montre facilement que A est un anneau commutatif pour l’addition usuelle des fonctions et le
produit de convolution suivant : à f, g ∈ A, on associe le produit f ∗ g ∈ A défini par :

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0
f(t− τ)g(τ)dτ p.p t ∈ R+.

Le théorème de Titchmarsh affirme alors que (A,+, ∗) est un anneau intègre (i.e f ∗ g = 0 ⇒
f = 0 ou g = 0). On pourra se référer à [88, Chapitre 6, §7] pour une preuve de ce théorème.

Définition A.2.1. L’anneau (A,+, ∗) étant intègre, on peut considérer son corps des fractions,
que l’on noteM.
Les éléments de M, appelés opérateurs (de Mikusiński), sont donc des fractions de la forme f

g

avec f, g ∈ A et g 6= 0. On a f
g = f̃

g̃ ⇔ f ∗ g̃ = f̃ ∗ g. La somme et le produit sur M se font
de manière usuelle pour les fractions. Lorsqu’on travaillera dans M, on notera xy le produit de
x, y ∈M. Donc, dansM, si f, g ∈ A on a fg = f ∗ g.

Remarque A.2.2. L’anneau (A,+, ∗) n’est pas unitaire, maisM l’est bien. Son unité, notée 1,
est donnée par f

f , pour tout f ∈ A, f 6= 0. On peut montrer que 1 /∈ A.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés élémentaires surM qui nous servent au
chapitre 5.

Notation A.2.3. Si f ∈ A, on note {f(t)} l’application t 7→ f(t). Et on pose l := {1}.

Proposition A.2.4. Si f ∈ A, alors lf = {
∫ t

0 f(τ)dτ} ∈ C(R+).
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Proposition A.2.5. Pour tout x ∈M, il existe f, g ∈ C(R+) telles que x = f
g .

Démonstration. Si x = f̃
g̃ , on a x = lf̃

lg̃ avec lf̃ , lg̃ ∈ C(R+).

Si on définit l’application ι : C → M par ι(z) = {z}
l , on vérifie sans mal que ι est un

morphisme de corps, faisant donc de M une extension de C. De plus pour tout f ∈ A et tout
z ∈ C, on a ι(z)f = {zf(t)}. On se permettra donc de confondre z avec ι(z) (on vérifie sans
peine que cela ne crée pas de conflit de notation pour 1).

Notation A.2.6. On note s = 1
l , l’inverse de l dansM.

On est maintenant en mesure d’énoncer le théorème qui justifie l’introduction des opérateurs
de Mikusiński pour formaliser le calcul opérationnel.

Théorème A.2.7. Si f ∈ C1(R+), alors :

f ′ = sf − f(0).

Démonstration. Par le théorème fondamental de l’analyse, on a :

{f(t)} = {f(0)}+

{∫ t

0
f ′(τ)dτ

}
,

ce qui s’écrit encore
{f(t)} = lf(0) + l

{
f ′(t)

}
.

On obtient le résultat en multipliant cette égalité par s = 1
l .

Remarque A.2.8. Si f ∈ Ck(R+), on peut itérer le résultat précédent pour exprimer les dérivées
successives de f .

Dans le chapitre 5, on utilise des séries d’opérateurs. Pour donner un sens à ceci, on va définir
une notion de convergence surM.

Définition A.2.9. Soit (fn)n∈N ∈ MN, on dit que cette suite converge opérationnellement vers
f ∈M, s’il existe q ∈M non nul tel que, pour tout n ∈ N, qfn ∈ C(R+), qf ∈ C(R+) et (qfn)n∈N
converge uniformément sur tout compact vers qf .

Remarque A.2.10. On montre que la définition précédente ne dépend pas du choix de q, ce qui
rend la limite opérationnelle unique.

Remarque A.2.11. Il est possible de définir une dérivation sur M, que nous noterons d
ds , et

on a, en particulier, d
dss

k = ksk−1.

A.3 Une famille bi-orthogonale de fonctions Gevrey

Dans une version préliminaire de [18], on utilisait des fonctions de la forme

t 7→
∫ t

0 ϕ(τ)en
2π2(t−τ)dτ et t 7→

∫ t
0 ϕ(τ)e

n2π2

d2
(t−τ)dτ dans le lemme 4.3.4. Choisir ϕ pour que les

solutions ainsi obtenues s’annulent en t = T menait au problème des moments :∫ T

0
ϕ(t)en

2π2tdt = −bn
n2π2d

sin(dnπ)
(n ∈ N∗),∫ T

0
ϕ(t)e

n2π2

d2
tdt = −an

n4π4(d2 − 1)

d5 sin(nπ/d)
(n ∈ N∗).
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Pour résoudre ce problème, nous avons été amené à construire une famille bi-orthogonale à la
famille {e−n2π2

, e−
n2π2

d }n∈N∗ , qui soit Gevrey et dont on puisse exposer des bornes explicites.
Cette approche n’a pas été retenue et ce résultat n’a donc pas sa place dans le corps de ce docu-
ment, mais comme il est intéressant en soit, nous le présentons ici.
On va généraliser l’approche de [110], et plus précisément la présentation qui en est faite dans [95,

Paragraphe 2.4.2], où les auteurs construisent une famille bi-orthogonale à la famille {e−n
2π2

d }n∈N∗ .
Pour d > 0, on pose

∀n ∈ N∗, λn,1 := n2π2 et λn,2 :=
n2π2

d
.

Le but de cette annexe est de prouver le résultat suivant :

Théorème A.3.1. Si
√
d /∈ Q alors, pour tous T,R > 0, il existe des suites de fonctions

(qj,1)j∈N∗ et (qj,2)j∈N∗ telles que :

1. Pour tous j ∈ N∗, ι ∈ {1, 2}, qj,ι,∈ C∞c ((0, T )).

2. Il existe M1 > 0 dépendant seulement de d, T et R, tel que,

pour tous j ∈ N∗, l ∈ N, ‖q(l)
j,1‖L∞(R) 6

M1j

| sin(
√
djπ)|e

λj,1T

2
(2l+1)!
Rl

.

3. De même, il existe M2 > 0 dépendant seulement de d, T et R, tel que,

pour tous j ∈ N∗, l ∈ N, ‖q(l)
j,2‖L∞(R) 6

M2j∣∣∣sin( jπ√
d

)∣∣∣e
λj,2T

2
(2l+1)!
Rl

.

4. ∀j, n ∈ N∗,∀ι, κ ∈ {1, 2},
∫ T

0 qj,ι(t)e
−λn,κtdt = δj,nδκ,ι.

Ci-dessus, δi,j désigne le delta de Kronecker défini en Section 1.6. Pour prouver ce théorème,
on va avoir besoin de plusieurs lemmes.

Lemme A.3.2. Si
√
d /∈ Q alors, pour tout j ∈ N∗ il existe des fonctions entières Fj,1 et Fj,2

telles que :

1. pour tous k ∈ N∗, ι, κ ∈ {1, 2}, Fj,ι(−iλk,κ) = δj,kδκ,ι.

2. Il existe M1 > 0 dépendant seulement de d, tel que,
pour tout z ∈ C, |Fj,1(z)| 6 M1j

| sin(
√
djπ)|e

(1+
√
d)
√
|z|.

3. Il existe M2 > 0 dépendant seulement de d, tel que,
pour tout z ∈ C, |Fj,2(z)| 6 M2j∣∣∣sin( jπ√

d

)∣∣∣e(1+
√
d)
√
|z|

4. De plus, pour tout x ∈ R, |Fj,1(x)| 6 M1j

| sin(
√
djπ)|e

(1+
√
d)
√
|x|
2 .

5. De plus, pour tout x ∈ R, |Fj,2(x)| 6 M2j∣∣∣sin( jπ√
d

)∣∣∣e(1+
√
d)
√
|x|
2 .

Démonstration. On adapte la preuve de [95, Lemma 2.4.12], à nos besoins.
Pour cette preuve, on désigne pas

√
z la valeur principale de la racine carrée dans C. C’est-à-dire,

si z = reiθ avec r > 0 et θ ∈ (−π, π] alors,
√
z =
√
rei

θ
2 .

on définit :

p(z) =
+∞∏
k=1

(
1 +

z

iλk,1

) +∞∏
k=1

(
1 +

z

iλk,2

)
z ∈ C.
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Comme
∑+∞

k=1
1

λk,1
< +∞ et

∑+∞
k=1

1
λk,2

< +∞, p est une fonction entière bien définie dont les
seuls zéros sont {−iλk,κ}k∈N∗,κ∈{1,2} de plus, ces zéros sont simples (voir [102, Théorème 15.4]).
On pose :

pj,1(z) =

+∞∏
k=1,k 6=j

(
1 +

z

iλk,1

) +∞∏
k=1

(
1 +

z

iλk,2

)
z ∈ C et,

pj,2(z) =
+∞∏
k=1

(
1 +

z

iλk,1

) +∞∏
k=1,k 6=j

(
1 +

z

iλk,2

)
z ∈ C.

Alors, pj,1 et pj,2, sont des fonctions entières telles que :

∀k 6= j,∀ι, κ ∈ {1, 2}, pj,ι(−iλk,κ) = 0 et ∀ι ∈ {1, 2}, pj,ι(−iλj,ι) 6= 0.

On définit alors,

∀ι ∈ {1, 2}, Fj,ι(z) =
pj,ι(z)

pj,ι(−iλj,ι)
z ∈ C. (A.2)

Avec ces définitions, le points 1 du lemme A.3.2 est vérifié. En utilisant la représentation du sinus
en produit infini (voir par exemple [102, Chapitre 15, exercice 4]) on a,

p(z) = sinc(
√
iz) sinc(

√
d
√
iz) z ∈ C,

où

sinc(z) =

{
sin(z)
z si z 6= 0

1 si z = 0.

C’est une fonction entière. Comme

sinc(z) =
1

2

∫ 1

−1
eiztdt,

on a,
| sinc(z)| 6 e|=(z)| 6 e|z| z ∈ C. (A.3)

En conséquence,
|p(z)| 6 e(1+

√
d)
√
|z| z ∈ C.

On a de plus,

∀z ∈ C, |pj,1(z)| 6
+∞∏

k=1,k 6=j

(
1 +

|z|
λk,1

) +∞∏
k=1

(
1 +

|z|
λk,2

)
6

+∞∏
k=1

(
1 +

|z|
λk,1

) +∞∏
k=1

(
1 +

|z|
λk,2

)
= p(i|z|)

et donc,
|pj,1(z)| 6 e(1+

√
d)
√
|z| z ∈ C. (A.4)

De même,
|pj,2(z)| 6 e(1+

√
d)
√
|z| z ∈ C.

On a,

∀ι ∈ {1, 2}, p(z) =

(
1 +

z

iλj,ι

)
pj,ι(z) z ∈ C, (A.5)
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et donc,

∀ι ∈ {1, 2}, p′(z) =
1

iλj,ι
pj(z) +

(
1 +

z

iλj,ι

)
p′j,ι(z).

On en déduit alors que,
iλj,ιp

′(−iλj,ι) = pj,ι(−iλj,ι).
Comme z 7→ √z est différentiable sur C \ R−, on a

p′(z) =
i

2
√
iz

(
cos(
√
iz)√

iz
− sin(

√
iz)

iz

)
sinc(

√
d
√
iz)

+
i
√
d

2
√
iz

sinc(
√
iz)

(
cos(
√
d
√
iz)√

d
√
iz

− sin(
√
d
√
iz)

idz

)
=(z) < 0

Ainsi,

p′(−iλj,1) =
i(−1)j sin(

√
djπ)

2
√
dj3π3

et p′(−iλj,2) =
id
√
d(−1)j sin

(
jπ√
d

)
2j3π3

.

Cela nous donne,

pj,1(−iλj,1) =
(−1)j+1 sin(

√
djπ)

2
√
djπ

et pj,2(−iλj,2) =

√
d(−1)j+1 sin

(
jπ√
d

)
2jπ

.

Ainsi,

|pj(−iλj,1)| = | sin(
√
djπ)|

2
√
djπ

.

En combinant cette dernière formule avec (A.4) dans (A.2) on obtient,

|Fj,1(z)| 6 jM1

| sin(
√
djπ)|

e(1+
√
d)
√
|z| z ∈ C

avec M1 = 2
√
dπ, ce qui nous donne le point 2 du lemme A.3.2. De même, on obtient un certain

M2 > 0, qui dépend seulement de d tel que,

|Fj,2(z)| 6 M2j∣∣∣sin( jπ√
d

)∣∣∣e(1+
√
d)
√
|z| z ∈ C.

Cela prouve le point 3 du lemme A.3.2.
Pour prouver les points 4 et 5 du lemme A.3.2, on utilise la première inégalité de (A.3) et le fait

que pour tout x ∈ R, =(
√
ix) =

√
|x|√
2
, pour obtenir,

|p(x)| 6 e(1+
√
d)
√
|x|
2 x ∈ R.

Comme, pour tout x ∈ R et ι ∈ {1, 2}, |1 + x
iλj,ι
| > 1, on a par (A.5),

|pj,ι(x)| 6 |p(x)| ι ∈ {1, 2}, x ∈ R.
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Lemme A.3.3. [95, Lemma 2.4.13] Il existe C > 0 tel que, pour tous β, ν > 0,, il existe une
fonction entière Mβ,ν telle que :

1. ∀z ∈ C, |Mβ,ν(z)| 6 eβ|z| ;

2. ∀x ∈ R, |Mβ,ν(x)| 6 CeCν+
√
βνe−

√
βν|x|

2 ;
3. ∀x ∈ R,Mβ,ν(ix) > Ce−Cν .

Démonstration. On prend :

Mβ,ν(z) =
1

‖σν‖L1(R)

∫ 1

−1
σν(t)e−itβzdt z ∈ C,

où

σν(t) =

{
e
− ν

1−t2 if t ∈ (−1, 1)

0 if |t| > 1.

Les estimées sont prouvées dans [110, Lemma 4.3].

On est à présent en mesure de prouver le théorème A.3.1 :

Démonstration du théorème A.3.1. Encore une fois, on adapte une preuve de [95, Théorème 2.4.5]
à nos besoins.
Soit j ∈ N∗. En utilisant les fonctions construites au lemme A.3.2 et au lemme A.3.3, on pose,

ĝj,ι(z) = Fj,ι(z)
Mβ,ν(z)

Mβ,ν(−iλj,ι)
z ∈ C,

pour des paramètres β, ν que nous allons préciser. Cette définition a du sens grâce au point 3 du
lemme A.3.3. On choisit,

β =
T

4

et ν > 0 tel que
1 +
√
d−

√
βν = −

√
2γ,

avec γ > 0 que nous allons préciser par la suite. Par construction, on a,

ĝj,ι(−iλk,κ) = δjkδι,κ ι, κ ∈ {1, 2}, k ∈ N∗.

On va maintenant construire qj,1, la construction de qj,2 est la même avec les estimées corres-
pondantes. En utilisant les estimées de lemme A.3.2 et de lemme A.3.3, on obtient,

|ĝj,1(z)| 6 C(d, T, γ)
j

| sin(
√
djπ)|

e(1+
√
d)
√
|z|+β|z| z ∈ C, (A.6)

avec C(d, T, γ) > 0 une constante qui ne dépend que des paramètres explicités. Par l’inégalité
de Young, on a,

(1 +
√
d)
√
|z| 6 ε|z|

2
+

(1 +
√
d)2

2ε
z ∈ C, ε > 0.

En prenant ε = 2(T2 − β) > 0 dans cette inégalité donne,

(1 +
√
d)
√
|z| 6

(
T

2
− β

)
|z|+ (1 +

√
d)2

2ε
z ∈ C.
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En combinant cette dernière inégalité avec (A.6), on obtient,

|ĝj,1(z)| 6 C(d, T, γ)
j

| sin(
√
djπ)|

e
T
2
|z|, (A.7)

où C(d, T, γ) > 0 est une nouvelle constante qui ne dépend que des paramètres donnés. En
utilisant le point 4 du lemme A.3.2 et le point 3 du lemme A.3.3, on obtient à nouveau une
constante C(d, T, γ) > 0 telle que,

|ĝj,1(x)| 6 C(d, T, γ)
j

| sin(
√
djπ)|

e−γ
√
|x| x ∈ R. (A.8)

En particulier, ĝj,1 ∈ L2(R) grâce à (A.7) et au théorème de Paley Wiener (voir [102, Theorem
19.3]), on obtient une fonction gj,1 ∈ L2(−T

2 ,
T
2 ), telle que,

ĝj,1(z) =

∫ T
2

−T
2

gj,1(t)e−iztdt z ∈ C. (A.9)

Par (A.8), on a ĝj,1 ∈ L1(R) donc, c’est aussi la transformée de Fourier de gj,1 dans L1. Par
construction, on a, supp(gj,1) ⊂ (−T

2 ,
T
2 ). Soit l ∈ N, on a, grâce à (A.8),∫

R
|xlĝj,1(x)|dx 6 C(d, T, γ)

j

| sin(
√
djπ)|

∫
R
|x|le−γ

√
|x|dx

= 2C(d, T, γ)
j

| sin(
√
djπ)|

∫ +∞

0
xle−γ

√
x

= 4C(d, T, γ)
j

| sin(
√
djπ)|

∫ +∞

0
u2l+1e−γudu =: 4C(d, T, γ)

j

| sin(
√
djπ)|

Il.

Pour l ∈ N∗, on a,

Il =

∫ +∞

0
x2l+1e−γxdx =

[−1

γ
x2l+1x2l+1e−γx

]+∞

0

+
2l + 1

γ

∫ +∞

0
x2le−γxdx

=
2l + 1

γ

([
−x

2l

γ
e−γx

]+∞

0

+
2l

γ

∫ +∞

0
x2l−1e−γxdx

)
=

(2l + 1)(2l)

γ2
Il−1.

Donc, par récurrence après calcul de I0, on a

∀l ∈ N, Il =
(2l + 1)!

γ2l+2
.

On a donc montré (en mettant un 1/γ2 dans la constante) que,

∀l ∈ N,
∫
R
|xlĝj,1(x)|dx 6 C(d, T, γ)

j

| sin(
√
djπ)|

(2l + 1)!

γ2l
.

On choisit maintenant γ =
√
R de manière à avoir,

∀l ∈ N,
∫
R
|xlĝj,1(x)|dx 6 C(d, T,R)

j

| sin(
√
djπ)|

(2l + 1)!

Rl
.
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Ainsi, par transformée de Fourier inverse et le fait que supp gj,1 ⊂ (−T
2 ,

T
2 ), on a, gj ∈ C∞c (0, T )

et
‖g(l)
j,1‖L∞(R) 6 C(d, T,R)

j

| sin(
√
djπ)|

(2l + 1)!

Rl
.

On pose maintenant,

qj,1(t) = e
λj,1T

2 <
(
gj,1

(
t− T

2

))
t ∈ R. (A.10)

Par construction et nos résultats précédents, qj,1 ∈ C∞c (0, T ) et,

∀l ∈ N, ‖q(l)
j,1(t)‖L∞(R) 6 C(d, T,R)

j

| sin(
√
djπ)|

e
λj,1T

2
(2l + 1)!

Rl
.

Nous allons maintenant vérifier le point 4 du théorème A.3.1, pour k ∈ N∗, κ ∈ {1, 2} on a :∫ T

0
qj,1(t)e−λk,κtdt = e

λj,1T

2

∫ T

0
<
(
gj,1

(
t− T

2

))
e−λk,κtdt

= e
λj,1T

2 <
(∫ T

2

−T
2

gj,1(u)e−λk,κ(u+T
2 )du

)

= e
T
2 (λj,1−λk,κ)

∫ T
2

−T
2

gj,1(u)e−λk,κudu

= e
T
2 (λj,1−λk,κ)<(ĝj,1(−iλk,κ)) = δjkδ1,κ.
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